
Složky rychlosti a zrychleńı v polárńıch souřadnićıch

Mějme částici v bodě P – v kartézských souřadnićıch na pozici (x, y) a v polárńıch
souřadnićıch (r, ϕ). Částice se pohybuje rychlost́ı ~v a se zrychleńım ~a.
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Budeme nyńı pracovat s vektorem rychlosti ~v a ke zrychleńı se vrát́ıme na konci.
Vektor ~v můžeme rozložit bud’to do směr̊u daných kartézskými osami anebo do směr̊u
daných polárńımi souřadnicemi – radiálńı směr daný př́ımkou spojuj́ıćı počátek s bodem
P a tangenciálńı směr daný tečnou ke kružnici o poloměru r:

~v = ~vx + ~vy = ~vr + ~vϕ. (1)
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Uvid́ıme, že se vlastně jedná jen o zápis daného vektoru ~v pomoćı souřadnic v r̊uzných
báźıch. Vektory báze pro kartézské souřadnice (~ex, ~ey) (jednotkové vektory ve směrech
kartézských os) maj́ı vyjádřeńı

~ex = (1, 0), ~ey = (0, 1). (2)
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Vektory báze polárńıch souřadnic (~er, ~eϕ) (tzn. opět jednotkové vektory mı́̌ŕıćı ve směru
souřadných čar (tečně k souřadným čarám)) maj́ı vyjádřeńı

~er = (cosϕ, sinϕ), ~eϕ = (− sinϕ, cosϕ). (3)
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Zapǐsme nyńı rozklad (1) vektoru ~v pomoćı kartézských a polárńıch báźı:

~v = vx~ex + vy~ey

~v = vr~er + vϕ~eϕ

Porovnáńım těchto vyjádřeńı dostaneme rovnici vztahuj́ıćı souřadnice vektoru ~v v kartézské
bázi (vx, vy) a souřadnice v polárńı bázi (vr, vϕ):

vx~ex + vy~ey = vr~er + vϕ~eϕ

Dosazeńım konkrétńıch vyjádřeńı bazických vektor̊u (2) a (3) a rozepsáńı po složkách
dostaneme následuj́ıćı rovnice:

vx = vr cosϕ− vϕ sinϕ, (4)

vy = vr sinϕ+ vϕ cosϕ. (5)

Snadnou úpravou źıskáme vyjádřeńı polárńıch složek rychlosti (vr, vϕ) pomoćı kartézských
(vx, vy):

−(4) · sinϕ+ (5) · cosϕ : vϕ = −vx sinϕ+ vy cosϕ, (6)

(4) · cosϕ+ (5) · sinϕ : vr = vx cosϕ+ vy sinϕ. (7)

My bychom ale chtěli vyjádřeńı obsahuj́ıćı pouze polárńı souřadnice. Muśıme tedy ještě
naj́ıt vyjádřeńı kartézských složek rychlosti (vx, vy) pomoćı polárńıch souřadnic. Ty źıskáme
snadno zderivováńım transformačńıch vztah̊u mezi kartézskými a polárńımi souřadnicemi
podle času:

x = r cosϕ, vx = ẋ = ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ, (8)

y = r sinϕ, vy = ẏ = ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ. (9)

Po dosazeńı do (6) a (7) dostaneme finálńı výrazy:

vϕ = −(ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ) cosϕ+ (ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ) cosϕ = rϕ̇, (10)

vr = (ṙ cosϕ− rϕ̇ sinϕ) cosϕ+ (ṙ sinϕ+ rϕ̇ cosϕ) sinϕ = ṙ. (11)
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Předchoźı postup pro vektor rychlosti ~v můžeme úplně stejně zopakovat pro vektor zrych-
leńı ~a (ve skutečnosti pro jakýkoliv vektor), stač́ı tedy v (6) a (7) zaměnit v za a:

aϕ = −ax sinϕ+ ay cosϕ, ar = ax cosϕ+ ay sinϕ. (12)

Vyjádřeńı kartézských složek zrychleńı (ax, ay) pomoćı polárńıch souřadnic źıskáme daľśım
derivováńım (8) a (9):

ax = ẍ = r̈ cosϕ− 2ṙϕ̇ sinϕ− rϕ̈ sinϕ− rϕ̇2 cosϕ,

ay = ÿ = r̈ sinϕ+ 2ṙϕ̇ cosϕ+ rϕ̈ cosϕ− rϕ̇2 sinϕ.

Po dosazeńı do (12) konečně máme:

aϕ = rϕ̈+ 2ṙϕ̇, ar = r̈ − rϕ̇2.
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