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Dostavé se vam do rukou sbirka podrobné fesenych pifkladii ze skript Stoll: Elektiina a
magnetismus.

Kazdy z piikladi by mél viceméné tvofit samostatnou jednotku. Pro porozuméni feSeni
daného piikladu ¢asto neni nutné ¢ist priklady predchozi nebo nésledujici (ale ne vzdy...). Pokud
je néjaky ptiklad vyjimkou z tohoto pravidla, je obvykle na pfislusnou pasaz na jiném misté
sbirky odkazéano.

Reseny piiklad se vidy sestdva ze zaddni, jeho Feseni a pifpadného dodatku. Dodatek neni
k (pochopeni) feseni nutny, casto piiklad komentuje, rozsifuje nebo se na vypocet diva z jiného
pohledu.

Priklady jsou sefazeny do logickych celku a ¢asto tedy nejsou v poradi, v jakém jsou uvedeny
ve skriptech. Nicméné, jejich ¢islo je zachovano pro snadnéjsi orientaci. Za obsahem nésleduje
seznam piikladu sefazeny stejné jako ve skriptech, diky ¢emuz se d4 rychle dohledat, kde dany
piiklad v této sbirce je.

V aktudlni verzi chybi nékteré nepodstatné dodatky, které se ¢asem (,,jiz brzy*) objevi.
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Kapitola 1

Zaklady teorie relativity

1.1 Dilatace ¢asu a kontrakce délek

1.1.1 1.1 Mion v atmosfére

Mion v kosmickém zafeni byl pozorovan, jak v atmosféfe urazil od svého vzniku do rozpadu
vzdalenost dy = 5km rychlosti v = 0,99¢. Jakou dobu existoval v nasi pozorovaci soustaveé,
jakou dobu ve vlastni klidové soustavé a jak silnd vrstva atmosféry prosla kolem ného ve vlastni
soustavé?

Reseni: Dobu zivota v nasi pozorovaci soustavé uréime jednoduse z kinematického vztahu

do _ 5km

v 0,99

=1,68.10""s = 16,8 us (1.1)

(pouzili jsme pfibliznou hodnotu rychlosti svétla ¢ = 3.108m/s). Z naseho pohledu zaroven
mionu ubihd ¢as pomaleji vlivem dilatace ¢asu. Urceme tedy ze vztahu pro dilataci vlastni ¢as

¢ 2y 2
r=l o 1= = 1Y 93751076 5 = 2,375 us. (1.2)
v 2w c2

7 pohledu mionu kolem néj atmosféra svisti rychlosti v, tudiz bude kontrahovana ve sméru
svého pohybu, dosazenim do vztahu pro kontrakci délek ziskdme tloustku atmosféry z pohledu

d 2
d="2=dy/1- 2 =705m. (1.3)
~y c

Stejného vysledku dosdhneme pouzitim kinematického vztahu

mionu:

mionu:

d=71v="T05m, (1.4)
kde jsme vyuzili faktu, ze kolem mionu atmosféra leti rychlosti v po dobu jeho vlastniho ¢asu
zivota T.

Dodatek: V tomto piikladu je mozné natrefit na relativisticky ,,paradox“. Z pohledu mionu
je to pozorovatel na Zemi, kdo se pohybuje, tudiz dilatace ¢asu ,postihuje* jeho. Mion tedy na
svych hodinkach béhem svého zivota naméii spocteny cas 7 = 2,37 us a dle néj pozorovateli na

Zemi ubéhne pouze
, T v? )
T=—-=7/1-—5=0,335pus (misto t =16,8 us). (1.5)
v c



Jak je to mozné? Problém je zde s relativitou soucasnosti. Dvé uddalosti, které se z jedné vztazné
soustavy jevi, ze nastaly souCasné, tak v jiné vztazné soustavé vubec souc¢asné byt nemusi. V
soustaveé spojené s pozorovatelem na Zemi mame dvé soucasné uddalosti: vznik mionu a ,,spusténi
stopek® pozorovatelem na Zemi, stejné jsou zde soucasné udalosti: zanik mionu a zastaveni
stopek pozemského pozorovatele. V soustavé spojené s mionem tyto udélosti soucasné obecné
nebudou! Z pohledu mionu tedy pozorovatel na Zemi nejspis zcela nepochopitelné spousti a
zastavuje stopky dplné jindy, nez v okamziku, kdy mion vznikéd a zanika. Kvantifikujme nyni
tyto uvahy.

Napisme si prostorové a c¢asové souradnice jednotlivych udalosti v soustavé spojené se Zemi
a transformujme je pomoci Lorentzovy transformace do soustavy spojené s mionem. Vezméme
jednu prostorovou soutadnici x jejiz pocatek je v misté vzniku mionu a mi¥{ dold smérem k
pozorovateli. Pak vznik mionu Py, zacdtek méfeni Py, zdnik mionu Pz a konec méreni Pg
maji prostoroc¢asové soufadnice (z,t):

Py =(0,0), Py = (dp,0), Pz=(dp,t), Px = (do,t). (1.6)
(pro jednoduchost uvazujeme, ze mion se rozpadne piesné u nohou pozorovatele).

_ Jvznik mionu

o1
O/
v
Y
7e1meé zanik mionu
zV ‘ z/

Obrazek 1.1: Soufadnice = spojend s pozorovatelem na Zemi, s pocatkem v misté vzniku mionu.
Souradnice x’ spojend s pohybujicim se mionem, mion je umistén v pocdtku.

Souradnici 2’ zavedeme tak, Ze bude miFit ve sméru souradnice z, a jeji pocatek bude spojen s
pohybujicim se mionem. Zaveden{ souradnic z a 2’ také viz obrézek Mezi souradnicemi (x, t)
a (2/,t') v takto zavedenych vztaznych soustaviach muzeme piejit ndsledujicimi Lorentzovymi
transformacemi

tl

— vt t— %
2 . 0% (t - %CL‘) =< (1.7)

=v(r —vt) = ——, .
Vi-% Vi-%

Po dosazeni konkrétnich hodnot soutadnic (z,t) pro jednotlivé udalosti dostaneme soufadnice
(2',t) udélosti ve vztazné soustavé spojené s mionem (po fadé vznik mionu P},, zac¢dtek méreni
P}, zénik mionu P, konec méfeni Py ):

t t
P, =(0,0), Py = ('ydo,—’y:—Qdo> , Py = <0,7) , P = <0,7> : (1.8)

kde jsme pro ziskani findlnich tvaru pouzili vztah dy = vt. Vidime tedy, Ze v soustavé spojené
s mionem pozorovatel na Zemi zacal méfeni ddvno pred vznikem mionu v ¢ase t, = —Yzdo =



—117 ps (mion vznikl v case ¢, = 0s). Konec méfeni nastal (soucasné se zanikem mionu) v ¢ase

t, =t = % = 2,37 pus. Celkové tedy pozorovatel v soustavé spojené s mionem méfil po dobu
t v 1 v?

o =th,—t,== —dy =t~ +v= | =ty =119us, 1.9

m M v + 7(32 0 <'Y 762 Y H ( )

kde jsme opét pouzili vztah dy = vt. Vlastni ¢as méticiho pozorovatele pak je % =t =16,8 us,
coz je presné hodnota, kterou jsme méli na zacatku. Cas 0,335 us, ktery nés vedl k celé této
tvaze, jednoduse predstavuje jen malou ¢ast vlastniho ¢asu stopujictho pozorovatele. O zadny
paradox se tedy nejedna.

1.1.2 1.2 Protony prolétajici skrz galaxii
V kosmickém zafeni se vyskytuji protony o energii £ = 109 GeV. Za jak dlouho proleti nasi

Galaxif v nasi vztazné soustavé a ve své vlastni?

Reseni: Nejprve si spocteme rychlosti prolétajicich protonti. Vztah mezi energif a rychlosti
ziskdme ze slavného vztahu

2

E =mc* = moye® = BEyy = ——, (1.10)

—-1/2
kde jsme zavedli oznaceni faktoru v = (1 — Z—;) a klidové energie Fy = moc?. Vyjadienim

v=4]1- (?)2 c. (1.11)

Klidova energie protonu je pfiblizné Ey = 1 GeV. Hodnota rychlosti je pak

v=11-10"0¢c~ (1-0,5-10"2°)c=0,99...995¢. (1.12)

20x

rychlosti dostaneme

kde jsme pouzili aproximaci (Taylortiv rozvoj do prvniho fddu) v/1+2 ~ 1+ 3. Z hlediska
pozorovatele v galaxii muzeme uvazovat v =~ c. Jestlize uvazujeme délku nasi Galaxie [y =
100000 sv.let, pak doba, za kterou protony skrze Galaxii proleti z hlediska pozorovatele v Ga-
laxii, je jednoduse

ol

t ~ -2 = 100000 let. (1.13)
v C

Cas ubéhly z hlediska protonu ziskdme pomoci vztahu pro dilataci ¢asu (zde musime pouzit

presnou rychlost v)
t 2
r=Z=nf1-2. (1.14)
ol c

Ze vztahu (|1.10f) vidime, ze % =4/1-— Z—i, pro vlastni ¢as protonu pak dostaneme

E
=t fo =10%let - 10710 = 10 % let = 315 s. (1.15)
Dodatek: Pokud se na situaci podivame z pohledu protonu, Galaxie kolem nich svisti

obrovskou rychlosti v a je tedy extrémné zkracend vlivem kontrakce délek. Spoctéme tuto délku
pomoci vztahu pro kontrakei délek (opét musime pouzit presnou rychlost v):

l > E
1= 2 =gy /1= 5 = 1g=2 = 10°sv.let - 10710 = 1077 sv.let = 315svs, (1.16)
¥ c E
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coz je méné nez vzdalenost ze Zemé na Slunce. Tuto vzdalenost také muzeme dostat pouzitim
kinematického vztahu
l=1v=rTc, (1.17)

kde jsme vyuzili faktu, ze kolem protonu Galaxie leti rychlosti pfiblizné ¢ po dobu jeho vlastniho
¢asu pruletu 7.

1.1.3 1.5 Hustota

Téleso se vzhledem k dané vztazné soustavé pohybuje rychlosti v = 0,8c. UrCete pomér mezi
jeho hustotou v této soustavé a hustotou klidovou.

Reseni: Hustota v klidové soustavé pg a hustota v pohybujici se soustavé p jsou z definice
dany vztahy
mo m
=2 = 1.18
p= =5 (1.18)
kde mg a Vy jsou hmotnost a objem v klidové soustavé a m a V jsou hmotnost a objem v
pohybujici se soustaveé.

Objem se vlivem Lorentzovy kontrakce délek transformuje jako

2
v_‘;o_vmh—;. (1.19)

Tento transformaéni vztah plyne z toho, ze rozmér ve sméru pohybu podléhd kontrakci, viz
obrézek [[.2]

Co C = Cp
Vo 14
- >
bo b= bo v
- » -—
() a = aTO

Obrézek 1.2: Objem a pohybujici se objem.

Pti pohybu se zaroven zvétsuje hmotnost télesa, m = mg7y. Dame-li tyto vztahy dohromady,
dostaneme vysledek:

m mo7y mo o 2
—_ —_— = —_ — p— . 1 -20
P=v % v POy (1.20)

1.1.4 1.4 Dopplertv jev

Fyzik hazardér, ktery prejel autem kiizovatku na Cervenou a byl zastaven policistou, se hajil
tim, ze v dusledku Dopplerova jevu vidél misto ¢ervené zelenou. Fyzikdlné vzdélany policista
ho vsak stejné pokutoval, a to za nedovolenou rychlost. Urcete tuto rychlost za predpokladu,
ze ¢ervené odpovida spektralni ¢ara A\g = 700 nm a zelené A = 550 nm.

Reseni: Relativisticky vztah mezi vysilanou frekvenci zdroje fy a pozorovanou frekvenci I
pokud se pozorovatel priblizuje ke zdroji rychlosti v (a tedy s faktorem 38 = %) je

fo= \/1J_r§fo- (1.21)
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Za frekvence dosadime pomoci vlnovych délek, f = {:

c 1406 ¢
— =4/ ——. 1.22
A 1—8Xo ( )
Nyni jiz jen vyjadiime faktor 3:
A2 — )2
= 55— =0,237 1.23
8= S = 0297 (1.23)

rychlost fyzika hazardéra v auté tedy byla v = Sc = 71000 km/s.

Dodatek: Odvodme vySe zminény vztah mezi frekvencemi fy a f,. Uvazujme zdroj, ktery
je v klidu, a k nému se piiblizuje pozorovatel rychlosti v.

Jaka bude perioda vInéni 1" pro pozorovatele? Ten jede rychlosti v vstiic vinoplocham Sificich
se rychlosti c¢. Perioda T udévajici, za jak dlouho kolem pozorovatele ,propluje® jedna vinova
délka, je pak dana rovnici

vT + T = Ao, (1.24)
kde Ao ie vl ¢ délk . no . . . . _ Ao
e A\ je vlnova délka svétla vysilaného zdrojem, viz také obrazek Tedy T'= 7.
Ao

Obrazek 1.3: Pozorovatel P jede rychlosti v vstiic vlnéni sifici se proti nému rychlosti c.

Nesmime ovSem zapomenout na to, ze pohybujicimu pozorovateli jdou hodiny pomaleji.
Perioda T, kterou jsme zatim urcili, je ddna ¢asem v soustavé spojené se zdrojem vlnéni. Po-
hybujicimu se pozorovateli mezitim ubéhne vlastni ¢as 7 dany vztahem pro dilataci ¢asu:

T:f:Tm:Tﬂ. (1.25)

Takze pozorovana frekvence je f), = %, postupnym dosazovanim dostaneme vysledny vztah:

oto L L1 vhe 1+8 ¢ 1+6f (1.26)
Pr VBT T2 I (18T |
1.2 Skladani rychlosti

1.2.1 Odvozeni vzorce pro skladani rychlosti pomoci slozeni Lorentzovych
transformaci

Naleznéte zakon relativistického sklddani rychlosti v jednom sméru slozenim dvou Lorentzovych
transformaci. Konkrétné naleznéte tvar jedné Lorentzovy transformace, kterd bude ekvivalentni
slozeni dvou vySe zminénych transformaci.

12



Reseni: Pro dvé soustavy (S) a (S’), které majf stejné orientované osy a soustava (S’) se
vuci (S) pohybuje podél osy = (resp. 2’) rychlost{ V', m& Lorentzova transformace tvarﬂ

v v\ 12
¥ =~(x-Vt), y =, Y=z, =~ (t — 82x> , v = (1 - 02) . (1.27)

Uvazujme tii vztazné soustavy (S), (S') a (S”). Mezi soustavami (S) a (S’) prechdzime
zadanou rychlosti V', mezi (S’) a (S”) zadanou rychlosti W a mezi (S) rovnou do (S”) piejdeme
hledanou rychlosti Y. Viz také obrdzek

() (5”)

Obrazek 1.4: Tti vztazné soustavy (S), (S7) a (S”).
Ozna¢me faktory gama indexem podle rychlosti, kterou obsahuji:

V2 -1/2 W2 -1/2 Y2 -1/2
e () e () () ey

Pak Lorentzovy transformace pro souradnice z, 2/, 2 a t, t’, t" mezi soustavami (S) a (S’), (5”)
a (S"), (S) a (S”) maji tvar

|4
=y (z - Vi), t' =y <t—c2:n), (1.29)
"n_ "W "n_ /_K/ 1
" = (z ), = w |t 27 (1.30)
o’ = - Yt " = Y 1.31
v (oY1), —ov (1= %), (131)

Nyni provedeme slozeni Lorentzovych transformaci (1.30) a (1.29) a vysledek porovname s
(1.31). Vezméme vztah pro transformaci z” (1.30) a dosadme za 2’ a t' z (1.29)ﬂ

2 =y (W (x = Vit) — Wy <t - (‘;x» : (1.32)

Vyse uvedeny vyraz chceme upravit do tvaru 2”7 = vy (z — Yt) (1.31) — u proménné ¢ pak
odecteme vyraz pro slozenou rychlost Y. Upravujme tedy (1.32):

VW
2" = ywav <<1+62 >x— (V+W)t>

o (1 5] (o= 1) = w0, (1.3)

1Pro poeatky soustav splyvajici v éase t = t' = 0.
2Mohli bychom vzit i vztah pro transformaci t”, ale postup by byl v podstaté identicky.
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7 posledni rovnosti v predchozim vyrazu dostavame porovnanim hledany vztah pro slozenou

rychlost Y:
y = VW (1.34)

1+

Zaroven obdrzime vztah mezi gama koeficienty pro jednotlivé rychlosti,
Vw
YWV (1 + CQ) =Y (1.35)

jeho platnost muzeme dokézat prostym rozepsanim vsech gama faktoru (a dosazeni konkrétni
hodnoty rychlosti Y') a néslednou zdlouhavou tpravou...

1.2.2 1.3 Kosmicka lod a raketa

Z kosmické lodi pohybujici se vzhledem k Zemi rychlosti v; = 0, 8¢ byla ve sméru jejiho pohybu
vypusténa raketa rychlosti vo = 0, 6¢ vzhledem k lodi. Vlastni délka rakety je o = 10m. Jaka
je délka této rakety z hlediska pozorovatele v lodi a z hlediska pozorovatele na Zemi?

Reseni: Vzorec pro relativistické skladani rychlosti je nasledujici:

V1 + U2

c2

kde v je vyslednd rychlost, v1 a wvo jsou puvodni rychlosti se shodnym kladnym smérem. Po
dosazeni dostaneme konkrétni vyslednou rychlost v:
(0,84 0,6)c
= —"— =0,9%6¢. 1.37
YT1¥06.08 0 (1.37)
Pro ziskani pozorovanych délek rakety musime jen dosadit spravné rychlosti do vzorce pro
kontrakci délek
lo 1)2
l=—==ln/1-—, 1.38
~ 0 2 ( )
kde Iy je vlastni (klidova) délka, [ délka po kontrakeci a v piislusné rychlost pohybu.
Raketa z pohledu kosmonauta na kosmické lodi ma rychlost vs, z hlediska pozorovatele na
Zemi ma praveé slozenou rychlost v. Vysledné kontrahované délky tedy jsou:

ly, =10/1-0,62=8m, I, =10/1— (0,946)% = 3,24 m. (1.39)

1.2.3 1.6 Kosmonaut na Meésici

Kosmonaut na Mésici pozoruje dvé kosmické lodi blizici se k nému z opaénych stran rychlostmi
v1 = 0,8c a v9 = 0,9c. Jakd je rychlost jedné z lodi mérend z paluby druhé?

Reseni: Jenom pro zajimavost si uvédomme, Ze kosmonaut pozoruje kosmické lodi blizit se
k sobé prostym souctem rychlosti: vi +vo =1, 7c.

Jind je situace pro pozorovatele na jednotlivych kosmickych lodich, z jejich pohledu se k
sobé kosmické lodé blizi rychlosti

V1 + U2 (0,8+0,9)c
v = =
1+ 1+40,8-0,9

=0, 938c. (1.40)
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1.3 Relativisticka pohybova rovnice

1.3.1 1.7 Hyperbolicky pohyb

Urcete rychlost a drahu relativistické ¢édstice, na niz pusobi konstantni sila F'. Porovnejte s rov-
nomérné zrychlenym pohybem v nerelativistické fyzice a ukazte, Ze rychlost ¢astice neptrekroc¢i
rychlost svétla c.

Reseni: Resme relativistickou pohybovou rovnici, resp. jeji jednorozmérnou verzi

d o o= d
p (moy?) = F, o7 (moyv) = F. (1.41)

—-1/2
Po dosazeni v = (1 — Z—;) a zintegrovani podle casu (sila F' je konstantni) ziskdme

v

U2
V' @
kde integra¢ni konstantu C] uréime z pocatecnich podminek. Uvazujeme-li nulovou rychlost v
¢ase nula, v(0) = 0, dostaneme Cy = 0. Z predchozi rovnice vyjadiime rychlost v(t):

mo :Ft+01, (1.42)

_ Ftc _ﬂ 1 _ c
- 2.2 1 242 m 5 2"
v myes + 0 /1+ (%) /1+ (T%Otc)

Z posledniho vyjadieni zjevné v(t) < ¢ pro libovolny ¢as ¢, navic plati lim;_, - v(t) = ¢. Drédhu
x(t) ziskdme integraci rychlosti podle ¢asu:

v(t) (1.43)

(1.44)

Ft
z(t) :/v(t)dt:/cdt.
Vm3c? + F2t2

Pouzitim substituce u = mc? + F?t?, du = 2F?t dt obdrzime vysledek

_efdu _¢ _E\/ﬁ
w(t)—F/2\/ﬂ—F\/ﬂ+Cg—F m2c2 + F2t2 + Cy. (1.45)

Pro pocédtecni podminku z(0) = 0 mdme Cy = —Fmgc. Vysledek pak miiZzeme napsat ve tvaru:
2 2
moc Ft
t) = 1 — —1]. 1.46
z(t) F + (moc) ( )

Na zavér ukdzeme, jak se lis{ relativisticky vysledek od nerelativistického. Bude se nam hodit
Tayloruv polynom funkce (1 + z)%, kde a € R a z je blizké nule:

+oo
-1
(1—1—3:)0‘22(Z>$k:1+a$+a(042)a:2+... (1.47)
k=0

Vezméme nyni funkce v(t) v prosttednim vyjadieni (1.43) a x(t) (1.46]) a pouzijme Tayloruv
rozvoj na odmocniny v nich:

+1/2 2 10,1 4
Ft\? 1 ( Ft (£l 1)/ Ft
1+ [ — =14+ (— 222 1.4
( * (moc> > 2 <m00> * 2 <m00> e (1.48)
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Ft
moc

2
kde jsme uvazovali x = ( a tedy nas rozvoj plati jen pro ¢asy ¢, kdy je x malé. Po dosazeni

téchto rozvoju do funkef z(¢) a v(t) (u polohy jsme pouzili rozvoj do druhého fadu, u rychlosti
jen do prvniho fddu) dostaneme

1F , 1 F ,
t) = -—t* — = th 1.49
z(t) 2 my 8 mic? tee (149)
F 1 F3
o(t) = —t—-—5t3+ ... (1.50)

Vidime tedy, ze vzorce pro nerelativisticky pohyb jsou prvnim piiblizenim pohybu relativis-
tického. V tzv. nerelativistické limité ¢ — +oo dostaneme vzorce pro nerelativisticky pohyb.

Dodatek: Proc se piiklad jmenuje hyperbolicky pohyb? Protoze trajektorii relativistického
pohybu s pusobici konstantni silou je v prostoroc¢asovém diagramu hyperbola. Pro snazsi upravy
se ndm bude hodit pozménit pocateéni podminku poc¢atecni polohy na x(0) = m%.ﬁ = a. Pak
integra¢ni konstanta vyjde Co = 0 a vyslednd zdvislost polohy na ¢ase x(t) je

z(t) = a1+ —. (1.51)

Upravou ziskdme rovnici trajektorie v prostorocasovém diagramu s proménnymi (x,t) jako
2 — Pt = a?, (1.52)

coz je rovnice hyperboly znazornéné na obrazku Nerelativisticky pohyb =z = %itz pak

mo
predstavuje pohyb parabolicky.

‘ct

Obrazek 1.5: Hyperbolicky pohyb zakresleny v prostoro¢asovém diagramu.

Dodatek: Ve skriptech je vysledek zapsin pomoci konstanty a = mio. Tato konstanta
nepiedstavuje zrychleni ¢dstice. Pro relativisticky pohyb je pii pusobeni konstantni sily zrych-
leni nekonstantni. Skuteénou hodnotu zrychleni ziskame klasickym zpusobem z kinematického

vztahu:
F 2Fe3
at) do(t) d ( te ) _ mgFc (1.53)

dt - % \/ mgcz + F2¢2 (m%cQ + F2t2)3/2 '
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1.4 Relativisticka energie a prace

1.4.1 1.8 Urychlovac

Urychlova¢ dodéva protontum energii £ = 500 GeV. Jaké rychlosti dosahuji? (Klidové energie
protonu je Ey = 0,938 GeV'.)

ResSeni: Vztah mezi energii a rychlosti ziskame ze slavného vztahu
Eo

E =mc® = moyc® = Eyy = —— (1.54)
-5
. . . w2\ / . , . 2
kde jsme zavedli oznaceni faktoru v = (1 — ?2) a klidové energie protonu Ey = moc”.
Vyjadienim rychlosti ziskdame
Eo\>

v=4/1— 7 ) ¢= 0,9999982c¢. (1.55)

1.4.2 1.9 Prace vynalozena na elektronu
Jak velkou préci je tfeba vynalozit na zvyseni rychlosti elektronu z v; = 1,2.108m.s~! na

vo = 2,4.108 m.s~! podle nerelativistické a relativistické mechaniky? (Klidova energie elektronu
je 0,511 MeV.)

Reseni: V nerelativistické mechanice je préace rozdil kinetickych energii objektu

1 1 1 v3 v} 1
W = EKQ—EKl = §m0’l)%—§m0’l)% = §m002 (Cg — C§> = §E0 (5% — ﬁ%) = 0,24E0 = 0, 123 MeV,
(1.56)

kde jsme vztah zapsali pomoci ,relativistickych® velicin — klidové energie Ey a faktoru 8 = 7;
v naSem konkrétnim piipadé mame [; = % a By = % (pfi pouziti piiblizné hodnoty rychlosti
svétla ¢ = 3.10%5 m/s).
V relativistickém piipadé je prace rovna piimo rozdilu celkovych energii téles:
W = By — E; = mac® — mic? = moc? (72 — 71) = Eo (72 — 71) = 0.58Ey = 0.296 MeV, (1.57)
kde jsme ve vyrazu pouzili faktor v = (1 — 52)~1/2,
Vysledné vztahy pro nerelativistickou, resp. relativistickou, préci jsou

1
W = 5EO (85— B7), resp. W =Ey(y2—m)- (1.58)

Nerelativisticky vztah ziskdame z toho relativistického Taylorovym rozvojem faktoru « do prvniho
radu: v = (1 — 52)_1/2 ~1-+ %BQ

1.4.3 1.10 Rozpad mezonu

Mezon 7~ (s klidovou energii Ey, = 139,6 MeV) se rozpadd z klidu na mion p~ (klidova
energie Fy, = 105,7 MeV') a antineutrino ». Urcete energii mionu a antineutrina a uvolnénou
kinetickou energii.

Reseni: Nejprve spocteme celkovou uvolnénou kinetickou energii. Ta je ddna prostym
rozdilem celkovych klidovych energii pied a po rozpadu — dbytek hmoty se musel pfeménit
na kinetickou energii:

Ex = Eyr — (EO,LL + Eop) = For — E(]# = 33,9 MeV, (159)
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kde jsme polozili klidovou energii antineutrina Fg; rovnu nule. Soucasné experimenty sice uka-
zuji, ze hmotnost neutrin je nenulovd, ale zéroven v fadu jednotek eV nebo méné (tedy asi o 8
fadu méné nez jsou klidové hmotnosti mezonu 7 a mionu).

Jak se kinetickd energie rozdéli mezi vzniklé ¢astice? K tomu musime vyuzit zakony za-
chovani hybnosti a energie:

Pr = Pu + D, Er=E,+ k. (1.60)
Mezon 7 byl na zac¢atku v klidu a tedy p, = 0 a E; = Eg,:

0 = pu + po, Eor = E), + Ej. (1.61)
Relativisticky vztah mezi energii a hybnosti je

2 2 2 1.9 2

RS- o =B B (1.62)
Ze zakona zachovani hybnosti plyne rovnost kvadrati hybnosti, pz = pZ, a po dosazen{ z vyse
uvedeného vztahu dostaneme (opét po polozeni Ep; = 0)

2 17 17

Ey;) — E:-Ej, =E. (1.63)
Dospeéli jsme tedy k nasledujici soustavé dvou rovnic o neznamych E,, a Ej:
Eox=E,+E;, Ej, =E.—E.. (1.64)

Po rozlozeni pravé strany druhé rovnice na (E, — Ey)(E, + Ey) a dosazeni z prvni se vyhneme
feSeni kvadratické rovnice a dostaneme sadu linedrnich rovnic:
E3,
Eoﬂ- - E'u + E,j, —_ = E,U, - E,j. (165)
EOTr

Sectenim a odectenim téchto rovnic dostaneme vysledky:

2 2
o +@ =109,8 MeV, =1 (E _ Bou = 29,8 MeV. (1.66)
“_2 or E07r = y ev, y—2 or E()7|— = s cev. .

Na zavér stoji za to jesté explicitné spocitat kinetickou energii rozpadlych ¢astic jednoduse
odec¢tenim klidovych energii:
Eyx,=E, — Eo, =4,1MeV, Exp = FE; =29,8 MeV. (1.67)

Vidime, ze nehmotné antineutrino odnasi vétsinu vzniklé kinetické energie!

1.4.4 1.11 Vazebna energie alfa castice

Urcete vazebnou energii ¢astice o v MeV, jsou-li klidové hmotnosti protonu, neutronu a ¢astice
o my =1, 67265.1072" kg, m,, = 1,67495.107%" kg a m, = 6,644.10727 kg.

Reseni: Vazebni energie je déna rozdilem klidovych energii produktu a jeho konstituenti:
By = mac® — (2my, +2my,)c? = —4,61.107 2 J = —28,8 MeV, (1.68)

kde jsme pouzili piibliznou hodnotu rychlosti svétla ¢ = 3.108m/s. Zaporné znaménko na-
znacuje, ze pii vzniku alfa ¢dstice se tato energie uvolni. Pfepocet mezi jouly a elektronvolty je
dan nésledujici jednoduchou jednotkovou tvahou

1 1
Cfov==-=

1 =(le).V =
eV =(1e).V 8 8

J=1,602.10"19.J. (1.69)
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1.4.5 1.12 Slunce

Energie slune¢niho zéareni, které dopadé za jednotku casu na ¢tvereéni metr na hranici zemské
atmosféry, predstavuje takzvanou slunecéni konstantu K = 1327 W.m ™2, stiedn{ vzdalenost Zemé
od Slunce je d = 1,5.10' m = 1 AU. Zdrojem sluneéni energie je tzv. vodikovy cyklus, pii némz
se vzdy ¢tyfi jadra vodiku (protony) o relativni atomové hmotnosti m,, = 1,008 méni na jadro
hélia (m, = 4,0039). Urcete ubytek hmotnosti Slunce a mnozstvi spaleného vodiku za sekundu.
Odhadnéte dobu, béhem niz by se spélilo mnozstvi vodiku odpovidajici dnesni hmotnosti Slunce
Mg = 2.10%0 kg.

Reseni: Nejprve uréime celkovy zéiivy vykon Slunce Py . Jestlize ve vzdélenosti d prochézi
jednim metrem ¢tvereénim vykon K, pak celkovy vykon ziskame vynasobenim plochou sféry o
poloméru d:

Py = 4wd*K = 3,752.10%° W = 3,752.10 TW. (1.70)

Tato energie se bere z jadernych reakci uvnitf Slunce, kde se mald ¢ast hmoty pfeménuje na
energii (at uz kinetickou posléze vyzdrenou pomoci elektromagnetického zdreni anebo rovnou
na gamma zafen{). Mnozstvi preméiované hmoty uréime z rovnice £ = mc?, resp. jeji ¢asové
derivace:

_dE  dm dm P 4nd’K

pP=-= _
dt

— 9 —
EC — E = 072 02 = 4, 169.10 kg/s = 4, 169 Mt/s, (171)

kde jsme pouzili pfibliznou hodnotu rychlosti svétla ¢ = 3.10% m/s. Toto je tedy celkovy tibytek
hmotnosti Slunce za jednotku ¢asu vlivem piremény hmoty na vyzafenou energii.

Nyni uréime mnozstvi spaleného vodiku za jednotku ¢asu. Jedna reakce vodikového cyklu
poskytne nasledujici mnozstvi energie:

Ey = Amc? = (4my — my)c?. (1.72)
Celkovy pocet potfebnych reakei za jednu vtefinu pro vykon Ps pak je

P, drnd’K
N=2=-_ "2 1.
E;  (4mp — mgy)c? (173)

Za jednu reakci se spali 4m,, vodiku, celkové mnozstvi spaleného vodiku pak je

dmpy dnd?’K dnd?K
— 4Am. N = 4m,, - = . 1.74
dt iy e (4my —mg)c® (11— 1”7‘;)02 (174)

V poslednim vyjadieni jiz vystupuje pouze pomér hmotnosti e a tedy hmotnosti muzeme

dosadit v jakychkoliv jednotkach, tieba pomoci relativnich atomoI\)/ych hmotnosti:

d dnd’K
Z‘tH =1 b = =5 982.101 kg/s = 598,2 Mt/s. (1.75)

4mrp

Pokud by Slunce bylo jen z vodiku a jaderné reakce by po celou dobu probihaly stejnou rychlosti,
pak by se vodik propalil za cas
M,
T=-""2=3343.10"® s = 106 mld. let. (1.76)

dmy =

dt

Stelarni evoluce je samoziejmé mnohem komplikovanéjsi a soucasné modely pfedpovidaji cel-
kovou dobu spalovani vodiku na piiblizné 10 miliard let.
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Kapitola 2

Elektrostatika

2.1 Prehled vzorcu

e Coulombiiv zakon Sila ﬁc od bodového néboje @) pusobici na bodovy naboj ¢ je dédna
jako

~ dweg 12

= qQ 7 1 qQ
F~ = _ F, 2.1
C= Ireg 13 c (2.1)

kde 7 je vektor spojujici ndboj @ s nabojem ¢ (od @ ke q), r je jeho velikost a gy =
8,854.10712 F.m ™! je permitivita vakua.

—

Fo
q

=

Q

Obrézek 2.1: Coulombuv zdkon (smér sily je zde zakreslen pro souhlasné naboje).

e Elektrostaticka energie W soustavy bodovych nabojua:

1
W = Z 7W’ (2.2)
a<B 47 €0 Tap
kde g, jsou jednotlivé velikosti bodovych naboju a 744 jsou vzdélenosti mezi jednotlivymi
naboji.
q3
723
q2
13
12
q1

Obrazek 2.2: Elektrostaticka energie soustavy ti{ bodovych néboju.

e Gaussuv zakon vztahuje tok elektrického pole E uzavienou plochou s celkovym nabojem
() obklopenym touto plochou:

fﬁ-dS‘:Q. (2.3)
S €0
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Element plochy je dS =i dS, kde it je jednotkovy normaélovy vektor k plosce velikosti dS,
viz také obrazek Normala 77 je orientovana tak, aby mifila ven z uzaviené plochy.

Obrazek 2.3: Uzaviena plocha S v Gaussové zdkoné s bodovym nabojem ) a zndzornénym elementem
plochy dS = ndS.

Pokud vektor intenzity elektrického pole E je v daném misté k plose S tetny, pak do
integralu nepiispivé, nebot E L 7 a tedy E - dS = 0. Pokud naopak vektor F je v daném
misté kolmy k plose S, pak se skalarni soucin redukuje na E - dS = EdS.

V piipadé, Ze pracujeme s bodovymi ndboji a néktery z ndboju lezi piimo na ploSe,
Gaussuv zakon neplati (nelze vlastné rozhodnout, zda naboj lezi ¢i nelezi uvnitt plochy)ﬂ!
Cést elektrickych silocar pak totiz ,unikd“ ven z plochy a neni zapoéitdna do celkového
toku elektrického pole.

Elektrostaticky potencial ¢ pro bodové nédboje:
1 G

= , 2.4

4 4meg ; R, (24)

g jsou naboje jednotlivych ¢astic. Pro spojité rozlozeni naboje; po radé: délkové, plosné
a objemové rozlozeni:

1 T 1 o 1 p
_ dl — —ds = —dV, 2.5
7 drey /, R Y7 g /S R™ Y7 e /V R (25)

kde 7, o a p jsou po fadé funkce délkové, plosné, objemové nabojové hustoty. Vzdalenost R
(pro bodové néboje R, ) je vzdalenost mezi mistem urcovani elektrostatického potencidlu
¢ o polohovém vektoru 7 a integracnim elementem (dl, dS, dV') o polohovém vektoru 77,
tzn. R = |7 — 7 |, viz obrazek Pro bodové néaboje md roli 7 polohovy vektor ¢astic 7,
tzn. Ry = |7 — 7ol

Obrézek 2.4: Znazornény vektor B = 7 — # pro uréovéni elektrostatického (skalarnfho) potenciglu .
Vektor 7 je polohovy vektor mista uréovani hodnoty ¢(7), vektor 7 je polohovy vektor elementu objemu

av.

Podobné je to v piipadé délkového a plosného rozlozeni ndboje, pokud &ést kiivky & ¢dst plochy s ndboji
lezi na plose S v Gaussové zdkoné.
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Podrobné maji vzorce nasledujici tvary. Pro bodové néboje:

1 o
= E , 2.6
_> 471'80 o ’F— ’Fa| ( )

a pro spojité rozlozeni naboju:

o) = o [Tk )= [ Ahas e = [ AL

dmeg J; |7 — 7| 4reg |7 — | 4meg V|r—r|( )
2.7

Intenzita elektrického pole E (ve statickém piipadé): je definovano jako (Coulom-
bickd) sila pusobici na jednotkovy (testovaci) néboj:

—

E= (2.8)

»Q‘g‘jl

Vektor intenzity elektrického pole E mitzeme ziskat z elektrostatického potencidlu (:

= dp dp Oy
E=—orado= -2 2% 2.9
gra’ SO ( ax Y 6y 8Z ( )
Piimy vypocet pro bodové néboje:
| R,
E= E — 2.10
dmey =" RE (2.10)

a pro spojité rozlozeni naboju:

, R q 1 R , 1 R
E = ! /TRdl E = /URdS E = /deV, (2.11)
l S \%4

dreg R3 4dmeg R3 4dreg R3

kde 7, o a p jsou po fadé funkce délkové, plosné, objemové nabojové hustoty. Vektor R
(pro bodové néboje Ry ) je vzdalenost mezi mistem urcovéani intenzity elektrického pole
Eo polohovem vektoru 7’ a 1ntegracn1m elementem (dl, dS, dV) o polohovém vektoru 7/
tzn. R =7 — 1/, viz obrazek |2.5] Pro bodové nabOJe m4 roli 7 polohovy vektor ¢astic ra,
tzn. Ry = F— 7. Vzdalenost R je velikost vektoru R, tzn. R = |7 — 7| (pro bodové néboje
mame R, = | — T4)).

Obrazek 2.5: Znazornény vektor R=7—7# pro urcovani intenzity elektrického pole E. Vektor 7 je
polohovy vektor mista uréovani hodnoty E(7), vektor ' je polohovy vektor elementu objemu dV .

Podrobné maji vzorce nasledujici tvary. Pro bodové néboje:
. 1 ¥ =T
EW)=‘——*§:&f::?%§ (2.12)
a «

4meg r
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a pro spojité rozlozeni naboju:

S
_', rT—rTr
dl
4mo/ ")
>
) (") =T
ds
E(r) 47@/ o) = 4%
B(R) = / L= v (2.13)
dmeo PV = '

e Multipdlovy rozvoj elektrostatického potencidlu je dan vztahem

[Q per 12y Qtits +] ,

o (F) = (2.14)

dmeg | 7 73 2 7o

kde r je velikost polohového vektoru 7, @ je celkovy naboj, p'je vektor dipélového momentu
a (Qij;) je tenzor kvadrupélového momentu. Tyto velic¢iny se urci dle nasledujicich vzorct
(vzdy pro bodové nédboje a spojité objemové rozlozeni nébojeﬂ):

— Celkovy naboj:
Q=4 Q= /Vp(m av, (2.15)

— Dipélovy moment:
F=) Gofa, D= /Vp(f‘) Fdv, (2.16)
o
— Kvadrupdlovy moment:
ij = an (Bxixj — 5ij7“2)a, Qij = /Vp(f’) (3xiwj — 51-]-7“2) dv, (2.17)
o

kde g, jsou naboje jednotlivych ¢astic, 7o = (T1a Z20s £30) = (Tay Yo, 2a) jejich po-
lohové vektory, pro zptehlednéni zépisu pouzivame znaceni (o, Yo, 2a) = (T,Y, 2)a-
Vektor ¥ = (z1,29,23) = (2,9, 2) je polohovy vektor elementu objemu dV, p(7) je
funkce objemové nabojové hustoty.

e Elektrické napéti je definované jako prace vnéjsich sil F pii premisténi jednotkového
naboje po draze I:

U:l/ﬁ-df, (2.18)
qa.Ji

kde dl = tdl , dl je element délky a f je jednotkovy teény vektor ke kiivce . V elektrostatice
je obvykle jedinou silou pusobici na néboj sila elektricka, F' = ¢gF, pak se tedy vzorec
konkretizuje na

U_/E-df. (2.19)
l
e Kapacita kondenzatoru je definovana jako ndboj na kondenzatoru na jednotkové napéti:
Q
C= 2.20
< (220)

Jednotky: kapacita C' [F] = [C.V 1], ndboj Q [C], napéti U [V].

2Pro kratkost nejsou uvedené vzorce pro délkové a plosné rozlozeni naboje. Spocivaji jen v zaméné objemového
integralu za délkovy nebo plosny a v zdméné funkce objemové nabojové hustoty za délkovou nebo plognou.
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e Skladani kapacit: Vzorce pro sériové (vlevo) a paralelni (vpravo) zapojeni (viz obrézek

2.6) kondenzétoru jsou
1 1 1
S 4 C=C 40 2.21
e + 5 1+C2 (2.21)

[ I

T Q

— D

Obrézek 2.6: Skladani kapacit C; a Cs. Vlevo je sériové zapojeni a vpravo paralelni.

2.2 Coulombuv zakon

2.2.1 2.1 Kuli¢cky na nitich

Dvé stejné malé kulicky o hmotnostech m = 1 ¢ visi na dvou nitich délky I = 1 m. Nabijeme-li
je souhlasnym nabojem stejné velikosti g, rozestoupi se tak, ze niti budou svirat pravy uhel.
Urcete velikost naboje g.

Obrazek 2.7: Kulicky na niti.

Reseni: Aby byly kulicky v rovnovaze, musi vyslednice gravitaéni ﬁg a Coulombovy sily Fo
sméfovat ve sméru nit{ (pak mohou byt vyrovndny napétovou silou F},). Velikost Coulombovy
sily mezi dvéma naboji je obecné dana vztahem

_ 1 ae
© dmeg 127

(2.22)

kde g1, g2 jsou hodnoty jednotlivych naboju a r je vzddlenost mezi nimi. Pro nité svirajici pravy
thel a tedy pro odklon jednotlivych niti o hel 45° musi byt velikosti gravita¢ni a Coulombovy
sily stejné, Fo = F,. Vzdédlenost mezi kulickami je z Pythagorovy véty r = V2l a velikosti
jednotlivych sil pak:
_ 7
Cc = F&oﬁ’

Vyjadiime-li ndboj ¢ z rovnice rovnosti sil, dostaneme

F, = myg. (2.23)

Fc=F, — q=+/8megmgl==+1,48.107°C, (2.24)

kde jsme pro numericky vysledek pouzili hodnotu permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m ™! a

gravitaéniho zrychleni g = 9,81 m.s2.
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2.2.2 2.2 Nabité kapky

Na dvou stejnych vodnich kapkach je po jednom piebyteéném elektronu, pficemz sila elek-
trického odpuzovani je stejné velkd jako sila gravitacniho pfitahovani. Urcete polomér kapek.

—

Fo

—

Feo

Bl
T

d

Obrazek 2.8: Kapky s prebyteénym elektronem.

Reseni: Kulicky jsou odpuzovéany Coulombovou silou ﬁc a pfitahovany gravitaéni silou ﬁg,
velikosti téchto sil jsou obecné déany vztahy
I qiq m1ma

Fo = == F,= 2.25
C Areg P2’ g==FK r2 ( )

kde q1, g2 jsou jednotlivé naboje, m1 a mgo hmotnosti téles, r je jejich vzdalenost. Tyto vzorce
plati pro sféricky symetricky rozlozeny naboj a hmotu (Gaussova véta) — r je vzdélenost jejich
sttedu. Uvazujeme zde, ze jediny prebyteény elektron na kapkach se nachdzi pravé v jejich
sttedu. Vzorce pak jsou konkrétné

1 €2 m?

= i Fo— g
Areg d2’ 9= e

Fo (2.26)

kde m jsou hmotnosti jednotlivych kapek, e je velikost elementarniho elektrického nédboje a d
je vzdélenost stiedu kapek.
Hmotnost kapek vyjadiime pomoci jejich hustoty p a poloméru r:

4
m = pV = 5717’3,0. (2.27)

Z rovnosti velikosti sil Fo = F, vyjaddiime potfebny polomér kapek:

2
6 9e

"= 64m3egkp?

=7,63.10"°m = 76,3 um, (2.28)

kde jsme pro numericky vysledek pouzili hodnoty elementérniho elektrického naboje e = 1,602.10~° C,
permitivity vakua g9 = 8,854.10712 F.m ™!, gravita¢ni konstanty x = 6,674.10" " m3.kg~1.s72
a hustoty vody p = 1000 kg.m 3.

2.3 Elektrostaticka energie

2.3.1 2.3 T¥i naboje

TTi ndboje —e, e, —e jsou umistény v uvedeném poradi ve stejnych vzdalenostech a. Urcete sily
pusobici na kazdy naboj a elektrostatickou energii soustavy.

—e a (& a —e
o pes————————————————pe

Obrazek 2.9: Tti ndboje —e, e, —e ve vzdalenostech a od sebe.
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Reseni: Coulombova sila F od bodového néboje ) pusobici na bodovy nédboj g je ddna
jako

Ao Q T 7

4dmeg 13

(2.29)

kde 7 je vektor spojujici ndboj @ s nabojem ¢ (od @ ke ¢) a r je jeho velikost. Tento zépis
pak prirozené vyjadiuje vlastnost, ze souhlasné naboje se odpuzuji a nesouhlasné ptitahuji.
Oznac¢me silu pusobici od i-tého nédboje na j-ty jako F;J Tyto sily jsou znazornéné na obrazku
Jejich velikosti jsou

1 e? 1 €2
Fio =Fy = Fy3 = F31 = pr—t Fi3=F3 = pr— (2.30)
1 2 3
—e e —e
_)4—.—5 S—.—r ’—.—t
F3 Fy  Fio Fso  Ibg Fi3

Obrézek 2.10: Jednotlivé sily pusobici na naboje. Sila ﬁij predstavuje silu od i-tého ndboje pusobici na
j-ty naboj.

OznacCime-li Fy, Fo a Fj celkové velikosti sil pusobici po fadé zleva na jednotlivé naboje
dostaneme (dle velikosti dil¢ich sil Fj; 1j a jejich sméru na obrazku :

1 [é? e? 1 3e?
h=FK=—|——-—""7"—<]|="—7— F> =0. 2.31
VT T 4ne <a2 (2a)2) dreg 4a?’ 2 (2:31)

Sméry téchto vyslednych sil jsou na obrazku

—e € —e
—> . <o
F1 F3

Obrézek 2.11: Celkové sily pusobici na naboje. Sila F) je nulové.

Elektrostatickd energie soustavy je dana obecnym vztahem

1 ]

= , 2.32
471'60 a<p Taﬁ ( )

kde g, jsoundboje na jednotlivych ¢dsticich a 7,4 jsou jejich vzadjemné vzdalenosti. Zde konkrétné

1 (q1a2  @©1q3 | 4243 1 [—e2 e ¢ 1 3e?
W= = —t— = 2.33
4dmeg <r12 + 713 + 793 4meg a + 2a + a dmeg 2a ( )

2.3.2 2.4 Nulova elektrostaticka energie

Najdéte takové uspoiradani jednoho protonu a dvou elektronu na jedné piimce, aby elektrosta-
tickd energie soustavy byla nulova.

ResSeni: Na primce jsou mozné dvé neekvivalentni usporadani jednoho protonu a dvou
elektronu, viz obrazek Vzdalenosti mezi ndboji jsme oznacili obecné a a b.

a b a b
o————Ppod—Ppo od——pod—Ppo

e P e € (& P

Obrazek 2.12: Dvé usporadani jednoho protonu a dvou elektronu na piimce.
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Elektrostatickd energie pro soustavu ti{ ndboju je

Z 9aqp (qwz L0 q2(13> 7 (2.34)
471'80 Tap 471'60 12 T13 723

kde g, jsou naboje na jednotlivych ¢asticich a 7,4 jsou jejich vzdjemné vzddlenosti.
Pro uspoiadani elektron-proton-elektron mame vyraz

1 <—€2 €2 —62> B e a’>+b>+ab

W= a +a—|—b+ b 4mey ab(a +b)

2.
47‘1’60 ( 35)

V citateli mame soucet samych kladnych ¢isel (vzdélenosti a a b musime uvazovat kladné, jelikoz
jsme je pouzili jako hodnoty pro ri2, r13 a ros, které jsou vzdy kladné), takze v usporddéni e-p-e

nemuze byt elektrostatické energie W nulova.
Pro uspoiadéani elektron-elektron-proton dostavame

1 e2 —e? —e? e 2 —a®—ab
W = - = . 2.36
4meg <a +a—i—b+ b > 4dmeg ab(a+b) (2:36)

Elektrostaticka energie je rovna nule, W = 0, pravé tehdy kdyz

2
V—-a?—ab=0 — <b> L <b> :11\/5‘ (2.37)
a a ajq, 2

Pomeér kladnych vzdélenosti musi byt kladny, feSenim tedy je pomér vzdalenosti 3 = 1+—2‘/5, kdy

je elektrostaticka energie W uspotfadani e-e-p nulova.

2.3.3 2.5 Nabity ctyfstén

Najdéte energii potiebnou k umisténi étyt elektronti do vrcholi étyfsténu o hrané a = 10719m,
v jehoz stfedu je proton.

®e
e

Obrazek 2.13: Ctyistén s elektrony v jeho vrcholem a protonem v jeho stiedu.

Reseni: Elektrostaticks energie soustavy ngboji W je dédna vztahem

Z o958 (2.38)

47?50 To 5

kde g, jsou naboje na jednotlivych ¢asticich a 7,4 jsou jejich vzdjemné vzddlenosti.
Nebudeme zde vypisovat vSech deset ¢lent této sumy pro 5 naboju. Uvédomime si, ze diky

symetrii ¢tyFsténu mame jen dva ruzné druhy interakci mezi ndboji. Je to vzdjemnd interakce

elektront ve vrcholech ¢tyfsténu — vSechny jsou stejné vzdalené na délku hrany étyfsténu a a
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téchto hran je celkem Sest. Druhou interakci je proton ve stiedu Ctyfsténu pusobici na ¢tyii

elektrony ve vzdalenosti 7:
Y (2.39)
"~ Adreg a r ) '

Vzdalenost stiedu étyfsténu od jeho vrcholt j r= @a, kde a je délka jeho hrany. Po dosazeni:

2 6— 8\/g
e 4 1,23.10718 J, (2.40)

pro numericky vysledek jsme pouzili hodnoty elementérniho elektrického ndboje e = 1,602.107° C
a permitivity vakua gy = 8,854.10712 F.m L.

2.3.4 2.6 Rozpad jadra

Atomova jadra tézkych prvka muzeme povazovat za koule nabité s objemovou hustotou naboje
p= % -10% C.m™3. Jak se zméni elektrostaticka energie pii symetrickém rozpadu jadra uranu
92U na dveé stejnd jadra paladia 46Pd?

Reseni: Elektrostaticka energie objemové nabité koule o poloméru R s konstantni nabojovou
hustotou p, resp. celkovym nabojem na kouli @, je

W747rR5p27§ 1@
 15e9  bdweg R

(2.41)

Néboj jadra uranu je Qu = 92e a naboj jadra paladia je Qpq = 46e = %QU. Jejich poloméry
uréime ze vztahu pro celkovy naboj ) objemové homogenné nabité koule:

— _ 4 3 _ 3 3@
Q—pV—pBWR — R_”47rp' (2.42)

Polomeéry jader uranu a paladia tedy jsou

4/ 69e 4/ 69e 1
RU — 3 ?/)7 RPd — 3 % == RU%. (2.43)

Zmeéna elektrostatické energie AW je

1 2 2 1 2 1
AW — W — 21 <QU _2de> 31 @ (1_222

547&50 RU de - 547T€0R7U

31 5.,/ 7@ 1 —11
_3 (12 ) =7.36.1071 2.44
5 4meg QU\/;< %) ’ ’ (2.44)

kde jsme pro numericky vysledek pouzili hodnoty elementérniho elektrického naboje e = 1,602.10~ C
a permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m ™.

30dvozeni zdmérné vynechavame...
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2.4 Gaussuv zakon

2.4.1 2.7 Naboj v krychli

Bodovy naboj je umistén a) ve stfedu krychle, b) v jednom z rohu krychle. Urcete tok intenzity
elektrického pole kazdou ze stén krychle.

e

(a) Néboj uprostied krychle. (b) Naboj v rohu krychle.

Obrazek 2.14: Néboje v krychlich.

Reseni: Pro reseni této dlohy pouzijeme Gaussiuv zdkon. Ten ikd, ze tok intenzity elek-
trického pole ® skrze uzavienou plochu S je imérny naboji @ v této plose uzavienému:

@:fﬁ-cg:@. (2.45)
S €0

Pokud uvazujeme nédboj uprostied krychle, muzeme povrch krychle vzit jako uzavienou plochu
S v Gaussové zékoné. Celkovy tok intenzity elektrického pole F krychli tedy je & = % Symetrie
dlohy fiké, ze kazdou ze stén krychle musi téct stejny tok elektrického poleﬂ Tento tok je zjevné

1 Q
Digtona = -0 = —. 2.46
1 sténa 6 660 ( )
Pro ndboj v rohu krychle je situace komplikovangjsi v tom, ze Gaussuv zdkon neplati v
piipadé, ze bodovy naboj lezi na zvolené plose S. Muzeme ale urc¢it tok tfemi sténami krychle,

v nichz ndboj lezi, pfimo z definice toku intenzity elektrického pole:

roven

= / E-dS. (2.47)
S

Vektory elektrlckeho pole E jsou radialni — mit{ vzdy pfimo od nebo k naboji. To znamena, ze
vektory Ej jsou tecné ke sténdam, ve kterych ndboj lezi, viz obrizek -

Obrézek 2.15: Vektory elektrické intenzity E pro néaboj v rohu krychle jsou tecné ke sténam, ve kterych
naboj lezi.

“Krychle je symetrické pfi rotaci o ndsobky pravych thli okolo os prochazejici stiedem krychle (a ndbojem)
kolmych na ptislusné dvé stény krychle.
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Jsou-li teéné ke sténam, jsou kolmé k normélovému vektoru téchto stén, E 1 7. Potom ovem
je tok témito sténami nulovy, ®; = 0, nebot skaldrni sou¢iny v definici toku, E-dS = (E -1) dS,
vymizi.

Pro urceni toku zbylych tfech stran obestavime malou krychli s ndbojem v rohu sedmi
dalsimi stejné velkymi krychlemi tak, aby vytvorili jednu velkou krychli, viz obrazek Tuto
superkrychli pouzijeme jako plochu S do Gaussova zdkona. Zakon je platny, ndboj lezi uvnit#
(uprostted) superkrychle.

Obrazek 2.16: Osm krychli obestavénych okolo naboje.

Nenulovy tok jednou sténou malé krychle pak bude ¢tvrtinou toku skrze velkou sténou a ta
je zase Sestinou celkového toku superkrychli:
1 11Q @

(I)l mald sténa — Z(I)l velkd sténa — 16% = 2480 .

(2.48)

2.5 Elektrostaticky potencial a intenzita elektrického pole
2.5.1 2.8 Nabita tyc

Tenké ty¢ nabita s linedrni hustotou naboje 7 je umisténa na ose z mezi body z = a, 2 = —a.
Urcete potencial ¢ v bodech na ose z > 0.

X
p(x) =7
L T |
Za {O o 2

Obrézek 2.17: Nabita ty¢ na ose z a ji vyvolany elektrostaticky potencidl ¢ na ose x..

Reseni: Elektrostaticky potencial délkového ttvaru se uré pomoci nésledujiciho vztahu:

1 T
= —dl 2.49
o= /l T, (2.49)

kde 7 je délkova nédbojova hustota a R je vzdalenost mezi mistem urc¢ovani potencidlu a ele-

mentem délky di, R = | — 7| (vektor 7 je misto urcovani potencidlu ¢, vektor 7 je polohovy
vektor elementu délky di).
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Tyc¢ lezi na kartézské ose z, element délky je dl = dz. Soufadnice z, na kterych se ty¢
rozklad4, jsou z € (—a,a). Vzdélenost R je R = v x2 + 22, viz obrézek

X
R=+Vx2+ 22
| | »
‘ {o 'z

Obrézek 2.18: Element délky dl a jeho vzdédlenost R od mista uréovani elektrostatického potencidlu .

Po dosazeni vyse zminénych informaci do vzorce pro elektrostaticky potencial (2.49)) dosta-
neme integral:
dz =2

Adreg o = (2.50)

e L eyl v

2 2 ’
—a VIT+ 2 ¢z 1+ ( 1+(§)2
kde jsme v poslednf tpravé vyuzili sudost funkce v integrandu. Po substitucich u = %, du = %
a u = sinh v, du = coshv dv dospéjeme k vysledku:

argsinh & cosh v dv argsinh ¢

=27 —— =27 dv

s du
47r60g0—27/ — =
o V1+u? 0 V1 + sinh?v 0

N 2
=27 [v]grgsmhz =27 argsinh% =271In (i + \/ a— + 1) (2.51)

Upravenym vysledkem tedy je

o(z) = ——In <a Ny 1) . (2.52)

T 2

2.5.2 2.9 Nabité desticky

Urcete potencidl ¢ ve stiedu desticky nabité ndbojem @, mé-1i desticka tvar a) kruhu o poloméru
R, b) ¢tverce o strané a.

Q

X a

=7

(a) Kruhové desticka. (b) Ctvercové desticka.

Obrézek 2.19: Elektrostaticky potencidl uprostied kruhové a ¢tvercové desticky.

Reseni: Elektrostaticky potencidl plogného titvaru se uréi pomoci nésledujiciho vztahu:

_ Z 2.53
dmeg Jo R ( )
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kde o je plosna nabojova hustota a R je vzdalenost mezi mistem urcovani potencidlu a elemen-
tem plochy dS, R = |F — 7| (vektor 7 je misto urcovéni potencidlu ¢, vektor 7 je polohovy
vektor elementu plochy dS).

Reseni pro kruhovou desti¢ku: Zavedeme poldrni souradnice (r, ) s pocatkem ve stiedu
desticky. Desticka je pak na soutadnicich r € (0, R) a o € (0, 27).

Obrézek 2.20: Polarn{ soufadnice (r, «) v kruhové desticce, element plochy je dS = rdr da.

Element plochy v poldarnich soufadnicich je dS = rdr da. Vzdalenost R je zde jednoduse

R = r. Plosnéd nabojova hustota je zde konstantni o = % = konst. Po dosazeni v8ech téchto
informaci do integralu (2.53)) pro elektrostaticky potencidl dostaneme:
R 2w o R 2 B 2@
dmegp = —rdrda =0 dr dao =oR21 = —=. (2.54)
o Jo T 0 0 R
Vysledny vyraz pro elektrostaticky potencidl ¢ je
oR o Q

= _— = =—. 2.55
v 260 27TR€0 ( )

Reseni pro étvercovou desticku: Zde vyuzijeme vysledek predchoziho pifkladu 2.8 (sekce
2.5.1) pro potencidl nabité tycky délky 2a ve vzdélenosti x od tycky na jeji ose:

T a [ a?
= 1 — —+1]. 2.56
#(z) 2meg t <:L' + z2 + ) (2.56)

Rozdélme c¢tvercovou desticku uhlopiicné na ¢tyfi ¢dsti, viz obrizek vlevo. Z duvodu sy-
metrie bude kazda ¢ast piispivat k celkovému potencidlu ¢ stejnou meérou @yyeec:

Y= 490Vyseé . (257)

Kazdou z vysedi si rozdélime na tenké pasky sitky dz, viz obrazek vpravo.

",j{‘

Yo

(a) Desticku rozdélime thlopiféné na ¢étvrtiny.  (b) Ctvrtinu desticky si rozdélime na tenké
pasky sitky dz. Je-li jejich vzdalenost x od
sttedu desticky, je jejich délka 2.

Obrazek 2.21: Déleni ¢tvercové desticky.
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Necht je vzdalenost pasku od stiedu desticky z, pak maji pasky délku 2z. Celkovy ndboj
na pasku je dQQ = odS = o2xdx. ,Délkova nabojova hustota“ je pak dr = @ = % = odzr.
Po dosazeni téchto idaju do vzorce pro potencidl nabité tycky (2.56) dostaneme piispévek k

potencialu
odx x [ 22 o
d = In | — —+1) = In (1 2) dzx. 2.
#le) 2meg " (x * z? * ) 2meg n( +\[> o (2.58)

Tento piispévek dy naintegrujeme, abychom dostali celkovy potencidl vysece @y ysee. Potfebujeme
nascitat prispévky od pédsku se vzdélenosti z € (0, §):

" "o V2)do = =21 V2) 2
Pyyses = /0 o(z) = /0 e n (1 + 2) x = e n (1 + 2) 3 (2.59)
Plosna nabojova hustota je o = % = f—g Po dosazeni dostavame vysledek:
oa Q
0 = Apygses = ——In (1 ¥ \@) - In (1 + \/i) . (2.60)
TEQ Tac&Ey

Dodatek: Alternativné muzeme potencidl ve stiedu ¢tvercové desticky spocitat jako v
pripadé kruhové desticky, tedy integraci v polarnich(!) souradnicich. Jiz brzy.

2.5.3 2.10 Osa nabitého kruhového kotouce

Urcete potencidl ¢ a velikost intenzity elektrického pole E na ose kruhového kotouce poloméru
R nabitého s plosnou hustotou naboje o.

Obrazek 2.22: Elektrostaticky potencial ¢ a intenzita elektrického pole E na ose kruhového kotouce.

Reseni: Elektrostaticky potencial plosného ttvaru se uréi pomoci nasledujiciho vztahu:

1 o
= —dS 2.61
o=z [ Fas (2.61)
kde o je plosna nabojova hustota a R je vzdalenost mezi mistem urcovani potencidlu a elemen-
tem plochy dS, R = | — 7| (vektor 7 je misto urcovéni potencidlu ¢, vektor 7 je polohovy

vektor elementu plochy dS).
Zavedeme polarni souradnice (7, @) s pocatkem ve stfedu kotouce (a do osy kotouce zavedeme
kartézskou soufadnici z). Kotou¢ je pak na soutadnicich » € (0, R) a «a € (0, 2m).
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Obrazek 2.23: Vzdalenost R mezi elementem plochy dS a mistem urcovani elektrostatického potencialu
©.

Element plochy v poldrnich soufadnicich je dS = r dr da. Vzdélenost R je zde R = v/r2 + 22,
viz obrazek Plo$na nabojova hustota je zde konstantni o = % = konst. Po dosazeni téchto
informaci do integralu (2.61)) pro elektrostaticky potencidl dostaneme:

R 27 o R r 2 R r
4de :/ / rdrdaza/ dr/ daz?wa/ —dr.

Yl N ViEE 2 o vri4+z2 Jo 0 vr2+22( )

2.62

Po provedeni substituce u = r% + 22, du = 2r dr mame:
R2422 d ~ _
dmteg p = 27m/ % = 270 [/u] f;JFZQ =270 (\/ R? 4 2% — |Z|> : (2.63)
42 u

Vysledny elektrostaticky potenciél je (po piipadném dosazeni za ndbojovou hustotu o):

() i(\/R2+22—|z|)— ¢ <\/R2+22—\z|). (2.64)

- 26(] N 27TR2€0

Intenzitu elektrického pole E na ose ziskdme ze vztahu

7 dp dp Ip

E=—gradp = (ax’ay’f)z)' (2.65)
Musime si v8ak uvédomit, Ze potencidl ¢ mame spocteny pouze v bodech na ose kotouce —
zname tedy pouze funkéni hodnoty ¢(x = 0,y = 0, z) pro konstantni hodnoty souradnice z a
y. Nemtuzeme proto pocitat derivace g—(‘; a %! Slozky elektrického pole F, a E, musime urcit
jinak.

Z rotacni symetrie okolo osy kotouce plyne, Ze tyto slozky musi byt nulové, £, = E, = 0.

Vysledny tvar E je tedy

E(z) = <0, 0, —Z‘j) (2.66)

a slozka F, je dana vyrazem

deo o z
E=—=——r- | —m—m— . 2.
Ep 220 < s sgn z> (2.67)

2.5.4 2.11 Pilkulova slupka

Uréete velikost intenzity elektrického pole E ve stiedu kulové slupky poloméru R, je-li jedna
jeji polovina nabita s plosnou hustotou o.
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Obrazek 2.24: Intenzita elektrického pole E uprostied nabité pulkulové slupky.

Reseni: Intenzita elektrického pole E plosného utvaru se urcéi pomoci nasledujiciho vztahu:

L1 R
E = —dS 2.
47eg /S R3 (2.68)

kde o je plosna nabojova hustota a R je vektor spojujici misto uréovani potencidlu dané polo-
hovym vektorem 7 a polohu elementu plochy dS danou vektorem 7, R=7F—7 (R je velikost
tohoto vektoru, R = |7 — 7).

Vektor R = (X,Y, Z) ma zde konkrétné tvar R = —, nebot intenzitu E uréujeme v pocatku
soutadnic, tedy plati 7= 0, viz obrdzek [2.25] vlevo. Zdroven z rotaéni symetrie okolo osy slupky
musi platit, ze vysledny vektor intenzity elektrického pole E musf lezet na ose pulkulové slupky.

Zavedeme-li kartézské soutadnice jako na obrazku vpravo, bude platit E, = E, = 0, tedy
E =(0,0,E.).

A~-

<

(a) Vektor R spojujici element plochy dS s (b) Kartézské soutadnice (z,y,2) s pocatkem
mistem uréovan{ intenzity elektrického pole E. Ve stfedu slupky a osou z splyvajici s osou
slupky.

<

X

Obréazek 2.25: Kartézské souradnice a vektor R na pulkulové slupce.

Vzorec pro slozku E. pak dle (2.68) vypadd nasledovneé:

1 Z
E, = —dS. 2.
— /S o ds (2.69)

Zavedeme-li sférické soutadnice (r, 0, ¢) (viz také obrézek [2.26))

x = rsinf cos p, y = rsinfsin g, z=rcosf (2.70)

s pocatkem ve stfedu kulové slupky, bude se poloslupka rozkladat na soufadnicich

r=R, f¢ <o, g> € (0,2m). (2.71)
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Element plochy ve sférickych soutradnicich je (zde mame konstantni r = R):

dS = r?sin 0 df dp = R*sin 6 d dp. (2.72)

Ty

Obrazek 2.26: Sférické soutadnice (r, 8, ¢) bodu P. Bod P,, pfedstavuje kolmy prumét bodu P do roviny
zy.

Vlastni vypocet pak vypada nasledovné. Do integralu 1' dosadime lb{) a R =

-

w/2 2w 0 w/2 2r
Are E. :/ / RCOS TOPY R2sinOdadh = —0/ sinecosade/ do
0 0

1 1 /2
= —27r0/ —sin 260 df = 2wo [ oS 29} = —7o. (2.73)
o 2 1 .
Hodnota E., a velikost |E| tedy je
o - o
FL=——— — |El=—. 2.74
N 4eg 1] 4eg ( )

2.5.5 2.13 Skoro uzavrena kruznice

Tenk4 ty¢ je ohnuta do tvaru téméf uzaviené kruznice poloméru r = 0,5 m. Mezi konci zustava
mezera §itky d = 2cm, tyé nese ndboj ¢ = 3,34.10710C. Urcete velikost a smér elektrického
pole ve stiedu kruznice.

Obréazek 2.27: Skoro uzaviend kruznice.

Reseni: Intenzita elektrického pole délkového ttvaru se uréi pomoci nésledujiciho vztahu:

dl, (2.75)



kde 7 je délkova ndbojova hustota a R je vektor spojujici misto urcovani potencidlu dané
polohovym vektorem 7 a polohu elementu délky dl danou vektorem 77, R=7—7 (R je velikost
tohoto vektoru, R = |7 — 7).
Ozna¢me «g stfedov/s'/ uhel, ktery sviraji konce tyce, viz obrazek vlevo. Tento muzeme
vyjadiit jako sin 52 = %. Délkovou nabojovou hustoty je pak mozno vyjadiit jako
q

e (2.76)

T =

kde (2m — ap)r je délka tyce.

di

(a) Stredovy uhel ag vytinajici chybéjici usek (b) Kartézské a poldrni soufadnice na kruznici
kruznice. a prislusny délkovy element.

Obrazek 2.28: Souradnice na skoro uzaviené kruznici.

Vektor B = (X,Y,Z) mé zde konkrétné tvar B = —, nebot intenzitu E uréujeme v
pocatku soufadnic, tedy plati ¥ = 0. Zaroven ze zrcadlici symetrie okolo roviny pulici kruznici
musi platit, ze vysledny vektor intenzity elektrického pole musi lezet v této roviné (a zdroven
v roviné kruznice, jelikoz jde o rovinny problém). Zavedeme-li kartézské soutradnice jako na
obrazku |2.28) vpravo bude platit, ze E, = E, = 0, tedy E = (E,0,0). Vzorec pro slozku FE,
pak dle (2.75) vypadéa nasledovné:

1 X
= = dl. 2.
471'60 ZT R3 ( 77)

V polédrnich soufadnicich
T = 7rcosa, y =rsina (2.78)

se ty¢ rozklada na soufadnicich o € (2,27 — %) a element délky je dl = rda. Vektor 7 =

(z,y,0) ma v téchto soufadnicich vyjadieni # = (r cos a,r sin o, 0) a tedy R = (—r cos a, —rsin a, 0)
a R = r. Po dosazeni vSech vyse zminénych vyjadfeni do integralu (2.77)) muzeme vypocitat
vlastni hodnotu E,:

2r—ap/2
dmeg B, = / T w rdo=—_ [sin a]iw/_;o/z
o0/2 r r 0
T (. Qo0 . ( ao)) 2T o
- L v _ 21 — — ) ) = = sin —, 2.79
. (sm 5 —sin (21— - —sin (2.79)
kde jsme pouzili vztahy sin(2w + ) = sinz a sin(—z) = —sinz. Po dosazeni za nabojovou

hustotu 7 z (2.76)) dostaneme

1 2sin% ¢

= —— ———————. 2.
dmeg (27 — ap) 12 (2:80)

Toto je presny vysledek pro libovolné velky tihel aoﬂ V zadani je zdlraznéno, ze jde o malou

5Mohli bychom jesté dosadit za ihel ag: sin % = 2% aqg= 2arcsin% pro ap < .
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mezeru, uvazujme tedy ag < 27 a udélejme aproximace z toho plynouci. Mame 27 — ag = 27,

in &0 ~ Q0.
SIH2 ~ S5

L pa_ 1 q
ey 12 4meg r2’

E, ~ (2.81)
kde jsme oznacili ndboj ¢ = 52¢, ktery predstavuje ndboj, ktery by byl na chybéjicim tseku
kruznice. Aproximovany vysledek pro velikost elektrické intenzity tedy vypadd jako intenzita
od bodového néboje velikosti ¢ umisténého ve stiedu chybéjiciho tseku kruznice. A to neni
nahoda, viz dodatek.

Dodatek: Priklad bychom také mohli pocitat s vyuzitim principu superpozice. Puvodni
1nten21tu elektrického pole E bychom mohli napsat jako soucet elektrlckych poli od plné kruzmce
Eplne a od malého opa¢né nabitého dopliku Emezera, E = Eplne + Emezera, viz obrazek [2

T L e—

—T

—

E

mezera

Obrézek 2.29: Puvodni intenzita elektrického pole E Jako soucet elektrickych poli od plné kruznice Eplne
a od malého opacné nabitého dopliiku Emezera, E = Eplne + Emezera

Ze symetrie je ovSem intenzita elektrického pole od plné kruznice Eplne nulova, Eplne = 0.
Puvodnl elektrické pole uprostied kruznice je ted stejné jako pole od opa¢éné nabitého doplinku,
E = Emezera Ptesny vysledek (2 -, resp. , bychom ziskali velmi podobnym vypoctem

jako v , tzn. pocitanim integralu

@o/2

47T50 Ex = 47750 Ezmezera == / (—T) 3 T dO[ (282)
—ap/2 r

My ov8em provedeme rovnou aproximaci pro malou mezeru. V takovém piipadé mtzeme povazovat
maly usek kruznice za bodovy naboj, jelikoz stied kruznice je dostatecné daleko od naboja. Ve-
likost tohoto naboje je —¢ = (—¢q)52 a tedy velikost intenzity elektrického pole je pfiblizné

I q

FE, =~ .
T dweg r?

(2.83)

2.5.6 2.14 Useknuty vrchlik

Méjme kulovou slupku poloméru R nabitou s plosnou hustotou o. V okoli vybraného bodu na
této plose sefizneme maly kulovy vrchlik o poloméru a < R. Urcete velikost elektrického pole
uprostied otvoru.
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Obrézek 2.30: Intenzita elektrického pole E uprostied otvoru vzniklého seriznutim vrchliku kulové slupky.

Reseni: Z rotaéni symetrie okolo osy kulové slupky (a sefiznutého vrchliku) vyplyvé, ze
vysledny vektor intenzity elektrického pole E bude lezet na této ose. Zavedeme-li kartézské
souradnice jako na obrdzku bude potom platit £ = (0,0, E,).

Az

Obrézek 2.31: Kartézské souradnice (x,y, z) v sefiznuté kulové slupce.

Slozku intenzity elektrického pole E, uréime tak, Zze si spoCteme elektrostaticky potencial
¢ v libovolném misté na ose kulové slupky, ¢(z), a z ného pak zdporné vzatou derivaci uréime
elektrické pole:

o d(p
E = —grad E,=——. 2.84
L (2.89)
Vyjdeme ze vztahu pro potencial plosné nabitého télesa
1 o
= —ds, 2.85
v 4w €0 /S R ( )

kde o je plosnd nédbojova hustota a R je vzdédlenost mezi mistem uréovani potencidlu a elemen-
tem plochy dS, R = |7 — 7| (vektor 7 je misto urcovani potencidlu ¢, vektor 7 je polohovy
vektor elementu plochy dS).

Zavedeme sférické soutadnice

x = rsinf cos = rsinfsina, z =rcosb. (2.86)

Pouzitim cosinové véty je vzdalenost R dand jako R = v/22 + R2 — 22R cos @ (z zde predstavuje
parametr polohy na ose z, nikoliv polohu elementu plochy dS, nedosazujeme tedy pomoci
sférickych soutadnic), viz obrazek Slupka se rozprostira na soutadnicich r = R, 6 € (6, ),
a € (0,27), kde 6y je polovina stfedového tihlu sefiznutého vrchliku (opét viz obrazek .
Element plochy ve sférickych soufadnicich je dS = r2 sin 6 df da.
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Obrézek 2.32: Vzdélenost R vyjadiend pomoci poloméru slupky R, tihlu 6 a poloze na ose z.

Po dosazeni vsech vyse zminénych informaci do (2.85)) dostaneme nasledujici dvojny integral:

1 2 P2 o}
olz) = —— / ofsind oo, (2.87)
dmeg Jo  Jo, V22 + R2 — 2zRcosf
Relativné jednoduchym vypoctem
oR? [T sin 0 u = —cosf ‘
z) = = = df = . =
#(2) 2e0 Jo, V22 + R2 —2zRcosf ’ du = sin 6 db
(2.88)
p2 1 R2 1 1 _ —
= UR/ v _ o [\/;ﬂ +R2+ zzRu] (2.89)
2¢eg —cos by \/2’2 + R? + 2zRu 2e0 [2R —cos fp
dostaneme vyjadieni pro potencial
@(z)_LR|Z+R|—\/Z2+R2—2ZRCOS€90_URQ 1 + cos gy (2.90)
20 z €0 ]z—i—R[—l—\/zQ—i—RQ—%RcosHo. .

Zderivovanim a naslednymi algebraickymi ipravami dospéjeme k vyrazu pro slozku intenzity
elektrického pole E.J%

iRQ _ R — zcosfy

dp
== sgn(z + R) — = =
( ) V22 + R2 — 2zR cos 6,

dz T 2eg 2%

E.(z) = (2.91)

Toto je presny vysledek pro jakkoliv velky thel 6. Pro z = Rcosfy (tedy pro misto uprostied
vrchliku) méme
o 1

E(R Op)=...= ————.
(RCOS 0) 2e0 1 + sin fg

(2.92)

Uhel 6, je pomoci poloméru sefiznutého vrchliku a dan jako sin 6y = %. Vysledek pak nabude
tvaru
o 1

E(RCOS@O) - Taom
R

(2.93)

5Zderivujeme ,levé“ vyjadfeni potencidlu ¢, pouzijeme identitu zsgn(z + R) = |2+ R| — Rsgn(z + R) a cleny
s odmocninou pievedeme na spole¢ného jmenovatele.
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Pro malé a miizeme vysledek jesté drobné zjednodusit pomoci aproximace (1+2z)~! =1 -z na

E(R cos 0y) ~ 2%_0 (1 - %) : (2.94)

Dodatek: Dalsi zajimava mista na ose z jsou: na vrcholu chybéjictho vrchliku, tzn. pro
z = R; uprostied kulové slupky, tzn. pro z = 0. Pro tato mista ziskdvame nasledujici presné a
priblizné vyrazy:

o . G o a
B =2 (1-sn®)x 2 (12 2.95
(B) 250< sz) 25()( 2R)’ (2.95)
2
o . o a
E(O) = E Sll’l2 90 =~ T%ﬁ’ (296)

kde jsme pro ziskdn{ piibliznych vyrazi polozili sinx ~ x a tedy i 6y ~ %.

2.5.7 2.12 Potencial mydlové bubliny
2.15 Elektrostatické pole Zemé
2.16 Dielektricka pevnost vzduchu

7 vodivé mydlové bubliny poloméru R = 2cm nabité na potencidl ¢; = 10V vznikne po
prasknuti kapka vody o poloméru r = 0,05 cm. Urcete potencidl kapky.

Intenzita elektrostatického pole u povrchu Zemé je E = 100 V.m ™! a mfif smérem dolii. Urcete
naboj a potencial Zemé.
Jaky maximalni naboj se udrzi na kovové kouli o poloméru R = 10 ¢m, je-li dielektricka pevnost

vzduchu Eyar = 30 kV.em ™17

Reseni: Elektrostaticky potencidl ¢ a velikost intenzity elektrického pole E od sféricky
symetricky rozlozeného naboje o celkové velikosti @) jsou dény vztahy
1 Q 1 Q

— E(r) = = 2.97
dmeg 1’ (r) Ameg r2’ (2.97)

o(r)
kde r je vzdéalenost od centra sférické symetrie. Tyto vztahy pouzijeme k vypoctu vSech tii
piikladu, jejich odvozeni viz dodatek.

Priklad 2.12 Oznatme @2 potencial po prasknuti kapky. Mame tedy
1 Q 1 Q

- 47‘1’[—:0§7 v2= 471'60?’

1 (2.98)

kde predpokladdame, ze ndboj je na kapce rozlozen sféricky symetricky a pii prasknuti se nikam
neztratil. Po vyjadieni ) mame

Q = 4meg Ry, Q = 4megroa, (2.99)

a jejich porovnanim ziskame vysledek

R
2= —p1 = 4.10°V = 400 kV. (2.100)

Priklad 2.15 Vyjédifme-li ndboj @ ze vzorce (2.97)) vpravo, mame

Q = 4meor?E(r). (2.101)
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Po dosazeni poloméru Zemé, r = Rz, obdrzime vysledek
Q = 4negR4E(Rz) = 4,52.10° C, (2.102)

kde jsme pouzili hodnotu permitivity vakua gy = 8,854.10712 F.m™! a polomér Zemé Ry =
6378 km. Jelikoz je v zadani, ze vektor F mii{ smérem k Zemi, musi byt celkovy ndboj Zemé

zéporny, tedy ve skutecnosti Q = —4,52.10°% C (vzorec pro velikost E vlastné pracuje s absolutni
hodnotou naboje |Q|). Potencidl na povrchu Zemé je
0= L Q@ _p E(Ryz) = 6,38.10%V, (2.103)
47‘(60 RZ Z z '

resp. tedy ¢ = —6,38.103 V' s piihlédnutim ke znaménku naboje.

Priklad 2.16 Velikost intenzity elektrického pole F od nabité koule je opét dana vztahem
(2.97) vpravo. Pozadujeme, aby platilo E(r) < Ejq.. Nejsilngjsi elektrické pole je zjevné pro
r = R, tedy pfimo na povrchu koule. Vysledny maximalni naboj Qq. pak je

Qmaz = 410 R?Eppar = 3,34.107° C. (2.104)

Dodatek: Odvodime nyni vzorce 1) pro potencidl ¢ a intenzitu elektrického pole E
vné sféricky symetricky rozlozeného naboje ). Za¢néme urcenim elektrického pole F pomoci
Gaussova zakona

?{E -dS = Q, (2.105)
S €0

ktery vztahuje tok intenzity elektrického pole E uzavienou plochou S k celkovému naboji Q,
ktery je v této plose uzavieny.

Podivejme se nejprve, jaka omezeni klade symetrle ulohy na tvar intenzity elektrického pole
E. Sféricka symetrie zajistuje, ze velikost vektoru E muze zéviset pouze na vzddlenosti od
stiedu sférické symetrie r — FE(r) — velikosti vektoru E musf byt konstantni na sférach daného
poloméru. Jaky bude smér vektoru E? Sféricka symetrie povoluje jediné radialni smér — vektor
mitici piimo k/od stfedu symetrie: uvazujme osu symetrie spojujici stted sférické symetrie a
bod, u kterého urcujeme elektrické pole E - pak rota¢éni symetrie okolo této osy zajistuje, ze
vektor E musf na této ose lezet, tzn. mitit v radidlnim sméru.

Nyni muzeme spocist levou stranu Gaussova zdkona . Jako plochu S zvolime sféru o
poloméru r (kde r je tak velke aby jiz v této sfére lezel jiz Veskery naboj) se stiedem souhlasicim
se stfedem symetrle Vektor E pak mifi ve sméru dS =i dS (7i je jednotkovy normalovy vektor
k plosce dS), tzn. E-dS = EdS:

iﬁ -dS = ngds = E(r) %gds = 47 E(r), (2.106)

kde jsme déle vyuzili toho, Ze velikost intenzity elektrického pole na povrchu sféry S je konstantni
a muzeme ji vytknout pied integral, a také integral z jednicky pies sféru je plocha sféry 4mr2.
Dosadime-li tento vysledek do (2.105) a vyjadiime E(r), dostaneme vysledek:

1 Q

Q 2.107
4meg 72 (2.107)

E(r)=

Vztah pro vektor E dostaneme jednoduse vyndsobenim FE(r) jednotkovym vektorem mificim
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radialnim smére -E= E(T)?:

_ Q 7
E(r)=——. 2.108
() dmeg 3 ( )
Potencidl ¢ ziskdme ,feSenim“ rovnice
E = —grad o. (2.109)
Vime, ze plati nasledujici obecny vzorec pro a € R:
gradr® = ar® 27, (2.110)
pii polozeni o = —1 dostaneme
1 7
dl{-)=——= 2.111
gra (7’) et ( )
coz je pfesné potiebny vztah pro vyfeseni (2.109)). Plati tedy
1 Q
= —. 2.112
14 dmweg T ( )

Tyto vztahy jdou jednoduSe zobecnit i pro situace, kdy se ptame, jaké bude elektrické pole
nejen vné ale i uvnitf sféricky symetricky rozlozeného naboje. Jediné, co se zméni v Gaus-
sove zakoné je to, ze ndboj @ na pravé strané bude nyni zaviset na r, Q(r), a bude
predstavovat celkovy ndboj uzavieny ve sféfe o poloméru r. Vyslednd velikost intenzity (a
vlastni intenzita) elektrického pole pak je:

1 Q(r) = Q)7
E(r)= E= . 2.113
(r) dreg 12 4dmeg r3 ( )
Potencidl je opét dan feSenim rovnice E= —grad ¢, tentokrat s vysledkem
L [=ew),,
= dr'. 2.114
o) = [ L (2114)

(Pro r dostatecné velké, aby veskery néboj byl jiz obsazen ve sféfe o poloméru r, tzn. Q(r) =
Qcelx se vzorec ([2.114)) redukuje na jednodussi (2.112)).)

Vipocet funkce Q(r). Naboj obsazeny v kouli o poloméru r (oznaé¢me V,. a jeji povrch jako
Sy) spocteme pomoci funkce objemové nadbojové hustoty p(7) jako

Qr) = / p(7')dV. (2.115)

kde 7 je polohovy vektor elementu objemu dV. Ve sféricky symetrickém piipadé ale musf
nabojova hustota zéviset pouze na vzdélenosti od stfedu symetrie, p(r). Napiseme-li si objemovy
element dV jako dV = dr dS, kde dr je pfirtstek radidlni soufadnice r a dS je plosny element na
stéie poloméru r. Pak objemovy integral pies kouli muzeme rozepsat nésledujicim zpusobem:

Q(r) = /T p(F)dV = /Vr p(7)dS dr’ = /OT /T, ds p(r')dr'. (2.116)

Po vyintegrovan{ pres povrch sféry, |, s, dS = 4mr'?, dostaneme vztah

Q(r) = /0?“ 47rr'2p(r’) dr'. (2.117)

"Ponékud jsme zametli pod koberec, jestli smér E je radidlné ven od stfedu anebo dovniti do stiedu. V
Gaussové zdkoné volime vzdy normalové vektory tak, aby mifily ven z uzaviené plochy. Zde tedy méme vektory
7 mitici od stfedu symetrie. Pro Q@ > 0 je tfeba, aby vektory Eafn mitily ve stejném sméru, pak je skaldrni
soucin E -dS = EdS kladny a integral [ E-dS taktéz (a pak Gausstv zakon déva do rovnosti dvé kladnd ¢isla).
Pro @ < 0 je tieba, aby smér E byl opa¢ny ke sméru 7 (tzn. E nyni{ mif{ do stfedu) a pak je skaldrni soucin
E.dS=-EdS zaporny a Gaussuv zdkon dava konzistentné do rovnosti dvé zédpornd cisla.
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2.6 Elektricky dipdlovy a kvadrupdélovy moment

2.6.1 2.17 Bodové naboje

Bodové naboje jsou usporaddny a) ve vrcholech rovnostranného trojihelnika o strané a v poradi
q, ¢, —2q, b) ve vrcholech ¢tverce o strané a v poradi —q, ¢, ¢, —q, ¢) v poradi —q, ¢, —q, q.
Urcete elektricky dipélovy moment soustavy.

% » % »
@ . @ - .
4q q: 14 -4
a : al
-4 —q; -¢  q
o - ... . - - ... .
(a) Trojihelnik. (b) Polarizovany ¢tverec. (c) Symetricky ¢tverec.

Obrézek 2.33: Dipdlovy moment p bodovych naboju.

Reseni: Vzorec pro dipslovy moment diskrétniho rozlozeni bodovych nédboji je nasledujict:
p= Z daTa (2'118)
e

kde scitdme pfes vSechny naboje a ¢, jsou velikosti a 7, jsou polohové vektory piislusnych
naboju. Plati, Zze je-li celkovy naboj soustavy @ nulovy, pak dipélovy moment p nezdvisi na
volbé pocatku soustavy soufadnic.

Zavedme tedy kartézské souiadnice tak, abychom maéli co nejjednodussi vypocet. Jedna z
moznosti je zndzornénd na obrazku [2.34

(a) Trojuhelnik. (b) Polarizovany ¢tverec. (c) Symetricky ¢tverec.

Obrazek 2.34: Kartézské soufadnice (z,y, z) pro jednotlivé soustavy bodovych naboju.

Dipélovy moment p’ pro trojuhelnik se pak spocte nasledovneé:

3
F=a7i+am—247 = q(~5.0,0) +q(5,0,0) — 2 (0,\9”,0> = (0,-V30,0) . (2119)
Pro polarizovany ¢tverec mame:
P=—qr1—qra+qr3+qry = _Q(Oa 0, 0) _Q(a7 0, 0) +Q(a7 a, 0) +Q(07 a, 0) = (07 2qa, O) (2'120)
A koneéné symetricky ¢tverec:

pP=—qr+qra—qr3+qis=—q(0,0,0) +¢(a,0,0) — g(a,a,0) + ¢(0,a,0) = (0,0,0). (2.121)

V tomto ptipadé mame celkovy naboj @ a dipélovy moment p nulovy. Nenulovy pak bude az
kvadrupdlovy moment, viz ptiklad 2.21 v sekei [2.6.5]
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2.6.2 2.18 Polarizovana tyc

Urcete elektricky dipélovy moment tenké tyce délky [, a) jejiz jedna polovina je nabita kladné
a druhd zédporné s linedrni hustotou nédboje 7, b) jejiz ndbojovéd hustota roste linearné od —y
na jednom konci k 79 na druhém konci.

-7 +7 -0 ————— +7p
[ ] 1 P
l l
(a) Konstantni ndbojova hustota. (b) Linearni nédbojova hustota.

Obrazek 2.35: Polarizované tyce.

Reseni: Vzorec pro diplovy moment spojitého délkového rozlozenf naboji je néasledujict:

p= /del, (2.122)
l

kde 7 je délkova nabojova hustota a 7 je polohovy vektor délkového elementu di. Plati, ze je-li
celkovy naboj soustavy ) nulovy, pak dipdlovy moment p’ nezdvisi na volbé poc¢atku soustavy
soutadnic.

Zaved me kartézskou soufadnici x s poc¢atkem ve stiedu tyce, viz obrazek Ty¢ se pak
nachézi na soufadnicich x € <—%, %) Délkovy element je pak dl = dx a jeho polohovy vektor je

7= (z,0,0).

—T +7 -0 ————> +79
| ] L e
I 'O ! x 1 @) J T
2 3 2 3
(a) Konstantni ndbojova hustota. (b) Linearni ndbojova hustota.

Obrazek 2.36: Polarizované tyce se zavedenou kartézskou soutadnici x.

dl
\[ \O T .x

L
2

N~

Obrézek 2.37: Délkovy element dl na soufadnici z v tyci.

Po dosazeni vyse zminénych informaci do vzorce (2.122]) pro dipélovy moment p’ dostaneme

-

(Jedina nenulovd slozka je p, jelikoz jedind nenulové slozka = (z,0,0) je z.)
Pro polarizovanou ty¢, kde kazda polovina je nabita opa¢nou ndbojovou hustotu, mame
nasledujici funkci ndbojové hustoty 7(x):

_ _1
() = +: pro € 2L’O> (2.124)
pro x € <O, 5

T((L’) Fde', ﬁ: (pﬂCa 07 0)7 Pz = /2 T(x) xdl', (2123)

|~

N~

L
2

Po dosazeni do integralu (2.123) méame:

0 i 221°
px:/ (T)avdx+/ Trdr=—1 [2]
_ 0 _

L
2
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Pro ty¢, kde se ndbojové hustota linedrné meéni, ma funkce 7(x) obecné tvar 7(x) = ax + b,
pricemz musi platit 7‘(—%) =—79aT1( %) = +7. Tyto podminky vedou na funkeci

T(z) = —u. (2.126)

Po dosazeni do integralu (2.123)):

L L 3 2
(2210 5, 270 [2 o S 2T0F% ol
Pw—/lﬂ" dx—Qz/O vdr =270 = (2.127)

-3
2.6.3 2.19 Polarizovana koule

Na&boj je rozlozen na povrchu koule o poloméru R tak, Ze na jedné polokouli je kladny naboj
s hustotou o, na druhé polokouli je zdporny naboj s hustotou —o. Urcete elektricky dipdlovy
moment koule. Jaky bude tento moment, budou-li obé polokoule nabity objemové s opa¢nymi
naboji téze velikosti objemové hustoty p?

+0, +p

—0, —p
Obrézek 2.38: Dipdlovy moment p povrchové a objemové nabité koule.

Reseni: Vzorce pro dipélovy moment spojitého plosného a objemového rozlozeni naboji
jsou nésledujici:

ﬁ:/aFdS, ﬁ:/ pFdV, (2.128)
S 1%

kde o, resp. p, je plosnd, resp. objemovéa, ndbojova hustota a i je polohovy vektor plosného
elementu dS, resp. objemového elementu dV. Plati, ze je-li celkovy nédboj soustavy ) nulovy
(coz je zde ze symetrie rozlozeni nédboje zjevné splnéno), pak dipélovy moment p’ nezavisi na
volbé pocatku soustavy soufadnic.

Zavedeme kartézské soufadnice jako na obrdzku [2.39] vlevo s pocdtkem ve stfedu koule a
rovinou zy splyvajici s rovinou, ktera déli kouli na dvé nabité poloviny.

z

o

T 0

Y

])
xy
(a) Kartézské soufadnice (z,y, z) v kouli. (b) Sférické soutadnice (r, 6, ¢).

Obrazek 2.39: Dipolovy moment p’ povrchové a objemové nabité koule.
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Ze symetrie ulohy (rotace okolo osy z) musi vysledny dip6lovy moment lezet na ose z, tzn.
P =(0,0,p.). Pro slozku dipélového momentu p, mame dle (2.128) vzorce

pz:/azdS, pzz/pde, (2.129)
S |4

kde z je tfeti slozka polohového vektoru 7 = (z,vy, z). Zavedeme déle sférické souradnice jako
na obrazku [2.39] vpravo, tzn. pomoci ndsledujicich predpisu,

X = 1cospsinb, y =rsinpsin, z =rcosb. (2.130)

Plosny a objemovy element jsou pak nésledujicich tvaru:
dS = r?sin df de, dV = r*sin @ dr df dp. (2.131)
Plosné nabité sféra se pak rozklada na souradnicich r = R, 6 € (0, 7) (polokoule nabita +o

na 0 € (0, 5), polokoule s —o na 6 € (5, 7)), ¢ € (0,2m). Vlastni vypocet integrdlu (2.129)) po

dosazeni vSech vyse zminénych informaci je pak nésledujici:

T 21
pzz/a(F)zdS’:/ / o(0) Rcosf R*sin 0 df dy
S 0 0

2 z T
_R3/ dp (/2 USiDGCOSGdG—i—/ (—a)sin@cos@d@)
0 0 z

2

=21R30 ([—1 cos 29] F [—1 cos 29] )
4 . 4

n
2

= 21R%0 (—i) (=1 —=1)— (1= (=1))) = 270 R>. (2.132)

Pro objemoveé nabitou kouli méme rozsahy r € (0, R), 6 € (0, 7) (polokoule nabitd +p opét
na 0 € (0, 5), polokoule s —p na 0 € (3, m)), ¢ € (0,2m). Vypocet integrdlu (2.129):

R pm 2w
pz—/p(f’)zdv—/ / / p(60) 7 cos 0 r? sin 6 dr df dyp
v 0
R 27 z
:/ r3dr/ do / ps1n9€os€d0+/ p) sin 6 cos 6 df
0 0

= 277}24;) ([—00529]5 — —700529
= %WR4p (—i) (-1-1)—(1—(=1)) = iwa‘*. (2.133)

Dodatek: Argumenty symetrie ndm umoziuji rovnou fici, ze tvar dipdlového momentu

bude p'= (0,0, p.). Mohli bychom na né ale klidné zapomenout a slozky p, a p, spocitat piimo
dle vztahu analogickych k (2.129)):

px:/ade, py:/ode’, (2.134)
S S

(a stejné pro objemové nabitou kouli).
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2.6.4 2.20 Sila elektrického dipdlu

Elektricky dip6l o momentu p'= (0, p,0) le21 v bodé 7 = (z,0,0) v elektrlckem poli bodového
naboje g umisténého v pocatku. Urcete silu F' a moment silové dvojce D které budou na dipédl
pusobit.

Yy
QI U
z /T T
Obrazek 2.40: Bodovy naboj ¢ a dipdl p.

Reseni: Mame-li maly elektricky dipél o dipélovém momentu § ve vnéjsim elektrickém poli
E, pak sila pasobici na dipdl vlivem tohoto pole je ddna nasledujicim vztahem

F=(§-V)E, (2.135)

tedy pomoci operatoru p-grad, ktery je definovany ndsledovné:

- °. OE, OF
perad E = (5 V)E = (§- VE,, - VE,, - VE;) (sz sz yZ aa:)

(2.136)
Vektor intenzity elektrického pole od bodového naboje velikosti ¢ umisténého v pocatku
(resp. jeho slozkové vyjadieni) je:

¢ T p_ 4T

E(@=-—21__ —
(™) dreg 3’ ' dweg 3

(2.137)

gf; pro pole od bodového naboje (2.137), které budeme

Spoc¢téme si nyni obecné derivace
potfebovat pro vypocet sily F' dle vztahu (12.136)):

oF; 0 ; Ox; 1 0 1

i 49 (ﬂ> S B ey e | (2.138)
Or;  4dmeg Oxj \r3 dmeg | Oxj 13 Oz \r3
kde jsme vyuzili pravidla o derivovani sou¢inu. Spoc¢téme si postupné derivace jednotlivych

¢lenu ve vyrazu ([2.138)) vyse:

ox; 0 pro 1 #j,
Tl'j - 61]7 51] { 1 pro Z:j ) (2139)

kde jsme zavedli symbol Kroneckerovo delta ¢;;. Clen =3 derivujeme jako slozenou funkci:

or—3 4 or
= -3r" 2.14
Ox;j S 837] ( 0)

kde derivaci velikosti polohového vektoru r spocteme nasledovné:

or 0 1 xj

— = — /2 + 22 + 22 2wy = — (2.141)
dx; Ox; V'L T2 3 2 /2242t +at
Po dosazeni téchto mezivypoctu do (2.138]) dostaneme
8EZ q 67Lj .CCZ'SL‘]'
= — —3 . 2.142
dr;  4meg (7“3 7o ( )
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Jelikoz méme ze zadani p'= (0, p,0), obecny vzorec (2.136|) pro silu F' se zjednodusi na

= = 0E, OFE, OF,
F=({-V)E= , ——2, : 2.143
(V) p( 9 0y Oy ) (2.143)
Po dosazeni z obecného vzorce pro derivace gf]? 2.142)):
FoPr( gmy L gy gy (2.144)
4meg rd5’ 3 rd rd

Tento vysledek predstavuje silu pusobici na dipdl p'= (0, p, 0) na libovolném misté ¥ = (x,y, 2).
Pro 7= (z,0,0), tj. y = 0 a z = 0 dostadvdme

= DPg 1 L pq
F = 0,—,0) = — (0,1,0). 2.145
=2 (0.5.0) = - M0 (2.145)

Moment silové dvojce D pusobici na dipdl g v elektrickém poli E je

D=pxE. (2.146)

Po dosazeni 7= (0,p,0) a E = (E,,0,0) mame

— (0,0, 1), (2.147)

kde jsme dosadili B, = L.

Dodatek: Celkov4 sila pusobici na dipdl se dd nédzorné ziskat pomoci slozeni Coulombickych
sil pusobicich na jednotlivé naboje ,modelového* dipdlu, viz obrazek Jiz brzy.

F,[j _q

Obrézek 2.41: Bodovy ndboj g a modelovy dipdl 7 slozeny z ndboju ¢ a —§ separovanych vzddalenosti d
tak, aby p = qd.
2.6.5 2.21 Kvadrupdlovy moment bodovych nabojia

CtyFi néboje ¢, —¢, ¢, —¢ jsou v tomto pofadi rozmistény v rozich étverce o strané a. Urcete
hlavni kvadrupdlové momenty soustavy.

e
T °
¢ g
a
-q  q
R °

Obrazek 2.42: Kvadrupdélovy moment soustavy bodovych naboju.

Reseni: Vzorec pro kvadrupdlové momenty soustavy bodovych naboji je nésledujict:

Qij =Y o (3ziz; — 0577, | (2.148)
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kde g, jsou naboje jednotlivych ¢astic a 7o = (Z10, 20, T30) = (Ta, Ya, 2a) jsou jejich polohové
vektory (¢isté pro zjednoduseni zapisu jsme index « ,vytknuli“ za zavorku, (...)s).

Plati, Zze jsou-li celkovy naboj soustavy @ a dipélovy moment p nulové, pak kvadrupdlové
momenty Q;; nezavisi na volbé pocatku soustavy soufadnic. (Zde je dipélovy moment p nulovy,
viz piiklad 2.17 v sekci 2.6.1])

Hlavni kvadrupélové momenty ziskdme, pokud zvolime kartézské osy tak, aby matice Q;;
vysla diagonalni. Chceme tedy, aby mimodiagonalni momenty byly nula, vzorce pro né vypadaji
nésledovné:

Q2=Qa =) ¢a(Bay),, Qu3=Qs =) ¢a(322),, Qa3=0Qsn=> g (3y2),.

(2.149)
Jelikoz méame rovinny problém, zvolme nédboje v roviné z = 0, tim paddem Q13 = Q923 = 0.
Pokud nyni zvolime osy x a y tak, aby naboje lezely stiidavé na téchto osédch, tzn. jako na
obrazku dostaneme také Q12 = 0 (viz dale).

Obrazek 2.43: Souradny systém pro vypocet kvadrupélového momentu soustavy bodovych naboju.

Polohové vektory jednotlivych ¢astic totiz maji nasledujici tvar,

3 7 7 7
ﬁ:(—\ga,o,o), @:(0,—‘;@0), ﬁ,:(‘ga,o,o), "4:<0,\2fa,0>,

(2.150)
a souliny xayq jsou tak vzdy nulové.
Obecny vzorec pro moment (Q11 je néasledujici
Qi = an (3:02 — T2)a = an (2:p2 . zz)a; (2.151)
« (6%
po dosazeni hodnot naboju a polohovych vektoru ([2.150)):
2 2 2 2
a a a a
Q1 = —¢q (25) +4q (—5) —q (25) +4q (—5) = —3qa”. (2.152)

Stejnym vypoctem dospéjeme i k hodnoté Qoo = 3qa?. Jelikoz pro diagonalni kvadrupdlové
momenty plati

3
Z Qi = Qu + Q22 + Q33 =0, (2.153)
i=1
musi jiz byt Q33 = 0. Vyslednd matice kvadrupélovych momentt @;; mé tedy tvar
—3qa®> 0 0
Qij = 0  3ga* 0 |, (2.154)
0 0 0

kde na diagonale jsou pftislusné hlavni kvadrupélové momenty.

50



2.6.6 2.22 Kvadrupodlovy moment elipsoidu

Urcete elektricky kvadrupélovy moment rota¢niho elipsoidu.

Reseni: Vzorec pro kvadrupélové momenty objemového spojitého rozlozeni ndboji je nésledujici:
Qij = / p(7) (Bxiz; — 8;57%) dV, (2.155)
1%

kde p(7) je funkce objemové nabojové hustoty a 7 = (x1,z2,23) = (2,v, 2) je polohovy vektor
objemového elementu dV. Spoctéme nejprve kvadrupdlovy moment ()11, ktery je ze vzorce

(2.155)), dan vztahem
Qu = / p(7)(22% =y — 2°)dV. (2.156)
1%

Objemové nabojova hustota p je zde uvazovana konstantni. Zavedeme kartézské soufadnice s
pocatkem ve stfedu elipsoidu a osami orientovanymi ve smérech os elipsoidu. Jelikoz elipsoid
mé nenulovy celkovy néboj, @ # 0, zavisi vysledny kvadrupélovy moment Q;; (a také dipSlovy
moment p) na volbé poc¢atku soufadnic. Volit pocdtek ve stiedu elipsoidu je pfirozené z toho
divodu, ze pak vyjde dipélovy moment p elipsoidu nulovy. Element objemu je v kartézskych
soufadnicich dV = dx dy dz a vysledny vztah pro moment Q11 je:

nékam

Qu = ///p (2:U2 — - 22) dx dydz. (2.157)

odnékud

Integraéni meze jsou zvoleny tak, aby spliovaly nerovnost

2 2 2
X z
§+%+ﬁ <1. (2.158)

Nyni provedeme substituci, kdy .,z elipsoidu udélame kouli“:
T = at, Yy = ay, z = bz, de dy dz = a®bdz djj d3. (2.159)

Po dosazeni do integralu mame

nékam’

Q11 = ///p (203 — a*§* — b*7?) a®bdi djj dz, (2.160)

odnékud’

kde nové meze v soutadnicich z, y a Zz spliiuji nerovnost
P4+ <, (2.161)

tzn. substituci jsme z elipsoidu udélali jednotkovou kouli. Déle provedeme substituci do sférickych
soutadnic

F=rsinfcosy, §=rsinfsing, Z=rcosh, didjdi=r>sinddrddde, (2.162)

v nich se elipsoid (nyni jednotkova koule v soufadnicich Z, g, Z) nachdzi na soufadnicich r €
(0,1), 6 € (0,7), ¢ € (0,2m). Integral nyni vypadd ndsledovné:

1 T 27
Q1 = / / / p (267 — a®§* — b*2%) a®br?sinf dr do dp, (2.163)
0 0 0
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kde jsme zatim nedosadili za Z, g, Z z (2.162). Nyni stojime pfed otazkou, kolik je

/ 2 dv =7, / G2 dv =7, / 24V =7, (2.164)
koule koule koule

coz by se dalo prosté spocitat dosazenim z (2.162)) a vyintegrovanim. Zkusme se ale vyhnout
tomuto komplikovanému pocitani nasledujicim trikem. Ze symetrie koule musi platit

/ #dv = / 7 dV = 2 dv (2.165)
koule koule koule
a tedy i

~2 1 ~2 ~2 =2 1 2 1 ! T o 4 .

z°dV = - T+ +z2°dV =< redV = = r=sin @ dr df dy

koule 3 koule 3 koule 3 0 0 0
157" x o jon 4T
= g |:5:| . [— COS 9]0 [SD]O = T5 (2166)

Nyni jiz jenom tento vysledek dosadime do (2.163]) a dostaneme

4 4
Q11 = %P (2° —a® = ") a®b = %szb(az —b?). (2.167)

Vysledek jesté muzeme vyjadrit pomoci celkového nédboje na elipsoidu @, ktery je

4
Q=pV=p 571'(126, (2.168)
a po dosazeni do (2.167)) mame
1
Qu = 5¢2(a2 —b%). (2.169)
Jelikoz pro diagonalni kvadrupdélové momenty plati
3
3" Qi = Qui+ Qa + Q33 =0, (2.170)
i=1
a déle ze symetrie elipsoidu mame Q11 = Q22, musi byt Q33 = —2Q11:
2
Q33 = —2Q11 = —g(a2 —b?). (2.171)

Mimodiagonalni kvadrupélové momenty, které jsou dany vzorci
Q= [ 3o aij v, 1] (2.172)
\%

vyjdou nulové. Pokud bychom provedli analogické vypocty az po rovnici (2.163)) dostali bychom
integraly v proménné ¢ tvaru

27 2m 2m
/ sinpdp, resp. / cospdp, Tesp. / sin ¢ cos @ dp, (2.173)
0 0 0

které jsou nulové.
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2.7 Kondenzatory

2.7.1 2.26, 2.28 a 2.29 Deskovy kondenzator

Kolik elektronii tvoif ndboj kulicky o hmotnosti m = 107! g, jestlize je udrzovéna v rovnovéze
v deskovém kondenzatoru, jehoz desky jsou od sebe vzdaleny d = 5mm a jsou nabity na napéti
U=176,5V.

Jakou plochu by musely mit elektrody deskového kondenzédtoru o vzdéalenosti d = 1mm, aby
kondenzator mél kapacitu C = 1 F?

Jakou silou se pfitahuji desky kondenzatoru?

57 _Q7 —0

Obrazek 2.44: Deskovy kondenzator.

Reseni: Velikosti intenzity elektrického pole E uvniti deskového kondenzétoru, napéti U
mezi deskami a kapacita tohoto kondenzatoru jsou dény vztahy (pro jejich odvozeni viz dodatek

k tomuto piikladu):
S
=2, U=pd=2d  C=¢2, (2.174)
€0 €0 d
kde o je plosnd nabojovéa hustota na deskdch kondenzétoru, S je plocha desek (kazdé z nich)
a d je vzdalenost téchto desek. Vektor intenzity elektrického pole F miii kolmo na desky kon-

denzatoru.

Priklad 2.26: Umistime-li mezi desky kondenzatoru ndboj o velikosti ¢, bude na tento naboj
pusobit sila o velikosti Fg = qF = q%. Tato sila musi byt vyrusena gravita¢ni silou F, = mg,
tzn. I d

m
Fp=F, q;=mg  q= 79. (2.175)

NapiSeme-li si ndboj ¢ jako n-nasobek elementarniho elektrického naboje e, ¢ = ne, muzeme
pséat vysledek jako pocet elementdrnich elektrickych naboju na kulicce n:
mgd .

= = 40 2.176
n= 5 =40, (2.176)

2

kde jsme pouzili hodnotu gravitacnitho zrychleni g = 9,81 m.s™ a velikost elementérniho elek-

trického naboje e = 1,602.10~19 C.
Priklad 2.28: Po vyjadieni ze vztahu (2.174) vpravo mame

S = % =1,13.108m? = 113 km?, (2.177)
0

kde jsme pouzili hodnotu permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m 1.
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Priklad 2.29: Piiklad miizeme fesit dvéma zpiisoby. Bud vyjdeme z energie W elektrosta-
tického pole mezi deskami kondenzatoru:
1 = 1 1 1 S 1
W = / —egE%dV = ~¢goE? / dV = —eoE*Sd = - (g0~ ) (Ed)* = ~CU*. (2.178)
V2 2 v 2 2 \"%d 2
Nam se bude hodit vztah W = %EoEQSd. Pii zméné vzdalenosti desek o dx se elektrostaticka
energie pole zménf o dW = 1egE?Sdx (E a S je konstantni a d(d) = dz). Zména této energie
musi pochézet z prace, kterou vykoname pii oddéleni (pfiblizeni) desek kondenzatoru, tzn.
dW = Fdx a tedy vztah pro silu je

F=_¢gFE?’S=-—"=-"*_, (2.179)

Jinym zpusobem se k vysledku dostaneme tak, Zze spo¢teme silu dF = f dS pusobici na malou
plosku dS jedné desky kondenzétoru od celé (nekoneéné) velké druhé desky (f se nazyva hustota
sily). Celkova sila pak bude

F=[dF= [ fdS=f [ dS=fs, (2.180)
Jyor=Joras=s1 ],

jelikoz hustota sily je vSude konstantni. Sila dFF = Edq, kde F = ﬁ (Jsme piimo v roviné

jedné z desek, kde je intenzita elektrického pole poloviéni! Viz dodatek.) a dg = odS, tedy

dF = %dS. Pak f = 22 4 tim pddem F = fS = %S, coz je stejny vysledek jako pies

20
vypocet pomoci energie.
Dodatek: Odvodme nyni vztahy (2.174) pro elektrické pole E, napéti U a kapacitu C.
Zacneme urcéenim intenzity elektrického pole E od jedné nekoneéné velké nabité roviny z
Gaussova zakona

?{E -dS = Q, (2.181)
S €0

ktery vztahuje tok intenzity elektrického pole E uzavienou plochou S k celkovému naboji @,
ktery je v této plose uzavieny.

Podivejme se, jaka omezeni na elektrické pole E klade symetrie ulohy. Mame-li nekoneé¢nou
nabitou rovinu, elektrické pole muze zdviset pouze na vzdalenosti z od této roviny, E = E(z)
— méme k dispozici translaéni symetrii libovolnym smérem podél nabité roviny, kterd zajistuje,
7e vektor E musi byt konstantni na rovinach rovnobéznych s nabitou rovinou. Zarovein musi
elektrické pole mitit vzdy kolmo na nabitou rovinu, jelikoz mame k dispozici rota¢ni symetrii
okolo osy kolmé na rovinu a prochézejici bodem, kde pole E urcujeme — jediny smeér vektoru
E , ktery se pii této rotaci zachovava, je smér kolmy na rovinu. Reflexni symetrie skrze nabitou
rovinu zajistuje vztah E(—z) = —E(z), tzn. ze vektor E na opacné strané roviny je opa¢ny.

Pro pouziti Gaussova zikona zvolime plochu S jako vélcovou plochu, jejiz osa je kolma na
nabitou rovinu, a podstavy maji stejnou vzdéalenost z od této roviny, viz obrazek

Spodstava
z
NP ‘Spléét’

N T
RN -

Obrézek 2.45: Uzaviena vélcova plocha S v Gaussové zdkoné pro uréeni velikosti intenzity elektrického
pole E v okoli nekonecné nabité roviny. Plochu plasté valce jsme oznacili jako S;45¢ a plochu kazdé z
podstav jako Spodstava-
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Rozdélme nyn{ integrdl na levé strané (2.181)) zvlast na integraci pies plast a pres podstavy:

fﬁdﬁ:/E.dﬁJr/E ds. (2.182)
S S

podstavy plast

Protoze vektory E mif{ kolmo na nabitou rovinu, tak celkovy tok plastém vélce je nulovy, jelikoz
E-dS=E-idS = 0, kde 71 je Jednotkovy normalovy vektor na plosku dS Naopak pro podstavy
plati E-dS=E dS, jelikoz vektor E mif{ ve sméru dS viz obrazek |2

E
177 \E
AY/ —
i n
. ‘dS
o Cjds-
iﬁ
E

Obrézek 2.46: Sméry vektoru EadS=mdsS pro jednotlivé podstavy a plast valce. Vektor 7 je jednotkovy
normélovy vektor k plosce dS.

Pokrac¢ujme v tpravach (2.182]):

7{ E-dS = / E-dS+ / E-dS = / EdS = E(2) | dS = 2S,0d4stava B (2), (2.183)
S

Spodstavy plast podbtavy Spodstavy

kde jsme vyuzili toho, Ze na podstavach (ve stejnych vzdélenostech od nabité roviny) je velikost
intenzity elektrického pole F(z) konstantni a muzeme ji tedy vytknout pred integral a integral
z jednicky pfes plochu je obsah této plochy 2Sp,dstava-

Néboj @ uzavieny v ploSe S na pravé strané Gaussova zakona je jednoduse @ =
0 Spodstava- Gaussuv zakon pak dava:

TSpodstaa _ p_ O (2.184)

2E(2)Sp0dstava - 0 250

kde jsme vyjadrili velikost intenzity elektrického pole E a ukézalo se, Ze tato nezdvisi na
vzdélenosti od roviny z.

Poznamka: Tohoto vysledku muzeme dosdhnout i bez pouziti Gaussova zdkona piimym inte-
grovanim piispévku dFE k intenzité elektrického pole od jednotlivych ¢dsti nabité roviny:

o— dS, (2.185)

kde R je vektor spojujici misto urcovani elektrického pole E dané polohovym vektorem 7 a polohu
elementu plochy dS danou vektorem 7, B = 7 — # (R je velikost tohoto vektoru, R = |7 — #|), viz
obrazek 2.47] vlevo.
Zaved'me vélcové soufadnice (r, ¢, z) jako na obrazku vpravo, tzn. pocatek umistény do nabité
roviny a osa z sméfujici kolmo na tuto rovinu. Poté nabité rovina se rozklada na soutadnicich z = 0,
€ (0,+00), ¢ € (0,2m). Plosny element v poldrnich soufadnicich je dS = rdrdy. Z duvodu symetrie
diskutovangch vyse musf mit vektor E tvar E = (0,0, E.). Vzdalenost R mezi elementem plochy dS a
mistem uréovan{ elektrického pole ¥ = (0,0, z) je R = v/r2 + 22. Vektor R vyjadfeny pomoci valcovych
soufadnic m4 tvar R = (—rcosp, —rsingp, z).
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(r) =7
T\

-

L¥as

g

(a) Vektor B = 7 — 7 jakozto vektor spo-
jujici element plochy dS a misto ur¢ovani elek-
trického pole FE.

¥

NG

g

(b) Vélcové soufadnice (r,p, z) zavedené jako
polarni soufadnice (r,¢) v nabité roviné a
kartézskd soufadnice z na tuto rovinu kolma.

Obrézek 2.47: Nabit4 rovina — vektor R a soufadnice (7, ¢, 2).

Dosadime-li vSechny vyse uvedené informace do (2.185)) a poc¢itdme-li jedinou nenulovou slozku F,

dostaneme: N ) N
1 Rl oz o i rdr
FE,=— ———rdrdp = — _— 2.186
dreg /0 /0 (r2 + 22)3/2 rarap %, /0 (r2 + 22)3/2 ( )
Po substituci u = 72 + 22, du = 2r dr mame
zo /+°° du z0o 9 117 201 o (2.187)
= — — = |—-2—= = = " sgngz, )
260 22 u3/2 460 \/’lj 22 250 |Z| 2¢e &

tedy stejny vysledek jako z Gaussova zakona (nyn{ jesté se znaménkem).

Nyni musime slozit elektrickd pole od dvou opa¢né nabitych nekonecnych desek. Situace
je znézornénd a popsand na obrézku [2.48] Pro naSe ucely potiebujeme vysledek, Ze uvnitt

kondenzatoru je pole dvojnasobné silné oproti situaci s jednou nabitou deskou, £ = %

Obrézek 2.48: Vektory intenzit elektrickych poli od jednotlivych opaéné nabitych rovin (Sedé, E+U od
kladneé nabité roviny a E_, od zadporné nabité roviny) a jejich vysledna superpozice (¢erné, E). Vysledkem
je nulové pole vné kondenzatoru, Fyns = 0; dvojnasobné uvniti kondenzatoru, Eyynits = i; pfimo na
deskéch je pole Fgeska = %!

Nyni musime toto elektrické pole naintegrovat pro ziskani napéti mezi elektrodami. Definice
napéti mezi dvéma body po dréze [ je

/ F.dl,
l

o6

1
U=-

; (2.188)



kde F je sila ptisobici na naboj g a dl = 'dl je element délky miiici teéné na kiivku (£ je jednot-
kovy tecny vektor). Napéti U je tedy prace vykonand po draze [ pii premisténi jednotkového
naboje.

Jeding sila pusobici uvniti kondenzédtoru je Od elektrického pole F = qE Jako kiivku [
zvolime usecku kolmou na elektrody, viz obrazek |2.49| Pak vektory E a dl mi{ stejnym smérem
(opét viz obrazek - a plati E-dl=Edl. Tzn. mame

U:/ﬁ-df:/E~df:/Edl:E/dl:Ed:Jd, (2.189)
q.Ji l l l €0

kde jsme navic vyuzili toho, ze elektrické pole E je konstantni a integrél z jednicky [, dl je délka
kiivky, tzn. vzdalenost desek, d.

+o

dl

|
Q
TR

Obrézek 2.49: Usecka | spojujici desky kondenzatoru pro vypocet napéti U. Vektory Ead =td (kde
t je jednotkovy tecny vektor ke kiivce [) mifi stejnym smérem.
Kapacita C deskového kondenzatoru je z definice C' = %:

097 .S

2.1
u Zd (2.190)

2.7.2 2.30 a 2.33 Vialcovy kondenzator a Geiger-Miilleriiv pocitac

Megjme vélcovy kondenzator o polomérech elektrod R; = 3¢m, Re = 10 cm nabity na napéti
U = 450V. Urcete ndboj ptripadajici na jednotkovou délku, plosSnou hustotu naboje na kazdém
z valcu a intenzitu elektrostatického pole ve stfedu vzdalenosti mezi valci.

Kondenzator (Geigeruv-Miilleruv pocitac) je tvoren dratem o poloméru Ry = 5mm a ko-
axidlnim valcem poloméru Ro = 5cm. Na jaké maximalni napéti muzeme kondenzator nabit,
je-li priirazné napéti vzduchu E,,qp = 3kV.em™'? Jak se bude ménit rozlozeni pribéhu napéti
mezi elektrodami, budeme-li zmensovat polomér vnitini elektrody?

A

-Q
Obrézek 2.50: Vélcovy kondenzator.

Reseni: Urceme nejprve intenzitu elektrického pole E a napéti U mezi elektrodami ne-
kone¢né dlouhého valcového kondenzatoru a poté jeho kapacitu C pro jeho tusek délky [ o
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polomérech vnitini a vnéjsi elektrody R a Ry. Vysledné vzorce pak aplikujeme na konkrétni
zadani v prikladech 2.30 a 2.33.
Nechf je tisek délky ! vnitini elektrody nabity na naboj @ a vnéjsi na ndboj —Q. Poté

muzeme definovat délkovou ndbojovou hustotu na elektroddch jako 7 = %, tedy naboj na
jednotku délky elektrody; a také plosné ndbojové hustoty
Oynitini = Q = Q = ’ y Ovnejsi — Q = Q = ’ (2191)
Svnitf-nl’ 27‘(‘R1[ 27TR1 Svnéjgl' 27TR2[ 27TR2

na vnitini a vnéjsi elektrodé o plochach Synitint @ Synsjsi (jedna se o plochy tseku délky 7).
Zatneme urcenim intenzity elektrického pole E mezi elektrodami (a tu pak naintegrujeme
k uréeni napéti U mezi elektrodami) z Gaussova zdkona

Q

fﬁ dS =<, (2.192)
s €0

ktery vztahuje tok intenzity elektrického pole E uzavienou plochou S k celkovému naboji Q,
ktery je v této plose uzavieny.

Podivejme se, jaké omezeni na elektrické pole E Klade symetrie tlohy. Zavedeme-li pfirozené
véalcové soutadnice (r, ¢, z) (jako na obrazku , pak rotaéni symetrie okolo osy z (osy kon-
denzatoru) znemoziuje zavislost velikosti ]E" | na dhlu ¢ a translaéni symetrie podél osy kon-
denzédtoru (osy z) znemoznuje zavislost na soufadnici z (toto plati pouze pro nekoneény kon-
denzétor). Velikost intenzity elektrického pole tedy muze zaviset pouze na vzddlenosti od osy
symetrie, F(r).

Obrazek 2.51: Valcové soufadnice (r, ¢, z) ve vilcovém kondenzétoru.

Ze zrcadlici symetrie okolo rovin kolmych na osu z plyne, ze vektor E musf lezet v téchto
rovinach. Zaroven ze zrcadlici symetrie okolo rovin, v nichz osa z lezi, opét plyne, ze vektory E
musi v téchto rovindch lezet. Pro roviny symetrie viz obrazek To vede na jediny piipustny
smér, kterym je smér radidlni — ve sméru ,,08 r¢.
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(a) Rovina symetrie kolm4 na osu z. (b) Osa z lezi v roviné symetrie.

Obrazek 2.52: Roviny zrcadlici symetrie pro uréeni sméru vektoru intenzity elektrického pole E.

Déle potiebujeme plochu .S do Gaussova zdkona. Uvazujme valcovou plochu vysky [ obecného
poloméru r, Ry < r < Ry, koncentrickou s elektrodami kondenzdtoru, viz obréazek vlevo.

(a) Myslend vélcové plocha S o poloméru r v (b) Sméry intenzity elektrického pole E a
Gaussové zakoneé. normélového vektoru 7 k plosce dS na plasti
vélce o poloméru r.

Obrazek 2.53: Pro urceni intenzity elektrického pole E pouzijeme Gaussuv zakon.

Nyni jiz mtuzeme zacit upravovat levou stranu Gaussova zakona (2.192)). Nejprve si integral
pfes valec S rozdélime na integraci pies plast a podstavy valce:

fﬁ-dgz/ﬁ-d@r E-dS, (2.193)
S S,

plast Spodstavy

kde element plochy je ds =i dS ; 11 je jednotkovy normalovy vektor. Jelikoz je vektor E radialni,
tzn. lezi v podstavach valce S, skalarni sou¢in pod timto integridlem vymizi, £ - dS = O:

/ E-dS =0. (2.194)
S,

podstavy

Situace na plasti valce S je zndzornéna na obrazku vpravo. Zde vektor E mif{ ve sméru dS
(ve sméru 77) a tedy plati E - dS = E dS. Zaroven velikost intenzity elektrického pole E zavisi
pouze na soutadnici 7, E(r), je tedy na plasti vélce S konstantni a muzeme ji vytknout pred
integral:

E.-dS= | EdS=E(r) | dS = E(r)2xrl. (2.195)
LEs=], /

plast plast plast
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(Pouzili jsme vzorec pro povrch pldste vélce, S = [dS = 2nrl.) Celkovy ndboj uzavieny ve
vélcové plose S je pravé @ (je to ndboj na délce | a valec S mé také délku [). Po dosazeni
vysledku do Gaussova zikona a vyjadreni velikosti intenzity elektrického pole
E(r) obdrzime

Q T

orrley  2mreg

E(r) = (2.196)

Nyni musime toto elektrické pole naintegrovat pro ziskdni napéti mezi elektrodami. Definice
napéti mezi dvéma body po dréze [ je

U 1/ﬁ.dlj (2.197)
q.J

kde F je sila pusobici na naboj q a di'=tdl je element délky miFici teéné na kiivku ( je jednot-
kovy tecny vektor). Napéti U je tedy prace vykonana po draze [ pii premisténi jednotkového
naboje.

Jedind sila pusobici uvniti kondenzatoru je od elektrického pole, F = qE. Jako kiivku [
zvolime radidlni usecku spojujici vnitini a vnéjsi elektrodu (viz obrézekmvlevo) pii zavedeni
radialni souradnice r se isecka rozklada na r € (R1, Ra) (viz obrazek n urostred ) a element

delky je dl = dr. Pak vektory E a dl miif stejnym smérem (viz obrazek |2 4 vpravo) a plati
E-dl'= Edl. Tzn. mdme

1 [ - L Ry
U:/F-dl:/E-dl:/Edl: E(r) dr. (2.108)
q.Ji l l Ry
i
Ry r E T
(a) Usecka [ spojujici vnitin{ a (b) Radialni soutradnice r. (c) Vektory E a dl = {dl miif
vnéjsi elektrodu. stejnym smérem.

Obrazek 2.54: Krivka [, jeji parametrizace a zndzornéné vektory E adl

Po dosazeni za E(r) z (2.196]) snadno dopoc¢teme napéti U:

2 Q Q Q Ry T Ry

U= dr = In 7]z = In == = In —. 2.199

/R1 27T7"l80 " 27Tl€0 [n ]Rl 27Tl€0 . R1 27T€0 . R1 ( )

Kapacitu tseku délky [ valcového kondenzatoru jiz ziskame trivialné z definice C' = %, tzn.
Q 27leg C  2meg

C=%_ 7 = 2.200

U In % l In &2 ( )
1 R

kde jsme vpravo uvedli kapacitu C'/l na jednotku délky.
A nyni k vlastnim ptikladtim. V prikladu 2.30 jednoduse vyjadiime délkovou ndbojovou

hustotu 7 ze vztahu (2.199)):

=2,08.10"%C.mt, (2.201)

T:27r€0n&

R1
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kde jsme pouzili hodnotu permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m~!. Ploéné nabojové hustoty

dle (2.191)) jsou

T _ _ T _ _
Ownitin = 3 = 1,10.1077Com ™2, Oyngjsr = T - 3,31.1078 C.m 2. (2.202)
Intenzita elektrického pole pro r = @ je dle ([2.196))
Ri+ Ry T 1
E = =5,75kV.m™". 2.203
( 2 ) TF(Rl + R2)80 ( )

V prikladu 2.33 potiebujeme vyjadrit intenzitu elektrického pole E(r) pomoci napéti na
kondenzatoru, tzn. zkombinujeme vztahy (2.196]) a (2.199):

E(r) = U 1

= —. 2.204
In % r ( )

Vidime, ze nejsilnéjsi elektrické pole je u vnitini elektrody pro r = R;. NaSe omezeni dané
priraznym napétim vzduchu Eyne, = 30 kV.em ™! tedy bude E (R1) < Enmagz, coz ddva maximéln{

napéti

Umaz = B1ln %Emam =34,5kV. (2.205)
1

2.7.3 2.31 Kulovy kondenzator

Urcete napéti mezi dvéma koncentrickymi koulemi o polomérech Ry < Rs a ndbojich Q1, Qo.

N

Q2
Obrazek 2.55: Kulové elektrody.

Reseni: Velikost intenzity elektrického pole sféricky symetrického rozlozeni néboje je

By - L Q)

 dweg 12

(2.206)

kde Q(r) je celkovy ndboj uzavieny v kouli o poloméru r. Sméry vektoru elektrického pole
jsou radidlni — mifici od/do stfedu sférické symetrie. Pro odvozeni viz dodatek v sekci m
Toto elektrické pole nyni naintegrujeme pro ziskani napéti mezi kulovymi elektrodami. Definice
napéti mezi dvéma body po dréze [ je

U= 1/ﬁ -dl, (2.207)
q.Ji

kde F je sila pusobici na naboj q a di'=tdl je element délky mifici te¢né na kiivku (f je jednot-

kovy tecny vektor). Napéti U je tedy prace vykonand po draze [ pii premisténi jednotkového
naboje.
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Jeding sila ptisobici uvniti kondenzatoru je od elektrického pole, F = ¢E. Jako kiivku [
zvolime radidln{ dsecku spojujici vnitini a vnéjsi elektrodu (viz obrazek-vlevo pii zavedeni
radialni souradnice r se isecka rozklada na r € (R1, Ra) (viz obrazek m urostred ) a element
delky je dl = dr. Pak vektory E a dl mfif stejnym smérem (viz obrazek |2 6 vpravo) a plati
E -dl = Edl. Tzn. mame

1 [ - L Ry
U:/F'dl:/E-dl:/Edl: E(r)dr. (2.208)
q.Ji l ! R1
t
Ro r E T
(a) Usecka | spojujici vnitini a (b) Radiélni soufadnice . (¢) Vektory E a dl = tdl miif
vnéjsi elektrodu. stejnym smérem.

Obrézek 2.56: Kiivka [, jeji parametrizace a zndzornéné vektory E adi.

Po dosazeni za E(r) z m kde pokladdme Q(r) = Q1 (jelikoz pro r € (R1, R2) je ndboj
uzavieny ve sféfe o polomeru r prosté naboj na vnitini elektrodé @1 ), snadno dopo¢teme napéti

U:
L o R Ry g 17152 1 1
:/E-dl:/Edl: E(r)dr = @ / == Ql [_] _ O <_>
l 1 R dreg Jr, T 4meg R, dmeg \R1 Ro

(2.209)

Dodatek: Pokud chceme znét kapacitu kulového kondenzatoru, pak klademe @Q; = @ (a
1-

Q2 = —Q) a pfi znalosti napéti U (2.208) z definice snadno uréime kapacitu C = :

Q 47['6() 47TR1R2€0
e = . 2.210
v L1 Ry — Ry ( )

2.7.4 2.32 Kapacita vedeni

Urcete kapacitu vedeni tvofeného dvéma rovnobéznymi draty délky [ = 9 km, poloméru r =
1mm a vzdjemné vzdélenosti d = 15 cm.

o e

Obrazek 2.57: Kapacita elektrického vedeni.

Reseni: Velikost intenzity elektrického pole E od nabitého valcového vodice (pro odvozeni

viz sekce [2.7.2) je ddno vztahem
-
E =

2.211
2mreg’ ( )
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kde 7 je délkova ndbojova hustota na jednotlivych vodicich, r je polomér vodic¢e. Smér vektoru E
je vzdy radidlni od /k osy/e vélcového vodice. Pro urceni celkové kapacity vedeni C' potiebujeme
nalézt napéti U mezi vodici, které ziskame integraci elektrického pole E mezi témito vodiéi.

Necht jsou vodiée nabity konstantni délkovou nadbojovou hustotou +7, resp. —7, viz obrazek
Oznaéme intenzity elektrickych poli od téchto vodici E; (od vodice +7) a Ey (od vodice
—7). Definice napéti mezi dvéma body po dréze [ je

1 IR
U=- /F -dl, (2.212)
q.J)i

kde F je sila ptisobici na nédboj q a di’ = tdl je element délky miFici teéné na kitvku (£ je jednot-
kovy tecny vektor). Napéti U je tedy prace vykonana po draze [ pii premisténi jednotkového
naboje.

Jedind sila pusobici uvniti kondenzatoru je od elektrického pole, F= qE, kde E = Ey + E
je celkové elektrické pole od vodi¢u. Jako kiivku [ zvolime nejkratsi usecku spojujici levy a
pravy drat, viz obrazek

e oy

Obrazek 2.58: Usecka pro integraci napéti U mezi draty.

Pri zavedeni kartézské souradnice x jako na obrazku se tusecka rozklada na x € (ryd—r).
Element délky je dl = dx. Vektory E = Ey + E» a dl mit{ stejnym smérem (jelikoz E; miif od
kladné nabitého vodice, tzn. v kladném sméru osy z, a E» miif k zéaporné nabitému vodici, tzn.
také v kladném sméru osy x, viz obrazek a plati tedy E -dl = Edl. Tzn. mame

1 . . . N d—r
:/F-dl:/E-dl:/Edl: E(x)dx. (2.213)
q.Ji l l r

+7 m—T

Obrazek 2.59: Kartézska souradnice = pro kapacitu vedeni.

Obrazek 2.60: Element délky di a k nému prislusné vektory di’ = tdl, E1 a E2 Intenzita elektrického
pole E, je od levého (kladné nabitého) vodice, intenzita E», je od pravého (zédporné nabitého) vodice.

Velikosti intenzit elektrickych poli E(x) a Ea(z) v zavislosti na poloze x mezi vodiéi ziskdme
dosazenim spravné vzdalenosti » do vztahu . Pro tyto vzdélenosti plati 11 = x a 9 =
d — x, viz obrazek Jednotlivé velikosti elektrickych poli Fy a Fo a jejich celkova velikost
E = Fy + E» pak jsou:

T T T 1 1
Eu(a) = Eolz) . Ba) = - . 2.214
@)= Bale) B = (x+ d_gg) (2.214)



Obréazek 2.61: Vzdalenosti r; a ro elementu délky dl od stiedu jednotlivych vodicu.

Po dosazeni za E(z) z (2.214]) do (2.213) snadno dopocteme napéti U:

d*Tl 1
U= / —+ do = — Inz —In(d—z)]*"

~ 2meo r d—x = 2meg r
T d—r r T d—r
= 1 -1 =—1 . 2.215
2meg (n r nd—r) TEQ T ( )

Kapacitu C vedeni délky [ uréime jednoduse z definice, C' = %, kde za nédboj dosadime celkovy
naboj na vedeni, tzn. Q) = 71:

_Q_ 7T€0l
C—U—

N 5,0.1078 F = 50nF, (2.216)
ndr
=

kde jsme pouzili hodnotu permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m 1.

2.7.5 2.34 Skladani kapacit

Urcete kapacitu mezi body A, B soustavy kondenzétoru na obrazku Vsechny kondenzatory
maji stejnou kapacitu C.

Obréazek 2.62: Skladani kapacit kondenzatoru.

Reseni: Celkovou kapacitu C 45 uréime postupnym slozenim sériové a paralelné zapojenych
piislusnych kondenzéatoru. Vzorce pro celkovou kapacitu C sériového, resp. paralelniho, zapojeni
kondenzatoru o kapacitach Cy a Cy jsou

1 1 1

N I . = . 2.21

cT o + oy resp. C=C1+ Cy ( 7)
o

o G ||

0—| I—l I—O o—e 02 *—oO

| |
|

Obrazek 2.63: Skladani kapacit C; a Cs. Vlevo je sériové zapojeni a vpravo paralelni.
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V kondenzatorové siti si oznac¢ime hodnotu kapacity danych skupin rezistoru jako Cy, Cy a

C., viz obrazek

Obrazek 2.64: Skladani kapacit kondenzétoru.

Kondenzatory ve skupiné C, jsou sériové spojené; skupinu Cp pak vytvoii k nim para-
lelné ptipojeny kondenzétor a C, ziskdme sériovym piipojenim dalsiho kondenzatoru. Pouzitim
vzorcu pro skladéni kapacit dospéjeme ke vztahum:

1 1 1
CoG=aio &

Ca: Ccza—Fa

(2.218)

Celkové kapacita C4p je ddna paralelnim zapojenim dvou kondenzatori o kapacitdch C. a
jednoho o kapacité C:
Cup = C +2C.. (2.219)

Po dosazeni a upravé dostaneme vysledek
11

2.7.6 2.35 Kondenzator s polovicnim dielektrikem

Deskovy kondenzator je z poloviny zaplnén dielektrikem o relativni permitivité &, a to a) rov-
nobézné s deskami, b) kolmo k deskdm (viz obrazek [2.65)). Jak se zméni jeho kapacita?

Obréazek 2.65: Skladani kapacit kondenzétoru s dielektrikem.

Reseni: Kapacita deskového kondenzdtoru s dielektrikem o relativn{ permitivité &, je ddna
vztahem

€03
d )
kde S je plocha jednotlivych desek a d je vzdalenost desek.

Kondenzdtor s dielektrikem napul podélné. Kondenzator si myslené rozdélime na dva sériové
zapojené kondenzatory, viz obrazek

C=e (2.221)
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Cq

Cy

s

Obrazek 2.66: Sériové slozeni poloviénich kondenzatoru o kapacitach Cy a Cyp, z nichz kondenzéator Cy
obsahuje dielektrikum.

Vztah pro sériové slozeni kondenzatoru Cy a CY je

1 1 1
—=—+ — 2.222
kde jednotlivé kapacity jsou podle ([2.221])
S S S
Cy=e, 202 QST% —2,Ch, =22 =20, (2.223)
2 2

jelikoz plocha S kondenzatoru zustala stejnd a vzdalenost desek se zmensila na polovinu g. Po
dosazeni obdrzime vysledek:
1 +1_1+57« _ 2e
C 2e,.Co 2C) a 2¢,Cp’ 1 +é&r

Kondenzator s dielektrikem napul pricné. Kondenzator si myslené rozdélime na dva paralelné
zapojené kondenzétory, viz obrazek

Co. (2.224)

=
i

Obrézek 2.67: Paralelni slozeni poloviénich kondenzétoru o kapacitach Cy a Cy, z nichz kondenzétor Cy
obsahuje dielektrikum.

Vztah pro paralelni slozeni kondenzatoru Cy a Cy je

C=Cy+ Ch, (2.225)
kde jednotlivé kapacity jsou podle ([2.221])
S S
€05 ere0S & oy 1
— —r=0 _ o =2 - 2.22
Cq=er y 5 g 5 Co, Cy 7 200, (2.226)

jelikoz vzdalenost desek kondenzatoru d zustala stejnéd a plocha desek se zmensSila na polovinu
%. Po dosazeni obdrzime vysledek:

er+1
2

1
C = %Too +5Co = Co. (2.227)

Dodatek: Piiklad lze spocitat také ,vice z definice” pomoci urceni velikosti intenzity elek-
trického pole E v kondenzédtoru, naintegrovani napéti U a z definice kapacity C' (podobné jako
v pitkladu 2.36 v sekci Jiz brzy.
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2.7.7 2.36 Kondenzator s ménicim se dielektrikem

Prostor mezi deskami kondenzatoru je zaplnén dielektrikem, jehoz permitivita se méni linedrné
od hodnoty €1 u jedné desky k €2 u druhé desky. Urcete jeho kapacitu.

Reseni: Pracujme s relativnimi permitivitami misto absolutnich, tzn. budeme pocitat s
konstantami e,; a ep9, kde €1 = €160, €2 = €r260. Funkce relativni permitivity e,(z) mezi
deskami kondenzatoru v Teci kartézské souradnice z zavedené jako na obrazku vypada
nésledovné:

er(2) = en1 + @x, (2.228)

viz obréazek Ziskdme ji (bud uhodnutim anebo) feSenim rovnic €,(0) = &1 a &,(d) = &9
pro obecnou linedrni funkci &, (x) = az + b.

O d =z

Obréazek 2.68: Kartézska soufadnice x mezi deskami kondenzatoru.

o d =

Obrézek 2.69: Funkce relativn{ permitivity &, (x).

Velikost intenzity elektrického pole v dielektriku E je zmensSena oproti intenzité ve vakuu
Ey jako E = éEo. Napéti mezi deskami kondenzatoru ziskdme z definice jako praci sil v
kondenzatoru na jednotkovy néboj:

U:l/ﬁ-df:/ﬁ.df:/Edz, (2.229)
q.Ji l l

pii Upravach jsme vyuzili toho, ze jedind sila pusobici v kondenzatoru je elektricka sila F =
qﬁ a uvazujeme-li myslenou drdahu [/, po které integrujeme, jako tisecku kolmo spojujici desky
kondenzatoru, pak je smér intenzity elektrického pole E a smér délkového elementu dl’ stejny a
tedy skalarni soucin se redukuje na soucin velikosti téchto vektoru, E-dl=Edl.

Uvazujeme-li opét kartézskou soutfadnici jako na obrazku pak tsecka [ je ddna rozsahem
soutadnic = € (0,d) a délkovy element je dl = dz. Vlastni vypocet napéti U je pak néasledujici:

d d d
1 E d —
o= [ e [ B geem [ (s 2550
0 ET(J;) 0 €r1t T2d rly €r2 —Erl d 0

Eod U,
__Bod e Uo e (2.230)
Erg —E&r1 Erl Er2 —E&r1 &rl
kde jsme puvodni napéti na deskovém kondenzédtoru bez dielektrika oznacili jako Uy = Fyd. Po

dosazeni do vzorce pro definici kapacity C' dostaneme

Q Qg2 —€n Ero — Erl
¢= U Uy &2  Inez Co, (2.231)
Erl Erl
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kde jsme puvodni kapacitu kondenzatoru bez dielektrika oznagcili jako Cy = U%

Dodatek: Piiklad lze také pocitat jako sériové slozeni nekonecné kondenzatortu, tedy po-
dobné (ale komplikovanéji a integrovanim) jako v piikladu 2.35 v sekci Jiz brzy.

2.7.8 2.37 Energie kondenzatoru

Deskovy vzduchovy kondenzator mé kapacitu Cy. Je pfipojen ke zdroji napéti Uy a je na ném
nashromazdéna energie Wy. Potom je ponofen do oleje o relativni permitivité &,, pfiCemz zustava
pfipojen ke zdroji napéti. Jeho energie se zméni na Wj. Nakonec jej odpojime od zdroje a
vyjmeme z oleje. Bude na ném napéti Us a energie Ws. Urcete Wy, Ua, Wo.

Reseni: Energie W a niboj Q na kondenzétoru jsou dény nasledujicimi vzorci
1
W = 5CU2, Q=CU, (2.232)

kde C' je kapacita kondenzatoru a U je napéti na kondenzatoru. Puvodni energie a naboj na-
shromazdéné na kondenzatoru je

1
Wy = 5COU(?, Qo = Colp. (2.233)

Po ponoieni do oleje s relativni permitivitou &, se kapacita zméni na C; = &,(C, napéti zustava
stejné, jelikoz kondenzator je stdle pfipojen ke zdroji, tzn. Uy = Uy. Energie W1 a ndboj (1
tedy je

1 1
Wy = §C1U12 = §erC’0U§ =&, W, Q1= C1U1 = &.CoUp = £,Qo. (2.234)

Po odpojeni ze zdroje musi naboj na kondenzatoru zustavat neménny, tzn. Qs = (1. Po vyjmuti
z oleje se jeho kapacita vrati na puvodni hodnotu, Co = Cy. Vysledna energie Ws a napéti na
kondenzatoru U, je

Q@1 &Gl

_1 2 _1 2 2 _ 2 _ x4
Wa = QCQUZ - 2€TCOUO _erW(]v Us = 02 = CO = 00

= &,Up. (2.235)
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Kapitola 3

Stacionarni elektrické pole

3.1 Prehled vzorcu

e Skliddani odporu: Celkovy odpor R [€)] sériové, resp. paralelné, zapojenych odporu
Ry [Q] a Ry [Q] je ddn nésledujicimi vztahy:

1
R=Ri+ Ry, resp. —=—+ (3.1)

Obrézek 3.1: Sériové zapojené (vlevo), resp. paralelné zapojené (vpravo), rezistory o odporech Ry a Rs.

e Odpor ,,valcového* vodice:

R=p—, (3.2)

|~

kde p [2.m] je rezistivita materidlu vodice, I [m] je jeho délka a S [m?] je jeho priifez.
l

/ \
\ S/ N

Obrézek 3.2: Proud skrze védlcovy vodi¢ délky [ a prufezu S.

e Ohmuv zdkon:
U = RI, (3.3)

kde R [©?] je odpor (rezistoru, spotiebice, obvodu, atd.), I [A] je proud (tekouci rezistorem,
atd.) a U [V] je napéti (pfilozené na rezistoru, atd.; resp. ubytek napéti).

e Vnitini odpor baterie:
U=¢&—- R, (3.4)

kde £ [V] je elektromotorické napéti baterie, R; [§2] je vnitini odpor baterie, U [V] je
svorkové napéti na baterii a I [A] je proud prochézejici baterii. Pfi pruchodu proudu
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baterii dochdzi na vnitfnim odporu k dbytku napéti a tedy svorkové napéti naméiené na
baterii je o tento ubytek zmensené oproti napéti elektromotorickému.

Obrazek 3.3: Baterie o elektromotorickém napéti £ s vnitfnim odporem R; a s protékajici proudem I.

e Jouleovo teplo: Tepelny vykon generovany na rezistoru (spotfebici, atd.) o odporu R [©2]
s protékajicim proudem I [A] je
P.p = RI*. (3.5)

Kirchhoffovy zakony: Prvni Kirchhoffuv zdkon fikd, Ze suma proudu vtékajicich a
vytékajici do a z uzlu je nulova. Druhy Kirchhoffuv zdkon tvrdi, Ze suma napéti na zdrojich
podél smycky se musi rovnat sumé ubytka napéti na rezistorech v téze smycce.

> In=0, > Us=)Y Rsls (3.6)
« a B

Podrobnéji (hlavné kvuli znaménkové konvenci) viz sekce
Definice proudu: Proud je ndboj protekly danym mistem (danou plochou) za jednotku

casu: 40
= —=. .
o (3.7)

Jednotky: proud I [A] = [C.s71], ndboj Q [C], ¢as t [s].

3.2 Skladani odporu

3.2.1 3.4 Skladani odporu I

V obvodu na obrazku je dan odpor Ry. Urcete odpor R; tak, aby vstupni odpor mezi body
A, B byl opét Ry.

R R
A 1 1
—

Ry Ro

B

Obrazek 3.4: Obvod s odpory Ry a R;.

ResSeni: Pouzijeme vzorce pro sériové, resp. paralelni, zapojeni rezistorti o hodnotach odporu

Ry a Ry. Celkovy odpor R je pak

1 1 1

R=Ri+R o= = =4 = 3.8
1+ Ra, resp R R + 7 (3.8)
Celkovy odpor mezi body A a B je
1 3R? + 2R Ry
Rap =R = —1 3.9
AB 1+ 1 1 2R1 + RO ’ ( )

Ry R1+Ro
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kde na obrézku [3.5] je zndzornéné postupné skladdni odporu.

R R
A L A L A
—f +—o
1 1
Ry Ro+ Iy R%*'ﬁ Bt R%JrRoim
B B B
(a) Prvni sériové slozeni. (b) Prvnf paraleln{ sloZeni. (¢) Vysledné slozeni.

Obrézek 3.5: Znazornéné postupné skladdni sériové a paralelné spojenych rezistoru.
Z pozadavku v zadani R4ap = Ry plyne

R = (3.10)

Fo
75
3.2.2 3.5 Skladani odport II

Urcete odpor mezi body A, B sité na obrazku Vsechny odpory maji touz velikost R.

Obrazek 3.6: Vsechny odpory maji stejnou velikost R.

Reseni: Celkovy odpor Rp uréime postupnym slozenim sériové a paralelné zapojenych
piislusnych odporia. Vzorce pro celkovy odpor R sériového, resp. paralelniho, zapojeni rezistoru
o hodnotach odporu R; a Ry jsou

1 1 1
R = R1 + Ry, resp. EZR—I—I—R—z. (3.11)

V rezistorové siti si ozna¢ime hodnotu odporu konkrétnich skupin rezistoru jako R,, Ry a

R, viz obrézek
{ ; / x B

Obrazek 3.7: Celkovou hodnotu odporu zakrouzkovanych rezistoru oznac¢ime R,, Ry a R..
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Rezistory ve skupiné R, jsou sériové spojené; skupinu R, pak vytvofi k nim paralelné
pripojeny rezistor a R, ziskdme sériovym pfipojenim dalstho rezistoru. Pouzitim vzorcu pro
sklddani rezistoru dospéjeme ke vztahum:

R, =2R 1—1+1 R.=Ry+ R (3.12)
a = 2R, R R, R c = Iy . .
Celkovy odpor Rap je dan paralelnim zapojenim dvou rezistori o hodnotach R, a jednoho o

velikosti R:
1 1 1 1 1 2

- — 4 -4 - = 3.13
Rap R—i_Rc+RC R+RC (3:13)
Po dosazeni a upravé dostaneme vysledek
Rap = iR (3.14)
AB — " .

3.3 Odpor vodica

3.3.1 3.1 Pomérné vodice

Na tfech stejné dlouhych tsecich se zméni prufez vodi¢e v poméru Sy : So : S3=1:2:3. Jak
se na téchto tsecich zméni napéti?

Reseni: Odpor R vélcového vodice je ddn vztahem

l
g
kde p je rezistivita materidlu vodice, [ je jeho délka a S je prufez. Odpory jednotlivych tsekt
tedy budou v prevriaceném poméru nez poméry prufezu: Ry : Ry : R3 = 6 : 3 : 2. Proud
jednim vodi¢em musi byt vsude stejny, takze z Ohmova zdkona mame pro tbytek napéti na
jednotlivych tsecich vztah

R=p (3.15)

Uiz = Rip3l, (3.16)
poméry napéti jsou tedy stejné jako poméry odport, tzn. Uy : Us : U3 =6: 3 : 2.

3.3.2 3.2 Napnuty drat

Jak se zméni odpor médéného dritu, napneme-li jej tak, zZe se prodlouzi o o = 0,1%?
Reseni: Odpor R vélcového vodice je ddn vztahem

L

g

kde p je rezistivita materialu vodice, [ je jeho délka a S je prufez. Napneme-li drat o o = 0, 1%,

zveétsi se jeho délka na I’ = (1+ a)l. Jelikoz objem materidlu, ze kterého je vodi¢ vyroben, musf
zustat stejny, musi se zmens§it jeho prutez:

R=p (3.17)

l S
o _alyl r_ gf _
V=8s=5" — S—Sl, o (3.18)
Odpor vodice se pak zméni na
/
l
R = pg =rgl+ @)? = R(1+ a)* ~ R(1 +20), (3.19)

kde jsme v posledni rovnosti zanedbali élen a?. Tzn. odpor se zméni piiblizné o 2a = 0, 2%.
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3.3.3 3.3 Odporova krychle

Krychle o hrané a je umisténa tak, ze jeden roh lezi v poc¢atku soufadné soustavy a celd krychle
v oktantu urceném kladnymi sméry os. Rezistivita materidlu se méni ve sméru osy = linearné
jako p = po(1 + x/xg). Uréete odpor mezi sténami krychle rovnobéznymi s osami y, z a osami
T, Z.

Az

<V

a

X

Obrazek 3.8: Odporova krychle.

Reseni: Chtéli bychom pouzit vzorec pro odpor R vélcového vodice dle vztahu

l
R=p < (3.20)
kde p je rezistivita materialu vodice, [ je jeho délka a S je prufez. Rezistivita se ovSem v prubéhu
vodi¢e méni. Musime tedy krychli rozdélit na vhodné zvolené ¢asti a jejich odpor slozit pomoci
vztahl pro skladani odporu.

Podivejme se nejprve na piipad odporu mezi sténami krychle rovnobéznymi s osami y, z.
Proud zde potec¢e mezi zadni a predni sténou, viz obrazek a rezistivita se tedy meéni podél

vodice.

Az

<Y

X

Obrézek 3.9: Odporova krychle.

Krychli si proto rozdélime na tenké desky o tloustce dx kolmé na smér proudu. V téchto
deskach je rezistivita konstantni a mtizeme spoéist jejich maly odpor dR jako

aR(@) = pla) D = p(x) %% = po (1 ; 0) . (3.21)

kde jsme dosadili za malou délku vodi¢e dl = dx a priifez vodice S = a?. Desky jsou pak
vSechny spojeny sériové a muzeme pouzit vzorec pro sériové zapojeni odpori, ktery zobecnime
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na spojity pripad:
R=Ri+R, — R=> R —» R:/dR. (3.22)

Konkrétni vypocet pak spo¢iva v naintegrovani odporu vSech desek, které jsou na soufadnicich

x € (0,a):
a a 2
R:/dR:/dR(x):pg/1+$dx:pg(a+a>. (3.23)
desky 0 a 0 Zo a 2:1;0

Postup pro urceni odporu krychle mezi sténami rovnobéznymi s osami z a z bude obdobny.
Proud nyni teCe mezi levou a pravou sténou, viz obrazek a rezistivita se méni napfic
vodic¢em.

Az
—» 1
I—a d$ = adx
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ty

T

Obrazek 3.10: Odporova krychle.

Krychli si tedy rozdélime na tenké desky rovnobézné se smérem proudu. Desky jsou ulozené
paralelné vedle sebe a jejich celkovy odpor bude dan vztahem pro paralelni zapojeni odporu:

1 1 1 1 1 1 1
= 4= .y = — — —=[ld(=), 3.24
R R + Ry R ; R; R / < R) ( )
kde jsme opét zobecnili standardni vzorec pro dva paralelné zapojené odpory na spojity pfl’padﬂ
Prevriacend hodnota odporu valcového vodice je
1 18
—=-—= 3.25
a jeho infinitezimalni verze je poté

1 1 dS 1 adzx dx
! (R><m) @) 1 ple) @ 2 (1 + xio) ’ (320

kde délka vodice je nyni [ = a a jeho maly prufez dS = adz. Nyni jiz zbyva jen integrace pies
v8echny desky jako v minulém ptipadé:

1 1 @ 1 1 [* dx o a
()= [a(Be= L [ (12 0). e
R /desky(R> 0 R (=) poJo 1+ po T (3:27)

Prevracend hodnota je pak hledanym vysledkem:
1
W1 2)

R= (3.28)

z0

v pifpadé spojitého zapojeni paralelnich rezistortl je potieba, aby odpor jednotlivych rezistort el limitné
do nekoneéna, tzn. aby jeho pfevracend hodnota byla infinitezimdlni veli¢inou. Zde médme desku, jejiz prutez je
nekonecné maly, takze odpor této desky je nekonecné velky a jeho prevriacend hodnota je tedy infinitezimalni
veli¢inou vhodnou k integrovéni.
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3.3.4 3.8 Izolace v koaxialnim kabelu

Stinény koaxialni kabel délky I = 10 m ma polomér vodice R; = 1 mm a stinéni Ry = 10 mm.
Izolace je z polystyrolu o rezistivité p = 1017 Q.cm a dielektrické pevnosti Ey,qe = 250 kV.em ™.
Urcete maximalni napét{ mezi vodi¢em a stinénim, svodovy odpor a proud pii tomto napéti.

Obrazek 3.11: Ptiény fez valcovou izolaci.

Reseni: Spoctéme nejprve svodovy odpor koaxidlniho kabelu. Bude se jednat o celkovy
odpor vodice ve tvaru dutého valce, kde ovSem proud nepotece podél kabelu ale napti¢ mezi
vnitini a vnéjsi valcovou plochou. Chtéli bychom pouzit vzorec pro odpor R valcového vodice
dle vztahus

l
R=p—, 3.29
Pg (3.29)
kde p je rezistivita materidlu vodice, ! je jeho délka a S je prufez. Zde se ovdem méni prufez
vodice v zavislosti na vzdalenosti r od osy koaxidlniho kabelu, S(r) = 27rl. Musime tedy

rozdélit vodi¢ na vhodné zvolené ¢asti, jejichz rezistivita, délka a prufez bude konstantni, a
odpory téchto ¢asti potom slozit.

Zde se prirozené nabizi valcovou izolaci rozdélit na tenké valcové slupky o poloméru r
tloustky dr, kde se priiez vodice méni jen zanedbatehqéﬂ7 viz obrazek

Obrazek 3.12: Tenk4 vélcova slupka o tloustce dr a odporu dR.

Maly odpor dR této vélcové slupky je

A dr
_pS(r) ~ o

dR(r) (3.30)

2Presnéji feceno piijde o zménu 2. ¥adu, kterd se pfi nasledné integraci neprojevi a dostaneme tedy presny
vysledek.
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Jednotlivé malé valcové odpory jsou pak spojeny sériové a muzeme pouzit vzorec pro sériové
zapojeni odporu, ktery zobecnime na spojity pfipad:

R=Ri+R, — R=> R — R:/dR. (3.31)

Konkrétni vypocet pak spoc¢iva v naintegrovani odporu vsech valecku, které jsou na soufadnicich
rec <R1, RQ)Z
fi2 2 g R
R= / dR(r) = p/ o L2 = 36610 0. (3.32)
R 27l R r 27l R1
Dielektrickd pevnost FE,,q, udéva, do jaké maximalni hodnoty intenzity elektrického pole
si materidl udrzi své izola¢ni vlastnosti. V piikladu 2.30 (v sekci [2.7.2) jsme odvodili velikost
intenzity elektrického pole okolo nabitého valcového vodice a napéti mezi poloméry R; a Rp

jako:
= “ , U= @ In &,
27 ’I”lé‘o 27 l€0 Rl
kde @ je celkovy naboj na vodi¢i a g je permitivita vakua. Nyni je ale kondenzéator vyplnén
polystyrolem a musime tudiz permitivitu vakua ey nahradit za permitivitu polystyrolu £ (na
vysledku to ale vibec nic nezméni). Vidime, zZe intenzita elektrického pole je nepiimo imérna
vzdalenosti od osy valce, takze nejvétsi intenzita bude v bezprostfedni blizkosti vodice a tato
musi byt mensi nez dielektrickd pevnost F(R1) < Epq.. Nyni jen dosadime za nédboj @) pomoci

napéti U z (3.33)),
Q U

E(r) (3.33)

Emar Z E(Rl) ==

(3.34)

a vyjadienim napéti U dostaneme vysledné maximalni napéti, pii kterém jesté izolace izoluje:
Ry .

Umax = Emale In Rf = 57, 6 kV. (335)

1

Proud izolaci pfi maximalnim napéti Une, je jednoduse z Ohmova zakona

I= % =1,57.107% A = 1,57 nA. (3.36)

3.3.5 3.9 Svodovy odpor kulového kondenzatoru

Urcete svodovy odpor kulového kondenzitoru (R; = 10c¢m, Re = 20cm), je-li prostor mezi
elektrodami zaplnén olejem o mérném odporu p = 1,0.10'6 Q.cm.

Ry o

Obrézek 3.13: Rez kulovym kondenzatorem.

Reseni: Resen{ je velmi podobné prvni éasti piikladu 3.8 v pedchozi sekci Zde chceme
urcit celkovy odpor vodice ve tvaru duté koule, kde svodovy proud tece mezi vnitini a vnéjsi
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kulovou elektrodou kondenzatoru. Chtéli bychom pouzit vzorec pro odpor R valcového vodice

dle vztahu ;

g
kde p je rezistivita materidlu vodice, [ je jeho délka a S je prufez. Zde se oviem méni prufez
vodice v zavislosti na vzdélenosti r od spoleéného stiedu kulovych vodict, S(r) = 4rr2. Musime
tedy rozdélit vodi¢ na vhodné zvolené Gésti, jejichz rezistivita, délka a prufez bude konstantni,
a odpory téchto ¢asti potom slozit.

Rozdélime kulovou izolaci na tenké kulové slupky o poloméru r tloustky dr, kde se priiiez
vodi¢e méni jen zanedbatelnéﬁ, viz obrazek

R=p (3.37)

Obrézek 3.14: Tenk4 kulové slupka o tloustce dr a odporu dR.

Maly odpor dR této kulové slupky je

(3.38)

Jednotlivé malé kulové odpory jsou pak spojeny sériové a muzeme pouzit vzorec pro sériové
zapojeni odporu, ktery zobecnime na spojity pripad:

R=Ri+R, — R=> R — R:/dR. (3.39)

Konkrétni vypocet pak spoc¢iva v naintegrovani odport vsech slupek, které jsou na souradnicich
re <R1, R2>2

R2 R2
R :/ dR(r) = L / dr_». (1 - 1) = 3,0.1013 Q. (3.40)

Ry T dm Jp, 2 4r \Ri Ry

3.4 Ohmuv zakon

3.4.1 3.6 Krychle z odpori

V kazdé hrané krychle je odpor R. Urcete vysledny odpor mezi dvéma protilehlymi vrcholy
krychle.

3Stejna poznamka jako u minulého pifkladu. Pjde zde o zménu prifezu 2. fadu, kters se pfi nasledné integraci
neprojevi a dostaneme tedy presny vysledek.
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Obrazek 3.15: Krychle z odporu v hranéch.

Reseni: V tomto pifkladé jiz nemuzeme pouzit formule pro sériové a paralelni zapojeni
rezistoru. Krychle s odpory v hrandch se nedd rozlozit na ¢asti sériové a paralelné zapojenych
rezistoru, které pak jen slozime dohromady (jako jsme to udélali napf. v piikladu 3.5 v sekci
. Pro ilustraci se podivejme na schéma obvodu piekreslené do roviny na obrazku

]
=
[
1
1
Obrézek 3.16: Odpory v hranach krychle zakreslené v roviné.

Strategie urcenf odporu bude néasledujici. Ze symetrie uréime proudy tekouci na jednotlivych
rezistorech. Ty pak pouzijeme k vypoctu celkového tbytku napéti U po pruchodu rezistorovou
siti pomoci Ohmova zdkona. Celkovy odpor krychle R. pak bude dan opét Ohmovym zdkonem:

Re= —. (3.41)

7 duvodu symetrie se proud I vtékajici do ,,vstupniho“ uzlu krychle rozdéli na tietiny é

a stejné tak se musi proud [ vytékajici z ,,vystupniho“ uzlu slozit ze stejnych proudu é Na
zbylych rezistorech se musi také z duvodu symetrie délit ddle na poloviny na é. Vysledné

rozdéleni proudu skrz jednotlivé hrany je zndzornéné na obrazku Vyuzité symetrie jsou
zndzornéné na obrazku



—

/

/

L—

(a) Symetrie vuéi diskrétni rotaci o ndsobky (b) Symetrie zrcadlen{ vuéi roviné prochazejict
uhlu 120° (277’ rad) okolo télesové uhlopiicky. sténovou uhlopfickou kolmo na danou sténu.

Obrazek 3.17: Symetrie krychle ospravedliiujici rozdéleni proudi na tfetiny é (vlevo) a nésledné na
poloviny é (vpravo).

Obrazek 3.18: Proudy v jednotlivych hranach krychle.

Nyni jen vybereme cestu, po které se dostaneme ze vstupniho uzlu krychle do vystupniho.
Na jednotlivych odporech spoc¢teme ubytky napéti a tyto seétemeﬂ Cesta muze byt libovolna,
ale prakticky ji vybereme co nejjednodussi, napt. jako na obrazku

Obrazek 3.19: Cesta skrze krychli ze vstupniho do vystupniho uzlu.

4Pokud by byla cesta takova, ze jdeme proti sméru tekouciho proudu, pak bychom pFislusny tbytek odeéitali.
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Pak celkovy ubytek je

I I I

Celkovy odpor tedy je R. = %R.

Dodatek: Poté, co ze symetrie uréime proudy jednotlivymi odpory, muzeme pro vypocet
celkového odporu také pouzit nasledujici ,elektrotechnicky trik“. V ptipadé, ze mdme v obvodu
mista se stejnou hladinou potencidlu, muzeme je propojit vodi¢em, aniz by timto vodi¢em zacal
téci proud a nedojde tedy ani ke zméné proudu kdekoliv v obvodu. Tuto situaci mame za
,prvnimi* odpory u vstupniho uzlu a pred ,poslednimi“ odpory vystupniho uzlu. Spojme tato
mista dvéma vodici jako na obrazku

Obrézek 3.20: Krychle s odpory s propojenymi misty obvodu se stejnou urovni potencidlu.

Pak budeme mit zapojeni jako na obrazku coz neni nic jiného nez sériové zapojeni
skupin paralelné spojenych rezistori.

Obrazek 3.21: Zapojeni s propojenymi misty obvodu se stejnou urovni potencidlu.

Celkovy odpor pak spoc¢teme jednoduse

R R R bR
c= — — _ = — 4
R 3+6+3 6 (3.43)

Dodatek: Co s piipadem, kdy se nedaji pouzit argumenty symetrie? Napiiklad, pokud
bychom méli v hranach krychle obecné odpory Ry, ..., Ri2? Pak musime pouzit Kirchhoffovy
zékony pro urc¢eni proudu jednotlivymi vétvemi, viz sekce[3.6] Mdme dvandct nezndmych proudu
jednotlivymi hranami krychle Iy, ..., I12. Pro kazdy vrchol krychle dostaneme z prvniho Kir-
chhoffova zakona zachovéani vtékajiciho a vytékajicitho proudu — celkem tedy osm rovnic, z téchto
je 7 nezavislych. Zbylych pét rovnic obstard druhy Kirchhoffuv zdkon pro smycky v obvodu —
zde napiiklad smy¢ky tvorici pét stén krychle (Sestd sténa by dala zavislou rovnici).
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3.4.2 3.11 Ijbytky napéti v obvodu

Na jaké napéti se nabije kondenzator C na obrazku [3.22] je-1i svorkové napéti mezi A, B rovno
Uap?

Obrazek 3.22: Jaké napéti je na kondenzéatoru C?

Reseni: Napéti na kondenzétoru Ug bude déno rozdilem potencigli na hornim, resp. dolnim,
piivodu kondenzétoru, Uc = ¢ — 4. Tyto potencidly ziskdme ode¢tenim tubytku napéti Uy,
resp. Us, na rezistorech Ry, resp. Rs, od potencidlu ¢4 v bodé A:

on =pa— U, 04 =¢a— Ua. (3.44)
Pak je napéti na kondenzitoru
Uc =¢n—a=(pa—U1) = (pa—U2) =U; — Ui. (3.45)
Ijbytky na rezistorech ziskame jednoduse z Ohmova zdkona, U = RI:
Uy = Ry, Us = Roly, (3.46)

kde Iy, resp. Iy, oznacuje proud horni, resp. dolni, vétvi obvodu. Proudy jednotlivymi vétvemi

opét spocteme z Ohmova zakona, [ = %. Jestlize je zde na vétvi napéti Uap, pak proud touto

vétvi je jednoduse dan celkovym odporem vétve. Zde:

Uas Uas
I, = —A8_ = _ZAB 3.47
"~ Ri+R; T Rt Ry (3.47)
Po dosazeni (3.46) a (3.47) do (3.45) obdrzime vysledek:
Uan UaB RyR3 — Ri1Ry
Uc=R - R = Uap- 3.48
CT Ryt R "Ri+Ry  (Ri+Rs)(RetRy) P (345

3.4.3 3.10 Poskozené telegrafni vedeni

Homogenni telegrafni vedeni je poskozeno tim, zZe je uzemnéno odporem R. Dokazte, ze proud na
strané prijimactho piistroje bude nejmensi, bude-li porucha uprostied vedeni (odpor pristroje
zanedbejte).

OéRU (1 - a)Rv

Obrazek 3.23: Telegrafni vedeni o celkovém odporu R, je v poskozeno svodovym odporem R.
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Reseni: Schéma obvodu telegrafu je znézornéno na obrizku Na vysilaci strané se
jednd o zdroj s vypinacem (telegrafnim klicem) a na ptijimaci strané se jedna o néjakou formu
signalizace — zarovka, bzucdk, elektromagnet, atp. Telegrafni vedeni o celkovém odporu R, je
poskozeno svodovym odporem R v misté a = 7 € (0,1), kde z je vzdalenost mista poruchy z
od vysilace a [ je celkova délka vedeni.

Proudy jednotlivymi vétvemi ozna¢me nésledovné: I. — celkovy proud protékajici baterii,
I, — proud protékajici svodovym odporem, I, — proud protékajici pfijimacim pfistrojem, viz

obrazek [3.241

Obrazek 3.24: Proudy v jednotlivych castech telegrafu — I, sy a Ipy.

Spocteme nyni proud skrze pfijimaci ¢dst telegrafu I, v zavislosti na poloze poruchy o.
Celkovy proud I, zjistime snadno z Ohmova zdkona, £ = R.1., kde R, je celkovy odpor pfipojeny
ke zdroji telegrafu. Celkovy odpor zjistime pravidly pro skladdni sériové a paralelné zapojenych
odporu jako

1 1—a)R2+RR
Re=aR, + — 1—0‘(1 O‘)R”R” (3.49)
(I—a)R, + R ( - Oé) vt
Celkovy proud I. se musi rozdélit na svodovy proud I, a proud piijimacem Ip,:
£ l—a)Ry+ R
L= Iyt 1y kde L—o - UZORAFR . (3.50)

R. ol —a)R2+RR,

Proudy I, a I, k sobé vztdhneme opét pomoci Ohmova zdkona, U = RI: ibytky napéti na
svodovém odporu R a odporu vedeni u pfijimace (1 — a) R,y se musi rovnat:

1—a)R,
U=RIy=(1-a)RyI,, — Iy, = (]:)Ipr. (3.51)
Po dosazeni (3.51]) do (3.50) dostaneme nasledujici rovnici pro proud I,
(1-a)Ry+R (1—-a)R,
E=1,+——1I,. 3.52
a(l —a)R2+ RR, prt R P (3:52)
Vyjédifenim I, mame
R
L, = E. 3.53
PP a(l — a)R2 + RR, (3:53)
Tento vysledek zderivujeme
dl, 1—2a) R2R
N e KL LU: (3.54)
do [a(1 — a)R2 + RR,]
a hledame, kdy je derivace nulové:
dlp 1

Proud pfijimacem je tedy extremélni, pokud je svodovy odpor v pulce vedeni. Znaménka prvni
derivace v okoli extrému fikaji, Ze jde o minimum.

82



3.4.4 3.13 Rozvétveny proud

Proud Iy se rozvétvi mezi paralelni odpory R, Rz a pak se opét spoji (obrézek [3.25)). Urcete
proudy Iy, I tekouci po téchto odporech a ukazte, Zze rozdéleni proudu odpovidd minimu
rozptyleného tepelného vykonu.

Iy Iy

Obréazek 3.25: Proud I se rozvétvi na proudy I; a Is.

Reseni: Z Ohmova zdkona, U = RI, snadno ziskdme pomeéry proudi pro jednotlivé vétve.
Na obou odporech musi dochazet ke stejnému tbytku napéti:
I R
U=Ri =Roly —» —==2 (3.56)
L R
tedy ze pomér proudu ve vétvich je obraceny k poméru odporu jednotlivych vétvi. Soucet
proudu I; a Iy musi dat celkovy proud Io:

Ip =1 + I,. (357)
Rovnice (3.56) a (3.57)) daji nasledujici vyjadieni proudu I; a Io:
RQ Rl
L = ——1I, Ih=—"—"I. 3.58
L= Rt Ry 2= Rt Ry ° (3.58)

Ukézeme, ze ztratovy tepelny vykon rozptyleny na rezistorech je nejmensi pii tomto rozdéleni
proudu. Uvazujme, Ze by se proud rozdélil obecnym zpusobem:

I = aly, I, = (1 — «)ly, a € (0,1). (3.59)
Jouleovo teplo je déno vztahem P, = RI? a tedy celkovy rozptyleny vykon by byl
Piep(@) = Prept + Prepa = RiI + Rol3 = R1a* I + Ro(1 — )%IE, (3.60)
Hledejme extrém v proménné a:

dPiep
do

Ry

=2[aR; — Ry(1 —a)|I2 =2[(R1 + Ry)a— R I2=0 & =<
[y 2(1 —a)] I (R4 2)a — Ry] I a= =

(3.61)

Tedy proudy, kdy je ztrédtovy vykon extremdalni (znaménka prvni derivace fikaji, ze jde o mini-
mum), jsou

_f _
Ri + R» _R1+R2

To jsou stejné hodnoty jako pro skuteéné proudy uréené z Ohmova zdkona.

Il = a[() = Io, IQ = (1 — a)Io I(). (362)
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3.4.5 3.12 Vnitini odpor baterie 1

Vnitini odpor galvanického ¢lanku R; je pétkrat (kK = 5) mensi nez vnéjsi odpor R, kterym je
obvod uzavien. Kolikrat bude svorkové napéti U mensi, nez elektromotorické napéti ¢lanku?

Obrazek 3.26: Vnitini odpor R; galvanického ¢lanku zpusobuje zmenSeni svorkového napéti U oproti
elektromotorickému napéti clanku &£.

Reseni: Svorkové napéti U je oproti elektromotorickému napéti £ zmensené o ibytek napéti
na vnitinim odporu ¢lanku:

U=&—-R;l. (3.63)
Proud obvodem I je pak dan z Ohmova zdkona,
&
I=— 3.64
R+ R; ( )
kde ve jmenovateli je celkovy odpor v obvodu. Po dosazeni vyjadieni proudu I do rovnice pro
svorkové napéti dostaneme
R; R
U=¢(1- =& . 3.65
< R+ R; ) R+ R; ( )

Jestlize je vztah mezi odporem spotiebic¢e a vnitinim odporem R; = %R, vztah mezi U a & je

R R k 5
U_R+&5_R+%g_1+k5_éa (3.66)

3.4.6 3.18 Vnitini odpor baterie 11

Mame baterii o nezndmém elektromotorickém napéti £ a vnitinim odporu R;. Pfipojime-li na
ni odpor R; = 30€), potece proud Iy = 125mA; piipojime-li odpor Ry = 402, potece proud
I, = 100mA. Urcéete £ a R; baterie.

Obrézek 3.27: Vnitini odpor R; baterie zpusobuje zmenseni svorkového napéti U oproti elektromoto-
rickému napéti clanku €.

Reseni: Svorkové napéti U je oproti elektromotorickému napéti £ zmensené o ibytek napét
na vnitinim odporu ¢lanku:

U=E- Rl (3.67)
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Toto napéti se ,spotiebovava® na pripojenych odporech Rj :
& — R =R 14, E—RiIr = Rals. (3.68)

Také se da fict, ze elektromotorické napéti £ se spotfebovava na celkovém odporu v obvodu
R; 4+ Ry 2, coz samoziejmé vede na stejné rovnice:

E = (Ri + Rl)fl, E= (Ri + RQ)IQ. (3.69)

Vyftesenim téchto rovnic pro £ a R; dospéjeme k vysledku:

LI Rol, — Ry
12 —5v, R=—22""11l_10 (3.70)

5:(R27R1)11—I2_ I — 1

3.4.7 3.16 Voltmetr a ampérmetr

P#istroj mé stupnici o N = 100 dilcich a vnitini odpor R; = 100€). Pfi pruchodu proudu
I = 10 pA ukéze vychylku jednoho dilku. Jaké uspofdadani musime zvolit, chceme-li pfistroj
pouzit jako voltmetr s rozsahem do Uy = 100V a jako ampérmetr pro proudy do Iy = 1 A.

Reseni: Maximaln{ proud piistrojem je zjevné Iee = NI} = 1mA. Nyni tedy musime
zvolit takova zapojeni, aby pfi méteni Uy = 100V, resp. Ip = 1 A, tekl piistrojem pravé proud
Ima:l:'

Zacnéme voltmetrem. Zde je tfeba pred piistroj predradit odpor R,, ktery omezi proud
tekouci vlivem pfipojeného napéti Uy, viz obrazek

Imam

R, R;

Obrazek 3.28: Zapojeni mériciho piistroje jako voltmetru.

Potiebny odpor snadno spo¢teme z Ohmova zdkona:

U U
Up= (Ry+ Ri)Ipar —> R,=-———Rj~ —

Imaa: Imax

=100 kQ, (3.71)

kde jsme v zdvéru zanedbali vnitini odpor piistroje R; (jeho velikost je o tfi fady mensi nez
velikost predfadného odporu R,).

Postupme nyni k ampérmetru. Nyni musime paralelné k piistroji pfipojit boéni odpor tak,
aby vétsina z proudu Iy byla svedena mimo pristroj, viz obrdzek

Imaa:

R;

Ry

Obrazek 3.29: Zapojeni mériciho piistroje jako ampérmetru.

Pristrojem potece proud
Ry

Taw = ——2 1, 3.79
Ry~ R; " (3.72)
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(pro odvozeni pomoci Ohmova zdkona viz prvni pulku feseni piikladu 3.13 v sekei [3.4.4).
Potrebny bocéni odpor pak je

L

I 1
_ mazx A~ max . =0,1 QO ]
By = ;R SR = 0,19, (3.73)

kde jsme ve jmenovateli zanedbali proud pristrojem I,,4, viéi méfenému proudu Iy (opét je o

tii rddy mensi).

3.5 Jouleovo teplo

3.5.1 3.14 Dimenzovani odporu

U sité na obrazku jsou v8echny odpory jednotlivé dimenzovany na P; = 0,5 W s hodnotami
Ry =100 a Ry = 200 2. Urcete celkovy odpor a maximalni pripustné napéti mezi body A, B.

A Ry Ry
]

Obrézek 3.30: Odporova sit s hodnotami odporii R; = 100 a Ry = 200 .

Reseni: Celkovy odpor zjistime pouzitim vzorci pro sériové a paralelni spojeni rezistori
(podrobnéji viz piiklady v sekei (3.2)):
1
Ry " 2Ry

Ztratovy vykon generovany na rezistoru velikosti I, jimz protékd proud I, je Py, = RI 2,
Podivejme se nyni, ktery rezistor v obvodu bude nejvice tepelné namahan — ten bude limitovat
maximalni pfipustné napéti. Proudy obvodem jsou znézornéné na obrazku [3.31

A Ry Ry

Obrazek 3.31: Znazornéné proudy tekouci obvodem.

Jelikoz jsou odpory na obou pravych vétvich stejné (Ry = 2R;), proud se zde rozdéli na
poloviny. Vidime, Ze nejvétsi tepelné namahani zaziva rezistor vlevo nahofe — mé vétsi odpor
Ry a tete jim vétsi proud I. Toto naméhéni je tedy Py, = RoI?. Proud I uréfme snadno z
pripojeného napéti U a celkového odporu R4p pomoci Ohmova zédkona:

I—U

== 3.75
Ran (3.75)
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Po dosazeni do vzorce pro Jouleovo teplo pro dany rezistor:
U2
5

Ryp

Piep = RoI? = Ry (3.76)
P

Toto tepelné namahani musi byt mensi nez zadand maximalni hodnota Pj,4;; z této podminky

jednoduse vyjadiime maximalni pfipojené napéti:

Pma:(:
Ry

Ptep < Pnax — Unae = Ras =20V (377)

3.5.2 3.15 Ztraty ve vedeni
Zdroj o napéti U = 110 V mé dodavat vykon P = 5 kW do vzdélenosti [ = 5 km. Jaky musi byt
prumér médéného dratu, aby ztraty energie v siti neprevysSovaly o = 10% prendseného vykonu?

| |
| |

R,

Obrazek 3.32: Ztraty ve vedeni o odporu R, s pfipojenym spotiebicem o odporu R.

Reseni: Obvod je zndzornén na obrazku Maéme zde zdroj napéti o velikosti U nédsledovany
sériové zapojenym odporem vedeni R, a spotfebi¢em o velikosti odporu R. Tepelny vykon ge-
nerovany na vedeni P, a na spotiebic¢i P jsou dany vzorcem pro Jouleovo teplo:

P=RI*, P,=R,I* (3.78)

Na§i podminkou je, aby ztraty ve vedeni byly mensi nez zadand ¢ast prenaSeného vykonu
(vykonu na spotfebici): P, < aP. Vedenim i spotfebi¢em tece proud I dany Ohmovym zakonem:

U
I= . 3.79
R+ R, ( )
Podil vykonu na vedeni a spotiebi¢i pii meznich ztratach je po dosazeni z (3.78)):
1 P RI? R R,
== = — R=-" 3.80
a P, RJ?> R, a’ ( )

kde jsme vyjadrili podminku na odpor spottebic¢e. Dosazenim za R z (3.80) a za I z (3.79)) do
vyrazu pro vykon na spotiebi¢i P (3.78]) dostaneme:
U? R, U? U?

P = 12: — -7 — . .81
MR R T o masl)? “Rtap (3:81)

Nyni jen vyjadiime z pfedchoziho vztahu maximéalni ptipustny odpor vedeni R,:

alU?
Ry=———. 3.82
Y P14 a)? (3:82)
Odpor vedeni R, déle vyjadiime pomoci jeho rozmérovych parametri pomoci vzorce pro odpor
valcového vodice:

91 9 8pl
T U
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kde p je rezistivita materidlu vodice, délka vodice je 2, jelikoz vedeni je tvoreno dvéma draty
o o L 1 .. o . 2 ,

o délce [, a prufez vodice jsme vyjadfili pomoci jeho pruméru d, S = %. Po dosazeni za R, z

(3.82) dostaneme podminku na prumér vodice jako

8plP 1+«
>4/ =3,2 .84
d> — T 3,27 cm, (3.84)

kde jsme pro ziskani konkrétniho vysledku dosadili zadané hodnoty a hodnotu rezistivity médi
pcw = 1,68.1078 Q.m.

3.6 Kirchhoffovy zakony

vvvvvv

pouzit Ohmuv zdkon a pravidla pro sklddani odporti, pouziviame Kirchhoffovy zakony.

Obvody se sklddaji z vétvi pospojovanych v uzlech (kde se setkdvaji alespon tii vétve). Pro
popis proudu v jednotlivych vétvich obvodu je tieba v kazdé vétvi zavést kladny smér proudu,
tzn. libovolné zvoleny mysleny smér, ktery ndm na konci vypoctu umozni interpretovat, kam
tece skuteény proud danou vétvi. Pokud ndm z vypoctu vyjde kladny proud, tece ve zvoleném
kladném sméru; pokud ndm vysel zaporny proud, tece proti zvolenému kladnému sméru.

Vétve mohou utvorit uzavienou smycku. V takovém piipadé zavadime tzv. smér obihdani,
libovolné zvoleny mysleny smér pruchodu po smycce. Tento smér konzistentné podél celé smycky
definuje ,kladny smér napéti“, vici némuz pak definujeme ptislusné piirustky a ubytky napéti
na zdrojich a rezistorech.

Prvni Kirchhoffav zdkon o uzlech predstavuje rovnici kontinuity proudu: suma proudu
vtékajicich a vytékajicich do a z uzlu musi byt nula:

> I, =0. (3.85)

Obecné plati, ze mame-li n uzli, pak rovnice sestavené pro n — 1 libovolné vybranych uzla
budou nezavislé. Znaménkova konvence je nasledujici: pokud kladny smér proudu na dané
vétvi sméfuje do uzlu, piSeme ho se znaménkem plus; pokud sméfuje pry¢ od uzlu, piSeme ho
se znaménkem minus, viz také obrazek

/I/iI/I/J

Obrézek 3.33: Znaménkovd konvence pro prvni Kirchhoffuv zdkon o uzlech.

Druhy Kirchhoffuv zakon o smyckéach iikd, Ze potencidlové piirustky a ubytky podél
smycky v obvodu se musi sec¢ist na nulu. Tedy, Zze suma elektromotorickych napéti na zdrojich
musi byt rovna sumé ubytkt napéti na rezistorech podél smycky:

> Ua =) Rsls (3.86)
a B

Z prvniho Kirchhoffova zdkona mame n — 1 rovnic a jestlize mame m vétvi, tzn. m neznamych
proudu skrze tyto vétve, pak ndm zbyvé z druhého Kirchhoffova zdkona nalézt m—(n—1) rovnic.
Znaménkova konvence je tato: Pro ubytky napéti na rezistorech plati, Ze pokud souhlasi smér
obihani v dané smycce se smérem proudu v dané vétvi, pak prislusny dbytek piSeme s kladnym
znaménkem, jinak se zdpornym. Pro elektromotoricka napéti zdroju plati, ze je-li zdroj zapojen
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tak, ze kladnym pdlem sméfuje ve sméru obihdni, pak napéti piSeme s kladnym znaménkem,

jinak se zépornyrrﬂ Pro ilustraci viz obrazek

U U
; R R | |
A A
+RI —RI /+(7‘ /—?J\‘
(a) Ubytky napéti na rezistorech. (b) Elektromotorickd napéti zdroju.

Obrazek 3.34: Znaménkova konvence ve druhém Kirchhoffové zdkoné o smyckach.

3.6.1 3.7 Dvousmyckovy obvod
Jaky proud potece mezi body A, B na obréazku [3.35[/

Obrazek 3.35: Obvod se dvéma uzly, tfemi vétvemi, dvéma zdroji a tfemi odpory.

Reseni: Zavedeme kladné sméry proudi v jednotlivych vétvich a sméry obihani pro levou a
pravou smycku v obvodu napiiklad jako na obrazku Zaroven jsme si pojmenovali proudy
v levé, resp. prostiedni, resp. pravé, vétvi jako I, I a I3.

Obrézek 3.36: Zvolené kladné sméry proudu a sméry obihani.

Hodnoty soucéstek jsou zadané. Neznamymi jsou tedy proudy v jednotlivych vétvich Iy, Io,

I3. Potfebujeme tedy pro tyto proudy nalézt tii rovnice. Prvni Kirchhoffuv zdkon pro uzly A a
B dava

L +1,—1I3=0, —I1 —Ir+13=0. (3.87)

Zde trivialné vysly zavislé rovnice, jednu z nich tedy zahodime. Z druhého Kirchhoffova zdkona
pro smycky dostaneme pro levou a pravou smycku

Ui = Ri11 — Rols, —Us = Ryl + R3ls. (3.88)

"Pozor! Tyto konvence samoziejmé plati jen pro druhy Kirchhoffiiv zdkon tvaru (3.86), tzn. ve tvaru, kdy
zdroje jsou na jedné strané rovnice a tibytky na druhé!
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Pokud bychom napsali tfeti rovnici pro ,,obvodovou smycku“ vedouci pies zdroje Uy a Us a
rezistory Ry a Rs (kde bysme zvolili opét smér obihéni po sméru hodinovych rucicek jako v
ostatnich smyckéch):

Ui —Us;=RiI) + Rsl3, (3.89)
vidime, Ze je tvaru souctu rovnic pro levou a pravou smycku, neni tedy nezavisld (a zahodime
).

Resenfm rovnic a 1 ) dostaneme
RsU; + R, U.
12 - _ 3V1 + 1Y3 (390)

RiRy + RiR3 + RoR3’

tedy proud ve skutec¢nosti potece z bodu A do bodu B. Po dosazeni konkrétnich hodnot v zadéni
R1=50Q, R, =100, R3 =808, U1 =3V a Uz =2V dostaneme

I, = —20mA. (3.91)

3.6.2 3.17 Blbec zapojujici baterie

Dva olovéné akumulatory maji & =12V, R;; = 0,04, & =6V, R;s = 0,02 Q. Néjaky blbec
je zapojil omylem vedle sebe. Jaky potece akumulatory proud a jaké napéti bude na jejich

svorkach?
&
R + R Rio
+ Ris + +

Obrézek 3.37: Néjaky blbec zapojil baterie omylem vedle sebe. Jednim nebo druhym zpusobem. Tak ¢i
tak je to blbec.

Reseni: Zavedme kladny smér proudu a obihani jako na obrazku

R@z: O
‘ “T.Te

Obrazek 3.38: Kladné sméry proudu a napét{ (smér obihéni).

Pak podle druhého Kirchhoffova zdkona mame pro levé zapojeni (baterie zapojené ,sou-
hlasné“):

E1+ &
E14+E& =(Rnu+Rp)l — I=——"=2300A. 3.92
1+ & = (Ri1 + Ri2) Ror + R ( )
A pro pravé zapojeni (baterie zapojené ,nesouhlasné®):
& — &
& —& =(Rinyu+Rp)l — I=——"—=100A. 3.93
1 > = (Ra 2) Ror + R ( )
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Pro ziskani svorkovych napéti na bateriich U; a Uy jen vhodné piearanzujeme ¢leny v rov-
nicich (3.92)) a (3.93]) — ddme k sobé vzdy elektromotorické napéti a ibytek napéti na vnitinim
odporu. Pak pro levé zapojeni mame:

E1— Rl =—(& — Ripl)=0V. (3.94)
—— ——
U1 U2
Pro pravé zapojeni:
51 — Ryl = —(—52 — RZ'QI) =8V. (3.95)
T _[],—/
1 2

Na obrazku jsou zakreslené prubéhy potenciali v obvodech zapojenych baterii. Potencial
se pii pruchodu rezistorem (po sméru proudu) vzdy zmensuje, baterie v zavislosti na orientaci
zpusobuje bud’ riist nebo pokles potencislu.

potencial potencial

=

(a) Baterie zapojené ,souhlasné®. Na svorkach Baterie zapojené ,nesouhlasné.
baterii je nulové napéti. svorkach baterii je napéti 8V.

Obrézek 3.39: Prubéh potencidlu v obvodu s ruzné zapojenymi bateriemi. Napéti na bateriich je ddno
rozdilem potencidlu na jejich svorkéch.

3.7 Definice proudu

3.7.1 3.19 Rychlost elektront v dratu

Vodi¢em o priifezu S = 10 mm? tece proud I = 1 A. Koncentrace elektronti je n = 2,5.1028 m=3.
Urcete proudovou hustotu a stiedni uspoirdadanou rychlost elektront.

Reseni: Elektricky proud je definovan jako ngboj protekly danou plochou za jednotku ¢asu:

dQ
==, 3.96
o (3.96)
Mnozstvi ndboje proteklé plochou S za maly ¢as dt je dano jako
dQ = pdV, (3.97)

kde p je objemova nabojova hustota elektronu ve vodi¢i a dV je objem vodice, ze kterého
elektrony za ¢as dt projdou danym myslenym prufezem, viz obrazek
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Obrazek 3.40: Pouze naboje v objemu dV projdou za Cas dt skrze plochu S.

Pouze nédboje ve vzdalenosti mensi nez ds = v dt projdou plochou S, pak tedy objem je
dV = Swvdt. Pro ndbojovou hustotu plati p = ne, kde e je elementarni elektricky naboj. Naboj
dQ pak vychazi

dQ = pdV = ne Svdt, (3.98)
a proud [ je
d@Q neSvdt
Vyjadienim rychlosti v ziskdme vysledek:
_ -5 —1
V== 2,5.107° m.s™ . (3.100)
Proudova hustota je definovana jako proud na jednotkovou plochu, tedy
1
j=3= 105 Am™2, (3.101)

3.7.2 3.20 Elektrony v urychlovaci

V elektronovém synchrotronu elektrony obihaji po kruhové draze délky o = 240 m. Na draze se
nachazi celkem N = 10!! elektront, jejichz rychlost se prakticky rovnd rychlosti svétla. Jaky
proud protékd urychlovaci drahou?

Reseni: Elektricky proud je definovén jako naboj protekly danym mistem za jednotku ¢asu:

dq
I1=—. 3.102
ot (3.102)
Spoctéme naboj d@ prosly danym mistem urychlovace za maly cas dt:
dQ = 7dl = Tedt, (3.103)

kde jsme oznacili 7 délkovou nabojovou hustotu elektronu v urychlovaci a dl = ¢ dt je vzdalenost,
ze které elektrony stihnou projit danym mistem urychlovace béhem ¢asu dt (¢ oznacuje rychlost
svétla, tzn. rychlost elektront). Nédbojovd hustota 7 je
N
T=ne=—e, (3.104)
)

kde n = % oznacuje (pocetni) délkovou hustotu elektronu v urychlovaéi a e je elementérni
elektricky naboj. Po dosazeni je

N
a proud z definice
d N
(=99 N ooma, (3.106)
dt 0

kde jsme pouzili hodnotu rychlosti svétla ¢ = 3.108 m.s~! a elementarniho elektrického naboje
e=1,602.10"1C.
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3.7.3 3.21 Van der Graaffiv proud

Ve van der Graaffové urychlovac¢i se pohybuje pas siroky s = 20cm rychlosti v = 15m/s.
Povrchovy néboj pasu vyvolava po obou stranich pole o intenzitée £ = 12kV.em™'. Jaky je
proud prenaseny pasem?

Reseni: Elektrické pole v okoli nabité roviny je déno ndsledujicim vztahem (jehoz odvozeni
1ze nalézt v piikladu 2.26 v sekci [2.7.1)):

o
E=— — o0=2F, (3.107)
2&‘0
kde o je plosna hustota ndboje a ¢ je permitivita vakua. Elektricky proud je definovan jako
naboj protekly danym mistem za jednotku casu:

dq
I=—. 3.108
o (3.108)
Naboj d@, ktery prenese pas za maly ¢as dt skrze dané misto, je
dQ = o0dS = o svdt = 2eoF svdt, (3.109)

kde dS = swvdt oznacuje plochu pasu, kterd za ¢as dt projde onim mistem, viz obrazek

Obrézek 3.41: Pohybujici se nabity péas a plocha dS, kterd za ¢as dt projde danym mistem.

Proud je pak z definice

d
I= d—? — 2c0Esv = 63,7 A, (3.110)

kde jsme pouzili hodnotu permitivity vakua ey = 8,854.10712 F.m 1.
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Kapitola 4

Stacionarni magnetické pole

4.1 Relativita

4.1.1 4.1 Letici kondenzator

Jak se zméni napéti Uy mezi deskami nabitého kondenzatoru mérené v laboratorni soustaveé,
zacne-li se kondenzéator pohybovat rychlosti V' = 0,8¢c ve sméru a) kolmém na desky, b) rov-
nobézném s deskami.

Reseni: Kondenzator ve své klidové soustavé (S) mé plochu desek S ve vzajemné vzdalenosti
d a jsou nabity na celkovy naboj @), resp. —@) — tedy plosna nabojovéa hustota na deskach je

o==xQ/S.

IS d

Obrazek 4.1: Stojici kondenzator.

Elektrické pole mezi deskami kondenzatoru je

o
E=— 4.1
- (11)
tento vyraz se ur¢i pomoci Gaussova zakona — viz dodatek v sekci — tento zdkon plati pro
jakykoliv pohybovy stav ndboju, takze vyraz (4.1]) zustavé v platnosti i pro letici kondenzatory
s patfi¢né zménénou nabojovou hustotou o, viz déle.
Napéti mezi deskami je pak z definice

U:l/ﬁ.df:/ﬁ.dfz/EdzzEd, (4.2)
q.Ji l l

podrobnéji opét viz dodatek v sekei [2.7.1]
Pokud se kondenzétor v soustavé (S’) pohybuje rychlosti V' kolmo na své desky (viz obrazek

A2).
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Obrazek 4.2: Letici kondenzédtor ve sméru kolmém na desky.

dojde vlivem Lorentzovy kontrakce délek k pfiblizeni desek na novou vzdalenost

d V2
d=—-= - —d (4.3)
vy c
Plocha desek zustdva stejna, S’ = S. Néboj jako relativisticky invariant zustavd také stejny

Q' = Q a tedy i ndbojova hustota o/ = Q'/S’ = Q/S = o. Elektrické pole je tedy také stejné
E' =0'/ey = 0 /20 = E anapéti se zméni vlivem zmény vzdalenosti mezi deskami kondenzétoru:

2
U’:E’d’:Eg:g:\/l—V—zU. (4.4)
v c

Pfi pohybu kondenzétoru rovnobézné s deskami rychlosti V' (v soustavé (S”)) dojde ke
zkraceni desek vlivem kontrakce délek.

4o —g"

Vv

S// d

Obrazek 4.3: Letici kondenzédtor ve sméru rovnobézném na desky.

Tudiz se zméni jejich plocha S” = a”b" z puvodni S = ab, kde a, b jsou puvodni rozméry
desek kondenzdtoru a a”, b” jsou rozméry desek pohybujiciho se kondenzatoru. Vlivem kontrakce
délek plati a” = a/v (rozmér ve sméru pohybu) a b’ = b (rozmér kolmo na smér pohybu). Pro
plochu S” dostavame:

a S V2
S =a =2p="= 1= 8. (4.5)
Y Y c

Dusledkem toho se zméni ndbojova hustota ¢” a tedy i intenzita elektrického pole mezi

deskami E":

//_Q_Q _ _ o //_J//_U _ _ E
= 57—07—7‘/2, E—g—g’Y—E’Y—i‘/Q- (4.6)
C C
Vysledné napéti na kondenzatoru je
U'=E'd"=Edy=U __v 4.7
= =FEdy=Uy= = (4.7)
e
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4.1.2 4.2 Hustota proudu

V urychlovadi leti naboje o vlastni hustoté p’ = 1074 C' - m =3 rychlosti v = 0, 8¢ ve sméru osy
x. Jakou hustotu proudu naméfime v laboratorni soustavé?

Reseni: Nébojova hustota p je ddna mnozstvim naboje Q v daném objemu V:

p=1 (4.8)

N4boj je relativisticky invariant, pfi pfechodu mezi soustavami se zachovava, Q' = Q. Naproti
tomu objem se vlivem Lorentzovy kontrakce délek transformuje jako

/ 2
Yy i

V== = (4.9)

kde V' je vlastni objem (v klidové soustavé) a V je objem v laboratorni soustavé. Tento trans-
formacni plyne z toho, ze rozmér ve sméru pohybu podléha kontrakci, viz nédsledujici obrazek

4.4

a =%
¥

Obrazek 4.4: Objem a pohybujici se objem.

Nébojova hustota v laboratorni soustavé p je tedy

_Q_ v r

XX = gy = 4.10
Py w7 E (410
2
Proudova hustota je ; = p U, ptipadné jeji velikost j = pv. Po dosazeni z 1' mame
/
/ PV —10* Am~2 (4.11)

j=pv=pyv=—Fre
v
Vi-—a

4.1.3 4.4 a 4.5 Transformace elektrického a magnetického pole

V prostoru je ddno elektrické a magnetické pole jako K, = B, = E, = 3 - 10°V-m~!, B, =0,
B,=-B.,=5- 10~° T. Najdéte soufadnou soustavu, v niz B = 0.
Piimym vodic¢em protéka proud I = 100 A. Urcete elektrické a magnetické pole E, é, jak se
jevi ve vzdalenosti r = 10 ¢cm od vodice v soufadné soustavé pohybujici se rovnobézné s vodi¢em
rychlosti V = 0, 8c.

Reseni: Méjme inercidlni vztaznou soustavu (S) a nechf se viiéi nif pohybuje vztaznd sou-
stava (S’) rovnomérné pifmocaie rychlost{ V' ve sméru osy x. Souradné osy necht jsou stejné
orientované — nejsou vuci sobé pootocené.
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Obrazek 4.5: Inercidlni vztazné soustavy (S) a (S').

Oznacéme intenzitu elektrického pole a magnetickou indukei v (S) jako E = (Ex, By, E.) a
B = (B, By, B.) a v soustavé (S') jako E' = (B, E,, E) a B = (B, By, BY,). Vatahy pro

transformaci slozek vektorti E, B a E', B/ pak jsou:

E. = E,, EZ’J =7 (Ey, — fcB.), E. =~(E, + BcBy),
B. = B,, B, =~ <By + BEZ> : B, =~ <BZ - *BEy> , (4.12)
c c
kde v )
~1/2

B==, y=——==01-p)""" (4.13)
c -2
C

V prvnim piikladu méme E = (E,E,E), kde jsme oznacili £ = E, = E, = E, (pozor, zde
E neni velikost vektoru E, taje |E| = v/3E), a B = (0, B, —B), kde jsme oznagili B = B, = — B,
(opét, B neni velikost vektoru B ale |B| = v2B). Po dosazeni do transformaénich vzorcti pro
magnetickou indukci B dostaneme

B —o, B, =~ (B + fE) , B =~ (—B _ /jE) | (4.14)

Rovnice B; = B! = 0 vedou na shodnou podminku na rychlost V', resp. j:

B B
f=—Fc=-05 V= —ECQ = 0,5c¢=1,5-10%m.s"1, (4.15)

kde jsme za rychlost svétla pouzili piibliznou hodnotu ¢ = 3 - 108 m.s™!.

Ve druhém piikladu mame (neutrdlni) nekoneény vodi¢ s proudem I, ktery kolem sebe
generuje magnetické pole o velikosti
pol
B=— 4.16
27r’ (4.16)
kde r je kolma vzdélenost od vodice. Smér magnetické indukce B je dan pravidlem pravé ruky.
Vektory magnetické indukce jsou tecné na soustiedné kruznice okolo vodi¢e a pokud palec
ukazuje smér proudu ve vodici, prsty ukazuji smér vektoru magnetické indukce.
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Obrézek 4.6: Elektrické a magnetické pole v okoli (pohybujiciho se) vodice s proudem.

Zavedeme nyn{ vztazné soustavy (S) a (S') a prislusné kartézské souradnice (z,y,z2) a
(2',y', 2") tak, abychom mohli pouzit vzorce pro transformaci elektrického a magnetického pole
(4.12)). Soustava (S) se bude pohybovat rychlosti V' ve sméru osy x soustavy (S). Osy z a 2’
polozmle do vodice a osy z a 2z’ namiiffme k mistu, kde chceme znat elektrlcke a magnetické
pole E' a B’ v soustavé (S'). Viz obrazek . (pfipadné také obrazek |4

dDE Y

/

Y.y

Obrézek 4.7: Zavedeni vztaznych soustav (S) a (S').

V takto zavedené vztazné soustavé (S) mame nasledujici slozkové vyjadieni elektrické in-
tenzity E a magnetické indukce B:

B} B} I
E=0, B=(0,—-B,0) = (0 ’;0 o) (4.17)
mr

Tyto jednoduse dosadime do vzorcu (4.12)):

MOI
2mr

B, =0. (4.18)

z

E. =0, E, =0, =Bec By = —yfc—
fol

2mr’

Vysledkem je, ze v pohybuJ1c1 se soustavé (S’) naméifme kromé silnéjsiho magneuckeho pole o
velikosti B’ = v goi (B' = yB) jesté nenulové elektrické pole E' = vyBe 5% L sméfujici radislne
k vodi¢i (nebo od vodice, pro I < 0). Viz obréazek 4 . Po dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot
(rychlost svétla uvazujeme ¢ = 3.108m.s~!) obdrzime B’ = 3.33.107%T a E' = 8.10*V.m~!.
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Obrézek 4.8: Elektrické a magnetické pole v soustavach (S), resp. (S) — E, B, resp. E/, B'.

4.2 Sila na vodic¢ s proudem

4.2.1 4.3 Obdélnikova smycka v magnetickém poli

Urcete celkovou silu, kterou bude dlouhy piimy vodi¢ protékany proudem I; = 10 A pusobit na
obdélnikovou smycku podle obrizku jiz protékd proud I, =5 A.

I

I

Obréazek 4.9: Jakou silou pusobi nekoneény vodi¢ na obdélnikovou smycku?

Reseni: Pifspévek sily dF pusobici na maly usek dl vodic¢e s proudem I, ktery lezi v mag-
netickém poli B, je ddn Ampérovym vzorcem

dF = Idl x B, (4.19)

kde dl = tdl a t je jednotkovy teény vektor k vodi¢i v misté délkového elementu dl. Viz obréazek
210
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Obrézek 4.10: Piispévek sily dF dle Ampérova vzorce je dF = Idl x B.

Magnetické pole B od nekoneéné dlouhého primého vodice s proudem I mé velikost

B = Hol

— 4.20
2mr’ ( )

kde r je vzdélenost od vodice. Smér vektori magnetické indukce B udava pravidlo pravé ruky —
palec ukazuje smér proudu, prsty ukazuji smér magnetického pole. V naSem piipadé magnetické
pole miif kolmo na obdélnikovou smy¢ku a miif do papiru, viz obrazek

A

@ ® ®

o

Obrazek 4.11: Magnetické pole od nekonectného piimého vodice s proudem.
Obdélnikovou smycku si rozdélime na jednotlivé strany, po fadé oznacené Iy, la, I3 a ly — viz

obréazek (a) — v kazdé jednotlivé strané mifi tecny vektor # stale stejnym smérem, coz se
ndm bude hodit pro zjednoduSeni integrace elementu sily dF' 1}
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dFQT
Iy -~
d |
AT A2 AT A2 ‘
dit
I I3 R | .
dry di}  dF;
A .
Ll di_
l2 .
dFs

(a) Rozdéleni obdélnikové smycky na ctyii tsecky (b) Sméry pifspévki sil d F v jednotlivych tsecich
ly, ..., 14 obdélnikové smycky.

Obrézek 4.12: Rozdéleni obdélnikové smycky na jednotlivé tsecky I; a vysledné sméry ptispévku sil dF;.

V obrazku (b) jsou znazornény smeéry elementu délky di (resp. tecnych vektort t,
dl =t dl), vektoru magnetické indukce B a vysledné sméry elementu sily dF dle Ampérova
vzorce (4.19)) v jednotlivych ¢astech obdélnikové smycky.

Rozdéleni smycky na jeji jednotlivé ¢asti zajistilo, ze v kazdé z nich mif{ ptispévky sil dF
stale stejnym smérem a pro zjisténi celkové velikosti sily nam staci naintegrovat velikosti téchto
prispévka, tzn.

F;, = / dF;, (4.21)
l;
kde F; oznacuje celkové velikosti sil pusobici na jednotlivé ¢asti smyékyﬂ

Nyni pfistupme k vlastnimu vypoctu sil F;. Velikost pFispévku sily dF; je z Ampérova vzorce

a kolmosti vektorii dl a B rovna
dF; = I, BdI. (4.22)

Déile zavedeme kartézské soufadnice r a z dle obrazku .13l Po¢dtek souiadnice r volime s
ohledem na tvar magnetického pole (4.20]).

ﬁ:/dﬁ = F:/dF.
1 1

Takto je mozné celkovou velikost vektoru F pocitat pouze, pokud vSechny piispévky dF miif stejnym smérem
(coz je v tomto piipadé splnéno). V obecném piipadé se vektorovému integrélu nedd vyhnout a plati

/dﬁ‘.
l

Pozor, obecné nenf pravda, ze

F =
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Obrézek 4.13: Zavedeni kartézskych soufadnic z a r a soufadnicové polohy obdélnikové smycky.

V takto zavedenych soufadnicich jsou jednotlivé tisecky I; popsany nasledovné:

i, < r=d, z € (0,h),

lo < re{dd+s), z=0,

I3 < r=d+s, z € (0,h),

ls. < re(dd+s), z=h, (4.23)

Vsechny vyse zminéné ingredience pouzijeme k sestaveni konkrétnich tvaru integrélu (4.21)) s
nasledujicim vysledkem:

h h
,u,()Il MOIIIQ
Fi = IbBdz = Ih—— dz = h
! /0 2m0s *ond 0 : 2nd
d+s I d+s LT
F2:F4:/ LBdr = I,M1 dr _ polilz) d+s
d 2 Jq4 r 21 d
h h
poly pol1lz
F5 = IbBdz = I ————— dz = ————h. 4.24
5 /0 2z = 22 2n(d + s) /0 ® 27(d + s) (424)

Sméry sil F; jsou patrné z obrazku (b). Vidime, ze sily Fy a Fy se vyrusf a celkové sila
pusobici na smycku bude mit velikost F = Fy — F5 ve sméru k drdtu s proudem I; (nebot
Fi > Fg).

4.3 Biot-Savartuv zakon

4.3.1 4.7 Magnetické pole kruhové a polygonalni smycky

Urcete magnetickou indukci ve stfedu smycky protékané proudem I ve tvaru kruznice, rovno-
stranného trojuhelnika, ¢tverce, obdélnika, Sestitthelnika.

Reseni: Magnetické pole B od vodice s proudem [ ur¢ime pomoci Biot-Savartova zakona:

= ol df)( ﬁ
B = T A (4.25)

kde dl = dl je element délky spolu s jednotkovym teénym vektorem ¢ miifcim ve sméru proudu
I a R je vektor mitici od elementu vodice dl k mistu, kde se ptdme na magnetické pole B; také
viz obrazek .14l
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Obrazek 4.14: Vektory dl'=tdl a R v Biot-Savartové zékoné udévajici magnetickou indukci B od vodice
s proudem 1.

Muzeme si predstavovat, ze kazdy usek vodice dl piispiva k celkovému magnetickému poli
B malym piispévkem dB tvaru
pol di' x R
4m R3O

Smér tohoto piispévku je dan smérem vektorového soucinu dl' x R — tento je kolmy na rovinu
vytvafenou vektory dl'a R. Pokud je na§ problém rovinny, tzn. pokud celd proudova smycka a
misto, kde po¢itam magnetickou indukci B , lezi v jedné roviné, pak budou vsechny ptispévky
dB smétovat stejnym smérem (a to kolmo na tuto spole¢nou rovinu — viz obrazek

dB =

(4.26)

R

-

Obrézek 4.16: Rovinny problém.

To ndm umozni pocitat velikost celkové magnetické indukce B jako integral z velikosti
jednotlivych prispévku dB:

B:/dB:“OI |dl x R| _ pol [sinadl
!

= —_— 4.27
47 ), R3 A7, R%? (4:27)

kde « je (obecné proménny) tihel mezi vektory dl a R.

2Z4roven nesmi dojit ke zméné ,smyslu obtagen{“ vodice s proudem okolo mista vypoétu magnetické indukce
B. Pak se totiz zmén{ smér piispévku dB na opacny. Potom je nutné proudovou smycku rozdélit na tseky se
stejnym smyslem obtaceni a vysledna diléi magnetickd pole piislusné odecitat, viz schematicky obréazek
Piipadné je mozno poéitat rovnou ,plny* vektorovy integral (4.25).

Obrézek 4.15: Pfi zméné smyslu obtdéeni dochazi ke zméné znaménka piispévku dB k celkové magnetické indukci
B (respektive k oto¢eni sméru vektorového piispévku dB).
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Pouzijme nyni vzorec (4.27) k vypoctu velikosti magnetické indukce B ve stiedu kruhové
smycky s proudem 1.

Obrazek 4.17: Magnetick4 indukce B uprostied kruhové smycky.

Vektor R dl’ = tdl a dhel a mezi nimi (a také vysledny vektor dB) jsou vyznaceny na
obrézkuﬁ Uhel o = 5 je konstantni. Velikost vektoru Rj je taktéz konstatni a rovna poloméru
kruznice R =r.

Obrazek 4.18: Vektory R, dl'=tdl (a thel o mezi nimi) a dB.

Dosazeni téchto hodnot do vzorce (4.27) davéa

pol [sinadl  pol 1 dl — pwol 1 ol

= V- = - =" = 4.28
i ), R? 47 r2 dr 2 T T (4.28)

kde jsme pouzili vztah pro obvod kruznice fl 1dl = 27r.

Pro vypocet magnetické indukce B uvnitt vSelijakych mnohotihelniku nejprve uréime mag-
netické pole generované kouskem rovného vodice (tento je pak nutné pfipojit do uzavieného
obvodu aby mohl téci konstantni proud I) — viz obrazek se znazornénou situaci a rozmeéry.

,\"191

a L
Obrézek 4.19: Magnetickd indukce B od koneéného piimého vodice.
Problém je opét rovinny, muzeme tedy pouzit vzorec (4.27). Tentokrat bude lepsi pr1m0
napsat vektorova vyjadieni pro dl'a R a z nich spomtat Vehkost vektorového soucinu ]dl X R|

— nebudeme tedy pracovat s ithlem «. Vektory dil=1tdl a R (ale i thel «) jsou pro proudovou
tsecku znazornéné na obrazku 201
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Obrazek 4.20: Vektory R a dl = tdl v Biot-Savartové zakoné pro konec¢ny piimy vodic.

Zavedeme kartézské souradnice jako na obrazku — osu x umistime do vodice, misto
urcovani magnetické indukce bude lezet na ose y a osa z je zvolena tak, abychom dostali pra-
votoc¢ivou soustavu soufadnic.

Y

T
L O I, y
— 0 > b >

Obrazek 4.21: Zavedeni kartézskych souradnic u proudové tsecky.
V téchto soufadnicich zjevné méme = (1,0,0), dl = dz, R= (—z,r,0). Vektorovy sou¢in
dl x R a jeho velikost je
dix R=1x Rdx = (0,0,r)dz — |dl x R| = rdx. (4.29)

Velikost R je |ﬁ| = V22 + r2 a rozsah soufadnic pro integraci pfes proudovou usecku je x €
(—a, b). Biot-Savartuv zdkon pak v tomto konkrétnim pfipadé ma tvar
I [ldlx R I [° rdx
p= ol [l B _ pol dr (4.30)
47 )i R 4 J_, (r2 + 22)3/2

Nyni pouzijeme zndmy vzore(ﬂ

dx x
/ (r? + x2)3/2 RN (4.31)
ve vztahu (4.30) a dospéjeme k vysledku:

b
wol x pol 1 < a b )
B _ Hol'l + , 4.32
4w [r\/ﬂ—i—x?}a dr r \Vr2+a2  Vr2 4+ b2 (4.32)

Jesté muzeme zavést thly 6 a 0y (resp. 9~2) jako na obrazku a napsat tak vzorec pro
magnetickou indukci B pomoci téchto whla:

I1 11 5
B = 'uif (COS 01 — cos 92) = /‘LL* (COS 61 -+ cos 62) . (433)

A7 r A r

7 tohoto vzorce jiz snadno spocteme vSemozné proudové utvary:

3Tento integral lze spocitat fadou zpusobi. Jednim z nich je pouzit substituci cosa = — \/7«29:-712 — tedy

dx a po dosazeni

vlastné prejit k proménné thlu o z obrazku Poté mdme (po tpravé) sinada = W

T

r24/1r2 +1.2

do integralu: [ 5 sinada = — 2% cosa = . A ted je jiz zndmy.
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e Nekonecné dlouhy vodié: Limitné plati 6; = 65 = 0, dosazenim do 1D pak velikost

magnetické indukce ve vzdalenosti r od vodice je B = ‘2‘21{ .

e Polonekoneény vodic: Zde jsou uhly 6; = 0, 0y = 0y = /2 a tedy B = %.
Magnetickou indukci od nésledujicich n-tthelnikové smyc¢ek spocteme tak, ze vzdy uréime mag-

netickou indukei od jedné strany a vynasobime poétem stran (s vyjimkou obdélnika, kde jsou
dva neekvivalentni typy stran):

e Obdélnik:

b
-—
e Q-
B 2

a
b —
6 2 B ="

Obrazek 4.22: Magneticka indukce B ve stiedu obdélnika.

Kosiny thlu v obdélniku vyjadiime pomoci délek stran jako cosa = ——%

g & cosfB =
b .
Va2 b2
1|2 2
Bopaemix = 2B + 2By = 2 % [a2 (cosar) + 52 (cos ,3)}
2wl f1_ b 1 a ~ 2p0lVa® + b2 (434)
Com lavar bVa2+e?| mab ' '

e Ctverec:

ks s
/5 0
a
: 2
a B =7

Obrazek 4.23: Magnetickd indukce B ve stiedu ¢tverce.

Bud'to uvazujeme ¢tverec jako specialni pifpad obdélnika, b = a, anebo snadno z obrazku
uré¢ime potiebné vzdalenosti:

12 2v2p0l
Burveree = 4By = 45222 <cos E) = M (4.35)

47 a 4 Ta

e Rovnostranny trojiahelnik:
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Obrazek 4.24: Magnetickd indukce B ve stiedu trojuhelniku.

Je tfeba urcit hlavné vzdalenost stfedu trojihelnika od jeho strany — jde o jednu tietinu

vysky, r = l@

12 Yuol
Btroj\ihclnlk 3B1 - 3 Li2 ( Tr) = ILLO . (436)
a 6 2ma

e Sestithelnik:

Obrazek 4.25: Magneticka indukce B ve stiedu sestidhelniku.

V Sestithelniku je vzdédlenost r rovna pravé vysce jednoho z trojihelniku tvoficich Sestitihelnik,
_ f 3a

r =

Biestighemse = 6B1 =6 ——2

(4.37)

4.3.2 4.11 Ohnuty drat
Nekonecny drat je ohnut podle obrazku Urcete magnetickou indukci ve stiedu pulkruhu.

-y

Obrazek 4.26: Ohnuty drat s proudem.
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Reseni: Magnetické pole ve stiedu ptlkruznice s proudem bude poloviéni oproti magne-
tickému poli celé kruznice (viz prvni polovina piikladu 4.7 (sekce 4.3.1))):

1 /,L()I
Bpﬁlkruinice = 7Bkruinice = -
2 4r

(4.38)
Magnetické pole ve vzdalenosti r ,,na kraji“ polonekone¢ného vodice je poloviéni oproti magne-
tickému poli celého nekoneéného dratu (viz druhd polovina piikladu 4.7 (sekce [4.3.1)):
1 /L()I
Biinarar = §Bdrét = i (4.39)
Cely problém je rovinny a tedy vSechny piispévky k magnetickému poli budou sméfovat stejnym
smérem a to kolmo k roviné dratu. Pro celkovou velikost magnetické indukce B pak plati

I I I /2
:2ﬂo+ﬂo_lﬁ0< )

= —+1
47r 4r 4dr \ 7 +

B = 2B i1arat + Bpitkrunice (4.40)

Smér magnetického pole uréime z pravidla pravé ruky (palec ukazuje smér proudu, prsty pak
ukazuji ,smér obtdceni“ magnetickych silo¢ar okolo vodice). Pro zde nakresleny smér proudu
sméruje magnetické pole do papiru.

Dodatek: Priklad 1ze také resit ,trikem*, kdy pres sebe polozime dva stejné tvarované draty
tak, aby efektivné vytvorili celou kruznici s proudem a dva (celo)nekoneéné vodice s proudem.
Viz nasledujici obrazek

1

Obrazek 4.27: Zdvojeny ohnuty dréat tvotici dva nekone¢né piimé vodice a kruznici s proudem.

Vysledné magnetické pole je pak dvojndsobkem puvodniho a sta¢i ndm znat vyrazy pro
celou kruznici a nekoneény drat:

1 L/ ol | pol pol (2
B = = (2B4iss + Birusnice) = = | 277—+ — | =—(—+1] . 4.41
2 ( drat + kruznlcc) 2 ( 27_[_71 + 27‘ 47,. T + ( )

4.3.3 4.10 Magnetické pole na ose ¢tvercové smycky

Ctvercovou smy¢kou o strané a = 6m tece proud I = 10 A. Urcete magnetickou indukei v bodé
na ose smycky ve vySce h = 4m nad rovinou smycky.
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Obrazek 4.28: Magnetické pole na ose ¢tvercové smycky s proudem.

Reseni: V tomto pifpadé nemame rovinny problém — proudovd smyéka a bod urcovani
magnetického pole B nele#i v jedné roviné. Muzeme ovSem urcit diléi magnetickd pole od jed-
notlivych stran ¢tvercové smycky a ty pak slozit.

Ze symetrie tilohy (rotacni symetrie okolo osy ctverce o ndsobky thlu 7) vime, ze vysledné
magnetické pole B bude mifit ve sméru osy Ctvercové smycky. Budeme tedy chtit spocitat
pruméty magnetického pole od jednotlivych stran é¢tverce do sméru jeho osy. Symetrie zaroven
iiké, ze tyto pruméty jsou pro kazdou ze stran Ctverce stejné. Magneticka pole, jejich praméty
a piislusné thly jsou zndzornéné na obrazku

Obrazek 4.29: Pohled z boku na ¢tvercovou smycku s proudem. Jsou zde znazornéna magnetickd pole od
protilehlych stran ¢tverce By a B a jejich prumeéty do sméru osy smycky B},. Prislusné strany ctverce
jsou oznacené Cisly (jednd se tedy o strany, které jsou v tomto obrdzku kolmé na papir). Stranou jedna
tece proud smérem do papiru, stranou dva z papiru. Magnetickd pole él a ég jsou kolmd na roviny
tvorené stranami a bodem na ose ¢tverce. Konkrétni smér je dan pravidlem pravé ruky. Uhel 8 = 5 —a.

Velikost celkového magnetické pole B tedy bude B = 4B,, kde B, je velikost prumétu
piispévku magnetického pole od jedné strany ¢tverce. Nyni zavedeme oznaceni dulezitych vzdé-
lenost{ a thla: z, y, 6 a «. Na obrazku jsou tyto vyznacené. Déle urcime jejich vyjadieni
pomoci zadanych vzdalenosti a a h. V prubéhu nésledného vypoctu celkové magnetické indukce
B postupné uvidime, kde jsou tyto veli¢iny potieba.
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Obrézek 4.30: Vyznacené dulezité vzdalenosti x a y a ihly 0 a «

7 Pythagorovy véty snadno uréime

:\/h2+(;)2 \/h2+ F \/h2+2 \/h2+a22- (4.42)

Uhly 6 a o vyjadifme z pifslusnych trojihelniki jako

=2  cosa=2= a (4.43)

= =, =
2¢/h% + & 24/h2 + &
Pro vypocet magnetického pole od jedné strany ¢tverce B; pouzijeme vzorec odvozeny v
prikladu 4.7 (sekce 4.3.1)) pro magnetické pole ,proudové tsecky“:

I1 I1 ~
_ Hot 2 (cosy — cos ) = ZL, (00891 +00892> )

T T T

SN

cosf =

< ol

(4.44)

kde 7 je kolmé vzdélenost od tsecky a pro zavedeni thlu 61 a 6y (resp. 9~2) viz obrazek -

01 I, Oy

Obrézek 4.31: Vzdalenost r a thly 61 a 0 (resp. 52) pro urcéeni magnetické indukce od proudové tisecky

Zde plati r = x, 0; = 03 = 0, po dosazen{ (z (4.42) a (4.43)):

I2 I 1
By :&fcos — Ho .
47 x 2m \/hg a2 2\/h2+ﬁ

Velikost prumétu je B, = Bjcosa (viz obrazek 4.29). Vyraz pro thel a viz (4.43). Nyni

ddme vSechny vyse uvedené informace dohromady:

1
a4 gHol (4.45)

B=4B,=4B——2% = '
2/h2 + Vo \/h2 2 2\/h2 £ 2\/h2+aj
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Po tpravé dostaneme vysledek

2 2
p=tol a _ kol 2v2a (4.46)

() g T @RV

Po dosazen{ ¢iselnych hodnot méme B = 4,94.1077 T

4.3.4 4.8 Trojuhelnik z dratu

Rovnostranny trojuhelnik je sletovan z homogenniho dratu. Ke dvéma vrcholim trojihelnika
je prilozeno elektromotorické napéti. Jaka bude magneticka indukce ve stfedu trojihelnika?

Obrazek 4.32: Magnetické pole ve stiedu trojihelnika.

Reseni: Proud tekouci jednotlivymi tseky trojihelnika je vyznacen jiz na obrazku m
Proud tekouci dvéma stranami trojuhelnika musi byt poloviéni oproti proudu tekoucimu skrze
jednu stranu kvuli dvojnasobné délce a tedy i dvojnasobnému odporu.

Magnetické pole ve stfedu trojihelnika bychom mohli zjistit tak, ze bychom ptispévky od jed-
notlivych stran presné vypocetli pomoci Biot-Savartova zdkona a tyto nasledné secetli. Ostatné
konkrétni vyraz pro magnetickou indukci od jedné strany trojihelnika jiz zndme z piikladu 4.7
(sekce . Pojd'me se ale na vypocet podivat trochu obecnéji. Biot-Savarttv zdkon

= ,U,()I de ﬁ

muzeme piepsat do velmi jednoduché podoby:

. di'x B .
B=1 (,uo/ a R) = I B(geometrie). (4.48)
l

47 R3

Vyslednd magneticka indukce je vzdy linearné zavisla na protékajicim proudu I a dale je jiz dana
jen geometrii tlohy — pozici a tvarem vodice s proudem a mistem urc¢ovani magnetické indukce.
Vysledkem konkrétni geometrie je konstantni koeficient g, ktery udava hodnotu magnetického
pole na jednotkovy proud.

Zde je geometrie kazdé ze stran trojuhelnika zcela stejnd — tedy i koeficient B - pokud
uvazujeme proud tekouci ve stale stejném smyslu. Skute¢ny smér magnetické indukce si uréime
dle pravidla pravé ruky — viz obrazek tento smér vyjadiime volbou piislusného znaménka
u hodnoty proudu.

111



Obrazek 4.33: Zndzornéné sméry a velikosti magnetické indukce od jednotlivych stran trojihelniku.

Nyni jen jednotlivé piispévky secteme (jesté jednou zopakujeme, ze opaény smér magnetické
indukce vyjadifme pomoci znaménka u proudu):

. I I\ -
B=(I---2)B=o0. 4.4
(BRI s

4.3.5 4.9 Krychle z dratu

Krychle je sletovédna ze stejnych tseku dréatu. Ke dvéma protilehlym vrcholum krychle ptipojime
elektromotorické napéti. Jaka bude magnetickd indukce ve stiedu krychle?

Obrazek 4.34: Magnetické pole ve stiedu krychle.

Reseni: Tento pifklad je v zésadé t¥frozmérnou obdobou piedchoziho pifkladu 4.8. Postup
bude velmi obdobny. Proudy tekouci jednotlivymi hranami krychle uréime ze symetrie — proudy
se v uzlech rozdéluji na tretiny, resp. poloviny (a pak se zase spojuji); podrobnéji viz piiklad

3.6 (sekce [3.4.1)). Vysledné hodnoty proudu jsou zndzornéné na obrézku [4.35
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Obrazek 4.35: Proudy tekouci jednotlivymi hranami krychle — é a é.

Vezméme Ctyii rovnobézné hrany, prispévky k magnetickému poli od téchto hran pak lezi
v jedné roviné — situace je znazornénd na obrazku Sméry piispévku uréime z pravidla
pravé ruky — smér magnetické indukce je kolmy na rovinu tvofenou hranou a stfedem krychle
a ukazuje-li palec smér proudu, pak prsty ukazuji smér magnetické indukce.

Velikost magnetické indukce bychom konkrétné urcili z Biot-Savartova zakona, ndm opét
bude stac¢it pouze informace o tom, ze magnetickd indukce je linearné zavisla na proudu:

- uol di'x R 1o di'x R = .
B:EZ 73 =1 ) = IB(geometrie) — B =1B, (4.50)

kde koeficient B udévé hodnotu magnetické indukce na jednotkovy proud a je dany cisté geo-
metrii vodiCe a mista urcovani magnetického pole. Pro vSechny hrany krychle je geometrie ekvi-
valentni v tom smyslu, ze koeficient B je pro vSechny stejny (jen jeho velikost, sméry piispévka
jsou ruzné a museli jsme si je predem urcit).

O~
R
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o
X )
W~

W~

Obrézek 4.36: Magnetické indukce od ¢tyfech hran krychle. Zobrazen fez kolmo na zvolené hrany
prochézejici sttedem krychle. Proudy hranami tecou ,do papiru“. Jednotlivé hrany jsou oc¢islovany a
k nim ptislusi vektory B;.

Zde konkrétné jsou velikosti prispévku magnetické indukce B; od hran s proudem é stejné,
By = Bgs, a stejné tak jsou stejné velikosti pfispévku od hran s proudem é, By = By, (opét viz
obrazek . Vlivem opac¢nych sméri se pak piispévky vzajemné vyrusi. Celkovd magnetickd
indukce od rovnobéznych hran je tedy nulova a i magnetickd indukce od vSech hran (tvorené

tfemi sadami rovnobéznych hran) ve stfedu krychle je nulova.
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4.3.6 4.14 Tr7i draty

T#i rovnobézné piimé vodice tvoii hrany trojbokého rovnostranného hranolu, jsou navzajem
vzdaleny d = 10em a kazdym teée proud I = 20 A stejnym smérem. Uréete smér a velikost
magnetické indukce na ose hranolu a na ose jedné ze stén hranolu.

(a) ,Sikmy* pohled (b) pohled zptedu

Obrazek 4.37: Magnetické pole od tii rovnobéznych dratu.

Reseni: Situace na ose hranolu je jednoducha. Hranol ma diskrétni rota¢ni symetrii o
nasobky 120° = <T — pii otoceni o tyto uhly se nezméni fyzikélni situace (poloha vodicu a
proudy v nich) a nesrm se tedy ani zménit generované magnetické pole. Nekoneéné piimé vodice
vytvareji magnetické pole lezici v rovinach kolmych na vodi¢, vyslednice magnetickych indukei
od tf{ vodi¢h tvoiici hranol musi opét lezet v roviné kolmé na vodice. Ovsem jediny vektor,
kolmy na osu hranolu, ktery se nezméni pfi rotaci o nasobky 120° je nulovy vektor. Magneticka
indukce na ose hranolu je tedy nulova. Na obrazku mame znazornéné piispévky k mag-
netické indukci od Jednothvych vodicu, ale pro vyse poumty argument symetrie bylo potfeba
pouze to, ze vektory B A, B B, Bc lezi v roviné kolmé na osu hranolu a nikoliv jejich konkrétni
smeér a velikost.

Obrazek 4.38: Magnetické indukce na ose hranolu od jednotlivych vodi¢u v roviné kolmé na vodice s
proudem (zde oznacené A, B a C a k nim pfislusné magnetické indukce B4, Bg a B¢). Sméry magnetické
indukce odpovidaji proudu tekoucimu vodi¢i smérem ,,do papiru.

vvvvvv

jako B a C' se vyrusi. Jejich velikost je steJna, jelikoz osa steny lezi ve stejné vzdalenosti od
vodi¢u tvoricich tuto sténu. Jejich smér je opacny z pravidla pravé ruky — jestlize palec ukazuje
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smér proudu tekouci vodi¢em, pak prsty ukazuji smér magnetické indukce. Zbyva nam tedy
urc¢it prispévék od vodice A.

A c

[ — [ ]

Obrazek 4.39: Magnetické indukce na ose stény od jednotlivych vodi¢u v roviné kolmé na vodice s
proudem (zde oznacené A, B a C a k nim pfislusné magnetické indukce B4, Bg a B¢). Sméry magnetické
indukce odpovidaji proudim tekoucim vodi¢i smérem ,,do papiru®.

Smér tohoto piispévku je opét déan pravidlem pravé ruky. Velikost je ddna vzorcem pro
magnetické pole od nekonecné dlouhého piimého vodice:

pol
B=— 4.51
2mr’ (4.51)

kde r je vzddlenost od vodice. V nasem piipadé plati r = {/d? — (g)2 = @d a tedy

ol
B=—p (4.52)

Po dosazeni konkrétnich hodnot mame B = 4,62.107°T.

4.4 Ampéruv zakon

4.4.1 4.13 Trubka s proudem

Elektricky proud I protéka sténami duté kovové trubky o vnitinim a vnéjSim poloméru R; a
Rs. Jaky bude prubéh magnetické indukce ve sténach trubky?

Obrazek 4.40: Nekone¢né dlouhd trubka s proudem.

Reseni: Podivejme se nejprve, jaké omezeni kladou symetrie tlohy na tvar magnetické
indukce generované proudem v trubce. Jedna se primarné o rota¢ni symetrii okolo osy trubky
a o transla¢ni symetrii ve sméru trubky. Zavedeme véalcové souradnice (r, ¢, z) tak, ze osa z
prochdzi osou trubky, viz obrézek [4.41] Vlivem rota¢ni symetrie pak velikost magnetické indukce
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B nesmi zaviset na soutfadnici ¢. Vlivem transla¢ni symetrie jeji velikost nezavisi na soufadnici
z. Méme tedy B = B(r).

Obréazek 4.41: Valcové soufadnice (r, ¢, z) v trubce.

Jaky bude smér magnetické indukce B? Piedstavme si trubku s proudem jako slozeni ne-
koneéné mnoha nekonecné dlouhych nekoneéné tenkych vodica. Magnetickd indukce generovand
jednotlivé témito vodici je znamé — vektory magnetického pole sméfuji vzdy tangencialné a ve-
likost z&visi nepfimo umérné na vzdalenosti (B %) Uvazujme pevny ale libovolny bod P
v prostoru. Tento bod jednozna¢né urc¢uje rovinu pulici trubku podélné a prochézejici bodem
P. Nyni muzeme brat vzdy dva vodice v trubce tak, ze jsou protilehlé vuéi této roviné — viz
obrazek — vodice oznacené jako A a B. Pro libovolné zvolené protilehlé dvojce vodi¢u do-
staneme vysledny piispévek k celkové magnetické indukci vzdy v tangencidlnim sméru. I celkova
magnetickd indukce v libovolném bodé P je tedy tangencialni.

’ EA +-§B

Obrazek 4.42: Vysledny smeér piispévku Ba+Bp v bodé P k celkové magnetické indukci Bod protilehlych
¢asti trubky (vodice A a B a jejich magnetickd pole B4 a Bg) je tangencialni.

Nynf jiz vime, 7e magnetickd indukce zavisi pouze na vzdalenosti r od osy trubky, B = B (r),
a smér této indukce je Cisté tangencidlni. Pro vypocet konkrétniho tvaru velikosti magnetické
indukce B(r) pouzijeme Ampéruv zakon:

}'{ B-dl = poliy, (4.53)
l

ktery vztahuje cirkulaci magnetické indukce B podél uzaviené kiivky [ s celkovym proudem I;,
uzavienym v této kiivce. Kfivku [ volime jako kruznici o obecném poloméru r koncentrickou s
osou trubky (osou z). Vektorovy element délky dl = tdl, kde ¥ je jednotkovy tecény vektor na
kfivku [, sméfuje ve sméru magnetické indukce é, viz obréazek ’4_1.]4_3‘
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Obrazek 4.43: Kfivka [ pro Ampéruv zédkon. Element délky dl mii{ ve sméru magnetického pole B.

Pro levou stranu Ampérova zdkona dostavame:

%ﬁqﬁ:me:Bmfmzzwmn, (4.54)

l l

kde jsme vyuzili nasledujici fakta: Pro kolinedrni vektory Badl plati B-dl = Bdl. Kruznice ma
konstantni vzdalenost r od osy trubky a tedy magnetické pole B(r) je podél kiivky integrace
konstantni a muzeme ho vytknout z integralu. A na zaveér jsme pouzili vztah pro délku kfivky
(zde obvod kruznice) [, 1dl = 27r.

Prava strana Ampérova zakona vyzaduje vypocet proudu I;, uzavieného uvniti kiivky /.
Rozlisime tii piipady. Pro r < R; kiivka lez{ uvnitf trubky a neuzavird tedy zadny proud,
I, = 0. Pro r > Ry lezi celd trubka uvnitt kfivky a obepnuty proud je I, = I. Na zavér
vezméme piipad R1 < r < Ry. Spoctéme proudovou hustotu j v trubce ze vzorce I = j.S, kde
S je prufez vodice:

I 1
S w(R3—RY)

Proud I;;, uzavieny ve smycce ziskdme vyndsobenim vyse spo¢tené proudové hustoty j prufezem
vodice ve smycce I: S(r) = w(r? — R?), viz obrazek tzn.

j= (4.55)

(4.56)

Obrazek 4.44: Prifez vodice S(r) uzavieny v kiivce [ — kruznici o poloméru 7.

Prubéh proudu I, (r) je zndzornén na obrazku
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T

T
O‘ R1 R2

>
Obréazek 4.45: Prubéh velikosti proudu I, (r) uzavieného v kruznici [ o poloméru r.

Porovnénim levé a pravé strany Ampérova zdkona (4.54) a (4.56]) (a ,trividlnich® ptipadu
Iy, pro r < Ry ar > Ry) ziskdme vysledek (graficky zndzornén na obrézku |4.46|):

0 r < R17
pol T°—R}
B(r) =19 smwm—g =r=h, (4.57)
g%,{ Ry <.
B(r)
wol |
27w Ry
Ol 1 i >
Ry Ry r

Obrazek 4.46: Prubéh velikost magnetické indukce B(r) v zdvislosti na vzdélenosti r od osy trubky.

Dodatek: Pro magnetickou indukci plného vodi¢e o poloméru R sta¢i polozit Ry = 0 a
Ry = R a dostaneme vysledek

pol r R
B(r) :{ e TSR (4.58)
ber TR

Ten se ndm bude hodit v prikladu 4.12 (viz nasledujici sekce [4.4.2)).

Dodatek: Casem zde bude jesté jiné zdivodnéni sméru magnetického pole v trubce Gisté
pomoci symetrii a studia toho, jaky typ pole symetrie tlohy vibec ptipousti. Pole, ktera jsou
rota¢né symetricka zobrazuje obrézek (rotacné symetrické jsou i vSechny linearni kombinace
téchto poli).

A

/ \ / f :' — >
/ “‘ "’ — >
(a) Radidlni vektorové pole. (b) Tangencidlni vektorové pole. (c) Longitudindlni vektorové

pole.

Obrazek 4.47: Vektorové pole respektujici rotaéni symetrii okolo osy z.
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4.4.2 4.12 Vyvrtana dira

Uvniti dlouhého vodice kruhového prifezu poloméru R = 5mm je vyvrtana valcova dutina o
poloméru a = 0,5mm, jejiz osa prochézi rovnobézné s osou vodice ve vzdélenosti b = 3 mm.
Vodicem tece proud I = 1 A. Jaka bude magnetickd indukce v dutiné?

)

Obrézek 4.48: Vodic¢ s vyvrtanou dirou.

Reseni: Nejprve vyuzijeme princip superpozice. Ve vodiéi s vyvrtanou dirou je proudové
hustota rovna
S R S 4.59)
TT S T R(RE a2y (4.
kde S = 7(R? — a?) je priifez vodice. Tuto situaci rozlozime na nésledujici dvé ,proudové
konfigurace“. Prvni z nich je plny vodi¢ bez vyvrtané diry s celkovym proudem I. = jS, =
jmR?. Druhou z nich je proud tekouci opaénym smérem pouze vyvrtanou dirou o velikosti
I; = jSq = jma®. Proudové hustoty v obou pifpadech uvazujeme shodné s (4.59)). Pokud tyto
dveé situace ,prolozime® (superponujeme), dostaneme puvodni proudovou konfiguraci vodice s

proudem, kde vyvrtanou dirou proud netece. Viz obrazek

I =38 =jn(R? - a?) 1. =4S, = jrR? Iy =jSq = jma?

Obrazek 4.49: Vodic¢ s vyvrtanou dirou si lze predstavit jako superpozici plného vodice a vodic¢e na misté
vyvrtané diry s proudem tekoucim opa¢nym smérem. Celkové proudy jednotlivymi atvary I, I. a I jsou
dané souc¢inem konstantni proudové hustoty j a prufezy piislusnych dtvaru S, S, a Sg.

Ted uréime magneticka pole od téchto dvou konfiguraci, B a Bd, a JeJICh hodnoty secteme k
mskam vysledného magnetického pole od puvodni konfigurace, B = B.+B,. Vyuzijeme vysledku
v dodatku piikladu 4.13 (viz sekce“, ), kde je uveden vysledek pro magnetickou indukci

uvnitf valcového vodice:
pol 7

21 R
kde I je celkovy proud tekouci vodicem, R je jeho polomér a r je vzdéalenost od jeho osy
(r < R, uvazujeme pouze body uvniti vodic¢e). My ovSem potiebujeme ,plny“ vektorovy vyraz

B(r) = (4.60)
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B (r), jelikoz piispévky B, a B, od jednotlivych proudovyich konfiguraci obecné nemfif stejnym
smérem, viz obrazek (c)

(a) Pole B,. (b) Pole By. (¢c) Pole B, a By.

Obrazek 4.50: Prlspevky k celkové magnetické indukci od plneho vodice B (vlevo) a od ,vyvrtané diry
s opaénym proudem* Bd (uprostted). Vpravo soucet B + Bd v jednom misteé.

Vime, ze vektory magnetické indukce B od plného vodice jsou tangencidlni (viz piiklad 4.13
v sekci [4.4.1)), tedy lezici v roviné kolmé na trubku a teéné k myslenym kruznicich se stfedem
na ose trubky (ilustrovdno na levém a prostfednim obrézku [4.50). Plny vektorovy vyraz pro
velikost a smér magnetické indukce pak lze napsat nésledujicim zpusobem:
= HQI nXT

kde 71 je jednotkovy vektor mifici ve sméru proudu a 7 je vektor spojujici osu daného vodice s
mistem urcovani magnetické indukce (ovéite si, ze velikost ]é | je shodna s a vektorovy
soucin dle prav1dla pravé ruky davé spravny smeér).

Vektory B, a By tedy maji vyjadieni

. 2 =
5 HoJTR T X T poj 5 pojma’ g X Fg  poj
BC - T R2 7 nc X TC) Bd - 27[_ T 7 nd X Td, (462)

kde jsme dosadily konkrétni hodnoty proudu I, a Iy pomoci proudové hustoty j. Déale vektory
e & g udavaji sméry proudu, tedy napiiklad plati 7. = —74. Konecné vektor 7. spojuje osu
plného vodice a vektor 77 osu ,,vyvrtaného vodice* s mistem urcovani magnetického pole, viz

obrazek [4.511

Obréazek 4.51: Zndzornéné vektory 7., 7y, 7. a 7ig kvuli uréeni vektoru magnetické indukce B, a By.
b b
Vektor 71, mifi smérem ,,do papiru®, vektor 7ig ,z papiru“.

Zavedeme nyni kartézské soufadnice jako na obrazku
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Obrézek 4.52: Kartézské souradnice (z,y, z) ve vodi¢i s dirou. Osa z sméfuje smérem ,z papiru®.

V téchto souradnicich zapiSeme vektory 7i., 74, Te a Ty. Smér proudu I. je do zdporného
sméru osy z a tedy 7, = (0,0,—1). Smér proudu I; je opa¢ny, takze iy = (0,0,1). Déle
uvazujme libovolny bod uvniti vyvrtané diry o polohovém vektoru 7 = (z,y,z). Pak plati
Te=7=(x,y,2) arg= (z —b,y, z). Dosazenim téchto vyjadieni do ziskdme:

EC = %(y; -, 0)7 éd = %(_y’ T — b70) (463)

Jejich sectenim dostaneme vysledek:

o . "
B=5B.+ d:%(o,fb,o):%(o,q,o). (4.64)

Magnetické pole v celém prostoru dutiny je tedy konstantni! Jeho velikost je B = “Oij, kde
bychom mohli jesté dosadit za proudovou hustotu j = 1 i Po dosazeni konkrétnich hodnot

méme B = 2,42.107°T.

4.4.3 4.15 Solenoid

Solenoid méa délku L = 30 cm a prumér d = 6 cm. Na 1 em je navinuto 5 zavitu (n = 52./cm),
drat ma odpor Q,, = 0,01Q - m~! a je piipojen k & = 24V. Jaks bude magnetickd indukce
uvniti solenoidu, tlak na bo¢ni sténu a spotifebovavany vykon?

Obréazek 4.53: Solenoid.

Reseni: Pokud zndme vzorec pro velikost magnetické indukce uvniti nekoneéné dlouhého
solenoidu, B = pgnl (n je hustota zavitu, I proud tekouci solenoidem), je piiklad trividlni.
Celkovy odpor drétu bude ziejmé R = Q,,mdnL, kde | = (wd)N je celkova délka dratua N = nL
je pocet zavitu civky. Proud tekouci solenoidem je z Ohmova zdkona I = %. Magneticka indukce
je tedy

po&

£
B = ponl = = =5,33.102T. 4.
pond = pon e = T = pap 3310 (4.65)
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. . s . / . o 2
Spottrebovavany vykon je dany Jouleovym teplem P = RI* = %

52
P = g = 203TW. (4.66)

Tlak na boc¢ni sténu je dan vztahem pro tlak na proudovou plochu, kde magnetické indukce z
jedné a druhé strany jsou B; a Ba:

1
— — (B? - B?). 4.67
p 2%( 1 2) ( )

V solenoidu méame By = B uvniti a By = 0 vné. Vysledkem tedy je:

32 1 uog 2 /1052
== =] = —"————- =1132 Pa. 4.68

P 2u0  2po <Qm7TdL 2(QmdL)? “ (4.68)
D4 se ukézat, ze tlak plsobi zevniti solenoidu — mé tedy tendenci civku roztahovat, naptiklad
pomoci Ampérova vzorce pro silu na vodi¢ s proudem dF = Idl x B.

Nyni nasleduje odvozeni vzorce B = pgnl. Podivejme se nejprve, jaka omezeni klade valcova
symetrie tilohy na mozné tvary magnetické indukce B v okoli solenoidu. Zavedme véalcové
soufadnice (z,7,¢) tak, ze osa z je totoznd s osou solenoidu, viz obrézek

A7 0

»

Obrézek 4.54: Valcové soufadnice (z,r, ) v solenoidu.

Obecné by velikost magnetické indukce B(z,7,¢) mohla zdviset na vsech prostorovych
proménnych. Vlivem rota¢ni symetrie okolo osy ale nemuze zdviset na soutadnici ¢ a vlivem
transla¢ni symetrie podél osy nemuze zaviset na z. Zbyla nam tedy pouze radidlni zavislost,
tzn. zavislost na vzdélenosti od osy solenoidu, B(r).

Kam bude mifit vektor B? Ukézeme, ze magnetické pole je tzv. longitudindlni (podélné)
— mifici ve sméru osy solenoidu. Vezméme libovolné misto a zkoumejme piispévky magnetické
indukce od dvou symetricky rozlozenych zavitu, viz obrézek Prestoze nezname presny
prubéh magnetické indukce od kruznice s proudem, z reflexni symetrie okolo roviny kruhové
smycky plyne, Zze magneticka pole od jedné a druhé proudové smycky, By a B, se se¢tou na
longitudindlni (podélny, mifici ve sméru osy z) vektor.

Obrézek 4.55: Piispévky El a By k magnetické indukci od dvou symetricky rozlozenych zaviti. Sedé
jsou znazornény priblizné magnetické silo¢ary od téchto jednotlivych zaviti.
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Nyni jiz muzeme piikrocit k vlastnimu uréeni magnetické indukce okolo solenoidu. K tomu
pouzijeme Ampéruv zakon
ﬂ{ B-dl = polin, (4.69)
l

ktery vztahuje cirkulaci magnetické indukce B podél uzaviené kiivky ! s proudem I, touto
kiivkou obepnuty.

Pro urceni magnetického pole solenoidu volime obdélnikovou smycku, jejiz dvé stény jsou
kolmé na sténu solenoidu a dvé stény jsou rovnobézné s osou solenoidu. ,,Sfika“ kiivky necht je
s a vzdalenosti dolni a horni strany od osy solenoidu jsou r; a re. Viz obrazky

(a) Kfivka ! v solenoidu pro Ampéruv zakon. (b) Rozméry a umisténi kiivky .
Obrézek 4.56: Kiivka [ v Ampérové zdkoné.
Uvniti kiivky [ je chyceno N = ns zavitu a tedy celkovy protékajici proud skrze kiivku

je Iin = Ins. Integral ptfes celou obdélnikovou smycku si rozdélime na Ctyii integrdly pres

jednotlivé strany:

fﬁ-df_ B-dl + é-dﬂ/é-dﬂ/é-di (4.70)
l leva dolni prava horni
L dl
l
£

dl

Obrézek 4.57: Elementy délky dl a teéné vektory ¢ v jednotlivych strandch obdélnikové smycky .

Sméry jednotkovych teénych vektort ¢ od elementi dl = tdl v jednotlivych ¢astech kiivky
[ jsou zndzornéné na obrazku [L.57} Integraly pres levou a pravou stranu Jsou nulové vlivem
kolmosti vektoru magnetické indukce B a tetného vektoru ke krlvce t, B.dl = 0, naopak
skalarni souc¢iny pod integraly pies horni, resp. dolni, stranu daji B.-dl=-B dl, resp. Bdl:

}[E-df: /Bdl Bdl. (4.71)
l d

olni horni

Magnetickd indukce je z&visld pouze na vzdalenosti od osy solenoidu, B(r). Ijseéky horni a dolni
stény lezi na konstantnich hodnotach soufadnice r. Vyrazy pod integraly jsou tedy konstantni

a muzeme je vytknout:

Z{E -dl = B(r) /ddl — B(ry) /dl = [B(r1) — B(r2)] s; (4.72)

olnf horni
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jesté jsme pouzili vztah [ dl = s (délka horni a dolni tsecky je s). Dosadime-li spoctené vyrazy
pro cirkulaci magnetické indukce a proud uzavieny ve smycce do Ampérova zdkona, dostaneme:

[B(r1) — B(r2)]s = poIlns  —  B(r1) — B(r2) = poln. (4.73)

7 této rovnice plyne, ze uvniti i vné solenoidu je magnetickd indukce konstantni a 1isi se o
konstantni hodnotu ugnl. Nejsnédze je tento fakt vidét, pokud (4.73)) zderivujeme podle 71, tzn.

airl, nebo podle 7y, % @), S Vysledke

dB dB
(r1) =0 — B(r;) = konst., (r2)
1 T2

=0 — B(ry) = konst. (4.74)

Zavedme nyn{ oznaceni Bz = B(r1) a B,,. = B(rz2). Plati tedy
Biwnits — Buns = pond. (4.75)
Poslednim krokem je ukazat, ze B,,. = 0. Nechme si toto do dodatku. Pak bude zjevné
Bunig = pond. (4.76)

Dodatek: Ukazme, ze B,,. = 0. Obecn4 strategie bude nasledujici. Protoze piesné spocitat
magnetické pole vné solenoidu pomoci Biot-Savartova zakona je velmi obtiinéﬂ pokusime se
ziskat néjaky horni odhad pro velikost tohoto pole, B, .. < Boan.a- Pokud pro tento odhad bude
platit Bygnaa < oro)® kde C > 0, a > 0, rg jsou konstanty a r je vzdalenost od osy solenoidu,
dostaneme spojenim téchto nerovnosti vysledek, ze presné pole musi ubyvat se vzdéalenosti od
osy solenoidu: B,,. < (r—%)"‘ Jelikoz ale jiz vime, Ze pole vné solenoidu je konstantni, jedina
hodnota tohoto pole konzistentni s ubyvanim do nekoneéna je nulova hodnotaﬁ, B, = 0.

Naleznéme tento odhad. Nejprve odhadneme velikost magnetického pole jednoho zavitu,
B, ... Vezméme Biot-Savartuv zdkon a odhadujme:

Bzévit =

uo[/dfxﬁ
l

<,ud/|df><ﬁ| _ pol [ dl
471' R3 1

= 4r ), R® ~ 4n J,R¥ (4.77)

Pouzili jsme odhady ‘f dé‘ < [dB a|a@x b| = |d||b| sin o < |@]|b]. Déle potiebujeme odhadnout

vzdalenost R mezi kousky zavitu a mistem urcovani magnetické indukce, viz obrdzek

5 .
B="\vZ T
,
,
I R :. \ :" \
Y N2 >
o \[|: z
'-.>‘dl‘-“ j

Obrazek 4.58: Vzdalenosti potfebné pro odhad magnetického pole od jednoho zavitu.

4Stejny vysledek lze samozejmé ziskat i bez derivaci. Hodnoty 71 a 72 jsou na sobé zcela nezévislé. Muzeme
napiiklad ro drzet fixné, pak B(r1) = B(r2) + ponl = konst. a opa¢né.

®Vsak také proto v tomto pifkladé pouzivame Ampériv zikon.

5Pokud by pole vné solenoidu nebylo nulové Byns = By # 0, vidy bychom nagli vzdalenost 7, kdy by byl

porusen nas§ odhad Byns < ﬁ,

c 1/
konkrétné pro r, > ro + (B—O) .
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Necht je zavit umistén na ose z na obecné soufadnici z, pak muZeme vzdalenost odhadnout

2 . . . . Ceqs .
takto: R > /22 + (r — %) — tedy Ze jsme vSechny vzdalenosti zmensSili na vzdalenost toho

nejbliz§iho kousku zavitu, opét viz obrazek Cisté pro jednodussi z4pis zavedeme vzdalenost
r=r— % jako vzddlenost od stény solenoidu: R > v/2% + r’2. Dosad'me a upravujme:

pol [ dl < Hol al - pol 1 /dl _ wold 1
l

Bzéwi = 85 — —— (% R —
" d4n fiR2 T 4w J, 22402 4w 2 42 4 22492

(4.78)

kde jsme vytkli vSechny konstanty z integrdlu a zintegrovali [ dl = wd. Celkové magnetické pole
B, ziskdame integraci ptres vSechny zavity:

évné = / gzévit dN — ané S / Bzévit dN = / Bzévit(z) ndz7 (479)
zavity zavity —00

kde dN = ndz je pocet zavitu kousku civky sitky dz. Opét jsme pouzili odhad ’ i dé‘ < [dB.
Po dosazeni z (4.78)):

* polnd 1 wolnd 1 [ dz
ané < 4 272 T 2 Z = 1 T‘TQ 72 R
—o0 —oo 1+ (5)

(4.80)

Spoctenim integralu
o dz , Z\1%® ,
— = [’I“ arctg <—/>] =7r (4.81)
oo 14 (%) /] oo
dostaneme vysledny odhad:

porInd 1 C C
Bine < Rk (4.82)
2

kde C = %Ind. Z toho, jak jiz bylo Fe¢eno na zacatku, plyne, ze B, = 0.

4.5 Magneticky dipdl

4.5.1 4.16 Zemsky magneticky dipdl

Zemské magnetické pole na severnim pélu mé indukei o velikosti B = 6,20-107° T a jeji vektor
mifi kolmo k zemi. Uréete velikost magnetického dipélového momentu Zemé a proud, ktery by
musel téci po rovniku, aby takovy moment vyvolal.

Reseni: Magnetickd indukce B od magnetického dipdlového momentu je dana vztahem

B =t (W m) . (4.83)

CArx 7o r3

Tento vztah popisuje popisuje prubéh magnetického pole daleko od tekoucich proudu, kde
prevlada dipdlovy piispévek k poli a vyssi multipélové momenty jsou jiz zanedbatelné. Predstavujeme
si tedy, ze magnetické pole Zemé vznika kdesi uprostied v jejim jadru a misto na severnim polu
je jiz dostatecné daleko, aby dipdlova aproximace byla dostateéné presna.

Zavedeme nyni kartézské souradnice s pocatkem ve stfedu Zemé a osu z orientujeme ve
sméru severniho pélu P, viz obrazek P46l P ma tedy polohovy vektor 7p = (0,0, Rz).
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Obrazek 4.59: Kartézské souradnice s pocatkem ve stiedu Zemé a osou z mitici ve sméru severniho polu.

Magnetické pole miiici kolmo k Zemi tedy mii{ proti sméru polohového vektoru 7. Vzorec
(4.83]) se sklada ze dvou ¢asti — prvni ¢ast miti ve sméru vektoru 7 a druhd ve sméru m. Aby
vysledné magnetické pole B (které je tvaru B = of + pm) mifilo v/proti sméru 7, je tieba
podminka 7 || 7. Pro ¥ = 7p tedy mame m = (0,0,m). Na pélu je pak magnetickd indukce B

rovna
(7p) Ho <3mRZ

1
"p  A4r RSZ - R%

R

. 2u0m
47TR%

B (0,0,Rz) (0,0, m)) (0,0,1). (4.84)
Pro m > 0 mifi vektor B od Zemé a je tedy tteba uvazovat m = (0,0, —m). Hodnotu mag-
netického dipélového momentu m ziskdme vyjadfenim z vektorové rovnice (4.84]) spoctenim

velikosti levé a pravé strany:

g Mmoo m:27TR3ZB'

= 4.85
271'R3Z Ho ( )

Dodatecéna otazka v zadani, jak velky by musel téct proud I po rovniku, aby vyvolal vyse
spocteny dipdélovy moment m, nedava valného smyslu. Pro kruznici s proudem o poloméru Rz
nebude davat vzorec spravny vysledek, jelikoz velikost oblasti s proudy je fadové srovna-
telnd se vzdalenosti této oblasti k severnimu pélu — dipdlova aproximace nebude presna. Muzeme
ale spocist presny vysledek pro proud tekouci po rovniku vyvolavajici zadané magnetické pole a
porovnat ho s hodnotou pole, které vyjde, pokud stejny proud dosadime do vzorce pro dipdlové
pole.

Velikost magnetické indukce na ose kruhové smycky s proudem I o poloméru r a ve vysce
h je

ol r2

Bkruinice - 7 (’]"2 + h2)3/27 (486)
(da se urcit z Biot-Savartova zakona). Po dosazeni r = h = Rz mame
pol
B ruznice — . 487
A tedy proud pro zadanou magnetickou indukeci B je (pro Rz = 6378 km)
1
I=—4V2BRy; =1,78.10° A. (4.88)
Ho

Rovinna smycka s proudem [ vytinajici plochu S ma magneticky dip6lovy moment m = IS
v naSem piipadé S = 7rR2Z. Dosadime-li tento vztah do levého vzorce v (4.85) a proud vypocteny
vySe, dostaneme pro magnetické pole na pélu v dipdlové aproximaci
~ polS ol

By, = =2 —1.75.1073T 4.89
dip Qﬂ_R% 2RZ b} bl ( )
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které je podstatné odlisné od zadaného potvrzujici naSe podezieni, ze druha ¢ast zadani nemé
valného smyslu.

4.6 Lorentzova sila

4.6.1 4.6 Kolma pole

Jakd vyslednd sila pusobi na nabitou ¢éstici pohybujici se rychlosti v = E/B ve vzidjemné
kolmych elektrickém a magnetickém polich tak, ze vektory E, B a v tvoifi pravoudhlou pra-
votocivou soustavu?

0l

Obrézek 4.60: Nabita ¢astice v navzajem kolmych polich.

ResSeni: Vzorec pro Lorentzovu silu plisobici na nabitou ¢astici s ndbojem ¢ v elektrickém
a magnetickém poli £ a B je nasledujici:

ﬁL:q(E+ﬁX§>:ﬁE+FB. (490)
Velikosti elektrické a magnetické sily Fg a Fp se rovnaji, nebot diky kolmosti vektori ¢ a
B plati
E
Fg =quB = qEB =qF = Fg. (4.91)
Pro ¢ > 0 mifi sila F, ' ve sméru vektoru E. Dle pravidla pravé ruky uréime, ze sila Fp =

qu X B mif{ proti sméru vektoru E. Pro g < 0 dtto jen obracené. Vysledna sila ptisobici na
nabitou ¢astici je pak nulova, Fr, = 0.

Obrézek 4.61: Sméry elektrické a magnetické sily Fg a Fg pro ¢ > 0.

4.6.2 4.21 Kruhovy pohyb v magnetickém poli

Deuteron se pohybuje po kruznici o poloméru r = 40 cm v magnetickém poli B = 1,57 Urcete
rychlost, energii a dobu obéhu deuteronu.

Reseni: Mame ,na vybér spocitat priklad relativisticky ¢ nerelativisticky. Proved me obojf
a porovnavejme postup a vysledky. Na ¢dstici pusobi magnetickd ¢ast Lorentzovy sily

Fg=q0x B. (4.92)

127



Tato sila vystupuje na pravé strané relativistické, resp. nerelativistické, pohybové rovnice:

d — d —
— v) = Fp, — v) = Fp; 4.93
5 (mo?) = Fp 5 (mov) = Fp (4.93)
kde faktor v = (1 — Z—j)*l/ 2 a pro nerelativistickou rovnici klademe ¢ — +o0o (efektivné v = 1).
Magnetickd sila hraje roli dostfedivé sily zpusobujici kruhovy pohyb. Jak vypada tato sila v
relativistickém piipadé? Dostiedivé zrychlg:ni je cisté kinematickd veli¢ina a jeji vyjadieni se
tedy v relativité nijak nezméni — aq = <-. Sila Fp pusobici v kazdém okamziku kolmo na
rychlost ¥ neméni jeji velikost, tzn. v = konst., a tim padem i v = konst. a relativistickou
pohybovou rovnici muzeme upravit:
2 m017) = o .5 = mond = F (4.99
— (moy¥) = moy—0 = moyd = F. )
i 07 07 dt 07
Zrychleni v této rovnici je pravé dostiedivé zrychleni zpusobujici kruhovy pohyb, takze vidime,
ze relativistickd dostiediva sila je Fy = mqoydy. Nyni jiz muzeme napsat rovnice vztahujici
magnetickou a dostfedivou silu:
02 2 02
quB = myy— = —, quB = mg—. (4.95)
r r

Staci jiz jen z téchto rovnic vyjadiit rychlost v, po snadnych tpravach ziskame

1 B
vy = - ‘ Unr = (4.96)

2 )
1 my 2 mo
V& + s 1+ (g:)

kde jsme zavedli oznaceni v,., resp. vy, pro relativisticky, resp. nerelativisticky, vysledek. Pro
¢ — 400, tzn. v nerelativistické limité, prechdzi vyraz pro v, na wv,,. Po dosazeni ¢iselnych
hodnot (hmotnost deuteronu mg = 3,343.107%7 kg, rychlost svétla ¢ = 3.108 m.s~!, elementarni
elektricky naboj e = 1,607.1071% C') dostaneme

vy =2,871.10" m.s 7L, Upr = 2,884.10" m.s7 L. (4.97)
Dostali jsme v podstaté identické vysledky — nerelativistickd aproximace je tedy v tomto piipadé

v poradku (faktor 3 =2 < 0,1 ay~1).
Kineticka energie je pak relativisticky, resp. nerelativisticky

1
Exr = (y=1)moc? =1,39.10712J = 8,63 MeV, Egnr = —mov2, =1,39.10712.J = 8,65 MeV.

2
(4.98)
Doba obéhu je z jednoduchého kinematického vztahu
27r _3 27r -8
T, = =8,75.107%s, T, = —8,71.10 8. (4.99)
Up Uny

4.6.3 4.20 Pohyb v magnetickém poli po Sroubovici

Elektron vleti do homogenniho magnetického pole rychlosti v = 5.10m.s™! a zac¢ne se pohy-

bovat po Sroubovici o poloméru r = 5cm a stoupani s = 30 cm. Urcete velikost magnetické
indukce.
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Obrazek 4.62: Pohyb ¢astice v magnetickém poli po Sroubovici.

Reseni: Na ¢éstici pisobi magnetickd ¢ast Lorentzovy sily
Fp =qi x B. (4.100)

Rozlozime-li vektor rychlosti ¢astice ¥ na slozku kolmou a rovnobéznou s magnetickym polem,
¥ = U + ¥ (viz obrdzek , dostaneme pro silu Fp a jeji velikost vyjadieni

FB:q(l_}l—l—U”)XB:q{}lXB, Fp=qu,B. (4.101)

Obréazek 4.63: Rozklad rychlosti ¥ = @) + ¥ do sméru kolmého a rovnobézného s magnetickym polem

—

B.

Pohyb po sroubovici muzeme rozlozit na kruhovy pohyb obéznou rychlosti v a stoupavy
pohyb rychlosti vj. Magnetickd sila ptisobi vzdy kolmo na rychlost ¥, a hraje tedy roli dostiedivé
sily pro kruhovy pohyb — proto plati:

02
qui B = m—=+. (4.102)
r
Vyjadiime-li z rovnice magnetické pole B dostaneme
mu

B = . 4.1
e (4.103)

Nyni sta¢i jen nalézt vztah pro v, v fedi v, s a r (stoupani s predstavuje vzdélenost, kte-
rou ¢éstice urazi v ,podélném* sméru pii jednom obéhu kruhového pohybu). Vezmeme jednu
otacku sroubovice a ,rozvineme ji“ do roviny. Vznikne tak pravouhly trojihelnik s odvésnami
o velikostech s a 27r, viz obrazek
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v 2rr

Obréazek 4.64: Pohyb ¢astice v magnetickém poli po Sroubovici.

7 podobnosti trojuhelniku ziskame

2
L L T (4.104)
v s? + (27r)? 1+ (52 )2

Dosazenim do (4.103|) dostaneme vysledek

B — m v . muv
TG o )

Pro konkrétni hodnoty (hmotnost elektronu m. = 9,109.1073! kg, elementdrn{ elektricky néboj
e=1,602.10"1C) mdme B = 4,11.107*T..

(4.105)
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Kapitola 5

Elektromagnetické pole

5.1 Elektromagneticka indukce

5.1.1 5.2 Indukce na kolejich

Dvé dlouhé dokonale vodivé kolejnice jsou od sebe vzdéleny d = 0,5m a spojeny odporem R =
0,2 Q. Po nich klouze dokonale vodivé ty¢ rychlosti v = 4m.s~!. Kolmo k roviné kolejnic ptisobi
magnetické pole B = 0,57T. Urcete indukované napéti, silu potfebnou k udrzeni konstantni
rychlosti, mechanicky a tepelny vykon v tomto zafizeni.

Sy
=
&
su ]

Obrézek 5.1: Indukce na kolejich.

Reseni: Pro urceni indukovaného napéti &;,4 pouzijeme Faradaytuv zdkon elektromagnetické

indukee:
d®

Eind=———. 5.1
ind dt ( )
Je potteba urcit magneticky indukéni tok @, ktery je dan vztahem
P = / B-dS, (5.2)
S

kde S je plocha ohrani¢end smyckou, ve které chceme urcit indukované napéti. V nasem piipadé
volime obdélnik ohrani¢eny kolejnicemi, ty¢i a odporem; viz obrazek

Obrazek 5.2: Plocha S pro vypocet magnetického indukéntho toku ®.
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Normélovy vektor 77 k tomuto obdélniku mifi do papiru (do zemé) a je tedy rovnobézny
se zadanym magnetickym polem B. Vzhledem k tomu, ze dS = i dS , dostavame pro skalarni
sou¢in B - dS = BdS. Navic magnetické pole B je vS8ude v prostoru konstantni a lze ho z
integralu vytknout. Vypocet toku @ je tedy

@:/B’-dﬁ:/BdS:B/dS:BS, (5.3)
S S S

kde S na pravé strané znaci obsah obdélnika z obrazku Ziejmé S = S(t) = (lp + vt)d, kde
lo znaci vzdalenost tyce od odporu v ¢ase t = 0s. Tok ® nyni zderivujeme podle ¢asu dle ([5.1))
a ziskame indukované napéti:
dd dsS

Eindl = — = B— = Bud. 5.4

End = 22 = 5% _ B, (5.4
Po dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot mame &, =1V.

Tepelny vykon P, je ddn vztahem

& Bud)?
Prep = zdz( 2) =5W. (5.5)

Tento se ze zdkona zachovani energie musi rovnat mechanickému vykonu Pj,..;, dodédvanému do
yzafizeni®. Tedy Prech = Piep = 5W. Tento mechanicky vykon je zpusoben silou pusobici na
ty¢, které je potieba k udrzeni konstantni rychlosti tyce. Plati P,,ecp, = Fv, a tedy F' = % =
1,25 N.

Dodatek: Indukované napéti a silu potfebnou k udrzeni konstantni rychlost lze zde také
spocist pomoci Lorentzovy sily (tento postup nelze pouzit, pokud je magnetické pole proménné

v Case)

— — . - E:O . -

FL:q(E—i—va) =0 47 x B. (5.6)
Volné naboje v ty¢i jsou nuceny se pohybovat rychlosti ¢. Dle pravidla pravé ruky ur¢ime smér

Lorentzovy sily Fr pusobici na nédboje v ty¢i (uvazujeme, ze kladné naboje ¢ > 0 tvoii vodivost
tyce, abychom diskuzi nekomplikovali dodate¢nymi znaménky):

A
>
v

Obrézek 5.3: Lorentzova sila pusobici na ndboje v ty¢i pohybujici se rychlosti v.

Nyni vyuzijeme definici napéti
1 (= =
U:/F-dl. (5.7)
q.Ji
Napéti U v obvodu je zde generované pravé vlivem Lorentzovy sily F pusobici na naboje v
pohybupm se tyC¢i. Budeme tedy mtegrovat podél tyce od jedné koleJnlce ke druhé. Lorentzova
sﬂa F; miif ve Smeéru tecného vektoru ¢ k tyci (viz obrazek |5.4), tedy F; mé smér shodny s

dl = t'dl a plati Fy, - dl = Frdl.
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Obrazek 5.4: Kfivka integrace [ pro uréeni napéti U s vyznaCenymi vektory Frat

Jelikoz sila Fy, = quB (z || a smért vektorit 7 a B na obrazku i je podél tyce konstantni,
dostaneme

1
U= /FL dl = /FLdl fFL /dl = —Frd = Bud. (5.8)
q l q

Vlivem indukovaného napéti U zacne obvodem protékat proud I, ktery zpusobuje dodateény
pohyb naboji v tyci. Naboje se tedy navic pohybuji rychlosti ¥; ve sméru tyce, coz vyvolava
dodateénou Lorentzovu silu pusobici proti sméru pohybu tyce — dle pravidla pravé ruky, viz
obrazek [5.5]

S

Obrézek 5.5: Dodate¢nd Lorentzova sila zpltisobena proudem I zpomalujici tyc.

Velikost této sily se ziskd pomoci Ampérova vzorce
dF = Idl x B, (5.9)

kde dF oznacuje silu na maly element tyce dl. Vzorec se odvodi ze vzorce pro Lorentzovu
silu, smér sily je tedy stejny jako na obrazku vyse — roli dl hraje rychlost Ug. Podél celé tyce
mezi kolejnicemi je prispévek k celkové sile dF konstantn{ — di a B maji stale steJny smeér a
stejnou velikost. Velikost tohoto ptispévku je dF = IBdl (z kolmosti vektoru dl a B a vzorce
(5.9)). Celkova velikost sily F je pak

2
:/dF:/IBdl:IB/dl:IBd:UBd: (Bd)™ (5.10)
l l l R R

Silou stejné velkou ale opa¢né orientovanou je pak nutno pusobit na ty¢, aby nezpomalovala.
Pozor, obecné neni pravda, ze

F = /dF. (5.11)
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Takto je mozné celkovou velikost vektoru F pocitat pouze, pokud vSechny piispévky dF miFi
stejnym smérem (coZ je v nasem piipadé splnéno). V obecném piipadé se vektorovému integralu
neda vyhnout a plati

F“—L/dﬁw (5.12)

5.1.2 5.1 Pohybujici se smycka

Dlouhym pfimym vodi¢em tece proud I. Urcete magneticky indukéni tok obdélnikovou smyckou
umisténou podle obrazku. Vzdaluje-li se smycka od vodice rychlosti v urcete indukované napéti.

l—»

aq .
«———————————
a2

Obrazek 5.6: Obdélnikova smycka pohybujici se v magnetickém poli.

Reseni: Magneticky indukéni tok je dén vztahem
@:/§d§ (5.13)
S

Magnetické pole B v tomto pifkladu je generované (nekonecéné) dlouhym piimym vodi¢em s
proudem I a jeho velikost je

_ Mol
-2
kde r je vzdalenost od vodice (tento vztah lze ziskat z integralntho Ampérova zékona, pripadné
pomoci Biot-Savartova zdkona). Smér vektoru magnetické indukce B uréime z pravidla pravé
ruky — palec ukazuje smér proudu, prsty ukazuji smér magnetického pole, tzn. B je kolmé na
papir a miif do néj, viz obrazek

B (5.14)

@ ® ®

o1

Obrézek 5.7: Smér magnetické indukce B od nekoneéné dlouhého pifmého vodice v roviné smycky.
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Plochu pro integral ((5.13)) pfirozené volime jako obdélnik ohramceny obdélnikovou smyckou.
Normalovy vektor 7 Vohme smérem do papiru. Plati, ze vektory BadS=idS ] jsou rovnobézné,
a tedy B - dS = BdS. Zavedeme kartézské souradnice r a z dle obrézku

-
[0) aj + vt as + vt

Obréazek 5.8: Zavedeni soufadnic r a z.

Vidime, ze obdélnikovd smycka je parametrizovand témito rozsahy soutadnic: r € (a; +
vt, az +vt) (smycka se pohybuje doprava rychlosti v) a z € (0, h). Element plochy v kartézskych
soufadnicich je jednoduse dS = drdz. Pocatek soufadnic a jméno soutadnice r jsme zavedli tak,
ze velikost magnetického pole vyjadiend v souradnicich (r, z) mé stejnou podobu jako v (5.14)).
Nyni jiz muzeme sestavit dany ploSny integral a spocitat ho:

as+vt I I as+vt I
@(t):/Bdsz / KoL g = 07 dr/ dz =2 <“2+”t>z (5.15)
S T

a1 ot 2r 27 Jay ot a1 + vt

Tok & v case t = 0 s ziskdme prostym dosazenim:

poll . as
71n7

Bt =0) = (5.16)

2 aj '

Indukované napéti &;,4 spocteme z Faradayova zdkona elektromagnetické indukce jako ¢asovou
derivaci magnetického indukéniho toku ®:

d®  poll ay+vt wv(ay +ovt) — (a2 +vt)v  poll v(ag — ay)
dt 27 ag+ot (a1 + vt)? 21 (a1 +ot)(ag +ot)’

Einalt) = — (5.17)

A napéti &;,4 v ¢ase nula:

_ poll v(ag —ay)

gmd(t - 0) 21 ai1an

(5.18)

Dodatek: Velmi dodatetné spocteme tok v ¢ase t = 0s pro pocatek souradnic umistény
nikoliv na dréatu ale v levém dolnim rohu smycky:
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0] az —ay

Obrazek 5.9: Zavedeni souradnic x a y s poCatkem v levém dolnim rohu smycky v ¢ase t = 0 s.

V tomto piipadé je obdélnik vytnuty smyckou na souradnicich x € (0,a2 —a;) a y € (0,1).
Vzdélenost od dréatu je r = a; + x. Integral pro tok ® pak vypada nasledovné:

®(t=0)= [ BdS = e Hol dzd
t=0)= = —————dxdy. 5.19
( ) /S /0 /0 2m(ar + @) Y ( )

Vysledek je samoziejmé stejny jako v predchozich souradnicich (substituce r = ay 4+ z). Tok ®
v libovolném ¢ase bychom spocetli zménou mezi: x € (vt,as — a3 + vt).

5.1.3 5.7 a 5.8 Rotujici civky

Ctvercové smycka o strané a = 10 em rotuje v homogennim magnetickém poli B = 0,27 kolem
osy rovnobézné s rovinou ¢tverce a kolmé k poli s frekvenci 50 Hz. V okamziku ¢t = 0 lezi smycka
v roviné kolmé k poli. Urcete zavislost indukovaného napéti na case.

Jaké maximalni napéti se muze indukovat v civce s N = 4000 zavity o stfednim poloméru
R = 12 ¢m rotujici s frekvenc! f = 30 Hz v zemském magnetickém poli o indukei B = 5-107° T°?

w

Obréazek 5.10: Rotujici ¢tvercova smycka a kruhova civka.

Reseni: Tyto piiklady jsou téméf identické a budeme je Fesit najednou. Nejprve spoéteme
napéti indukované na smycce, jak se situace zméni pro N zavitu uvedeme pozdéji.
Vyuzijeme Faradaytuv zdkon elektromagnetické indukce

dd

e 2
gznd dt (5 O)
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Potifebujeme tedy pocitat magneticky indukéni tok:

<I>:/§-d§. (5.21)
S

Podivejme se nyni na situaci s otacejici se smyckou shora na obrazek

y
A
<

Obrézek 5.11: Pohled shora na otacejici se smycku.

Plochu S pro integraci volime jako ¢tverec, resp. kruh, jehoz hranici je ¢tverec, resp. kruznice,
smycky. Normalovy vektor se pak otd¢i spolu se smyckou a s magnetickym polem svira ¢asové
proménny uhel a(t) = ap+wt (pro t = 0 mame o = g a tedy pozadavek kolmosti roviny civky
k sméru magnetlckeho pole v zadéani vede na ag = 0). Skaldrni souc¢in pod integrdlem nabyva
tvaru B -dS = B -idS = BcosadS = BcoswtdsS. Magnetické pole je vsude konstantni a
muzeme ho vytknout z integrdlu. Stejné tak 1hel « je vsude na plose integrace konstantni.
Vypocet toku je tedy:

<I>:/E-dgz/BcoswtdS:Bcoswt/dS:BScoswt. (5.22)
S S S
Indukované napéti &;,4 ziskame derivaci:
dd
Eind = = BS wsin wt. (5.23)

V pifpadé ¢tvercové smycky S = a2, pro kruhovou smycku S = wR2. Jak se vysledek zméni v
piipadé, ze civka se sklada z N zavitu? Jednotlivé zavity jsou navinutim sériové spojeny, viz
ilustraéni obrazek [5.121

Obrézek 5.12: Zavity navinuté na civce jsou vlastné sériové spojené.

Napéti indukovand na kazdém ze zaviti, gi(riz)d = —d®® /dt (kde & je tok i-tym zdvitem),
se tak scitaji:
N N
(celk) () _ e
SREDSCVESDY
i=1 i=1

137

(5.24)



Ovsem zavity jsou naskladané jeden na druhém, sdileji tedy ten samy indukéni tok,
M — @ = — W) = p. (5.25)
Celkové napéti je pak N-nasobek napéti na jednom zavitu:

gleeth) — NSglzi = NBSwsinwt. (5.26)

ind in

Indukované napéti ma harmonicky prubéh a jeho maximélni hodnota je dand amplitudou tohoto
kmitavého pohybu:
gimat) — NBSw. (5.27)

5.1.4 5.6 Homopolarni generator

Kovovy kotou¢ poloméru R = 10 ¢m rotuje s frekvenci f = 60 Hz kolem své osy v homogennim
magnetickém poli B = 0,27 kolmém k roviné kotouce. Najdéte potencidlni rozdil mezi stftedem
a okrajem kotouce. Jaky bude tento rozdil bez magnetického pole?

w
A
® B ®

L

Obrazek 5.13: Homopolarni generator.

Reseni: V tomto pifpadé nelze vyuzit Faradaytv zdkon elektromagnetické indukce. Tento
zékon, prestoze je velmi univerzdlni a zahrnuje fadu principu indukovéni napéti, lze vyuzit
pouze pro obvody, které se sklddaji z tzv. tenkych vodi¢u (nemusi byt fyzicky tenké, jen jejich
délkovy rozmér musi pfevazovat nad ostatnimi rozmeéry). Je totiz nutné mit jasné definovanou
hranici (tvofenou obvodem) plochy, skrze kterou pocitame indukéni tok. V nasem piipadé je ¢ést
obvodu tvofena kovovym kotouc¢em, kde neni jednozna¢né dano, kudy vést hranici plochy. V
kazdém piipadé, at uz bychom ji vedli kudykoliv, Faradayiv zakon by zde dal chybny vysledek
ov.

My musime vyjit piimo z definice napéti

U:l/ﬁ-df (5.28)
qJi

a naintegrovat sily pusobici na naboje v rotujicim kotouci. Ty jsou dvoji — odstiediva sila a
magnetickd Lorentzova sila:

|Eo| = mw?r,  Fp =q¥x B. (5.29)

Rychlosti ndboju a smeéry sil (magnetickd sila pro ¢ > 0) jsou zndzornény na obrazku
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Obrazek 5.14: Vlevo rychlost ndboju v rotujicim kotouéi. Vpravo sméry sil ptsobici na naboje.

Za kiivku integrace volime co nejjednodussi s jednim koncem ve stfedu kotouce a s druhym
na kraji kotouce v misté ptivodniho dratu. Pfirozené se nabizi vzit radidlni tsecku ze stiedu
na kraj kotouce. Zavedeme radialni soutadnici r — vzdélenost od stfedu kotouce, pak kiivka je
charakterizovdna rozsahem soufadnic r € (0, R) a element délky je dl = dr. Elementu délky

piifadime smér ¢ miFici radidlné od stfedu, tedy di’= tdl. Situace viz obrazek

Obrézek 5.15: Kfivka integrace [ s vyznacenym elementem délky dl a smeéry sil Fp a F,.

Pak skalarni soucin je F.dl = £Fdl — kladné znaménko pro odstredivou silu a zaporné

znaménko pro dostfedivou magnetickou silu. Napéti tedy spo¢teme nésledovné

1 (= - 1 1 (R
U=Z=[|F-dl=+> | Fdl =+- F(r)dr
q.J; q.Ji q.Jo

a pro konkrétni sily dostavame konkrétni vyrazy:

mw? R?

1 R 1 R R2
U, = / mw?r dr = —— UL:—/ qwBrdr = —wB—.
qJo 0 2

qg 2’ q

(5.30)

(5.31)

Pro nami zvoleny smér magnetického pole B tedy napéti vyvolané odstfedivou a magnetickou
silou ptusobi proti sobé. Po dosazeni zadanych ¢iselnych hodnot a hmotnosti a nadboje elektronu
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Me & € Za M a ¢ mame
Uo| = 4,04-107°V, \Ur| =0,377V. (5.32)

Dodatek: Napéti mezi stifedem a vnéjskem kotouce nezavisi na dréze, po které integrujeme.
Ukéazeme to nalezenim potencidlu pro odstiedivé a magnetické silové pole v kotouci. Tyto sily
zavisi pouze na vzdélenosti od sttedu, tedy F(r), a proto i potencidl bude funkei pouze r, U(r)
(pismeno U pro potencidl pouzivame pro odliseni od napéti U). Kladny smér sily zvolime jako

mifici od stfedu kotouce. Z podminky F' = —% snadno najdeme vysledné potencidly:
L 99 1 2
U, = —mw T Ur = §qur . (5.33)

Jelikoz napéti je definovano jako prace na jednotkovy naboj a préace je dana rozdilem potenciala
v pocateénim a koncovém bodé, mame

Uy =L U(0) ~Us(R)),  Up= ;<uL<o> U (R)); (5.34)

tyto vedou na jiz spoc¢tené hodnoty napéti.

5.2 Vlastni a vzajemna indukénost

5.2.1 5.3 a 5.4 Vlastni indukénost valcové civky

Urcete vlastni indukénost a magnetickou energii solenoidu o poloméru R = 1em a délce | =
50cm s n = 6 zavita na 1 cm délky, protéka-li zavity proud I = 1 A.

Urcete vlastni indukénost toroidalni civky malého prifezu S = 1em? o poloméru stiedové
kruznice r = 5em, s celkovym poctem zavitu N = 100.

Obrazek 5.16: Valcova civka.

Reseni:

Magneticka indukce uvnit¥ (nekone¢né) dlouhé solenoiddlni civky je B = ponl, kde n je
hustota zavitu, n = N/I. Vektor magnetické indukce miii ve sméru osy civky dle pravidla pravé
ruky — palec ukazuje smér proudu tekouci po valci, prsty pak ukazou smér magnetické indukce

(viz piiklad 4.15 — sekce (4.4.3)).

Obrazek 5.17: Smér magnetické indukce je dan pravidlem pravé ruky dle sméru proudu I.
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Magneticky indukéni tok @ jednim zavitem civky je
cI):/E-dgz/BdS:B/dS:BS:MOnIS, (5.35)
s s s

kde S je disk s hranici vybraného zavitu a kde jsme vyuzili toho, ze magnetické pole B uvniti
civky mif{ kolmo na plochu zavitu (tzn. je rovnobézné s normélovym vektorem 7 k plose S:
B-dS = B-7ndS = BdS) a zaroven je homogenni, takze je mozné ho vytknout z integralu.

Také viz obrazek B.18]
."ls’“‘\
B b
<+t —
Ll

Obrazek 5.18: Plocha integrace S, normélovy vektor 7 a vektor magnetické indukce B.

Indukénost je pak z definice N® = L[EL

NO
L= - = pon NS = pon?(1S) = pon?V; (5.36)
ve vysledku jsme pouzili objem civky V =1[S.
U toroidalni civky malého prifezu provedeme aproximaci, ze magnetické pole uvniti civky
je homogenni (v nésledujicim piikladé spoc¢teme pole uvnitt toroiddlni civky presné) a ze jeji
objem je pfiblizné V = 27rS.

5.2.2 5.5 Vlastni indukénost toroidalni civky

Uréete vlastni indukénost toroidu obdélnikového prufezu o vnitinim poloméru Ry = 10cm,
vnéjsim poloméru Ry = 20 cm a vysce h = 5 cm, je-li na ném navinuto N = 1000 zavitt.

!Tento vztah se nazyvé statické definice indukénosti. Snadno plyne z dynamické definice indukénosti — vzta-
hujici zménu proudu civkou k indukovanému napéti v ni:

E=1LI.

Celkové indukované napéti £ je ddno sou¢tem indukovanych napéti v jednotlivych zavitech

N N ;
dd®
TRt a

kde jsme vynechali znaménko u Faradayova zdkona, které je stejné dané pouze volbou kladnych sméri. Pokud
jsou magnetické indukén{ toky jednotlivymi zavity shodné, ®® = &, dostaneme dynamickou definici indukénosti
ve tvaru

Ao dI
N& =L%.
dt dt

Zintegrovanim podle ¢asu pfijdeme ke statické definici indukénosti

N® =LI.
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Obrézek 5.19: Toroidalni civka obdélnikového piutezu.

Reseni: Vypocet se bude sklddat ze t¥{ hlavnich ¢dsti. Nejprve ze symetrie tlohy uréime
moznd magnetickd pole respektujici tuto symetrii, ddle uréime magnetickou indukci uvniti to-
roidaln{ civky pomoci Ampérova zékona a nakonec spoc¢teme magneticky indukéni tok skrz jeden
zavit. Z definice indukénosti, N® = LI (k puvodu tohoto vztahu viz pozndmka pod carou u
minulého piikladu), pak jiz snadno napiseme vyslednou vlastni indukénost.

Zavedme nyn{ cylindrické soufadnice (r, ¢, 2) s po¢atkem uprostied toroidu a osou z sméfujic
ve sméru osy toroidu — viz obrézek

Obrézek 5.20: Viélcové souradnice (r, ¢, z) v toroidalni civce.

Toroidalni civka ma spojitou rotaéni symetrii kolem osy z — predstavujeme si, ze zavity jsou
velmi husté navinuty, a tedy pootoceni o libovolny tihel nezméni fyzikalni situaci. Nahrazu-
jeme tak proud tekouci jednotlivymi draty po plasti toroidu rovnomérné rozlozenym ploSnym
proudem.

Poznamka: Ve skute¢nosti bude mit toroidélni civka pouze diskrétni rotacni symetrii o tihel
27w /N (pfi rovnomérném navinuti zavity) — a magnetické pole by tedy mélo malé variace pii
zméné soufadnice . Pouzivame tedy ,aproximaci® velmi hustého navinuti zavitu. Dale jiz bude
vSe bez jakéhokoliv zanedbavani.

Dusledkem rotaéni symetrie je, ze velikost magnetické indukce nezavisi na polarnim uhlu ¢,
tzn. B = B(r, 2).
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Ampéruv zdkon (v integralnim tvaru)

%é dl = po / j-dS = ol (5.37)
l S

vztahuje cirkulaci magnetické indukce podél uzaviené kiivky a celkovy proud I;,, ktery je touto
smyckou obepnuty. Je velmi vyhodné ho pouzit v piipadech, kdy mame symetrickou fyzikalni
situaci. K¥ivku pro levou stranu Ampérova zakona volime jako kruznici o poloméru r jejiz osa
je totozna s osou toroidu. Kruznice je umisténa v libovolné vysce z uvniti toroidu, viz obréizek

B.2Tk

Obrézek 5.21: Kiivka [ z Ampérova zdkona.

Ampérav zakon ndm umozni zjistit pouze tangencialni slozku B, celkového magnetického
pole, jelikoz plati (pro znaceni By, B, , dl a t viz obrazek [5.22)

— — —

B-dl= (B, +B,)-dl=B,-dl = B,dl. (5.38)

Obrézek 5.22: Vektor magnetické indukce B a jeho rozklad do tangencidlniho a normalového sméru.
Element délky dl = #dl, kde t je jednotkovy teény vektor ke kiivee [.

Poznamka: Ve skutecnosti je pole v toroidu ¢isté tangencialni, tzn. B, = 0, pomoci Ampérova
zédkona tedy urc¢ime celkové magnetické pole uvnitt toroidu B = Et — proc¢ je pole pouze tan-
gencialni naleznete v dodatku. Zaroven nas ale normaélova slozka magnetického pole B, pro
vypocet magnetického indukéniho toku nezajima, jak bude vidét v nasledujicim textu.

Levd strana Ampérova zdkona déva:

/é-df_ /Bt dl = B /dl = 271 DB;, (5.39)
l l l
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nebot vlivem rota¢éni symetrie je magnetické pole v konstantni vzdalenosti r od osy civky a v
konstantni vysce z konstantni. Smycka [ obepind vSechny zavity toroidu, celkovy proud v ni
uzavieny je tim padem I;, = NI. Vysledkem je vyjadieni tangencialni slozky magnetického
pole v zavislosti na poloze v toroidu:

poNT
2rr

27TT'Bt = /,L()NI — Bt =

(5.40)

Magnetické pole zdvisi pouze na vzdélenosti od osy toroidu (na soufadnici r) a nezavisi na
vertikalni pozici v toroidu (na soutadnici z).
Nyni spoc¢teme magneticky indukéni tok ® skrze jeden zavit civky

<I>:/§-d§. (5.41)
S

Plocha integrace S je obdélnik tvotici prufez civky. Skalarni souc¢in B. dg kde dS = ndS, i
je jednotkovy normalovy vektor k plosce dS, upravnne podobne jako u Ampérova zakona, tj.
magnetické pole znovu rozlozime do kolmych sméru B=EB,+B |, a dostaneme

B-dS=B-i@dS=(Bi+B,) -idS = B;-idS = B;dS (5.42)

(zachovdvame znaceni B a B, dle obrazku tzn. vektor By je rovnobézny s normélovym
vektorem 7. Vztahy mezi plochou integrace S, normélovym vektorem 7 a rozkladem B =
B + B, viz obréazek .

Az
] h

s

rr o ]
Ry R, O

Obrazek 5.23: Plocha integrace S a k ni kolmé vektory 7 a B,.

Obdélnik, jehoz hranici je jeden zdvit civky, je dédn rozsahy soufadnic r € (Rj, Re) a z €
(0, h). Element plochy je v kartézskych souradnicich dS = drdz. Vlastni integrovéni je po
dosazeni vyjadieni pro B; ziskané z Ampérova zdkona jednoduse:

Ro (o NT NI Ry dr NI.. R
/ B, dS = / / PO dr dz “’0 / / Do B0 2 (5.43)
2mr 21 Ry

Vlastni indukénost toroidu je z definice

No MONth Ry

L= = .
I 2w R1

(5.44)

Dodatek: Smér magnetického pole. Aneb B, =0. Jiz brzy.
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5.2.3 5.9 Vzajemna indukcnost I

Dveé civky jsou indukéné vazany vzajemnou indukénosti L, = 5 H. Jak se musi ménit proud
v primérni civce, aby se v sekundérni indukovalo konstantni napéti £ = 1V? Muze se takto
indukovat trvale?

ResSeni: Vyjdeme ze vzorcu definujicich indukénost a vzajemnou indukénost vztahujici
zmény proudu jednotlivymi civkami a napéti na nich indukované:

51 = Lljl + vaj27 52 = L’L}Zjl + L2j2- (545)

Napéti indukované na sekundarni civce je ddno druhou z rovnic, konkrétné napéti indukované
vlivem zmény proudu v primarni civce je dano prvnim Clenem pravé strany:

E=1Ly,.I. (5.46)

Tuto jednoduchou diferencidlni rovnici vyresime.

d
—fkonst. Y L= i41, (5.47)

L’UZ vz

i =

kde Iy je integra¢ni konstanta predstavujici proud v case t = 0s. Proud v civce bez prestani
linedrné roste, takze jisté nemuzeme konstantni napéti £ drzet trvale.

5.2.4 5.10 Vzajemna indukénost 11

Dvé civky maji indukénosti L1 = 0,2 H, Ls = 0,3 H a vzajemnou indukénost L,, = 0,1 H.
Jaka bude vyslednd indukénost pii zapojeni téchto civek do série?

Obrazek 5.24: Sériové spojené civky.

Reseni: Nejprve zavedeme kladné sméry. Proud tekouci civkou oznacéime za kladny, jestlize
tece zleva doprava. Napéti indukované v civce oznacime za kladné, jestlize na levém vyvodu
civky naméiime kladny pél a na pravém zaporny. Viz obrazek

T

I+ U+
+ .

Obrazek 5.25: Kladny smér proudu a polarita kladné indukovaného napéti.

Pokud bychom ve chvili, kdy se na civce indukuje kladné napéti, zapojili na civku spotiebic,
proud tekouci civkou by byl zdporny (dle kladné zavedeného sméru proudu) — obrézek
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Obréazek 5.26: Kladné indukované napéti vyvolava v civce zdporny proud.

Pii takto zavedenych kladnych smérech dostdvame dynamickou definici indukénosti vzta-
hujici zménu proudu v civce s napétim v ni indukovaném ve tvaru

£=1LI, (5.48)

kde kladné znaménko plyne z Lenzova zakona. Ten tikd, ze indukované napéti pusobi proti
zméneé, kterd ho vyvolala. Pokud tedy méame zvétsujici se proud tekouci civkou, musi se na
civce indukovat kladné napéti, které vyvolava dodateény proud tekouci v zdporném sméru a
tedy oslabujici zvétsovani proudu, které zpusobilo indukovani napéti.
Pro vzdjemnou indukénost mame vztahy (kladnd znaménka zustdvaji vlivem ptredchozi ar-
gumentace)
& = LIy + Ly, I, Ey = Ly.I1 + Laly; (5.49)

tyto vztahuji zmény proudu jednotlivymi civkami k napétim indukovanym na jednotlivych
civkach.

Civky muzeme zapojit dvéma zpusoby dle obrazku Na ném jsou vyznaceny skuteéné
sméry proudu a pouze kladné indukovaného napéti (tedy polarity napéti na obrézku slouzi jen
k vyznaceni kladného sméru, nikoliv k vyznaceni skutecné polarity indukovaného napéti — ta
nam vyjde piimo ze vzorcu definice vzdjemné indukcnosti, kde jsme peclivé pomoci Lenzova
zdkona ur¢ili spravné znaménko). V prvnim piipadé se napéti scitaji, ve druhém odecitaji.

Obrézek 5.27: Dva zpusoby sériového zapojeni civek.

Spojené civky se ted chovaji jako jedna velka civka skrz niz protékd proud I. Mizeme tedy
uré¢it celkovou indukénost L. spojenych civek pomoci vztahu

gcelk = Lcelkj- (550)
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V prvnim pfipadé plati, ze napéti se scitaji E.ep = E1 + E2 a proudy tecou v souhlasném sméru
I, = I, = I, ve druhém mame piipadé mame rozdil napéti . = &1 — & a nesouhlasné
tekouci proudy Iy = —Iy = I, viz pfedchozi obrazek Po dosazeni ze vzorcu pro vzajemnou
indukénost (5.49) za napéti & a E:

gc(ell)k = gl + 62 = (Lll + vaj) + (vaj + LQI) = (Ll + Lo+ 2va)j = ngklv

ED) =& — & = (Luf = Lyod) = (Luad = Lol) = (L1 + Ly = 2L,)[ = L&, 1. (5.51)

Vysledky pro celkovou indukénost dle zpiisobu zapojeni pak jsou
LY =L+ Ly+2L,., L¥), =L +Ly—2L,.. (5.52)

5.3 LR a RC obvody

5.3.1 5.11 a 5.12 RC obvod

Kondenzator o kapacité C' = 0, 1 uF' s pocateénim napétim Uy = 1000 V' se vybiji pfes odpor R =
10 Q2. Za jakou dobu poklesne velikost ndboje na kondenzatoru na iroven jednoho elementarniho
naboje?

Kondenzator o kapacité C' = 100 uF je nabit na napéti Uy = 10000 V. Vybijime jej pfes odpor
R = 1kQ. Za jak dlouho se mtuzeme kondenzédtoru bez nebezpeéi dotykat?

Reseni: Casové pribéhy napéti na kondenzatoru a proudu v RC obvodu jsou nésledujici:
U(t)=Upe re,  I(t) = Ipe 7e. (5.53)

Velikost ndboje na kondenzatoru je z definice kapacity @@ = C'U a tedy ¢asovy priubéh je

Q(t) = ClUe™ 7e (= Qe 7T). (5.54)
Vyjéddifenim casu z vztahu pro napéti (5.53)) a ndboj (5.54) mame
U(t) Uo Q(t) CUg
t=—RCln——~* =RCln ——, t=—-RCln—=—+=RCIln—. 5.55
Uy U CTh o Y

V prvnim piikladé méme Q(t.) = e a vysledny cas je

I, = RCln @ (5.56)

V druhém piikladé je tieba si zvolit hodnotu (ne)bezpeéného napéti Ugy,+ k ziskani konkrétniho

vysledku...
fomrt = RC'In —20_. (5.57)

smrt

5.3.2 5.13 Energie kondenzatoru

Dokazte, ze energie roptylena na odporu béhem vybijeni kondenzatoru je pravé rovna energii,
ktera byla v kondenzatoru nahromadéna.

Reseni: Casové prubéehy napéti na kondenzatoru a proudu v RC obvodu jsou nésledujict:

U(t)=Upe ®e,  I(t) = Ipe Fe; (5.58)
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pocatecni podminky jsou U(0) = Uy a I(0) = Iy. Tepelny vykon P, generovany na rezistoru
je dan Jouleovym teplem P, = RI 2. Vykon je zména energie za ¢as, P = dF/dt a tedy energii
ziskdme naintegrovanim vykonu dle ¢asu. Vybijeni zacne v ¢ase t = 0s a formélné dle vztaht
pro napéti a proud nikdy neskonéi. Integrujeme tedy pro t € (0, +00):

+o0 +oo +oo RC +oo
0

0 0 0

1 1
= 5C(Mo)2 = 5OUg. (5.59)
Vysledkem je skutecné energie puvodné ulozend v elektrostatickém poli v kondenzétoru.

5.3.3 5.14 LR obvod

Civka ma odpor R = 100€2. Jsou-li ptivody civky zkratovany v dobé, kdy civkou prochdazi
ustaleny proud, klesne proud v civce na jednu desetinu ptvodni hodnoty za T = 0,01 s. Jakd
je vlastni indukénost civky?

Reseni: Casové prubéhy proudu v RL obvodu a napéti indukované na civee jsou nasledujict:
I(t) = Ipe T, U(t) = Upe L' (5.60)

7 rovnice pro proud vyjadiime L:

t t
In 7= Mg
Dle zadéni I(T) = aly, kde a = ;5. Vysledek tedy je
RT
L=———. 62
In o (5.62)

5.4 Obvody se stridavym proudem

5.4.1 5.15 Nabijeni baterie

K nabiti akumulatoru je potieba @ = 20Ah (ampérhodin) ustéleného proudu. Za jak dlouho se
akumuldtor nabije stfidavym proudem o efektivni hodnoté Iy = 1 A, ktery usmérnime dvou-
cestnym usmérnovacem?

Reseni: Dvoucestné usmérnény stifdavy proud ziskdme preklopenim zdpornych pialvin do

kladnych hodnot (viz obrazek [5.28)).

U/I U/l

Obrézek 5.28: Stiidavy proud a dvoucestné usmérnény proud (napéti).

Stejnosmérnym proudem o velikosti Ipc = 1 A by se akumuldtor zjevné nabil za tpc =
Q/Ipc = 20h. Stiidavy proud o efektivni hodnoté I.; = 1A méd amplitudu J4c = V2 A
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(vysvétleni viz dodatek). Staci tedy porovnat velikost plochy (néboje) pod jednou pulvinou
dvoucestné usmérnéného proudu s plochou pod stejnosmérnym proudem stejné doby trvani
(viz obrazek |5.29) a trojélenkou dopocteme vysledek.

Iy
V2A+-
14

ot
Obrazek 5.29: Plochy pod stejnosmérnym proudem Ipc = 1 A a stifdavym proudem I o = /2 A.

Plocha pod jednou pulvlnou sinusovky je

T/2 1 TR T
Qac = / Tyosinwtdt = Tac [—coswt] — AC <1 — CoS wz)
0 w

0 w
. 2140

Ixc
_ 1_ _ 5.63
1 (1~ cosm) = 24, (5.6

integrujeme pres jednu pulperiodu, tzn. pro ¢asy t € (0,T/2), pouzitimw = 27 f = 2% dostaneme
vysledek. Plocha (nédboj) pod konstantnim proudem za cas T7'/2 je

T 7lpc
Qpc = Ipc = : (5.64)
Plati nepfiméd iméra mezi dobou nabijeni a ndbojem pfenesenym za jednu pulperiodu:
Qpc  tac
= == 5.65
Qac  tpc (5.65)
tzn. po dosazeni
Qpc Ipc 7
lac = 5—1lpc = +— 5 tpc. 5.66
Qac Ixc 2 (5.66)
Pro konkrétni hodnoty proudu Ipc =14 a Iac = V2 A (tzn. I.f =1A) mame
T
tac = ——=tpc > tpe. 5.67
AC 2\/5 DC DC ( )

Dodatek: Efektivni hodnota napéti a proudu je definovéna tak, aby se stfedni hodnota
vykonu stfidavého napéti a proudu dala spocitat jako prosty soucin efektivnich hodnot, tzn.
(P) = Uepley.

Okamzity vykon je ddn okamzitymi hodnotami napéti a proudu na spotiebici P(t) =
U(t)I(t). Casové stfedni hodnota vykonu je definovina jako (pro periodické pritbéhy napéti
a proudu s periodou T")

1 T
Py = = / P) dt. (5.68)
T Jo
Pro harmonicky priabéh napéti a proudu,
U(t) = Up cos wt, I(t) = Iy coswt, (5.69)

(Up a Iy jsou amplitudy tohoto napéti a proudu), dostdvame ¢asovou stiedni hodnotu vykonu
(P)

T

1

(P) == / Uolp cos® wt dt = 5Uolo. (5.70)
0
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Pokud nyni definujeme efektivni hodnoty napéti a proudu

Uo Iy

Uy =—, Iy=—, 5.71
ef \/i ef \/5 ( )

muzeme psat (P) = Uesleyr = RIgf = Uff/R.

Pokud je napéti a proud vuéi sobé fazové posunuté, tj. maji napiiklad predpisy
U(t) = Uy coswt, I(t) = Iy cos(wt + ¢p), (5.72)
pak stfedni hodnota vykonu vyjde
1 [T 1
(P) = T / Uoly cos wt cos(wt + @g)dt = §UOIO cos g = Uepley cos pp. (5.73)
0

5.4.2 5.20 Spotrebic
(0)

Meéjme spotiebi¢ o redlné impedanci R, ktery pii efektivnim napéti U, " = 120 V' vyviji vykon
P = 60W. Chceme provozovat tento spotiebi¢ na témz vykonu pii efektivni hodnoté napéti
Uey =240V v siti f = 50 Hz. Jakou indukénost nebo jakou kapacitu bychom museli prediadit?

R

’—CH

777

[c}

U(t) = Uy coswt

Obrazek 5.30: Jakou indukénost nebo kapacitu musime prediadit?

Reseni: Zde pii fesen{ uplatnime metodu tzv. fazori. Veli¢ing, kterd mé v ¢ase harmonicky
pritbéh Ag cos(wt + o) piifadime komplexni &fslo (fazor) A = Age’0. V obvodu uvazujeme
napéti U(t) = Up coswt a obecné fazové posunuty proud proud I(t) = Iycos(wt + ¢p) a k nim
piislusejici fazory U="Uyal= Iy . Mizeme nyni definovat impedanci Z jako komplexni
¢islo

7 =

wq

(5.74)

Pro sériové zapojeny rezistor s odporem R, kondenzator s kapacitou C a civku s indukénosti L
plati, ze impedance je rovna

1
Z = wl + —— .
R+ iw +iwC (5.75)

(v pripadé nezapojeného kondenzétoru se ¢len & vynechd).
Pro okamzity vykon v Case ¢ mame vztah P(t) = U(t)I(t). Vystfedujeme-li tento vykon v
case pres jednu periodu dostadvame vztah pro stiedni vykon

1
(P) = §UOIO cos o = Uefley cos o, (5.76)

(viz dodatek u piikladu 5.15 — sekce |5.4.1)). Tento vyraz muzeme déle upravit v feci fazora

2

(P) = U.pl.z cos po = Re (Ueslop) = = U? Re = (5.77)
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kde Uef = U a fef = Iefei“’o. Potiebujeme tedy spocitat redlnou ¢ast prevracené hodnoty
impedance (kterd se také nazyva admitance). V piipadé sériové prediazeného kondenzatoru
mame ) )

1 1 wC 1 —iwRC 1

= 2 2 .
Z R+-L  wRC+1 1-iwRC [ orpEce W RO +iw0), (5.78)

vykon na spotiebici tedy je

2 2
.9 Ww'RC
() = Ui emece (579)
Pro sériové predifazenou indukénost dostavame
1 1 R —iwL 1
= = . = R —iwL 5.80
7 R+l R—iwl  Rtw2 Wl (5.80)
a pro vykon méme vztah
R
772
(P) = Uer oz (581)
Pro ptipad, kdy je v obvodu pouze ohmicka zatéz, dostavame ,obycejny*“ vyraz pro vykon
U2
p)y=-4 5.82
(P) = = (552)

Z tohoto vyrazu snadno vyjadiime odpor spotiebi¢e R pomoci piivodné pfipojeného efektivniho

napéti U e(?):
702
R=-%_. (5.83)
(P)
Dosazenim tohoto vyjadfeni pro odpor R do vzorcu pro vykon s predfazenym kondenzatorem
(5.79)), resp. civkou ([5.81)), muzeme vyjadiit pozadovanou kapacitu, resp. indukénost. Po chvilce

pocitani dostaneme vysledky:

c-{P o ! 5 = T.68uF,
w 2
Uef Uef - Uef
1
L= mUég) U2 - UY? =1,32H. (5.84)
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