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Dostává se vám do rukou sb́ırka podrobně řešených př́ıklad̊u ze skript Štoll: Elektřina a
magnetismus.

Každý z př́ıklad̊u by měl v́ıceméně tvořit samostatnou jednotku. Pro porozuměńı řešeńı
daného př́ıkladu často neńı nutné č́ıst př́ıklady předchoźı nebo následuj́ıćı (ale ne vždy...). Pokud
je nějaký př́ıklad výjimkou z tohoto pravidla, je obvykle na př́ıslušnou pasáž na jiném mı́stě
sb́ırky odkázáno.

Řešený př́ıklad se vždy sestává ze zadáńı, jeho řešeńı a př́ıpadného dodatku. Dodatek neńı
k (pochopeńı) řešeńı nutný, často př́ıklad komentuje, rozšǐruje nebo se na výpočet d́ıvá z jiného
pohledu.

Př́ıklady jsou seřazeny do logických celk̊u a často tedy nejsou v pořad́ı, v jakém jsou uvedeny
ve skriptech. Nicméně, jejich č́ıslo je zachováno pro snadněǰśı orientaci. Za obsahem následuje
seznam př́ıklad̊u seřazený stejně jako ve skriptech, d́ıky čemuž se dá rychle dohledat, kde daný
př́ıklad v této sb́ırce je.

V aktuálńı verzi chyb́ı některé nepodstatné dodatky, které se časem (
”
již brzy“) objev́ı.
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formaćı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1.3.1 1.7 Hyperbolický pohyb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.3.3 2.5 Nabitý čtyřstěn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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2.7.5 2.34 Skládáńı kapacit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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3.2.2 3.5 Skládáńı odpor̊u II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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4.4.2 4.12 Vyvrtaná d́ıra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.4.3 4.15 Solenoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
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1.7 Hyperbolický pohyb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.2 Nabité kapky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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2.9 Nabité destičky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.32 Kapacita vedeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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3.4 Skládáńı odpor̊u I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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3.14 Dimenzováńı odpor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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4.8 Trojúhelńık z drátu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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Kapitola 1

Základy teorie relativity

1.1 Dilatace času a kontrakce délek

1.1.1 1.1 Mion v atmosféře

Mion v kosmickém zářeńı byl pozorován, jak v atmosféře urazil od svého vzniku do rozpadu
vzdálenost d0 = 5 km rychlost́ı v = 0, 99c. Jakou dobu existoval v naš́ı pozorovaćı soustavě,
jakou dobu ve vlastńı klidové soustavě a jak silná vrstva atmosféry prošla kolem něho ve vlastńı
soustavě?

Řešeńı: Dobu života v naš́ı pozorovaćı soustavě urč́ıme jednoduše z kinematického vztahu

t =
d0

v
=

5 km

0, 99c
= 1, 68.10−5 s = 16, 8µs (1.1)

(použili jsme přibližnou hodnotu rychlosti světla c = 3.108m/s). Z našeho pohledu zároveň
mionu ub́ıhá čas pomaleji vlivem dilatace času. Určeme tedy ze vztahu pro dilataci vlastńı čas
mionu:

τ =
t

γ
= t

√
1− v2

c2
=
d0

v

√
1− v2

c2
= 2, 375.10−6 s = 2, 375µs. (1.2)

Z pohledu mionu kolem něj atmosféra svǐst́ı rychlost́ı v, tud́ıž bude kontrahovaná ve směru
svého pohybu, dosazeńım do vztahu pro kontrakci délek źıskáme tloušt’ku atmosféry z pohledu
mionu:

d =
d0

γ
= d0

√
1− v2

c2
= 705m. (1.3)

Stejného výsledku dosáhneme použit́ım kinematického vztahu

d = τ v = 705m, (1.4)

kde jsme využili faktu, že kolem mionu atmosféra let́ı rychlost́ı v po dobu jeho vlastńıho času
života τ .

Dodatek: V tomto př́ıkladu je možné natrefit na relativistický
”
paradox“. Z pohledu mionu

je to pozorovatel na Zemi, kdo se pohybuje, tud́ıž dilatace času
”
postihuje“ jeho. Mion tedy na

svých hodinkách během svého života naměř́ı spočtený čas τ = 2, 37µs a dle něj pozorovateli na
Zemi uběhne pouze

τ ′ =
τ

γ
= τ

√
1− v2

c2
= 0, 335µs (mı́sto t = 16, 8µs). (1.5)
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Jak je to možné? Problém je zde s relativitou současnosti. Dvě události, které se z jedné vztažné
soustavy jev́ı, že nastaly současně, tak v jiné vztažné soustavě v̊ubec současné být nemuśı. V
soustavě spojené s pozorovatelem na Zemi máme dvě současné události: vznik mionu a

”
spuštěńı

stopek“ pozorovatelem na Zemi, stejně jsou zde současné události: zánik mionu a zastaveńı
stopek pozemského pozorovatele. V soustavě spojené s mionem tyto události současné obecně
nebudou! Z pohledu mionu tedy pozorovatel na Zemi nejsṕı̌s zcela nepochopitelně spoušt́ı a
zastavuje stopky úplně jindy, než v okamžiku, kdy mion vzniká a zaniká. Kvantifikujme nyńı
tyto úvahy.

Napǐsme si prostorové a časové souřadnice jednotlivých událost́ı v soustavě spojené se Zemı́
a transformujme je pomoćı Lorentzovy transformace do soustavy spojené s mionem. Vezměme
jednu prostorovou souřadnici x jej́ıž počátek je v mı́stě vzniku mionu a mı́̌ŕı dol̊u směrem k
pozorovateli. Pak vznik mionu PV , začátek měřeńı PM , zánik mionu PZ a konec měřeńı PK
maj́ı prostoročasové souřadnice (x, t):

PV = (0, 0), PM = (d0, 0), PZ = (d0, t), PK = (d0, t). (1.6)

(pro jednoduchost uvažujeme, že mion se rozpadne přesně u nohou pozorovatele).

O

země

vznik mionu

zánik mionu

x x0

O0

v

Obrázek 1.1: Souřadnice x spojená s pozorovatelem na Zemi, s počátkem v mı́stě vzniku mionu.
Souřadnice x′ spojená s pohybuj́ıćım se mionem, mion je umı́stěn v počátku.

Souřadnici x′ zavedeme tak, že bude mı́̌rit ve směru souřadnice x, a jej́ı počátek bude spojen s
pohybuj́ıćım se mionem. Zavedeńı souřadnic x a x′ také viz obrázek 1.1. Mezi souřadnicemi (x, t)
a (x′, t′) v takto zavedených vztažných soustavách můžeme přej́ıt následuj́ıćımi Lorentzovými
transformacemi

x′ = γ(x− vt) =
x− vt√
1− v2

c2

, t′ = γ
(
t− v

c2
x
)

=
t− v

c2
x√

1− v2

c2

. (1.7)

Po dosazeńı konkrétńıch hodnot souřadnic (x, t) pro jednotlivé události dostaneme souřadnice
(x′, t′) událost́ı ve vztažné soustavě spojené s mionem (po řadě vznik mionu P ′V , začátek měřeńı
P ′M , zánik mionu P ′Z , konec měřeńı P ′K):

P ′V = (0, 0), P ′M =
(
γd0,−γ

v

c2
d0

)
, P ′Z =

(
0,
t

γ

)
, P ′K =

(
0,
t

γ

)
, (1.8)

kde jsme pro źıskáńı finálńıch tvar̊u použili vztah d0 = vt. Vid́ıme tedy, že v soustavě spojené
s mionem pozorovatel na Zemi začal měřeńı dávno před vznikem mionu v čase t′M = −γ v

c2
d0 =
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−117µs (mion vznikl v čase t′V = 0 s). Konec měřeńı nastal (současně se zánikem mionu) v čase
t′Z = t′K = t

γ = 2, 37µs. Celkově tedy pozorovatel v soustavě spojené s mionem měřil po dobu

t′m = t′M − t′Z =
t

γ
+ γ

v

c2
d0 = t

(
1

γ
+ γ

v2

c2

)
= tγ = 119µs, (1.9)

kde jsme opět použili vztah d0 = vt. Vlastńı čas měř́ıćıho pozorovatele pak je t′m
γ = t = 16, 8µs,

což je přesně hodnota, kterou jsme měli na začátku. Čas 0, 335µs, který nás vedl k celé této
úvaze, jednoduše představuje jen malou část vlastńıho času stopuj́ıćıho pozorovatele. O žádný
paradox se tedy nejedná.

1.1.2 1.2 Protony prolétaj́ıćı skrz galaxii

V kosmickém zářeńı se vyskytuj́ı protony o energii E = 1010GeV . Za jak dlouho prolet́ı naš́ı
Galaxíı v naš́ı vztažné soustavě a ve své vlastńı?

Řešeńı: Nejprve si spočteme rychlosti prolétaj́ıćıch proton̊u. Vztah mezi energíı a rychlost́ı
źıskáme ze slavného vztahu

E = mc2 = m0γc
2 = E0γ =

E0√
1− v2

c2

, (1.10)

kde jsme zavedli označeńı faktoru γ =
(

1− v2

c2

)−1/2
a klidové energie E0 = m0c

2. Vyjádřeńım

rychlosti dostaneme

v =

√
1−

(
E0

E

)2

c. (1.11)

Klidová energie protonu je přibližně E0 = 1GeV . Hodnota rychlosti je pak

v =
√

1− 10−20 c ≈ (1− 0, 5 · 10−20)c = 0, 99 . . . 99︸ ︷︷ ︸
20x

5c. (1.12)

kde jsme použili aproximaci (Taylor̊uv rozvoj do prvńıho řádu)
√

1 + x ≈ 1 + x
2 . Z hlediska

pozorovatele v galaxii můžeme uvažovat v ≈ c. Jestliže uvažujeme délku naš́ı Galaxie l0 =
100 000 sv.let, pak doba, za kterou protony skrze Galaxii prolet́ı z hlediska pozorovatele v Ga-
laxii, je jednoduše

t =
l0
v
≈ l0

c
= 100 000 let. (1.13)

Čas uběhlý z hlediska protonu źıskáme pomoćı vztahu pro dilataci času (zde muśıme použ́ıt
přesnou rychlost v)

τ =
t

γ
= t

√
1− v2

c2
. (1.14)

Ze vztahu (1.10) vid́ıme, že E0
E =

√
1− v2

c2
, pro vlastńı čas protonu pak dostaneme

τ = t
E0

E
= 105 let · 10−10 = 10−5 let = 315 s. (1.15)

Dodatek: Pokud se na situaci pod́ıváme z pohledu proton̊u, Galaxie kolem nich svǐst́ı
obrovskou rychlost́ı v a je tedy extrémně zkrácená vlivem kontrakce délek. Spočtěme tuto délku
pomoćı vztahu pro kontrakci délek (opět muśıme použ́ıt přesnou rychlost v):

l =
l0
γ

= l0

√
1− v2

c2
= l0

E0

E
= 105 sv.let · 10−10 = 10−5 sv.let = 315 sv.s, (1.16)
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což je méně než vzdálenost ze Země na Slunce. Tuto vzdálenost také můžeme dostat použit́ım
kinematického vztahu

l = τv ≈ τc, (1.17)

kde jsme využili faktu, že kolem protonu Galaxie let́ı rychlost́ı přibližně c po dobu jeho vlastńıho
času pr̊uletu τ .

1.1.3 1.5 Hustota

Těleso se vzhledem k dané vztažné soustavě pohybuje rychlost́ı v = 0, 8c. Určete poměr mezi
jeho hustotou v této soustavě a hustotou klidovou.

Řešeńı: Hustota v klidové soustavě ρ0 a hustota v pohybuj́ıćı se soustavě ρ jsou z definice
dány vztahy

ρ0 =
m0

V0
, ρ =

m

V
, (1.18)

kde m0 a V0 jsou hmotnost a objem v klidové soustavě a m a V jsou hmotnost a objem v
pohybuj́ıćı se soustavě.

Objem se vlivem Lorentzovy kontrakce délek transformuje jako

V =
V0

γ
= V0

√
1− v2

c2
. (1.19)

Tento transformačńı vztah plyne z toho, že rozměr ve směru pohybu podléhá kontrakci, viz
obrázek 1.2.

V0

a0

b0

c0

V

a =
a0

γ

b = b0

c = c0

v

Obrázek 1.2: Objem a pohybuj́ıćı se objem.

Při pohybu se zároveň zvětšuje hmotnost tělesa, m = m0γ. Dáme-li tyto vztahy dohromady,
dostaneme výsledek:

ρ =
m

V
=
m0γ
V0
γ

=
m0

V0
γ2 = ρ0γ

2. (1.20)

1.1.4 1.4 Doppler̊uv jev

Fyzik hazardér, který přejel autem křižovatku na červenou a byl zastaven policistou, se hájil
t́ım, že v d̊usledku Dopplerova jevu viděl mı́sto červené zelenou. Fyzikálně vzdělaný policista
ho však stejně pokutoval, a to za nedovolenou rychlost. Určete tuto rychlost za předpokladu,
že červené odpov́ıdá spektrálńı čára λ0 = 700nm a zelené λ = 550nm.

Řešeńı: Relativistický vztah mezi vyśılanou frekvenćı zdroje f0 a pozorovanou frekvenćı fp,
pokud se pozorovatel přibližuje ke zdroji rychlost́ı v (a tedy s faktorem β = v

c ) je

fp =

√
1 + β

1− β
f0. (1.21)
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Za frekvence dosad́ıme pomoćı vlnových délek, f = c
λ :

c

λ
=

√
1 + β

1− β
c

λ0
. (1.22)

Nyńı již jen vyjádř́ıme faktor β:

β =
λ2

0 − λ2

λ2
0 + λ2

= 0, 237, (1.23)

rychlost fyzika hazardéra v autě tedy byla v = βc = 71 000 km/s.

Dodatek: Odvod’me výše zmı́něný vztah mezi frekvencemi f0 a fp. Uvažujme zdroj, který
je v klidu, a k němu se přibližuje pozorovatel rychlost́ı v.

Jaká bude perioda vlněńı T pro pozorovatele? Ten jede rychlost́ı v vstř́ıc vlnoplochám š́ı̌ŕıćıch
se rychlost́ı c. Perioda T udávaj́ıćı, za jak dlouho kolem pozorovatele

”
propluje“ jedna vlnová

délka, je pak dána rovnićı
vT + cT = λ0, (1.24)

kde λ0 je vlnová délka světla vyśılaného zdrojem, viz také obrázek 1.3. Tedy T = λ0
v+c .

vT cT

λ0

P

Obrázek 1.3: Pozorovatel P jede rychlost́ı v vstř́ıc vlněńı śı̌ŕıćı se proti němu rychlost́ı c.

Nesmı́me ovšem zapomenout na to, že pohybuj́ıćımu pozorovateli jdou hodiny pomaleji.
Perioda T , kterou jsme zat́ım určili, je dána časem v soustavě spojené se zdrojem vlněńı. Po-
hybuj́ıćımu se pozorovateli mezit́ım uběhne vlastńı čas τ daný vztahem pro dilataci času:

τ =
T

γ
= T

√
1− v2

c2
= T

√
1− β2. (1.25)

Takže pozorovaná frekvence je fp = 1
τ , postupným dosazováńım dostaneme výsledný vztah:

fp =
1

τ
=

1√
1− β2

1

T
=

1√
1− β2

v + c

λ0
=

1 + β√
1− β2

c

λ0
=

√
1 + β

1− β
f0. (1.26)

1.2 Skládáńı rychlost́ı

1.2.1 Odvozeńı vzorce pro skládáńı rychlosti pomoćı složeńı Lorentzových
transformaćı

Nalezněte zákon relativistického skládáńı rychlost́ı v jednom směru složeńım dvou Lorentzových
transformaćı. Konkrétně nalezněte tvar jedné Lorentzovy transformace, která bude ekvivalentńı
složeńı dvou výše zmı́něných transformaćı.
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Řešeńı: Pro dvě soustavy (S) a (S′), které maj́ı stejně orientované osy a soustava (S′) se
v̊uči (S) pohybuje podél osy x (resp. x′) rychlost́ı V , má Lorentzova transformace tvar1

x′ = γ(x− V t), y′ = y, z′ = z, t′ = γ

(
t− V

c2
x

)
, γ =

(
1− V 2

c2

)−1/2

. (1.27)

Uvažujme tři vztažné soustavy (S), (S′) a (S′′). Mezi soustavami (S) a (S′) přecháźıme
zadanou rychlost́ı V , mezi (S′) a (S′′) zadanou rychlost́ı W a mezi (S) rovnou do (S′′) přejdeme
hledanou rychlost́ı Y . Viz také obrázek 1.4.

(S) (S0) (S00)

V W

Y

x x0 x00

y y0 y00

z z0 z00

O O0 O00

Obrázek 1.4: Tři vztažné soustavy (S), (S′) a (S′′).

Označme faktory gama indexem podle rychlosti, kterou obsahuj́ı:

γ = γV =

(
1− V 2

c2

)−1/2

, γW =

(
1− W 2

c2

)−1/2

, γY =

(
1− Y 2

c2

)−1/2

. (1.28)

Pak Lorentzovy transformace pro souřadnice x, x′, x′′ a t, t′, t′′ mezi soustavami (S) a (S′), (S′)
a (S′′), (S) a (S′′) maj́ı tvar

x′ = γV (x− V t) , t′ = γV

(
t− V

c2
x

)
, (1.29)

x′′ = γW
(
x′ −Wt′

)
, t′′ = γW

(
t′ − W

c2
x′
)
, (1.30)

x′′ = γY (x− Y t) , t′′ = γY

(
t− Y

c2
x

)
. (1.31)

Nyńı provedeme složeńı Lorentzových transformaćı (1.30) a (1.29) a výsledek porovnáme s
(1.31). Vezměme vztah pro transformaci x′′ (1.30) a dosad’me za x′ a t′ z (1.29)2:

x′′ = γW

(
γV (x− V t)−WγV

(
t− V

c2
x

))
. (1.32)

Výše uvedený výraz chceme upravit do tvaru x′′ = γY (x − Y t) (1.31) – u proměnné t pak
odečteme výraz pro složenou rychlost Y . Upravujme tedy (1.32):

x′′ = γWγV

((
1 +

VW

c2

)
x− (V +W ) t

)
=

[
γWγV

(
1 +

VW

c2

)](
x− V +W

1 + VW
c2

t

)
= γY (x− Y t) . (1.33)

1Pro počátky soustav splývaj́ıćı v čase t = t′ = 0.
2Mohli bychom vźıt i vztah pro transformaci t′′, ale postup by byl v podstatě identický.
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Z posledńı rovnosti v předchoźım výrazu dostáváme porovnáńım hledaný vztah pro složenou
rychlost Y :

Y =
V +W

1 + VW
c2

. (1.34)

Zároveň obdrž́ıme vztah mezi gama koeficienty pro jednotlivé rychlosti,

γWγV

(
1 +

VW

c2

)
= γY ; (1.35)

jeho platnost můžeme dokázat prostým rozepsáńım všech gama faktor̊u (a dosazeńı konkrétńı
hodnoty rychlosti Y ) a následnou zdlouhavou úpravou...

1.2.2 1.3 Kosmická lod’ a raketa

Z kosmické lodi pohybuj́ıćı se vzhledem k Zemi rychlost́ı v1 = 0, 8c byla ve směru jej́ıho pohybu
vypuštěna raketa rychlost́ı v2 = 0, 6c vzhledem k lodi. Vlastńı délka rakety je l0 = 10m. Jaká
je délka této rakety z hlediska pozorovatele v lodi a z hlediska pozorovatele na Zemi?

Řešeńı: Vzorec pro relativistické skládáńı rychlost́ı je následuj́ıćı:

v =
v1 + v2

1 + v1v2
c2

, (1.36)

kde v je výsledná rychlost, v1 a v2 jsou p̊uvodńı rychlosti se shodným kladným směrem. Po
dosazeńı dostaneme konkrétńı výslednou rychlost v:

v =
(0, 8 + 0, 6)c

1 + 0, 6 · 0, 8
= 0, 946c. (1.37)

Pro źıskáńı pozorovaných délek rakety muśıme jen dosadit správné rychlosti do vzorce pro
kontrakci délek

l =
l0
γ

= l0

√
1− v2

c2
, (1.38)

kde l0 je vlastńı (klidová) délka, l délka po kontrakci a v př́ıslušná rychlost pohybu.
Raketa z pohledu kosmonauta na kosmické lodi má rychlost v2, z hlediska pozorovatele na

Zemi má právě složenou rychlost v. Výsledné kontrahované délky tedy jsou:

lv2 = 10
√

1− 0, 62 = 8m, lv = 10
√

1− (0, 946)2 = 3, 24m. (1.39)

1.2.3 1.6 Kosmonaut na Měśıci

Kosmonaut na Měśıci pozoruje dvě kosmické lodi bĺıž́ıćı se k němu z opačných stran rychlostmi
v1 = 0, 8c a v2 = 0, 9c. Jaká je rychlost jedné z lod́ı měřená z paluby druhé?

Řešeńı: Jenom pro zaj́ımavost si uvědomme, že kosmonaut pozoruje kosmické lodi bĺıžit se
k sobě prostým součtem rychlost́ı: v1 + v2 = 1, 7c.

Jiná je situace pro pozorovatele na jednotlivých kosmických lod́ıch, z jejich pohledu se k
sobě kosmické lodě bĺıž́ı rychlost́ı

v =
v1 + v2

1 + v1v2
c2

=
(0, 8 + 0, 9)c

1 + 0, 8 · 0, 9
= 0, 988c. (1.40)
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1.3 Relativistická pohybová rovnice

1.3.1 1.7 Hyperbolický pohyb

Určete rychlost a dráhu relativistické částice, na ńıž p̊usob́ı konstantńı śıla F . Porovnejte s rov-
noměrně zrychleným pohybem v nerelativistické fyzice a ukažte, že rychlost částice nepřekroč́ı
rychlost světla c.

Řešeńı: Řešme relativistickou pohybovou rovnici, resp. jej́ı jednorozměrnou verzi

d

dt
(m0γ~v) = ~F ,

d

dt
(m0γv) = F. (1.41)

Po dosazeńı γ =
(

1− v2

c2

)−1/2
a zintegrováńı podle času (śıla F je konstantńı) źıskáme

m0
v√

1− v2

c2

= Ft+ C1, (1.42)

kde integračńı konstantu C1 urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Uvažujeme-li nulovou rychlost v
čase nula, v(0) = 0, dostaneme C1 = 0. Z předchoźı rovnice vyjádř́ıme rychlost v(t):

v(t) =
Ftc√

m2
0c

2 + F 2t2
=
Ft

m0

1√
1 +

(
Ft
m0c

)2
=

c√
1 +

(
m0c
F t

)2 . (1.43)

Z posledńıho vyjádřeńı zjevně v(t) < c pro libovolný čas t, nav́ıc plat́ı limt→+∞ v(t) = c. Dráhu
x(t) źıskáme integraćı rychlosti podle času:

x(t) =

∫
v(t) dt =

∫
Ftc√

m2
0c

2 + F 2t2
dt. (1.44)

Použit́ım substituce u = m2
0c

2 + F 2t2, du = 2F 2t dt obdrž́ıme výsledek

x(t) =
c

F

∫
du

2
√
u

=
c

F

√
u+ C2 =

c

F

√
m2

0c
2 + F 2t2 + C2. (1.45)

Pro počátečńı podmı́nku x(0) = 0 máme C2 = − c
Fm0c. Výsledek pak můžeme napsat ve tvaru:

x(t) =
m0c

2

F

√1 +

(
Ft

m0c

)2

− 1

 . (1.46)

Na závěr ukážeme, jak se lǐśı relativistický výsledek od nerelativistického. Bude se nám hodit
Taylor̊uv polynom funkce (1 + x)α, kde α ∈ R a x je bĺızké nule:

(1 + x)α =

+∞∑
k=0

(
α

k

)
xk = 1 + αx+

α(α− 1)

2
x2 + . . . (1.47)

Vezměme nyńı funkce v(t) v prostředńım vyjádřeńı (1.43) a x(t) (1.46) a použijme Taylor̊uv
rozvoj na odmocniny v nich:(

1 +

(
Ft

m0c

)2
)±1/2

= 1± 1

2

(
Ft

m0c

)2

+
±1

2

(
±1

2 − 1
)

2

(
Ft

m0C

)4

+ . . . , (1.48)
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kde jsme uvažovali x =
(
Ft
m0c

)2
a tedy náš rozvoj plat́ı jen pro časy t, kdy je x malé. Po dosazeńı

těchto rozvoj̊u do funkćı x(t) a v(t) (u polohy jsme použili rozvoj do druhého řádu, u rychlosti
jen do prvńıho řádu) dostaneme

x(t) =
1

2

F

m0
t2 − 1

8

F 3

m3
0c

2
t4 + . . . , (1.49)

v(t) =
F

m0
t− 1

2

F 3

m3
0c

2
t3 + . . . . (1.50)

Vid́ıme tedy, že vzorce pro nerelativistický pohyb jsou prvńım přibĺıžeńım pohybu relativis-
tického. V tzv. nerelativistické limitě c→ +∞ dostaneme vzorce pro nerelativistický pohyb.

Dodatek: Proč se př́ıklad jmenuje hyperbolický pohyb? Protože trajektoríı relativistického
pohybu s p̊usob́ıćı konstantńı silou je v prostoročasovém diagramu hyperbola. Pro snažš́ı úpravy
se nám bude hodit pozměnit počátečńı podmı́nku počátečńı polohy na x(0) = m0c2

F = α. Pak
integračńı konstanta vyjde C2 = 0 a výsledná závislost polohy na čase x(t) je

x(t) = α

√
1 +

c2t2

α2
. (1.51)

Úpravou źıskáme rovnici trajektorie v prostoročasovém diagramu s proměnnými (x, t) jako

x2 − c2t2 = α2, (1.52)

což je rovnice hyperboly znázorněné na obrázku 1.5. Nerelativistický pohyb x = 1
2
F
m0
t2 pak

představuje pohyb parabolický.

x

ct

α

Obrázek 1.5: Hyperbolický pohyb zakreslený v prostoročasovém diagramu.

Dodatek: Ve skriptech je výsledek zapsán pomoćı konstanty a = F
m0

. Tato konstanta
nepředstavuje zrychleńı částice. Pro relativistický pohyb je při p̊usobeńı konstantńı śıly zrych-
leńı nekonstantńı. Skutečnou hodnotu zrychleńı źıskáme klasickým zp̊usobem z kinematického
vztahu:

a(t) =
dv(t)

dt
=

d

dt

(
Ftc√

m2
0c

2 + F 2t2

)
=

m2
0Fc

3(
m2

0c
2 + F 2t2

)3/2 . (1.53)
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1.4 Relativistická energie a práce

1.4.1 1.8 Urychlovač

Urychlovač dodává proton̊um energii E = 500GeV . Jaké rychlosti dosahuj́ı? (Klidová energie
protonu je E0 = 0, 938GeV .)

Řešeńı: Vztah mezi energíı a rychlost́ı źıskáme ze slavného vztahu

E = mc2 = m0γc
2 = E0γ =

E0√
1− v2

c2

, (1.54)

kde jsme zavedli označeńı faktoru γ =
(

1− v2

c2

)−1/2
a klidové energie protonu E0 = m0c

2.

Vyjádřeńım rychlosti źıskáme

v =

√
1−

(
E0

E

)2

c = 0, 9999982c. (1.55)

1.4.2 1.9 Práce vynaložená na elektronu

Jak velkou práci je třeba vynaložit na zvýšeńı rychlosti elektronu z v1 = 1, 2.108m.s−1 na
v2 = 2, 4.108m.s−1 podle nerelativistické a relativistické mechaniky? (Klidová energie elektronu
je 0, 511MeV .)

Řešeńı: V nerelativistické mechanice je práce rozd́ıl kinetických energíı objektu

W = EK2−EK1 =
1

2
m0v

2
2−

1

2
m0v

2
1 =

1

2
m0c

2

(
v2

2

c2
− v2

1

c2

)
=

1

2
E0

(
β2

2 − β2
1

)
= 0, 24E0 = 0, 123MeV,

(1.56)
kde jsme vztah zapsali pomoćı

”
relativistických“ veličin – klidové energie E0 a faktoru β = v

c ;
v našem konkrétńım př́ıpadě máme β1 = 2

5 a β2 = 4
5 (při použit́ı přibližné hodnoty rychlosti

světla c = 3.108m/s).
V relativistickém př́ıpadě je práce rovna př́ımo rozd́ılu celkových energíı těles:

W = E2 − E1 = m2c
2 −m1c

2 = m0c
2 (γ2 − γ1) = E0 (γ2 − γ1) = 0.58E0 = 0.296MeV, (1.57)

kde jsme ve výrazu použili faktor γ = (1− β2)−1/2.
Výsledné vztahy pro nerelativistickou, resp. relativistickou, práci jsou

W =
1

2
E0

(
β2

2 − β2
1

)
, resp. W = E0 (γ2 − γ1) . (1.58)

Nerelativistický vztah źıskáme z toho relativistického Taylorovým rozvojem faktoru γ do prvńıho

řádu: γ =
(
1− β2

)−1/2 ≈ 1 + 1
2β

2.

1.4.3 1.10 Rozpad mezonu

Mezon π− (s klidovou energíı E0π = 139, 6MeV ) se rozpadá z klidu na mion µ− (klidová
energie E0µ = 105, 7MeV ) a antineutrino ν̄. Určete energii mionu a antineutrina a uvolněnou
kinetickou energii.

Řešeńı: Nejprve spočteme celkovou uvolněnou kinetickou energii. Ta je dána prostým
rozd́ılem celkových klidových energíı před a po rozpadu – úbytek hmoty se musel přeměnit
na kinetickou energii:

EK = E0π − (E0µ + E0ν̄) = E0π − E0µ = 33, 9MeV, (1.59)
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kde jsme položili klidovou energii antineutrina E0ν̄ rovnu nule. Současné experimenty sice uka-
zuj́ı, že hmotnost neutrin je nenulová, ale zároveň v řádu jednotek eV nebo méně (tedy asi o 8
řád̊u méně než jsou klidové hmotnosti mezonu π a mionu).

Jak se kinetická energie rozděĺı mezi vzniklé částice? K tomu muśıme využ́ıt zákony za-
chováńı hybnosti a energie:

pπ = pµ + pν̄ , Eπ = Eµ + Eν̄ . (1.60)

Mezon π byl na začátku v klidu a tedy pπ = 0 a Eπ = E0π:

0 = pµ + pν̄ , E0π = Eµ + Eν̄ . (1.61)

Relativistický vztah mezi energíı a hybnost́ı je

E2
0

c2
=
E2

c2
− p2 → p2 =

1

c2
(E2 − E2

0). (1.62)

Ze zákona zachováńı hybnosti plyne rovnost kvadrát̊u hybnost́ı, p2
µ = p2

ν̄ , a po dosazeńı z výše
uvedeného vztahu dostaneme (opět po položeńı E0ν̄ = 0)

1

c2
(E2

µ − E2
0µ) =

1

c2
(E2

ν̄ − E2
0ν̄) → E2

µ − E2
0µ = E2

ν̄ . (1.63)

Dospěli jsme tedy k následuj́ıćı soustavě dvou rovnic o neznámých Eµ a Eν̄ :

E0π = Eµ + Eν̄ , E2
0µ = E2

µ − E2
ν̄ . (1.64)

Po rozložeńı pravé strany druhé rovnice na (Eµ −Eν̄)(Eµ +Eν̄) a dosazeńı z prvńı se vyhneme
řešeńı kvadratické rovnice a dostaneme sadu lineárńıch rovnic:

E0π = Eµ + Eν̄ ,
E2

0µ

E0π
= Eµ − Eν̄ . (1.65)

Sečteńım a odečteńım těchto rovnic dostaneme výsledky:

Eµ =
1

2

(
E0π +

E2
0µ

E0π

)
= 109, 8MeV, Eν̄ =

1

2

(
E0π −

E2
0µ

E0π

)
= 29, 8MeV. (1.66)

Na závěr stoj́ı za to ještě explicitně spoč́ıtat kinetickou energii rozpadlých částic jednoduše
odečteńım klidových energíı:

EKµ = Eµ − E0µ = 4, 1MeV, EKν̄ = Eν̄ = 29, 8MeV. (1.67)

Vid́ıme, že nehmotné antineutrino odnáš́ı většinu vzniklé kinetické energie!

1.4.4 1.11 Vazebná energie alfa částice

Určete vazebnou energii částice α v MeV , jsou-li klidové hmotnosti protonu, neutronu a částice
α: mp = 1, 67265.10−27 kg, mn = 1, 67495.10−27 kg a mα = 6, 644.10−27 kg.

Řešeńı: Vazebná energie je dána rozd́ılem klidových energíı produktu a jeho konstituent̊u:

EV = mαc
2 − (2mp + 2mn)c2 = −4, 61.10−12 J = −28, 8MeV, (1.68)

kde jsme použili přibližnou hodnotu rychlosti světla c = 3.108m/s. Záporné znaménko na-
značuje, že při vzniku alfa částice se tato energie uvolńı. Přepočet mezi jouly a elektronvolty je
dán následuj́ıćı jednoduchou jednotkovou úvahou

1 eV = (1 e).V =
1 e

C
C.V =

1 e

C
J = 1, 602.10−19J. (1.69)
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1.4.5 1.12 Slunce

Energie slunečńıho zářeńı, které dopadá za jednotku času na čtverečńı metr na hranici zemské
atmosféry, představuje takzvanou slunečńı konstantu K = 1327W.m−2, středńı vzdálenost Země
od Slunce je d = 1, 5.1011m = 1AU . Zdrojem slunečńı energie je tzv. vod́ıkový cyklus, při němž
se vždy čtyři jádra vod́ıku (protony) o relativńı atomové hmotnosti mrp = 1, 008 měńı na jádro
hélia (mrα = 4, 0039). Určete úbytek hmotnosti Slunce a množstv́ı spáleného vod́ıku za sekundu.
Odhadněte dobu, během ńıž by se spálilo množstv́ı vod́ıku odpov́ıdaj́ıćı dnešńı hmotnosti Slunce
M� = 2.1030 kg.

Řešeńı: Nejprve urč́ıme celkový zářivý výkon Slunce P�. Jestliže ve vzdálenosti d procháźı
jedńım metrem čtverečńım výkon K, pak celkový výkon źıskáme vynásobeńım plochou sféry o
poloměru d:

P� = 4πd2K = 3, 752.1026W = 3, 752.1014 TW. (1.70)

Tato energie se bere z jaderných reakćı uvnitř Slunce, kde se malá část hmoty přeměňuje na
energii (at’ už kinetickou posléze vyzářenou pomoćı elektromagnetického zářeńı anebo rovnou
na gamma zářeńı). Množstv́ı přeměňované hmoty urč́ıme z rovnice E = mc2, resp. jej́ı časové
derivace:

P =
dE

dt
=
dm

dt
c2 → dm

dt
=
P

c2
=

4πd2K

c2
= 4, 169.109 kg/s = 4, 169Mt/s, (1.71)

kde jsme použili přibližnou hodnotu rychlosti světla c = 3.108m/s. Toto je tedy celkový úbytek
hmotnosti Slunce za jednotku času vlivem přeměny hmoty na vyzářenou energii.

Nyńı urč́ıme množstv́ı spáleného vod́ıku za jednotku času. Jedna reakce vod́ıkového cyklu
poskytne následuj́ıćı množstv́ı energie:

E1 = ∆mc2 = (4mp −mα)c2. (1.72)

Celkový počet potřebných reakćı za jednu vteřinu pro výkon P� pak je

N =
P�
E1

=
4πd2K

(4mp −mα)c2
. (1.73)

Za jednu reakci se spáĺı 4mp vod́ıku, celkové množstv́ı spáleného vod́ıku pak je

dmH

dt
= 4mpN = 4mp ·

4πd2K

(4mp −mα)c2
=

4πd2K

(1− mα
4mp

)c2
. (1.74)

V posledńım vyjádřeńı již vystupuje pouze poměr hmotnost́ı mα
mp

a tedy hmotnosti můžeme
dosadit v jakýchkoliv jednotkách, třeba pomoćı relativńıch atomových hmotnost́ı:

dmH

dt
=

4πd2K

(1− mrα
4mrp

)c2
= 5, 982.1011 kg/s = 598, 2Mt/s. (1.75)

Pokud by Slunce bylo jen z vod́ıku a jaderné reakce by po celou dobu prob́ıhaly stejnou rychlost́ı,
pak by se vod́ık propálil za čas

T =
M�
dmH
dt

= 3, 343.1018 s = 106 mld. let. (1.76)

Stelárńı evoluce je samozřejmě mnohem komplikovaněǰśı a současné modely předpov́ıdaj́ı cel-
kovou dobu spalováńı vod́ıku na přibližně 10 miliard let.
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Kapitola 2

Elektrostatika

2.1 Přehled vzorc̊u

• Coulomb̊uv zákon Śıla ~FC od bodového náboje Q p̊usob́ıćı na bodový náboj q je dána
jako

~FC =
q Q

4πε0

~r

r3
, FC =

1

4πε0

q Q

r2
, (2.1)

kde ~r je vektor spojuj́ıćı náboj Q s nábojem q (od Q ke q), r je jeho velikost a ε0
.
=

8, 854.10−12 F.m−1 je permitivita vakua.

q

Q

~r

~FC

Obrázek 2.1: Coulomb̊uv zákon (směr śıly je zde zakreslen pro souhlasné náboje).

• Elektrostatická energie W soustavy bodových náboj̊u:

W =
∑
α<β

1

4πε0

qαqβ
rαβ

, (2.2)

kde qα jsou jednotlivé velikosti bodových náboj̊u a rαβ jsou vzdálenosti mezi jednotlivými
náboji.

q1

q2

q3

r12

r23

r13

Obrázek 2.2: Elektrostatická energie soustavy tř́ı bodových náboj̊u.

• Gauss̊uv zákon vztahuje tok elektrického pole ~E uzavřenou plochou s celkovým nábojem
Q obklopeným touto plochou: ∮

S

~E · d~S =
Q

ε0
. (2.3)
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Element plochy je d~S = ~n dS, kde ~n je jednotkový normálový vektor k plošce velikosti dS,
viz také obrázek 2.3. Normála ~n je orientována tak, aby mı́̌rila ven z uzavřené plochy.

S

Q

~n

~E

dS

Obrázek 2.3: Uzavřená plocha S v Gaussově zákoně s bodovým nábojem Q a znázorněným elementem
plochy d~S = ~n dS.

Pokud vektor intenzity elektrického pole ~E je v daném mı́stě k ploše S tečný, pak do
integrálu nepřisṕıvá, nebot’ ~E ⊥ ~n a tedy ~E · d~S = 0. Pokud naopak vektor ~E je v daném
mı́stě kolmý k ploše S, pak se skalárńı součin redukuje na ~E · d~S = E dS.

V př́ıpadě, že pracujeme s bodovými náboji a některý z náboj̊u lež́ı př́ımo na ploše,
Gauss̊uv zákon neplat́ı (nelze vlastně rozhodnout, zda náboj lež́ı či nelež́ı uvnitř plochy)1!
Část elektrických siločar pak totiž

”
uniká“ ven z plochy a neńı započ́ıtána do celkového

toku elektrického pole.

• Elektrostatický potenciál ϕ pro bodové náboje:

ϕ =
1

4πε0

∑
α

qα
Rα

, (2.4)

qα jsou náboje jednotlivých částic. Pro spojité rozložeńı náboje; po řadě: délkové, plošné
a objemové rozložeńı:

ϕ =
1

4πε0

∫
l

τ

R
dl, ϕ =

1

4πε0

∫
S

σ

R
dS, ϕ =

1

4πε0

∫
V

ρ

R
dV, (2.5)

kde τ , σ a ρ jsou po řadě funkce délkové, plošné, objemové nábojové hustoty. Vzdálenost R
(pro bodové náboje Rα) je vzdálenost mezi mı́stem určováńı elektrostatického potenciálu
ϕ o polohovém vektoru ~r a integračńım elementem (dl, dS, dV ) o polohovém vektoru ~r′,
tzn. R = |~r− ~r′|, viz obrázek 2.4. Pro bodové náboje má roli ~r′ polohový vektor částic ~rα,
tzn. Rα = |~r − ~rα|.

dV

~r0

O
~r

~R = ~r − ~r0ρ(~r0)

'(~r) = ?

Obrázek 2.4: Znázorněný vektor ~R = ~r − ~r′ pro určováńı elektrostatického (skalárńıho) potenciálu ϕ.
Vektor ~r je polohový vektor mı́sta určováńı hodnoty ϕ(~r), vektor ~r′ je polohový vektor elementu objemu
dV .

1Podobně je to v př́ıpadě délkového a plošného rozložeńı náboje, pokud část křivky či část plochy s náboji
lež́ı na ploše S v Gaussově zákoně.
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Podrobně maj́ı vzorce následuj́ıćı tvary. Pro bodové náboje:

ϕ(~r) =
1

4πε0

∑
α

qα
|~r − ~rα|

, (2.6)

a pro spojité rozložeńı náboj̊u:

ϕ(~r) =
1

4πε0

∫
l

τ(~r′)

|~r − ~r′|
dl, ϕ(~r) =

1

4πε0

∫
S

σ(~r′)

|~r − ~r′|
dS, ϕ(~r) =

1

4πε0

∫
V

ρ(~r′)

|~r − ~r′|
dV.

(2.7)

• Intenzita elektrického pole ~E (ve statickém př́ıpadě): je definováno jako (Coulom-
bická) śıla p̊usob́ıćı na jednotkový (testovaćı) náboj:

~E =
~FC
q
. (2.8)

Vektor intenzity elektrického pole ~E můžeme źıskat z elektrostatického potenciálu ϕ:

~E = −gradϕ =

(
−∂ϕ
∂x

,−∂ϕ
∂y
,−∂ϕ

∂z

)
. (2.9)

Př́ımý výpočet pro bodové náboje:

~E =
1

4πε0

∑
α

qα
~Rα
R3
α

, (2.10)

a pro spojité rozložeńı náboj̊u:

~E =
1

4πε0

∫
l
τ
~R

R3
dl, ~E =

1

4πε0

∫
S
σ
~R

R3
dS, ~E =

1

4πε0

∫
V
ρ
~R

R3
dV, (2.11)

kde τ , σ a ρ jsou po řadě funkce délkové, plošné, objemové nábojové hustoty. Vektor ~R
(pro bodové náboje ~Rα) je vzdálenost mezi mı́stem určováńı intenzity elektrického pole
~E o polohovém vektoru ~r a integračńım elementem (dl, dS, dV ) o polohovém vektoru ~r′,
tzn. ~R = ~r − ~r′, viz obrázek 2.5. Pro bodové náboje má roli ~r′ polohový vektor částic ~rα,
tzn. ~Rα = ~r−~rα. Vzdálenost R je velikost vektoru ~R, tzn. R = |~r−~r′| (pro bodové náboje
máme Rα = |~r − ~rα|).

dV

~r0

O

~r

~R = ~r − ~r0ρ(~r0)

~E(~r) = ?

Obrázek 2.5: Znázorněný vektor ~R = ~r − ~r′ pro určováńı intenzity elektrického pole ~E. Vektor ~r je
polohový vektor mı́sta určováńı hodnoty ~E(~r), vektor ~r′ je polohový vektor elementu objemu dV .

Podrobně maj́ı vzorce následuj́ıćı tvary. Pro bodové náboje:

~E(~r) =
1

4πε0

∑
α

qα
~r − ~rα
|~r − ~rα|3

(2.12)
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a pro spojité rozložeńı náboj̊u:

~E(~r) =
1

4πε0

∫
l
τ(~r′)

~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dl,

~E(~r) =
1

4πε0

∫
S
σ(~r′)

~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dS,

~E(~r) =
1

4πε0

∫
V
ρ(~r′)

~r − ~r′

|~r − ~r′|3
dV. (2.13)

• Multipólový rozvoj elektrostatického potenciálu je dán vztahem

ϕ(~r) =
1

4πε0

[
Q

r
+
~p · ~r
r3

+
1

2

∑
i,j Qijxixj

r5
+ . . .

]
, (2.14)

kde r je velikost polohového vektoru ~r, Q je celkový náboj, ~p je vektor dipólového momentu
a (Qij) je tenzor kvadrupólového momentu. Tyto veličiny se urč́ı dle následuj́ıćıch vzorc̊u
(vždy pro bodové náboje a spojité objemové rozložeńı náboje2):

– Celkový náboj:

Q =
∑
α

qα, Q =

∫
V
ρ(~r) dV, (2.15)

– Dipólový moment:

~p =
∑
α

qα~rα, ~p =

∫
V
ρ(~r)~r dV, (2.16)

– Kvadrupólový moment:

Qij =
∑
α

qα
(
3xixj − δijr2

)
α
, Qij =

∫
V
ρ(~r)

(
3xixj − δijr2

)
dV, (2.17)

kde qα jsou náboje jednotlivých částic, ~rα = (x1α, x2α, x3α) = (xα, yα, zα) jejich po-
lohové vektory, pro zpřehledněńı zápisu použ́ıváme značeńı (xα, yα, zα) = (x, y, z)α.
Vektor ~r = (x1, x2, x3) = (x, y, z) je polohový vektor elementu objemu dV , ρ(~r) je
funkce objemové nábojové hustoty.

• Elektrické napět́ı je definované jako práce vněǰśıch sil ~F při přemı́stěńı jednotkového
náboje po dráze l:

U =
1

q

∫
l

~F · d~l, (2.18)

kde d~l = ~t dl, dl je element délky a ~t je jednotkový tečný vektor ke křivce l. V elektrostatice
je obvykle jedinou silou p̊usob́ıćı na náboj śıla elektrická, ~F = q ~E, pak se tedy vzorec
konkretizuje na

U =

∫
l

~E · d~l. (2.19)

• Kapacita kondenzátoru je definována jako náboj na kondenzátoru na jednotkové napět́ı:

C =
Q

U
. (2.20)

Jednotky: kapacita C [F ] = [C.V −1], náboj Q [C], napět́ı U [V ].

2Pro krátkost nejsou uvedené vzorce pro délkové a plošné rozložeńı náboje. Spoč́ıvaj́ı jen v záměně objemového
integrálu za délkový nebo plošný a v záměně funkce objemové nábojové hustoty za délkovou nebo plošnou.
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• Skládáńı kapacit: Vzorce pro sériové (vlevo) a paralelńı (vpravo) zapojeńı (viz obrázek
2.6) kondenzátor̊u jsou

1

C
=

1

C1
+

1

C2
, C = C1 + C2. (2.21)

C1 C2

C1

C2

Obrázek 2.6: Skládáńı kapacit C1 a C2. Vlevo je sériové zapojeńı a vpravo paralelńı.

2.2 Coulomb̊uv zákon

2.2.1 2.1 Kuličky na nit́ıch

Dvě stejné malé kuličky o hmotnostech m = 1 g viśı na dvou nit́ıch délky l = 1m. Nabijeme-li
je souhlasným nábojem stejné velikosti q, rozestouṕı se tak, že niti budou sv́ırat pravý úhel.
Určete velikost náboje q.

mm

l l

~FC
~FC

~Fg
~Fg

~Fn
~Fn

Obrázek 2.7: Kuličky na niti.

Řešeńı: Aby byly kuličky v rovnováze, muśı výslednice gravitačńı ~Fg a Coulombovy śıly ~FC
směřovat ve směru nit́ı (pak mohou být vyrovnány napět’ovou silou ~Fn). Velikost Coulombovy
śıly mezi dvěma náboji je obecně dána vztahem

FC =
1

4πε0

q1q2

r2
, (2.22)

kde q1, q2 jsou hodnoty jednotlivých náboj̊u a r je vzdálenost mezi nimi. Pro nitě sv́ıraj́ıćı pravý
úhel a tedy pro odklon jednotlivých nit́ı o úhel 45◦ muśı být velikosti gravitačńı a Coulombovy
śıly stejné, FC = Fg. Vzdálenost mezi kuličkami je z Pythagorovy věty r =

√
2l a velikosti

jednotlivých sil pak:

FC =
1

4πε0

q2

2l2
, Fg = mg. (2.23)

Vyjádř́ıme-li náboj q z rovnice rovnosti sil, dostaneme

FC = Fg −→ q = ±
√

8πε0mg l = ±1, 48.10−6C, (2.24)

kde jsme pro numerický výsledek použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1 a
gravitačńıho zrychleńı g = 9, 81m.s−2.
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2.2.2 2.2 Nabité kapky

Na dvou stejných vodńıch kapkách je po jednom přebytečném elektronu, přičemž śıla elek-
trického odpuzováńı je stejně velká jako śıla gravitačńıho přitahováńı. Určete poloměr kapek.

~FC
~Fg

~Fg
~FC

d

Obrázek 2.8: Kapky s přebytečným elektronem.

Řešeńı: Kuličky jsou odpuzovány Coulombovou silou ~FC a přitahovány gravitačńı silou ~Fg,
velikosti těchto sil jsou obecně dány vztahy

FC =
1

4πε0

q1q2

r2
, Fg = κ

m1m2

r2
, (2.25)

kde q1, q2 jsou jednotlivé náboje, m1 a m2 hmotnosti těles, r je jejich vzdálenost. Tyto vzorce
plat́ı pro sféricky symetricky rozložený náboj a hmotu (Gaussova věta) – r je vzdálenost jejich
střed̊u. Uvažujeme zde, že jediný přebytečný elektron na kapkách se nacháźı právě v jejich
středu. Vzorce (2.25) pak jsou konkrétně

FC =
1

4πε0

e2

d2
, Fg = κ

m2

d2
, (2.26)

kde m jsou hmotnosti jednotlivých kapek, e je velikost elementárńıho elektrického náboje a d
je vzdálenost střed̊u kapek.

Hmotnost kapek vyjádř́ıme pomoćı jejich hustoty ρ a poloměru r:

m = ρV =
4

3
πr3ρ. (2.27)

Z rovnosti velikost́ı sil FC = Fg vyjádř́ıme potřebný poloměr kapek:

r = 6

√
9e2

64π3ε0κρ2
= 7, 63.10−5m = 76, 3µm, (2.28)

kde jsme pro numerický výsledek použili hodnoty elementárńıho elektrického náboje e = 1, 602.10−19C,
permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1, gravitačńı konstanty κ = 6, 674.10−11m3.kg−1.s−2

a hustoty vody ρ = 1000 kg.m−3.

2.3 Elektrostatická energie

2.3.1 2.3 Tři náboje

Tři náboje −e, e, −e jsou umı́stěny v uvedeném pořad́ı ve stejných vzdálenostech a. Určete śıly
p̊usob́ıćı na každý náboj a elektrostatickou energii soustavy.

a a−e e −e

Obrázek 2.9: Tři náboje −e, e, −e ve vzdálenostech a od sebe.
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Řešeńı: Coulombova śıla ~FC od bodového náboje Q p̊usob́ıćı na bodový náboj q je dána
jako

~FC =
q Q

4πε0

~r

r3
, (2.29)

kde ~r je vektor spojuj́ıćı náboj Q s nábojem q (od Q ke q) a r je jeho velikost. Tento zápis
pak přirozeně vyjadřuje vlastnost, že souhlasné náboje se odpuzuj́ı a nesouhlasné přitahuj́ı.
Označme śılu p̊usob́ıćı od i-tého náboje na j-tý jako ~Fij . Tyto śıly jsou znázorněné na obrázku
2.10. Jejich velikosti jsou

F12 = F21 = F23 = F31 =
1

4πε0

e2

a2
, F13 = F31 =

1

4πε0

e2

4a2
. (2.30)

−e e −e

1 2 3

~F31
~F21

~F12
~F32

~F23
~F13

Obrázek 2.10: Jednotlivé śıly p̊usob́ıćı na náboje. Śıla ~Fij představuje śılu od i-tého náboje p̊usob́ıćı na
j-tý náboj.

Označ́ıme-li F1, F2 a F3 celkové velikosti sil p̊usob́ıćı po řadě zleva na jednotlivé náboje
dostaneme (dle velikost́ı d́ılč́ıch sil ~Fij (2.30) a jejich směr̊u na obrázku 2.10):

F1 = F3 =
1

4πε

(
e2

a2
− e2

(2a)2

)
=

1

4πε0

3e2

4a2
, F2 = 0. (2.31)

Směry těchto výsledných sil jsou na obrázku 2.11.

−e e −e

~F1
~F3

Obrázek 2.11: Celkové śıly p̊usob́ıćı na náboje. Śıla ~F2 je nulová.

Elektrostatická energie soustavy je dána obecným vztahem

W =
1

4πε0

∑
α<β

qαqβ
rαβ

, (2.32)

kde qα jsou náboje na jednotlivých částićıch a rαβ jsou jejich vzájemné vzdálenosti. Zde konkrétně

W =
1

4πε0

(
q1q2

r12
+
q1q3

r13
+
q2q3

r23

)
=

1

4πε0

(
−e2

a
+
e2

2a
+
−e2

a

)
= − 1

4πε0

3e2

2a
. (2.33)

2.3.2 2.4 Nulová elektrostatická energie

Najděte takové uspořádáńı jednoho protonu a dvou elektron̊u na jedné př́ımce, aby elektrosta-
tická energie soustavy byla nulová.

Řešeńı: Na př́ımce jsou možné dvě neekvivalentńı uspořádáńı jednoho protonu a dvou
elektron̊u, viz obrázek 2.12. Vzdálenosti mezi náboji jsme označili obecně a a b.

a b

e p e e e p

a b

Obrázek 2.12: Dvě uspořádáńı jednoho protonu a dvou elektron̊u na př́ımce.
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Elektrostatická energie pro soustavu tř́ı náboj̊u je

W =
1

4πε0

∑
α<β

qαqβ
rαβ

=
1

4πε0

(
q1q2

r12
+
q1q3

r13
+
q2q3

r23

)
, (2.34)

kde qα jsou náboje na jednotlivých částićıch a rαβ jsou jejich vzájemné vzdálenosti.
Pro uspořádáńı elektron-proton-elektron máme výraz

W =
1

4πε0

(
−e2

a
+

e2

a+ b
+
−e2

b

)
= − e2

4πε0

a2 + b2 + ab

ab(a+ b)
. (2.35)

V čitateli máme součet samých kladných č́ısel (vzdálenosti a a b muśıme uvažovat kladné, jelikož
jsme je použili jako hodnoty pro r12, r13 a r23, které jsou vždy kladné), takže v uspořádáńı e-p-e
nemůže být elektrostatická energie W nulová.

Pro uspořádáńı elektron-elektron-proton dostáváme

W =
1

4πε0

(
e2

a
+
−e2

a+ b
+
−e2

b

)
=

e2

4πε0

b2 − a2 − ab
ab(a+ b)

. (2.36)

Elektrostatická energie je rovna nule, W = 0, právě tehdy když

b2 − a2 − ab = 0 −→
(
b

a

)2

− b

a
− 1 = 0 −→

(
b

a

)
1,2

=
1±
√

5

2
. (2.37)

Poměr kladných vzdálenost́ı muśı být kladný, řešeńım tedy je poměr vzdálenost́ı ba = 1+
√

5
2 , kdy

je elektrostatická energie W uspořádáńı e-e-p nulová.

2.3.3 2.5 Nabitý čtyřstěn

Najděte energii potřebnou k umı́stěńı čtyř elektron̊u do vrchol̊u čtyřstěnu o hraně a = 10−10m,
v jehož středu je proton.

e

e
e

e p

Obrázek 2.13: Čtyřstěn s elektrony v jeho vrcholem a protonem v jeho středu.

Řešeńı: Elektrostatická energie soustavy náboj̊u W je dána vztahem

W =
1

4πε0

∑
α<β

qαqβ
rαβ

, (2.38)

kde qα jsou náboje na jednotlivých částićıch a rαβ jsou jejich vzájemné vzdálenosti.
Nebudeme zde vypisovat všech deset člen̊u této sumy pro 5 náboj̊u. Uvědomı́me si, že d́ıky

symetrii čtyřstěnu máme jen dva r̊uzné druhy interakćı mezi náboji. Je to vzájemná interakce
elektron̊u ve vrcholech čtyřstěnu – všechny jsou stejně vzdálené na délku hrany čtyřstěnu a a
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těchto hran je celkem šest. Druhou interakćı je proton ve středu čtyřstěnu p̊usob́ıćı na čtyři
elektrony ve vzdálenosti r:

W =
1

4πε0

(
6
e2

a
+ 4
−e2

r

)
. (2.39)

Vzdálenost středu čtyřstěnu od jeho vrchol̊u je3 r =
√

6
4 a, kde a je délka jeho hrany. Po dosazeńı:

W =
e2

4πε0

6− 8
√

2
3

a
= 1, 23.10−18 J, (2.40)

pro numerický výsledek jsme použili hodnoty elementárńıho elektrického náboje e = 1, 602.10−19C
a permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1.

2.3.4 2.6 Rozpad jádra

Atomová jádra těžkých prvk̊u můžeme považovat za koule nabité s objemovou hustotou náboje
ρ = 4

3 · 1025C.m−3. Jak se změńı elektrostatická energie při symetrickém rozpadu jádra uranu

92U na dvě stejná jádra paladia 46Pd?

Řešeńı: Elektrostatická energie objemově nabité koule o poloměruR s konstantńı nábojovou
hustotou ρ, resp. celkovým nábojem na kouli Q, je

W =
4πR5ρ2

15ε0
=

3

5

1

4πε0

Q2

R
. (2.41)

Náboj jádra uranu je QU = 92e a náboj jádra paladia je QPd = 46e = 1
2QU. Jejich poloměry

urč́ıme ze vztahu pro celkový náboj Q objemově homogenně nabité koule:

Q = ρV = ρ
4

3
πR3 −→ R = 3

√
3Q

4πρ
. (2.42)

Poloměry jader uranu a paladia tedy jsou

RU = 3

√
69e

πρ
, RPd = 3

√
69e

2πρ
= RU

1
3
√

2
. (2.43)

Změna elektrostatické energie ∆W je

∆W = WU − 2WPd =
3

5

1

4πε0

(
Q2

U

RU
− 2

Q2
Pd

RPd

)
=

3

5

1

4πε0

Q2
U

RU

(
1− 2

1
22

1
3√2

)

=
3

5

1

4πε0
Q2

U
3

√
πρ

69e

(
1− 1

3
√

4

)
= 7, 36.10−11 J, (2.44)

kde jsme pro numerický výsledek použili hodnoty elementárńıho elektrického náboje e = 1, 602.10−19C
a permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1.

3Odvozeńı záměrně vynecháváme...

28



2.4 Gauss̊uv zákon

2.4.1 2.7 Náboj v krychli

Bodový náboj je umı́stěn a) ve středu krychle, b) v jednom z roh̊u krychle. Určete tok intenzity
elektrického pole každou ze stěn krychle.

Q

(a) Náboj uprostřed krychle.

Q

(b) Náboj v rohu krychle.

Obrázek 2.14: Náboje v krychĺıch.

Řešeńı: Pro rešeńı této úlohy použijeme Gauss̊uv zákon. Ten ř́ıká, že tok intenzity elek-
trického pole Φ skrze uzavřenou plochu S je úměrný náboji Q v této ploše uzavřenému:

Φ =

∮
S

~E · d~S =
Q

ε0
. (2.45)

Pokud uvažujeme náboj uprostřed krychle, můžeme povrch krychle vźıt jako uzavřenou plochu
S v Gaussově zákoně. Celkový tok intenzity elektrického pole ~E krychĺı tedy je Φ = Q

ε0
. Symetrie

úlohy ř́ıká, že každou ze stěn krychle muśı téct stejný tok elektrického pole4. Tento tok je zjevně
roven

Φ1 stěna =
1

6
Φ =

Q

6ε0
. (2.46)

Pro náboj v rohu krychle je situace komplikovaněǰśı v tom, že Gauss̊uv zákon neplat́ı v
př́ıpadě, že bodový náboj lež́ı na zvolené ploše S. Můžeme ale určit tok třemi stěnami krychle,
v nichž náboj lež́ı, př́ımo z definice toku intenzity elektrického pole:

Φ =

∫
S

~E · d~S. (2.47)

Vektory elektrického pole ~E jsou radiálńı – mı́̌ŕı vždy př́ımo od nebo k náboji. To znamená, že
vektory ~E jsou tečné ke stěnám, ve kterých náboj lež́ı, viz obrázek 2.15.

Q

~E

~E

Obrázek 2.15: Vektory elektrické intenzity ~E pro náboj v rohu krychle jsou tečné ke stěnám, ve kterých
náboj lež́ı.

4Krychle je symetrická při rotaci o násobky pravých úhl̊u okolo os procházej́ıćı středem krychle (a nábojem)
kolmých na př́ıslušné dvě stěny krychle.
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Jsou-li tečné ke stěnám, jsou kolmé k normálovému vektoru těchto stěn, ~E ⊥ ~n. Potom ovšem
je tok těmito stěnami nulový, Φ1 = 0, nebot’ skalárńı součiny v definici toku, ~E ·d~S = ( ~E ·~n) dS,
vymiźı.

Pro určeńı toku zbylých třech stran obestav́ıme malou krychli s nábojem v rohu sedmi
daľśımi stejně velkými krychlemi tak, aby vytvořili jednu velkou krychli, viz obrázek 2.16. Tuto
superkrychli použijeme jako plochu S do Gaussova zákona. Zákon je platný, náboj lež́ı uvnitř
(uprostřed) superkrychle.

Q

Obrázek 2.16: Osm krychĺı obestavěných okolo náboje.

Nenulový tok jednou stěnou malé krychle pak bude čtvrtinou toku skrze velkou stěnou a ta
je zase šestinou celkového toku superkrychĺı:

Φ1 malá stěna =
1

4
Φ1 velká stěna =

1

4

1

6

Q

ε0
=

Q

24ε0
. (2.48)

2.5 Elektrostatický potenciál a intenzita elektrického pole

2.5.1 2.8 Nabitá tyč

Tenká tyč nabitá s lineárńı hustotou náboje τ je umı́stěna na ose z mezi body z = a, z = −a.
Určete potenciál ϕ v bodech na ose x > 0.

zO a−a

x

'(x) = ?

τ

Obrázek 2.17: Nabitá tyč na ose z a j́ı vyvolaný elektrostatický potenciál ϕ na ose x..

Řešeńı: Elektrostatický potenciál délkového útvaru se urč́ı pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

ϕ =
1

4πε0

∫
l

τ

R
dl, (2.49)

kde τ je délková nábojová hustota a R je vzdálenost mezi mı́stem určováńı potenciálu a ele-
mentem délky dl, R = |~r − ~r′| (vektor ~r je mı́sto určováńı potenciálu ϕ, vektor ~r′ je polohový
vektor elementu délky dl).
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Tyč lež́ı na kartézské ose z, element délky je dl = dz. Souřadnice z, na kterých se tyč
rozkládá, jsou z ∈ 〈−a, a〉. Vzdálenost R je R =

√
x2 + z2, viz obrázek 2.18.

zO

x

dl

R =

p

x2 + z2

Obrázek 2.18: Element délky dl a jeho vzdálenost R od mı́sta určováńı elektrostatického potenciálu ϕ.

Po dosazeńı výše zmı́něných informaćı do vzorce pro elektrostatický potenciál (2.49) dosta-
neme integrál:

4πε0 ϕ =

∫ a

−a

τ√
x2 + z2

dz =

∫ a

−a

τ

x
√

1 +
(
z
x

)2 dz = 2

∫ a

0

τ

x
√

1 +
(
z
x

)2 , (2.50)

kde jsme v posledńı úpravě využili sudost funkce v integrandu. Po substitućıch u = z
x , du = dz

x
a u = sinh v, du = cosh v dv dospějeme k výsledku:

4πε0 ϕ = 2τ

∫ a
x

0

du√
1 + u2

= 2τ

∫ argsinh a
x

0

cosh v dv√
1 + sinh2 v

= 2τ

∫ argsinh a
x

0
dv

= 2τ [v]
argsinh a

x
0 = 2τ argsinh

a

x
= 2τ ln

(
a

x
+

√
a2

x2
+ 1

)
. (2.51)

Upraveným výsledkem tedy je

ϕ(x) =
τ

2πε0
ln

(
a

x
+

√
a2

x2
+ 1

)
. (2.52)

2.5.2 2.9 Nabité destičky

Určete potenciál ϕ ve středu destičky nabité nábojem Q, má-li destička tvar a) kruhu o poloměru
R̄, b) čtverce o straně a.

Q

' =?

R̄

(a) Kruhová destička.

' =?
a

Q

(b) Čtvercová destička.

Obrázek 2.19: Elektrostatický potenciál uprostřed kruhové a čtvercové destičky.

Řešeńı: Elektrostatický potenciál plošného útvaru se urč́ı pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

ϕ =
1

4πε0

∫
S

σ

R
dS, (2.53)
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kde σ je plošná nábojová hustota a R je vzdálenost mezi mı́stem určováńı potenciálu a elemen-
tem plochy dS, R = |~r − ~r′| (vektor ~r je mı́sto určováńı potenciálu ϕ, vektor ~r′ je polohový
vektor elementu plochy dS).

Řešeńı pro kruhovou destičku: Zavedeme polárńı souřadnice (r, α) s počátkem ve středu
destičky. Destička je pak na souřadnićıch r ∈ 〈0, R̄〉 a α ∈ 〈0, 2π〉.

r

α

dS

Obrázek 2.20: Polárńı souřadnice (r, α) v kruhové destičce, element plochy je dS = r dr dα.

Element plochy v polárńıch souřadnićıch je dS = r dr dα. Vzdálenost R je zde jednoduše
R = r. Plošná nábojová hustota je zde konstantńı σ = Q

πR̄2 = konst. Po dosazeńı všech těchto
informaćı do integrálu (2.53) pro elektrostatický potenciál dostaneme:

4πε0 ϕ =

∫ R̄

0

∫ 2π

0

σ

r
r dr dα = σ

∫ R̄

0
dr

∫ 2π

0
dα = σR̄ 2π =

2Q

R̄
. (2.54)

Výsledný výraz pro elektrostatický potenciál ϕ je

ϕ =
σR̄

2ε0
=

Q

2πR̄ ε0
. (2.55)

Řešeńı pro čtvercovou destičku: Zde využijeme výsledek předchoźıho př́ıkladu 2.8 (sekce
2.5.1) pro potenciál nabité tyčky délky 2a ve vzdálenosti x od tyčky na jej́ı ose:

ϕ(x) =
τ

2πε0
ln

(
a

x
+

√
a2

x2
+ 1

)
. (2.56)

Rozdělme čtvercovou destičku úhlopř́ıčně na čtyři části, viz obrázek 2.21 vlevo. Z d̊uvodu sy-
metrie bude každá část přisṕıvat k celkovému potenciálu ϕ stejnou měrou ϕvýseč:

ϕ = 4ϕvýseč. (2.57)

Každou z výseč́ı si rozděĺıme na tenké pásky š́ı̌rky dx, viz obrázek 2.21 vpravo.

(a) Destičku rozděĺıme úhlopř́ıčně na čtvrtiny.

x

x

x

(b) Čtvrtinu destičky si rozděĺıme na tenké
pásky š́ı̌rky dx. Je-li jejich vzdálenost x od
středu destičky, je jejich délka 2x.

Obrázek 2.21: Děleńı čtvercové destičky.
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Necht’ je vzdálenost pásku od středu destičky x, pak maj́ı pásky délku 2x. Celkový náboj
na pásku je dQ = σ dS = σ 2x dx.

”
Délková nábojová hustota“ je pak dτ = dQ

l = dQ
2x = σ dx.

Po dosazeńı těchto údaj̊u do vzorce pro potenciál nabité tyčky (2.56) dostaneme př́ıspěvek k
potenciálu

dϕ(x) =
σ dx

2πε0
ln

(
x

x
+

√
x2

x2
+ 1

)
=

σ

2πε0
ln
(

1 +
√

2
)
dx. (2.58)

Tento př́ıspěvek dϕ naintegrujeme, abychom dostali celkový potenciál výseče ϕvýseč. Potřebujeme
nasč́ıtat př́ıspěvky od pásk̊u se vzdálenost́ı x ∈ 〈0, a2 〉:

ϕvýseč =

∫ a/2

0
dϕ(x) =

∫ a/2

0

σ

2πε0
ln
(

1 +
√

2
)
dx =

σ

2πε0
ln
(

1 +
√

2
) a

2
. (2.59)

Plošná nábojová hustota je σ = Q
S = Q

a2 . Po dosazeńı dostáváme výsledek:

ϕ = 4ϕvýseč =
σa

πε0
ln
(

1 +
√

2
)

=
Q

πa ε0
ln
(

1 +
√

2
)
. (2.60)

Dodatek: Alternativně můžeme potenciál ve středu čtvercové destičky spoč́ıtat jako v
př́ıpadě kruhové destičky, tedy integraćı v polárńıch(!) souřadnićıch. Již brzy.

2.5.3 2.10 Osa nabitého kruhového kotouče

Určete potenciál ϕ a velikost intenzity elektrického pole E na ose kruhového kotouče poloměru
R̄ nabitého s plošnou hustotou náboje σ.

R̄

' =?; ~E =?

z

σ

Obrázek 2.22: Elektrostatický potenciál ϕ a intenzita elektrického pole ~E na ose kruhového kotouče.

Řešeńı: Elektrostatický potenciál plošného útvaru se urč́ı pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

ϕ =
1

4πε0

∫
S

σ

R
dS, (2.61)

kde σ je plošná nábojová hustota a R je vzdálenost mezi mı́stem určováńı potenciálu a elemen-
tem plochy dS, R = |~r − ~r′| (vektor ~r je mı́sto určováńı potenciálu ϕ, vektor ~r′ je polohový
vektor elementu plochy dS).

Zavedeme polárńı souřadnice (r, α) s počátkem ve středu kotouče (a do osy kotouče zavedeme
kartézskou souřadnici z). Kotouč je pak na souřadnićıch r ∈ 〈0, R̄〉 a α ∈ 〈0, 2π〉.
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R =

p

r2 + z2

dS

α

z

r

Obrázek 2.23: Vzdálenost R mezi elementem plochy dS a mı́stem určováńı elektrostatického potenciálu
ϕ.

Element plochy v polárńıch souřadnićıch je dS = r dr dα. Vzdálenost R je zde R =
√
r2 + z2,

viz obrázek 2.23. Plošná nábojová hustota je zde konstantńı σ = Q
πR̄2 = konst. Po dosazeńı těchto

informaćı do integrálu (2.61) pro elektrostatický potenciál dostaneme:

4πε0 ϕ =

∫ R̄

0

∫ 2π

0

σ√
r2 + z2

r dr dα = σ

∫ R̄

0

r√
r2 + z2

dr

∫ 2π

0
dα = 2πσ

∫ R̄

0

r√
r2 + z2

dr.

(2.62)
Po provedeńı substituce u = r2 + z2, du = 2r dr máme:

4πε0 ϕ = 2πσ

∫ R̄2+z2

z2

du

2
√
u

= 2πσ
[√
u
]R̄2+z2

z2 = 2πσ
(√

R̄2 + z2 − |z|
)
. (2.63)

Výsledný elektrostatický potenciál je (po př́ıpadném dosazeńı za nábojovou hustotu σ):

ϕ(z) =
σ

2ε0

(√
R̄2 + z2 − |z|

)
=

Q

2πR̄2ε0

(√
R̄2 + z2 − |z|

)
. (2.64)

Intenzitu elektrického pole ~E na ose źıskáme ze vztahu

~E = − gradϕ = −
(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
. (2.65)

Muśıme si však uvědomit, že potenciál ϕ máme spočtený pouze v bodech na ose kotouče –
známe tedy pouze funkčńı hodnoty ϕ(x = 0, y = 0, z) pro konstantńı hodnoty souřadnice x a
y. Nemůžeme proto poč́ıtat derivace ∂ϕ

∂x a ∂ϕ
∂y ! Složky elektrického pole Ex a Ey muśıme určit

jinak.
Z rotačńı symetrie okolo osy kotouče plyne, že tyto složky muśı být nulové, Ex = Ey = 0.

Výsledný tvar ~E je tedy

~E(z) =

(
0, 0,−dϕ

dz

)
(2.66)

a složka Ez je dána výrazem

Ez = −dϕ
dz

= − σ

2ε0

(
z√

R̄2 + z2
− sgn z

)
. (2.67)

2.5.4 2.11 Půlkulová slupka

Určete velikost intenzity elektrického pole E ve středu kulové slupky poloměru R̄, je-li jedna
jej́ı polovina nabita s plošnou hustotou σ.
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~E =?

R̄

σ

Obrázek 2.24: Intenzita elektrického pole ~E uprostřed nabité p̊ulkulové slupky.

Řešeńı: Intenzita elektrického pole ~E plošného útvaru se urč́ı pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

~E =
1

4πε0

∫
S
σ
~R

R3
dS, (2.68)

kde σ je plošná nábojová hustota a ~R je vektor spojuj́ıćı mı́sto určováńı potenciálu dané polo-
hovým vektorem ~r a polohu elementu plochy dS danou vektorem ~r′, ~R = ~r − ~r′ (R je velikost
tohoto vektoru, R = |~r − ~r′|).

Vektor ~R = (X,Y, Z) má zde konkrétně tvar ~R = −~r′, nebot’ intenzitu ~E určujeme v počátku
souřadnic, tedy plat́ı ~r = 0, viz obrázek 2.25 vlevo. Zároveň z rotačńı symetrie okolo osy slupky
muśı platit, že výsledný vektor intenzity elektrického pole ~E muśı ležet na ose p̊ulkulové slupky.
Zavedeme-li kartézské souřadnice jako na obrázku 2.25 vpravo, bude platit Ex = Ey = 0, tedy
~E = (0, 0, Ez).

dS
~R

~E =?

(a) Vektor ~R spojuj́ıćı element plochy dS s

mı́stem určováńı intenzity elektrického pole ~E.

x

y

z

O

(b) Kartézské souřadnice (x, y, z) s počátkem
ve středu slupky a osou z splývaj́ıćı s osou
slupky.

Obrázek 2.25: Kartézské souřadnice a vektor ~R na p̊ulkulové slupce.

Vzorec pro složku Ez pak dle (2.68) vypadá následovně:

Ez =
1

4πε0

∫
S
σ
Z

R3
dS. (2.69)

Zavedeme-li sférické souřadnice (r, θ, ϕ) (viz také obrázek 2.26)

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ (2.70)

s počátkem ve středu kulové slupky, bude se poloslupka rozkládat na souřadnićıch

r = R̄, θ ∈
〈

0,
π

2

〉
, ϕ ∈ 〈0, 2π〉. (2.71)
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Element plochy ve sférických souřadnićıch je (zde máme konstantńı r = R̄):

dS = r2 sin θ dθ dϕ = R̄2 sin θ dθ dϕ. (2.72)

x

y

z

O

P

'

θ r

Pxy

Obrázek 2.26: Sférické souřadnice (r, θ, ϕ) bodu P . Bod Pxy představuje kolmý pr̊umět bodu P do roviny
xy.

Vlastńı výpočet pak vypadá následovně. Do integrálu (2.69) dosad́ıme (2.70)-(2.72) a ~R =
−~r′:

4πε0Ez =

∫ π/2

0

∫ 2π

0
σ
−R̄ cos θ

R̄3
R̄2 sin θ dα dθ = −σ

∫ π/2

0
sin θ cos θ dθ

∫ 2π

0
dα

= −2πσ

∫ π/2

0

1

2
sin 2θ dθ = 2πσ

[
1

4
cos 2θ

]π/2
0

= −πσ. (2.73)

Hodnota Ez a velikost | ~E| tedy je

Ez = − σ

4ε0
−→ | ~E| = σ

4ε0
. (2.74)

2.5.5 2.13 Skoro uzavřená kružnice

Tenká tyč je ohnuta do tvaru téměř uzavřené kružnice poloměru r = 0, 5m. Mezi konci z̊ustává
mezera š́ı̌rky d = 2 cm, tyč nese náboj q = 3, 34.10−10C. Určete velikost a směr elektrického
pole ve středu kružnice.

~E =?

d

r

q

Obrázek 2.27: Skoro uzavřená kružnice.

Řešeńı: Intenzita elektrického pole délkového útvaru se urč́ı pomoćı následuj́ıćıho vztahu:

~E =
1

4πε0

∫
l
τ
~R

R3
dl, (2.75)
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kde τ je délková nábojová hustota a ~R je vektor spojuj́ıćı mı́sto určováńı potenciálu dané
polohovým vektorem ~r a polohu elementu délky dl danou vektorem ~r′, ~R = ~r−~r′ (R je velikost
tohoto vektoru, R = |~r − ~r′|).

Označme α0 středový úhel, který sv́ıraj́ı konce tyče, viz obrázek 2.28 vlevo. Tento můžeme
vyjádřit jako sin α0

2 = d/2
r . Délkovou nábojovou hustoty je pak možno vyjádřit jako

τ =
q

(2π − α0)r
, (2.76)

kde (2π − α0)r je délka tyče.

α0

(a) Středový úhel α0 vyt́ınaj́ıćı chyběj́ıćı úsek
kružnice.

x

y

O

αr

dl

(b) Kartézské a polárńı souřadnice na kružnici
a př́ıslušný délkový element.

Obrázek 2.28: Souřadnice na skoro uzavřené kružnici.

Vektor ~R = (X,Y, Z) má zde konkrétně tvar ~R = −~r′, nebot’ intenzitu ~E určujeme v
počátku souřadnic, tedy plat́ı ~r = 0. Zároveň ze zrcadĺıćı symetrie okolo roviny p̊ulićı kružnici
muśı platit, že výsledný vektor intenzity elektrického pole muśı ležet v této rovině (a zároveň
v rovině kružnice, jelikož jde o rovinný problém). Zavedeme-li kartézské souřadnice jako na
obrázku 2.28 vpravo bude platit, že Ey = Ez = 0, tedy ~E = (Ex, 0, 0). Vzorec pro složku Ex
pak dle (2.75) vypadá následovně:

Ex =
1

4πε0

∫
l
τ
X

R3
dl. (2.77)

V polárńıch souřadnićıch
x = r cosα, y = r sinα (2.78)

se tyč rozkládá na souřadnićıch α ∈ 〈α0
2 , 2π −

α0
2 〉 a element délky je dl = r dα. Vektor ~r′ =

(x, y, 0) má v těchto souřadnićıch vyjádřeńı ~r′ = (r cosα, r sinα, 0) a tedy ~R = (−r cosα,−r sinα, 0)
a R = r. Po dosazeńı všech výše zmı́něných vyjádřeńı do integrálu (2.77) můžeme vypoč́ıtat
vlastńı hodnotu Ex:

4πε0Ex =

∫ 2π−α0/2

α0/2
τ
−r cosα

r3
r dα = −τ

r
[sinα]

2π−α0/2
α0/2

=
τ

r

(
sin

α0

2
− sin

(
2π − α0

2

))
=

2τ

r
sin

α0

2
, (2.79)

kde jsme použili vztahy sin(2π + x) = sinx a sin(−x) = − sinx. Po dosazeńı za nábojovou
hustotu τ z (2.76) dostaneme

Ex =
1

4πε0

2 sin α0
2

(2π − α0)

q

r2
. (2.80)

Toto je přesný výsledek pro libovolně velký úhel α0
5. V zadáńı je zd̊urazněno, že jde o malou

5Mohli bychom ještě dosadit za úhel α0: sin α0
2

= d
2r

a α0 = 2arcsin d
2r

pro α0 < π.
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mezeru, uvažujme tedy α0 � 2π a udělejme aproximace z toho plynoućı. Máme 2π − α0 ≈ 2π,
sin α0

2 ≈
α0
2 :

Ex ≈
1

4πε0

α0
2π q

r2
=

1

4πε0

q̃

r2
, (2.81)

kde jsme označili náboj q̃ = α0
2π q, který představuje náboj, který by byl na chyběj́ıćım úseku

kružnice. Aproximovaný výsledek pro velikost elektrické intenzity tedy vypadá jako intenzita
od bodového náboje velikosti q̃ umı́stěného ve středu chyběj́ıćıho úseku kružnice. A to neńı
náhoda, viz dodatek.

Dodatek: Př́ıklad bychom také mohli poč́ıtat s využit́ım principu superpozice. Původńı
intenzitu elektrického pole ~E bychom mohli napsat jako součet elektrických poĺı od plné kružnice
~Eplné a od malého opačně nabitého doplňku ~Emezera, ~E = ~Eplné + ~Emezera, viz obrázek 2.29.

=
~Eplné

τ τ

−τ

~E ~Emezera

+

Obrázek 2.29: Původńı intenzita elektrického pole ~E jako součet elektrických poĺı od plné kružnice ~Eplné

a od malého opačně nabitého doplňku ~Emezera, ~E = ~Eplné + ~Emezera.

Ze symetrie je ovšem intenzita elektrického pole od plné kružnice ~Eplné nulová, ~Eplné = 0.
Původńı elektrické pole uprostřed kružnice je tedy stejné jako pole od opačně nabitého doplňku,
~E = ~Emezera. Přesný výsledek (2.79), resp. (2.80), bychom źıskali velmi podobným výpočtem
jako v (2.79), tzn. poč́ıtáńım integrálu

4πε0Ex = 4πε0Exmezera =

∫ α0/2

−α0/2
(−τ)

−r cosα

r3
r dα. (2.82)

My ovšem provedeme rovnou aproximaci pro malou mezeru. V takovém př́ıpadě můžeme považovat
malý úsek kružnice za bodový náboj, jelikož střed kružnice je dostatečně daleko od náboj̊u. Ve-
likost tohoto náboje je −q̃ = (−q)α0

2π a tedy velikost intenzity elektrického pole je přibližně

Ex ≈
1

4πε0

q̃

r2
. (2.83)

2.5.6 2.14 Useknutý vrchĺık

Mějme kulovou slupku poloměru R̄ nabitou s plošnou hustotou σ. V okoĺı vybraného bodu na
této ploše seř́ızneme malý kulový vrchĺık o poloměru a � R̄. Určete velikost elektrického pole
uprostřed otvoru.
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~E =?

R̄

2a

Obrázek 2.30: Intenzita elektrického pole ~E uprostřed otvoru vzniklého seř́ıznut́ım vrchĺıku kulové slupky.

Řešeńı: Z rotačńı symetrie okolo osy kulové slupky (a seř́ıznutého vrchĺıku) vyplývá, že
výsledný vektor intenzity elektrického pole ~E bude ležet na této ose. Zavedeme-li kartézské
souřadnice jako na obrázku 2.31, bude potom platit ~E = (0, 0, Ez).

O

x
y

z

Obrázek 2.31: Kartézské souřadnice (x, y, z) v seř́ıznuté kulové slupce.

Složku intenzity elektrického pole Ez urč́ıme tak, že si spočteme elektrostatický potenciál
ϕ v libovolném mı́stě na ose kulové slupky, ϕ(z), a z něho pak záporně vzatou derivaćı urč́ıme
elektrické pole:

~E = −gradϕ, Ez = −dϕ
dz
. (2.84)

Vyjdeme ze vztahu pro potenciál plošně nabitého tělesa

ϕ =
1

4πε0

∫
S

σ

R
dS, (2.85)

kde σ je plošná nábojová hustota a R je vzdálenost mezi mı́stem určováńı potenciálu a elemen-
tem plochy dS, R = |~r − ~r′| (vektor ~r je mı́sto určováńı potenciálu ϕ, vektor ~r′ je polohový
vektor elementu plochy dS).

Zavedeme sférické souřadnice

x = r sin θ cosα, y = r sin θ sinα, z = r cos θ. (2.86)

Použit́ım cosinové věty je vzdálenost R daná jako R =
√
z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ (z zde představuje

parametr polohy na ose z, nikoliv polohu elementu plochy dS, nedosazujeme tedy pomoćı
sférických souřadnic), viz obrázek 2.32. Slupka se rozprost́ırá na souřadnićıch r = R̄, θ ∈ 〈θ0, π〉,
α ∈ 〈0, 2π〉, kde θ0 je polovina středového úhlu seř́ıznutého vrchĺıku (opět viz obrázek 2.32).
Element plochy ve sférických souřadnićıch je dS = r2 sin θ dθ dα.
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θ0
R̄

θ

z

O

'(z) = ?

R =
p

R̄2 + z2 { 2zR̄ cos θ

Obrázek 2.32: Vzdálenost R vyjádřená pomoćı poloměru slupky R̄, úhlu θ a poloze na ose z.

Po dosazeńı všech výše zmı́něných informaćı do (2.85) dostaneme následuj́ıćı dvojný integrál:

ϕ(z) =
1

4πε0

∫ 2π

0

∫ π

θ0

σR̄2 sin θ√
z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ

dα dθ. (2.87)

Relativně jednoduchým výpočtem

ϕ(z) =
σR̄2

2ε0

∫ π

θ0

sin θ√
z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ

dθ =

∣∣∣∣ u = − cos θ
du = sin θ dθ

∣∣∣∣ =

(2.88)

=
σR̄2

2ε0

∫ 1

− cos θ0

du√
z2 + R̄2 + 2zR̄u

=
σR̄2

2ε0

[
1

zR̄

√
z2 + R̄2 + 2zR̄u

]1

− cos θ0

(2.89)

dostaneme vyjádřeńı pro potenciál

ϕ(z) =
σR̄

2ε0

|z + R̄| −
√
z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ0

z
=
σR̄2

ε0

1 + cos θ0

|z + R̄|+
√
z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ0

. (2.90)

Zderivováńım a následnými algebraickými úpravami dospějeme k výrazu pro složku intenzity
elektrického pole Ez

6:

Ez(z) = −dϕ
dz

= . . . =
σ

2ε0

R̄2

z2

[
sgn(z + R̄)− R̄− z cos θ0√

z2 + R̄2 − 2zR̄ cos θ0

]
. (2.91)

Toto je přesný výsledek pro jakkoliv velký úhel θ0. Pro z = R̄ cos θ0 (tedy pro mı́sto uprostřed
vrchĺıku) máme

E(R̄ cos θ0) = . . . =
σ

2ε0

1

1 + sin θ0
. (2.92)

Úhel θ0 je pomoćı poloměru seř́ıznutého vrchĺıku a dán jako sin θ0 = a
R̄

. Výsledek pak nabude
tvaru

E(R̄ cos θ0) =
σ

2ε0

1

1 + a
R̄

. (2.93)

6Zderivujeme
”
levé“ vyjádřeńı potenciálu ϕ, použijeme identitu z sgn(z+ R̄) = |z+ R̄| − R̄ sgn(z+ R̄) a členy

s odmocninou převedeme na společného jmenovatele.
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Pro malé a můžeme výsledek ještě drobně zjednodušit pomoćı aproximace (1 +x)−1 = 1−x na

E(R̄ cos θ0) ≈ σ

2ε0

(
1− a

R̄

)
. (2.94)

Dodatek: Daľśı zaj́ımavá mı́sta na ose z jsou: na vrcholu chyběj́ıćıho vrchĺıku, tzn. pro
z = R̄; uprostřed kulové slupky, tzn. pro z = 0. Pro tato mı́sta źıskáváme následuj́ıćı přesné a
přibližné výrazy:

E(R) =
σ

2ε0

(
1− sin

θ0

2

)
≈ σ

2ε0

(
1− a

2R̄

)
, (2.95)

E(0) =
σ

4ε0
sin2 θ0 ≈

σ

4ε0

a2

R̄2
, (2.96)

kde jsme pro źıskáńı přibližných výraz̊u položili sinx ≈ x a tedy i θ0 ≈ a
R .

2.5.7 2.12 Potenciál mýdlové bubliny
2.15 Elektrostatické pole Země
2.16 Dielektrická pevnost vzduchu

Z vodivé mýdlové bubliny poloměru R = 2 cm nabité na potenciál ϕ1 = 104 V vznikne po
prasknut́ı kapka vody o poloměru r = 0, 05 cm. Určete potenciál kapky.

Intenzita elektrostatického pole u povrchu Země je E = 100V.m−1 a mı́̌ŕı směrem dol̊u. Určete
náboj a potenciál Země.

Jaký maximálńı náboj se udrž́ı na kovové kouli o poloměru R = 10 cm, je-li dielektrická pevnost
vzduchu Emax = 30 kV.cm−1?

Řešeńı: Elektrostatický potenciál ϕ a velikost intenzity elektrického pole E od sféricky
symetricky rozloženého náboje o celkové velikosti Q jsou dány vztahy

ϕ(r) =
1

4πε0

Q

r
, E(r) =

1

4πε0

Q

r2
, (2.97)

kde r je vzdálenost od centra sférické symetrie. Tyto vztahy použijeme k výpočtu všech tř́ı
př́ıklad̊u, jejich odvozeńı viz dodatek.

Př́ıklad 2.12 Označme ϕ2 potenciál po prasknut́ı kapky. Máme tedy

ϕ1 =
1

4πε0

Q

R
, ϕ2 =

1

4πε0

Q

r
, (2.98)

kde předpokládáme, že náboj je na kapce rozložen sféricky symetricky a při prasknut́ı se nikam
neztratil. Po vyjádřeńı Q máme

Q = 4πε0Rϕ1, Q = 4πε0rϕ2, (2.99)

a jejich porovnáńım źıskáme výsledek

ϕ2 =
R

r
ϕ1 = 4.105 V = 400 kV. (2.100)

Př́ıklad 2.15 Vyjádř́ıme-li náboj Q ze vzorce (2.97) vpravo, máme

Q = 4πε0r
2E(r). (2.101)
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Po dosazeńı poloměru Země, r = RZ , obdrž́ıme výsledek

Q = 4πε0R
2
ZE(RZ) = 4, 52.105C, (2.102)

kde jsme použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1 a poloměr Země RZ =
6378 km. Jelikož je v zadáńı, že vektor ~E mı́̌ŕı směrem k Zemi, muśı být celkový náboj Země
záporný, tedy ve skutečnosti Q = −4, 52.105C (vzorec pro velikost E vlastně pracuje s absolutńı
hodnotou náboje |Q|). Potenciál na povrchu Země je

ϕ =
1

4πε0

Q

RZ
= RZE(RZ) = 6, 38.108 V, (2.103)

resp. tedy ϕ = −6, 38.108 V s přihlédnut́ım ke znaménku náboje.

Př́ıklad 2.16 Velikost intenzity elektrického pole E od nabité koule je opět dána vztahem
(2.97) vpravo. Požadujeme, aby platilo E(r) ≤ Emax. Nejsilněǰśı elektrické pole je zjevně pro
r = R, tedy př́ımo na povrchu koule. Výsledný maximálńı náboj Qmax pak je

Qmax = 4πε0R
2Emax = 3, 34.10−6C. (2.104)

Dodatek: Odvod́ıme nyńı vzorce (2.97) pro potenciál ϕ a intenzitu elektrického pole ~E
vně sféricky symetricky rozloženého náboje Q. Začněme určeńım elektrického pole ~E pomoćı
Gaussova zákona ∮

S

~E · d~S =
Q

ε0
, (2.105)

který vztahuje tok intenzity elektrického pole ~E uzavřenou plochou S k celkovému náboji Q,
který je v této ploše uzavřený.

Pod́ıvejme se nejprve, jaká omezeńı klade symetrie úlohy na tvar intenzity elektrického pole
~E. Sférická symetrie zajǐst’uje, že velikost vektoru ~E může záviset pouze na vzdálenosti od
středu sférické symetrie r – E(r) – velikosti vektor̊u ~E muśı být konstantńı na sférách daného
poloměru. Jaký bude směr vektoru ~E? Sférická symetrie povoluje jedině radiálńı směr – vektor
mı́̌ŕıćı př́ımo k/od středu symetrie: uvažujme osu symetrie spojuj́ıćı střed sférické symetrie a
bod, u kterého určujeme elektrické pole ~E – pak rotačńı symetrie okolo této osy zajǐst’uje, že
vektor ~E muśı na této ose ležet, tzn. mı́̌rit v radiálńım směru.

Nyńı můžeme spoč́ıst levou stranu Gaussova zákona (2.105). Jako plochu S zvoĺıme sféru o
poloměru r (kde r je tak velké, aby již v této sféře ležel již veškerý náboj) se středem souhlaśıćım
se středem symetrie. Vektor ~E pak mı́̌ŕı ve směru d~S = ~n dS (~n je jednotkový normálový vektor
k plošce dS), tzn. ~E · d~S = E dS:∮

S

~E · d~S =

∮
S
E dS = E(r)

∮
S
dS = 4πr2E(r), (2.106)

kde jsme dále využili toho, že velikost intenzity elektrického pole na povrchu sféry S je konstantńı
a můžeme ji vytknout před integrál, a také integrál z jedničky přes sféru je plocha sféry 4πr2.
Dosad́ıme-li tento výsledek do (2.105) a vyjádř́ıme E(r), dostaneme výsledek:

E(r) =
1

4πε0

Q

r2
. (2.107)

Vztah pro vektor ~E dostaneme jednoduše vynásobeńım E(r) jednotkovým vektorem mı́̌ŕıćım
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radiálńım směrem7 – ~E = E(r)~rr :

~E(~r) =
Q

4πε0

~r

r3
. (2.108)

Potenciál ϕ źıskáme
”
řešeńım“ rovnice

~E = −gradϕ. (2.109)

Vı́me, že plat́ı následuj́ıćı obecný vzorec pro α ∈ R:

grad rα = α rα−2 ~r, (2.110)

při položeńı α = −1 dostaneme

grad

(
1

r

)
= − ~r

r3
, (2.111)

což je přesně potřebný vztah pro vyřešeńı (2.109). Plat́ı tedy

ϕ =
1

4πε0

Q

r
. (2.112)

Tyto vztahy jdou jednoduše zobecnit i pro situace, kdy se ptáme, jaké bude elektrické pole
nejen vně ale i uvnitř sféricky symetricky rozloženého náboje. Jediné, co se změńı v Gaus-
sově zákoně (2.105) je to, že náboj Q na pravé straně bude nyńı záviset na r, Q(r), a bude
představovat celkový náboj uzavřený ve sféře o poloměru r. Výsledná velikost intenzity (a
vlastńı intenzita) elektrického pole pak je:

E(r) =
1

4πε0

Q(r)

r2
, ~E =

Q(r)

4πε0

~r

r3
. (2.113)

Potenciál je opět dán řešeńım rovnice ~E = −gradϕ, tentokrát s výsledkem

ϕ(r) =
1

4πε0

∫ ∞
r

Q(r′)

r′2
dr′. (2.114)

(Pro r dostatečně velké, aby veškerý náboj byl již obsažen ve sféře o poloměru r, tzn. Q(r) =
Qcelk se vzorec (2.114) redukuje na jednodušš́ı (2.112).)

Výpočet funkce Q(r). Náboj obsažený v kouli o poloměru r (označme Vr a jej́ı povrch jako
Sr) spočteme pomoćı funkce objemové nábojové hustoty ρ(~r) jako

Q(r) =

∫
Vr

ρ(~r′) dV, (2.115)

kde ~r′ je polohový vektor elementu objemu dV . Ve sféricky symetrickém př́ıpadě ale muśı
nábojová hustota záviset pouze na vzdálenosti od středu symetrie, ρ(r). Naṕı̌seme-li si objemový
element dV jako dV = dr dS, kde dr je př́ır̊ustek radiálńı souřadnice r a dS je plošný element na
sféře poloměru r. Pak objemový integrál přes kouli můžeme rozepsat následuj́ıćım zp̊usobem:

Q(r) =

∫
Vr

ρ(~r′) dV =

∫
Vr

ρ(~r′) dS dr′ =

∫ r

0

∫
Sr′

dS ρ(r′) dr′. (2.116)

Po vyintegrováńı přes povrch sféry,
∫
Sr′

dS = 4πr′2, dostaneme vztah

Q(r) =

∫ r

0
4πr′2ρ(r′) dr′. (2.117)

7Poněkud jsme zametli pod koberec, jestli směr ~E je radiálně ven od středu anebo dovnitř do středu. V
Gaussově zákoně voĺıme vždy normálové vektory tak, aby mı́̌rily ven z uzavřené plochy. Zde tedy máme vektory
~n mı́̌ŕıćı od středu symetrie. Pro Q > 0 je třeba, aby vektory ~E a ~n mı́̌rily ve stejném směru, pak je skalárńı
součin ~E · d~S = E dS kladný a integrál

∫
~E · d~S taktéž (a pak Gauss̊uv zákon dává do rovnosti dvě kladná č́ısla).

Pro Q < 0 je třeba, aby směr ~E byl opačný ke směru ~n (tzn. ~E nyńı mı́̌ŕı do středu) a pak je skalárńı součin
~E · d~S = −E dS záporný a Gauss̊uv zákon dává konzistentně do rovnosti dvě záporná č́ısla.
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2.6 Elektrický dipólový a kvadrupólový moment

2.6.1 2.17 Bodové náboje

Bodové náboje jsou uspořádány a) ve vrcholech rovnostranného trojúhelńıka o straně a v pořad́ı
q, q, −2q, b) ve vrcholech čtverce o straně a v pořad́ı −q, q, q, −q, c) v pořad́ı −q, q, −q, q.
Určete elektrický dipólový moment soustavy.

a

a

q q

−2q

(a) Trojúhelńık.

q q

−q −q

a

a

(b) Polarizovaný čtverec.

q −q

−q q

a

a

(c) Symetrický čtverec.

Obrázek 2.33: Dipólový moment ~p bodových náboj̊u.

Řešeńı: Vzorec pro dipólový moment diskrétńıho rozložeńı bodových náboj̊u je následuj́ıćı:

~p =
∑
α

qα~rα, (2.118)

kde sč́ıtáme přes všechny náboje a qα jsou velikosti a ~rα jsou polohové vektory př́ıslušných
náboj̊u. Plat́ı, že je-li celkový náboj soustavy Q nulový, pak dipólový moment ~p nezáviśı na
volbě počátku soustavy souřadnic.

Zaved’me tedy kartézské souřadnice tak, abychom měli co nejjednodušš́ı výpočet. Jedna z
možnost́ı je znázorněná na obrázku 2.34.

q q

−2q

O

x

y

1 2

3

(a) Trojúhelńık.

q q

−q −q x

y

O

1 2

34

(b) Polarizovaný čtverec.

q −q

−q q x

y

O

1 2

34

(c) Symetrický čtverec.

Obrázek 2.34: Kartézské souřadnice (x, y, z) pro jednotlivé soustavy bodových náboj̊u.

Dipólový moment ~p pro trojúhelńık se pak spočte následovně:

~p = q ~r1 + q ~r2 − 2q ~r3 = q
(
−a

2
, 0, 0

)
+ q

(a
2
, 0, 0

)
− 2q

(
0,

√
3a

2
, 0

)
=
(

0,−
√

3qa, 0
)
. (2.119)

Pro polarizovaný čtverec máme:

~p = −q ~r1−q ~r2 +q ~r3 +q ~r4 = −q(0, 0, 0)−q(a, 0, 0)+q(a, a, 0)+q(0, a, 0) = (0, 2qa, 0). (2.120)

A konečně symetrický čtverec:

~p = −q ~r1 + q ~r2 − q ~r3 + q ~r4 = −q(0, 0, 0) + q(a, 0, 0)− q(a, a, 0) + q(0, a, 0) = (0, 0, 0). (2.121)

V tomto př́ıpadě máme celkový náboj Q a dipólový moment ~p nulový. Nenulový pak bude až
kvadrupólový moment, viz př́ıklad 2.21 v sekci 2.6.5.
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2.6.2 2.18 Polarizovaná tyč

Určete elektrický dipólový moment tenké tyče délky l, a) jej́ıž jedna polovina je nabita kladně
a druhá záporně s lineárńı hustotou náboje τ , b) jej́ıž nábojová hustota roste lineárně od −τ0

na jednom konci k τ0 na druhém konci.

−τ +τ

l

(a) Konstantńı nábojová hustota.

l

−τ0 +τ0

(b) Lineárńı nábojová hustota.

Obrázek 2.35: Polarizované tyče.

Řešeńı: Vzorec pro dipólový moment spojitého délkového rozložeńı náboj̊u je následuj́ıćı:

~p =

∫
l
τ ~r dl, (2.122)

kde τ je délková nábojová hustota a ~r je polohový vektor délkového elementu dl. Plat́ı, že je-li
celkový náboj soustavy Q nulový, pak dipólový moment ~p nezáviśı na volbě počátku soustavy
souřadnic.

Zaved’me kartézskou souřadnici x s počátkem ve středu tyče, viz obrázek 2.36. Tyč se pak
nacháźı na souřadnićıch x ∈ 〈− l

2 ,
l
2〉. Délkový element je pak dl = dx a jeho polohový vektor je

~r = (x, 0, 0).

−τ +τ

O x
−

l

2

l

2

(a) Konstantńı nábojová hustota.

−τ0 +τ0

O x
−

l

2

l

2

(b) Lineárńı nábojová hustota.

Obrázek 2.36: Polarizované tyče se zavedenou kartézskou souřadnićı x.

O x
−

l

2

l

2

dl

x

Obrázek 2.37: Délkový element dl na souřadnici x v tyči.

Po dosazeńı výše zmı́něných informaćı do vzorce (2.122) pro dipólový moment ~p dostaneme

~p =

∫ l
2

− l
2

τ(x)~r dx, ~p = (px, 0, 0), px =

∫ l
2

− l
2

τ(x)x dx, (2.123)

(Jediná nenulová složka je px, jelikož jediná nenulová složka ~r = (x, 0, 0) je x.)
Pro polarizovanou tyč, kde každá polovina je nabita opačnou nábojovou hustotu, máme

následuj́ıćı funkci nábojové hustoty τ(x):

τ(x) =

{
−τ pro x ∈

〈
− l

2 , 0
〉

+τ pro x ∈
〈
0, l2
〉 (2.124)

Po dosazeńı do integrálu (2.123) máme:

px =

∫ 0

− l
2

(−τ)x dx+

∫ l
2

0
τ x dx = −τ

[
x2

2

]0

− l
2

+ τ

[
x2

2

] l
2

0

= 2τ
l2

4

2
=
τ l2

4
. (2.125)
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Pro tyč, kde se nábojová hustota lineárně měńı, má funkce τ(x) obecně tvar τ(x) = ax+ b,
přičemž muśı platit τ(− l

2) = −τ0 a τ( l2) = +τ0. Tyto podmı́nky vedou na funkci

τ(x) =
2τ0

l
x. (2.126)

Po dosazeńı do integrálu (2.123):

px =

∫ l
2

− l
2

2τ0

l
x2 dx = 2

2τ0

l

∫ l
2

0
x2 dx = 2

2τ0

l

l3

8

3
=
τ0l

2

6
. (2.127)

2.6.3 2.19 Polarizovaná koule

Náboj je rozložen na povrchu koule o poloměru R tak, že na jedné polokouli je kladný náboj
s hustotou σ, na druhé polokouli je záporný náboj s hustotou −σ. Určete elektrický dipólový
moment koule. Jaký bude tento moment, budou-li obě polokoule nabity objemově s opačnými
náboji téže velikosti objemové hustoty ρ?

R
+σ; +ρ

−σ; −ρ

Obrázek 2.38: Dipólový moment ~p povrchově a objemově nabité koule.

Řešeńı: Vzorce pro dipólový moment spojitého plošného a objemového rozložeńı náboj̊u
jsou následuj́ıćı:

~p =

∫
S
σ ~r dS, ~p =

∫
V
ρ~r dV, (2.128)

kde σ, resp. ρ, je plošná, resp. objemová, nábojová hustota a ~r je polohový vektor plošného
elementu dS, resp. objemového elementu dV . Plat́ı, že je-li celkový náboj soustavy Q nulový
(což je zde ze symetrie rozložeńı náboje zjevně splněno), pak dipólový moment ~p nezáviśı na
volbě počátku soustavy souřadnic.

Zavedeme kartézské souřadnice jako na obrázku 2.39 vlevo s počátkem ve středu koule a
rovinou xy splývaj́ıćı s rovinou, která děĺı kouli na dvě nabité poloviny.

x

y

z

O

(a) Kartézské souřadnice (x, y, z) v kouli.

x

y

z

O

P

'

θ r

Pxy

(b) Sférické souřadnice (r, θ, ϕ).

Obrázek 2.39: Dipólový moment ~p povrchově a objemově nabité koule.
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Ze symetrie úlohy (rotace okolo osy z) muśı výsledný dipólový moment ležet na ose z, tzn.
~p = (0, 0, pz). Pro složku dipólového momentu pz máme dle (2.128) vzorce

pz =

∫
S
σ z dS, pz =

∫
V
ρ z dV, (2.129)

kde z je třet́ı složka polohového vektoru ~r = (x, y, z). Zavedeme dále sférické souřadnice jako
na obrázku 2.39 vpravo, tzn. pomoćı následuj́ıćıch předpis̊u,

x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ. (2.130)

Plošný a objemový element jsou pak následuj́ıćıch tvar̊u:

dS = r2 sin θ dθ dϕ, dV = r2 sin θ dr dθ dϕ. (2.131)

Plošně nabitá sféra se pak rozkládá na souřadnićıch r = R, θ ∈ 〈0, π〉 (polokoule nabitá +σ
na θ ∈ 〈0, π2 〉, polokoule s −σ na θ ∈ 〈π2 , π〉), ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Vlastńı výpočet integrálu (2.129) po
dosazeńı všech výše zmı́něných informaćı je pak následuj́ıćı:

pz =

∫
S
σ(~r) z dS =

∫ π

0

∫ 2π

0
σ(θ)R cos θ R2 sin θ dθ dϕ

= R3

∫ 2π

0
dϕ

(∫ π
2

0
σ sin θ cos θ dθ +

∫ π

π
2

(−σ) sin θ cos θ dθ

)

= 2πR3σ

([
−1

4
cos 2θ

]π
2

0

−
[
−1

4
cos 2θ

]π
π
2

)

= 2πR3σ

(
−1

4

)
((−1− 1)− (1− (−1))) = 2πσR3. (2.132)

Pro objemově nabitou kouli máme rozsahy r ∈ 〈0, R〉, θ ∈ 〈0, π〉 (polokoule nabitá +ρ opět
na θ ∈ 〈0, π2 〉, polokoule s −ρ na θ ∈ 〈π2 , π〉), ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Výpočet integrálu (2.129):

pz =

∫
V
ρ(~r) z dV =

∫ R

0

∫ π

0

∫ 2π

0
ρ(θ) r cos θ r2 sin θ dr dθ dϕ

=

∫ R

0
r3 dr

∫ 2π

0
dϕ

(∫ π
2

0
ρ sin θ cos θ dθ +

∫ π

π
2

(−ρ) sin θ cos θ dθ

)

= 2π
R4

4
ρ

([
−1

4
cos 2θ

]π
2

0

−
[
−1

4
cos 2θ

]π
π
2

)

=
1

2
πR4ρ

(
−1

4

)
((−1− 1)− (1− (−1))) =

1

2
πρR4. (2.133)

Dodatek: Argumenty symetrie nám umožňuj́ı rovnou ř́ıci, že tvar dipólového momentu
bude ~p = (0, 0, pz). Mohli bychom na ně ale klidně zapomenout a složky px a py spoč́ıtat př́ımo
dle vztah̊u analogických k (2.129):

px =

∫
S
σ x dS, py =

∫
S
σ y dS, (2.134)

(a stejně pro objemově nabitou kouli).
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2.6.4 2.20 Śıla elektrického dipólu

Elektrický dipól o momentu ~p = (0, p, 0) lež́ı v bodě ~r = (x, 0, 0) v elektrickém poli bodového
náboje q umı́stěného v počátku. Určete śılu ~F a moment silové dvojce ~D, které budou na dipól
p̊usobit.

x

y

z

q ~p

Obrázek 2.40: Bodový náboj q a dipól ~p.

Řešeńı: Máme-li malý elektrický dipól o dipólovém momentu ~p ve vněǰśım elektrickém poli
~E, pak śıla p̊usob́ıćı na dipól vlivem tohoto pole je dána následuj́ıćım vztahem

~F = (~p · ∇) ~E, (2.135)

tedy pomoćı operátoru ~p-grad, který je definovaný následovně:

~p-grad ~E = (~p · ∇) ~E = (~p · ∇Ex, ~p · ∇Ey, ~p · ∇Ez) =

(
3∑
i=1

pi
∂Ex
∂xi

,

3∑
i=1

pi
∂Ey
∂xi

,

3∑
i=1

pi
∂Ez
∂xi

)
.

(2.136)
Vektor intenzity elektrického pole od bodového náboje velikosti q umı́stěného v počátku

(resp. jeho složkové vyjádřeńı) je:

~E(~r) =
q

4πε0

~r

r3
, Ei =

q

4πε0

xi
r3

(2.137)

Spočtěme si nyńı obecně derivace ∂Ei
∂xj

pro pole od bodového náboje (2.137), které budeme

potřebovat pro výpočet śıly ~F dle vztahu (2.136):

∂Ei
∂xj

=
q

4πε0

∂

∂xj

(xi
r3

)
=

q

4πε0

[
∂xi
∂xj

1

r3
+ xi

∂

∂xj

(
1

r3

)]
, (2.138)

kde jsme využili pravidla o derivováńı součinu. Spočtěme si postupně derivace jednotlivých
člen̊u ve výrazu (2.138) výše:

∂xi
∂xj

= δij , δij =

{
0 pro i 6= j,
1 pro i = j

, (2.139)

kde jsme zavedli symbol Kroneckerovo delta δij . Člen r−3 derivujeme jako složenou funkci:

∂r−3

∂xj
= −3r−4 ∂r

∂xj
, (2.140)

kde derivaci velikosti polohového vektoru r spočteme následovně:

∂r

∂xj
=

∂

∂xj

√
x2

1 + x2
2 + x2

3 =
1

2
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

· 2xj =
xj
r
. (2.141)

Po dosazeńı těchto mezivýpočt̊u do (2.138) dostaneme

∂Ei
∂xj

=
q

4πε0

(
δij
r3
− 3

xixj
r5

)
. (2.142)
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Jelikož máme ze zadáńı ~p = (0, p, 0), obecný vzorec (2.136) pro śılu ~F se zjednoduš́ı na

~F = (~p · ∇) ~E = p

(
∂Ex
∂y

,
∂Ey
∂y

,
∂Ez
∂y

)
. (2.143)

Po dosazeńı z obecného vzorce pro derivace ∂Ei
∂xj

(2.142):

~F =
pq

4πε0

(
−3

xy

r5
,

1

r3
− 3

y2

r5
,−3

yz

r5

)
. (2.144)

Tento výsledek představuje śılu p̊usob́ıćı na dipól ~p = (0, p, 0) na libovolném mı́stě ~r = (x, y, z).
Pro ~r = (x, 0, 0), tj. y = 0 a z = 0 dostáváme

~F (~r) =
pq

4πε0

(
0,

1

r3
, 0

)
=

1

4πε0

pq

r3
(0, 1, 0). (2.145)

Moment silové dvojce ~D p̊usob́ıćı na dipól ~p v elektrickém poli ~E je

~D = ~p× ~E. (2.146)

Po dosazeńı ~p = (0, p, 0) a ~E = (Ex, 0, 0) máme

~D = (0, 0,−pEx) =
pq

4πε0

1

x2
(0, 0,−1), (2.147)

kde jsme dosadili Ex = q
4πε0

1
x2 .

Dodatek: Celková śıla p̊usob́ıćı na dipól se dá názorně źıskat pomoćı složeńı Coulombických
sil p̊usob́ıćıch na jednotlivé náboje

”
modelového“ dipólu, viz obrázek 2.41. Již brzy.

x

y

z

~q

−~q

q

~F~q

~F
−~q

Obrázek 2.41: Bodový náboj q a modelový dipól ~p složený z náboj̊u q̃ a −q̃ separovaných vzdálenost́ı d
tak, aby p = q̃d.

2.6.5 2.21 Kvadrupólový moment bodových náboj̊u

Čtyři náboje q, −q, q, −q jsou v tomto pořad́ı rozmı́stěny v roźıch čtverce o straně a. Určete
hlavńı kvadrupólové momenty soustavy.

a

a

q −q

−q q

Obrázek 2.42: Kvadrupólový moment soustavy bodových náboj̊u.

Řešeńı: Vzorec pro kvadrupólové momenty soustavy bodových náboj̊u je následuj́ıćı:

Qij =
∑
α

qα
(
3xixj − δijr2

)
α
, (2.148)
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kde qα jsou náboje jednotlivých částic a ~rα = (x1α, x2α, x3α) = (xα, yα, zα) jsou jejich polohové
vektory (čistě pro zjednodušeńı zápisu jsme index α

”
vytknuli“ za závorku, (. . .)α).

Plat́ı, že jsou-li celkový náboj soustavy Q a dipólový moment ~p nulové, pak kvadrupólové
momenty Qij nezáviśı na volbě počátku soustavy souřadnic. (Zde je dipólový moment ~p nulový,
viz př́ıklad 2.17 v sekci 2.6.1.)

Hlavńı kvadrupólové momenty źıskáme, pokud zvoĺıme kartézské osy tak, aby matice Qij
vyšla diagonálńı. Chceme tedy, aby mimodiagonálńı momenty byly nula, vzorce pro ně vypadaj́ı
následovně:

Q12 = Q21 =
∑
α

qα (3xy)α , Q13 = Q31 =
∑
α

qα (3xz)α , Q23 = Q32 =
∑
α

qα (3yz)α .

(2.149)
Jelikož máme rovinný problém, zvolme náboje v rovině z = 0, t́ım pádem Q13 = Q23 = 0.
Pokud nyńı zvoĺıme osy x a y tak, aby náboje ležely stř́ıdavě na těchto osách, tzn. jako na
obrázku 2.43, dostaneme také Q12 = 0 (viz dále).

q −q

−q q

y

1 2

34

x

O

Obrázek 2.43: Souřadný systém pro výpočet kvadrupólového momentu soustavy bodových náboj̊u.

Polohové vektory jednotlivých částic totiž maj́ı následuj́ıćı tvar,

~r1 =

(
−
√

2

2
a, 0, 0

)
, ~r2 =

(
0,−
√

2

2
a, 0

)
, ~r3 =

(√
2

2
a, 0, 0

)
, ~r4 =

(
0,

√
2

2
a, 0

)
,

(2.150)
a součiny xαyα jsou tak vždy nulové.

Obecný vzorec pro moment Q11 je následuj́ıćı

Q11 =
∑
α

qα
(
3x2 − r2

)
α

=
∑
α

qα
(
2x2 − y2 − z2

)
α

; (2.151)

po dosazeńı hodnot náboj̊u a polohových vektor̊u (2.150):

Q11 = −q (2
a2

2
) + q (−a

2

2
)− q (2

a2

2
) + q (−a

2

2
) = −3qa2. (2.152)

Stejným výpočtem dospějeme i k hodnotě Q22 = 3qa2. Jelikož pro diagonálńı kvadrupólové
momenty plat́ı

3∑
i=1

Qii = Q11 +Q22 +Q33 = 0, (2.153)

muśı již být Q33 = 0. Výsledná matice kvadrupólových moment̊u Qij má tedy tvar

Qij =

 −3qa2 0 0
0 3qa2 0
0 0 0

 , (2.154)

kde na diagonále jsou př́ıslušné hlavńı kvadrupólové momenty.
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2.6.6 2.22 Kvadrupólový moment elipsoidu

Určete elektrický kvadrupólový moment rotačńıho elipsoidu.

Řešeńı: Vzorec pro kvadrupólové momenty objemového spojitého rozložeńı náboj̊u je následuj́ıćı:

Qij =

∫
V
ρ(~r)(3xixj − δijr2) dV, (2.155)

kde ρ(~r) je funkce objemové nábojové hustoty a ~r = (x1, x2, x3) = (x, y, z) je polohový vektor
objemového elementu dV . Spočtěme nejprve kvadrupólový moment Q11, který je ze vzorce
(2.155), dán vztahem

Q11 =

∫
V
ρ(~r)(2x2 − y2 − z2)dV. (2.156)

Objemová nábojová hustota ρ je zde uvažována konstantńı. Zavedeme kartézské souřadnice s
počátkem ve středu elipsoidu a osami orientovanými ve směrech os elipsoidu. Jelikož elipsoid
má nenulový celkový náboj, Q 6= 0, záviśı výsledný kvadrupólový moment Qij (a také dipólový
moment ~p) na volbě počátku souřadnic. Volit počátek ve středu elipsoidu je přirozené z toho
d̊uvodu, že pak vyjde dipólový moment ~p elipsoidu nulový. Element objemu je v kartézských
souřadnićıch dV = dx dy dz a výsledný vztah pro moment Q11 je:

Q11 =

někam∫ ∫ ∫
odněkud

ρ
(
2x2 − y2 − z2

)
dx dy dz. (2.157)

Integračńı meze jsou zvoleny tak, aby splňovaly nerovnost

x2

a2
+
y2

a2
+
z2

b2
≤ 1. (2.158)

Nyńı provedeme substituci, kdy
”
z elipsoidu uděláme kouli“:

x = ax̃, y = aỹ, z = bz̃, dx dy dz = a2b dx̃ dỹ dz̃. (2.159)

Po dosazeńı do integrálu máme

Q11 =

někam’∫ ∫ ∫
odněkud’

ρ
(
2a2x̃2 − a2ỹ2 − b2z̃2

)
a2b dx̃ dỹ dz̃, (2.160)

kde nové meze v souřadnićıch x̃, ỹ a z̃ splňuj́ı nerovnost

x̃2 + ỹ2 + z̃2 ≤ 1, (2.161)

tzn. substitućı jsme z elipsoidu udělali jednotkovou kouli. Dále provedeme substituci do sférických
souřadnic

x̃ = r sin θ cosϕ, ỹ = r sin θ sinϕ, z̃ = r cos θ, dx̃ dỹ dz̃ = r2 sin θ dr dθ dϕ, (2.162)

v nich se elipsoid (nyńı jednotková koule v souřadnićıch x̃, ỹ, z̃) nacháźı na souřadnićıch r ∈
〈0, 1〉, θ ∈ 〈0, π〉, ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Integrál nyńı vypadá následovně:

Q11 =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0
ρ
(
2a2x̃2 − a2ỹ2 − b2z̃2

)
a2b r2 sin θ dr dθ dϕ, (2.163)
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kde jsme zat́ım nedosadili za x̃, ỹ, z̃ z (2.162). Nyńı stoj́ıme před otázkou, kolik je∫
koule

x̃2 dV = ?,

∫
koule

ỹ2 dV = ?,

∫
koule

z̃2 dV = ?, (2.164)

což by se dalo prostě spoč́ıtat dosazeńım z (2.162) a vyintegrováńım. Zkusme se ale vyhnout
tomuto komplikovanému poč́ıtáńı následuj́ıćım trikem. Ze symetrie koule muśı platit∫

koule

x̃2 dV =

∫
koule

ỹ2 dV =

∫
koule

z̃2 dV (2.165)

a tedy i∫
koule

x̃2 dV =
1

3

∫
koule

x̃2 + ỹ2 + z̃2 dV =
1

3

∫
koule

r2 dV =
1

3

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0
r4 sin θ dr dθ dϕ

=
1

3

[
r5

5

]1

0

[− cos θ]π0 [ϕ]2π0 =
4π

15
. (2.166)

Nyńı již jenom tento výsledek dosad́ıme do (2.163) a dostaneme

Q11 =
4π

15
ρ
(
2a2 − a2 − b2

)
a2b =

4π

15
ρ a2b(a2 − b2). (2.167)

Výsledek ještě můžeme vyjádřit pomoćı celkového náboje na elipsoidu Q, který je

Q = ρV = ρ
4

3
πa2b, (2.168)

a po dosazeńı do (2.167) máme

Q11 =
1

5
Q(a2 − b2). (2.169)

Jelikož pro diagonálńı kvadrupólové momenty plat́ı

3∑
i=1

Qii = Q11 +Q22 +Q33 = 0, (2.170)

a dále ze symetrie elipsoidu máme Q11 = Q22, muśı být Q33 = −2Q11:

Q33 = −2Q11 = −2

5
(a2 − b2). (2.171)

Mimodiagonálńı kvadrupólové momenty, které jsou dány vzorci

Qij =

∫
V

3ρ(~r)xixj dV, i 6= j, (2.172)

vyjdou nulové. Pokud bychom provedli analogické výpočty až po rovnici (2.163) dostali bychom
integrály v proměnné ϕ tvaru∫ 2π

0
sinϕdϕ, resp.

∫ 2π

0
cosϕdϕ, resp.

∫ 2π

0
sinϕ cosϕdϕ, (2.173)

které jsou nulové.
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2.7 Kondenzátory

2.7.1 2.26, 2.28 a 2.29 Deskový kondenzátor

Kolik elektron̊u tvoř́ı náboj kuličky o hmotnosti m = 10−11 g, jestliže je udržována v rovnováze
v deskovém kondenzátoru, jehož desky jsou od sebe vzdáleny d = 5mm a jsou nabity na napět́ı
U = 76, 5V .

Jakou plochu by musely mı́t elektrody deskového kondenzátoru o vzdálenosti d = 1mm, aby
kondenzátor měl kapacitu C = 1F?

Jakou silou se přitahuj́ı desky kondenzátoru?

d
S;Q;+σ

S;−Q;−σ

Obrázek 2.44: Deskový kondenzátor.

Řešeńı: Velikosti intenzity elektrického pole E uvnitř deskového kondenzátoru, napět́ı U
mezi deskami a kapacita tohoto kondenzátoru jsou dány vztahy (pro jejich odvozeńı viz dodatek
k tomuto př́ıkladu):

E =
σ

ε0
, U = E d =

σ

ε0
d, C = ε0

S

d
, (2.174)

kde σ je plošná nábojová hustota na deskách kondenzátoru, S je plocha desek (každé z nich)
a d je vzdálenost těchto desek. Vektor intenzity elektrického pole ~E mı́̌ŕı kolmo na desky kon-
denzátoru.

Př́ıklad 2.26 : Umı́st́ıme-li mezi desky kondenzátoru náboj o velikosti q, bude na tento náboj
p̊usobit śıla o velikosti FE = q E = qUd . Tato śıla muśı být vyrušena gravitačńı silou Fg = mg,
tzn.

FE = Fg, q
U

d
= mg, q =

mgd

U
. (2.175)

Naṕı̌seme-li si náboj q jako n-násobek elementárńıho elektrického náboje e, q = n e, můžeme
psát výsledek jako počet elementárńıch elektrických náboj̊u na kuličce n:

n =
mgd

Ue

.
= 40, (2.176)

kde jsme použili hodnotu gravitačńıho zrychleńı g = 9, 81m.s−2 a velikost elementárńıho elek-
trického náboje e = 1, 602.10−19C.

Př́ıklad 2.28 : Po vyjádřeńı ze vztahu (2.174) vpravo máme

S =
Cd

ε0
= 1, 13.108m2 = 113 km2, (2.177)

kde jsme použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1.
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Př́ıklad 2.29 : Př́ıklad můžeme řešit dvěma zp̊usoby. Bud’ vyjdeme z energie W elektrosta-
tického pole mezi deskami kondenzátoru:

W =

∫
V

1

2
ε0
~E2 dV =

1

2
ε0E

2

∫
V
dV =

1

2
ε0E

2Sd =
1

2

(
ε0
S

d

)
(Ed)2 =

1

2
CU2. (2.178)

Nám se bude hodit vztah W = 1
2ε0E

2Sd. Při změně vzdálenosti desek o dx se elektrostatická
energie pole změńı o dW = 1

2ε0E
2S dx (E a S je konstantńı a d(d) = dx). Změna této energie

muśı pocházet z práce, kterou vykonáme při oddáleńı (přibĺıžeńı) desek kondenzátoru, tzn.
dW = F dx a tedy vztah pro śılu je

F =
1

2
ε0E

2S =
1

2

σ2S

ε0
=

1

2

Q2

ε0S
. (2.179)

Jiným zp̊usobem se k výsledku dostaneme tak, že spočteme śılu dF = f dS p̊usob́ıćı na malou
plošku dS jedné desky kondenzátoru od celé (nekonečně) velké druhé desky (f se nazývá hustota
śıly). Celková śıla pak bude

F =

∫
S
dF =

∫
S
f dS = f

∫
S
dS = fS, (2.180)

jelikož hustota śıly je všude konstantńı. Śıla dF = E dq, kde E = σ
2ε0

(Jsme př́ımo v rovině
jedné z desek, kde je intenzita elektrického pole polovičńı! Viz dodatek.) a dq = σ dS, tedy

dF = σ2

2ε0
dS. Pak f = σ2

2ε0
a t́ım pádem F = fS = σ2

2ε0
S, což je stejný výsledek jako přes

výpočet pomoćı energie.

Dodatek: Odvod’me nyńı vztahy (2.174) pro elektrické pole ~E, napět́ı U a kapacitu C.
Začneme určeńım intenzity elektrického pole ~E od jedné nekonečně velké nabité roviny z
Gaussova zákona ∮

S

~E · d~S =
Q

ε0
, (2.181)

který vztahuje tok intenzity elektrického pole ~E uzavřenou plochou S k celkovému náboji Q,
který je v této ploše uzavřený.

Pod́ıvejme se, jaká omezeńı na elektrické pole ~E klade symetrie úlohy. Máme-li nekonečnou
nabitou rovinu, elektrické pole může záviset pouze na vzdálenosti z od této roviny, ~E = ~E(z)
– máme k dispozici translačńı symetrii libovolným směrem podél nabité roviny, která zajǐst’uje,
že vektor ~E muśı být konstantńı na rovinách rovnoběžných s nabitou rovinou. Zároveň muśı
elektrické pole mı́̌rit vždy kolmo na nabitou rovinu, jelikož máme k dispozici rotačńı symetrii
okolo osy kolmé na rovinu a procházej́ıćı bodem, kde pole ~E určujeme – jediný směr vektoru
~E, který se při této rotaci zachovává, je směr kolmý na rovinu. Reflexńı symetrie skrze nabitou
rovinu zajǐst’uje vztah ~E(−z) = − ~E(z), tzn. že vektor ~E na opačné straně roviny je opačný.

Pro použit́ı Gaussova zákona zvoĺıme plochu S jako válcovou plochu, jej́ıž osa je kolmá na
nabitou rovinu, a podstavy maj́ı stejnou vzdálenost z od této roviny, viz obrázek 2.45.

Splášt'

Spodstava

z

z

σ

Obrázek 2.45: Uzavřená válcová plocha S v Gaussově zákoně pro určeńı velikosti intenzity elektrického
pole E v okoĺı nekonečné nabité roviny. Plochu pláště válce jsme označili jako Splášt’ a plochu každé z
podstav jako Spodstava.
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Rozdělme nyńı integrál na levé straně (2.181) zvlášt’ na integraci přes plášt’ a přes podstavy:∮
S

~E · d~S =

∫
Spodstavy

~E · d~S +

∫
Splášt’

~E · d~S. (2.182)

Protože vektory ~E mı́̌ŕı kolmo na nabitou rovinu, tak celkový tok pláštěm válce je nulový, jelikož
~E ·d~S = ~E ·~n dS = 0, kde ~n je jednotkový normálový vektor na plošku dS. Naopak pro podstavy
plat́ı ~E · d~S = E dS, jelikož vektor ~E mı́̌ŕı ve směru d~S, viz obrázek 2.46.

σ

dS

~n

dS

~n

~E

~E

~n

~E

dS

Obrázek 2.46: Směry vektor̊u ~E a d~S = ~n dS pro jednotlivé podstavy a plášt’ válce. Vektor ~n je jednotkový
normálový vektor k plošce dS.

Pokračujme v úpravách (2.182):∮
S

~E · d~S =

∫
Spodstavy

~E · d~S +

∫
Splášt’

~E · d~S =

∫
Spodstavy

E dS = E(z)

∫
Spodstavy

dS = 2SpodstavaE(z), (2.183)

kde jsme využili toho, že na podstavách (ve stejných vzdálenostech od nabité roviny) je velikost
intenzity elektrického pole E(z) konstantńı a můžeme ji tedy vytknout před integrál a integrál
z jedničky přes plochu je obsah této plochy 2Spodstava.

Náboj Q uzavřený v ploše S na pravé straně Gaussova zákona (2.181) je jednoduše Q =
σSpodstava. Gauss̊uv zákon pak dává:

2E(z)Spodstava =
σSpodstava

ε0
−→ E =

σ

2ε0
, (2.184)

kde jsme vyjádřili velikost intenzity elektrického pole E a ukázalo se, že tato nezáviśı na
vzdálenosti od roviny z.

Poznámka: Tohoto výsledku můžeme dosáhnout i bez použit́ı Gaussova zákona př́ımým inte-
grováńım př́ıspěvk̊u d ~E k intenzitě elektrického pole od jednotlivých část́ı nabité roviny:

~E =

∫
S

d ~E =
1

4πε0

∫
S

σ
~R

R3
dS, (2.185)

kde ~R je vektor spojuj́ıćı mı́sto určováńı elektrického pole ~E dané polohovým vektorem ~r a polohu
elementu plochy dS danou vektorem ~r′, ~R = ~r − ~r′ (R je velikost tohoto vektoru, R = |~r − ~r′|), viz
obrázek 2.47 vlevo.

Zaved’me válcové souřadnice (r, ϕ, z) jako na obrázku 2.47 vpravo, tzn. počátek umı́stěný do nabité
roviny a osa z směřuj́ıćı kolmo na tuto rovinu. Poté nabité rovina se rozkládá na souřadnićıch z = 0,
r ∈ 〈0,+∞〉, ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Plošný element v polárńıch souřadnićıch je dS = r dr dϕ. Z d̊uvod̊u symetrie

diskutovaných výše muśı mı́t vektor ~E tvar ~E = (0, 0, Ez). Vzdálenost R mezi elementem plochy dS a

mı́stem určováńı elektrického pole ~r = (0, 0, z) je R =
√
r2 + z2. Vektor ~R vyjádřený pomoćı válcových

souřadnic má tvar ~R = (−r cosϕ,−r sinϕ, z).
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σ

O

~E(~r) = ?

~r

dS
~r0

~R

(a) Vektor ~R = ~r − ~r′ jakožto vektor spo-
juj́ıćı element plochy dS a mı́sto určováńı elek-
trického pole ~E.

σ

z

r

'

O

(b) Válcové souřadnice (r, ϕ, z) zavedené jako
polárńı souřadnice (r, ϕ) v nabité rovině a
kartézská souřadnice z na tuto rovinu kolmá.

Obrázek 2.47: Nabitá rovina – vektor ~R a souřadnice (r, ϕ, z).

Dosad́ıme-li všechny výše uvedené informace do (2.185) a poč́ıtáme-li jedinou nenulovou složku Ez
dostaneme:

Ez =
1

4πε0

∫ +∞

0

∫ 2π

0

σ z

(r2 + z2)3/2
r dr dϕ =

zσ

2ε0

∫ +∞

0

r dr

(r2 + z2)3/2
(2.186)

Po substituci u = r2 + z2, du = 2r dr máme

Ez =
zσ

2ε0

∫ +∞

z2

du

u3/2
=

zσ

4ε0

[
−2

1√
u

]+∞

z2
=

zσ

2ε0

1

|z|
=

σ

2ε
sgn z, (2.187)

tedy stejný výsledek jako z Gaussova zákona (nyńı ještě se znaménkem).

Nyńı muśıme složit elektrická pole od dvou opačně nabitých nekonečných desek. Situace
je znázorněná a popsaná na obrázku 2.48. Pro naše účely potřebujeme výsledek, že uvnitř
kondenzátoru je pole dvojnásobně silné oproti situaci s jednou nabitou deskou, E = σ

ε0
.

+σ

−σ

~E+σ

~E
−σ

~E

Obrázek 2.48: Vektory intenzit elektrických poĺı od jednotlivých opačně nabitých rovin (šedě, ~E+σ od

kladně nabité roviny a ~E−σ od záporně nabité roviny) a jejich výsledná superpozice (černě, ~E). Výsledkem

je nulové pole vně kondenzátoru, ~Evně = 0; dvojnásobné uvnitř kondenzátoru, Euvnitř = σ
ε0

; př́ımo na
deskách je pole Edeska = σ

2ε0
!

Nyńı muśıme toto elektrické pole naintegrovat pro źıskáńı napět́ı mezi elektrodami. Definice
napět́ı mezi dvěma body po dráze l je

U =
1

q

∫
l

~F · d~l, (2.188)
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kde ~F je śıla p̊usob́ıćı na náboj q a d~l = ~t dl je element délky mı́̌ŕıćı tečně na křivku (~t je jednot-
kový tečný vektor). Napět́ı U je tedy práce vykonaná po dráze l při přemı́stěńı jednotkového
náboje.

Jediná śıla p̊usob́ıćı uvnitř kondenzátoru je od elektrického pole, ~F = q ~E. Jako křivku l
zvoĺıme úsečku kolmou na elektrody, viz obrázek 2.49. Pak vektory ~E a d~l mı́̌ŕı stejným směrem
(opět viz obrázek 2.49) a plat́ı ~E · d~l = E dl. Tzn. máme

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl = E

∫
l
dl = E d =

σ

ε0
d, (2.189)

kde jsme nav́ıc využili toho, že elektrické pole E je konstantńı a integrál z jedničky
∫
l dl je délka

křivky, tzn. vzdálenost desek, d.

+σ

−σ

l

dl

~t

~E

Obrázek 2.49: Úsečka l spojuj́ıćı desky kondenzátoru pro výpočet napět́ı U . Vektory ~E a d~l = ~t dl (kde
~t je jednotkový tečný vektor ke křivce l) mı́̌ŕı stejným směrem.

Kapacita C deskového kondenzátoru je z definice C = Q
U :

C =
Q

U
=
σS
σ
ε0
d

= ε0
S

d
. (2.190)

2.7.2 2.30 a 2.33 Válcový kondenzátor a Geiger-Müller̊uv poč́ıtač

Mějme válcový kondenzátor o poloměrech elektrod R1 = 3 cm, R2 = 10 cm nabitý na napět́ı
U = 450V . Určete náboj připadaj́ıćı na jednotkovou délku, plošnou hustotu náboje na každém
z válc̊u a intenzitu elektrostatického pole ve středu vzdálenosti mezi válci.

Kondenzátor (Geiger̊uv-Müller̊uv poč́ıtač) je tvořen drátem o poloměru R1 = 5mm a ko-
axiálńım válcem poloměru R2 = 5 cm. Na jaké maximálńı napět́ı můžeme kondenzátor nab́ıt,
je-li pr̊urazné napět́ı vzduchu Emax = 3 kV.cm−1? Jak se bude měnit rozložeńı pr̊uběhu napět́ı
mezi elektrodami, budeme-li zmenšovat poloměr vnitřńı elektrody?

R1

R2

Q
−Q

Obrázek 2.50: Válcový kondenzátor.

Řešeńı: Určeme nejprve intenzitu elektrického pole ~E a napět́ı U mezi elektrodami ne-
konečně dlouhého válcového kondenzátoru a poté jeho kapacitu C pro jeho úsek délky l o
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poloměrech vnitřńı a vněǰśı elektrody R1 a R2. Výsledné vzorce pak aplikujeme na konkrétńı
zadáńı v př́ıkladech 2.30 a 2.33.

Necht’ je úsek délky l vnitřńı elektrody nabitý na náboj Q a vněǰśı na náboj −Q. Poté
můžeme definovat délkovou nábojovou hustotu na elektrodách jako τ = Q

l , tedy náboj na
jednotku délky elektrody; a také plošné nábojové hustoty

σvnitřńı =
Q

Svnitřńı
=

Q

2πR1l
=

τ

2πR1
, σvněǰśı =

Q

Svněǰśı
=

Q

2πR2l
=

τ

2πR2
(2.191)

na vnitřńı a vněǰśı elektrodě o plochách Svnitřńı a Svněǰśı (jedná se o plochy úseku délky l).

Začneme určeńım intenzity elektrického pole ~E mezi elektrodami (a tu pak naintegrujeme
k určeńı napět́ı U mezi elektrodami) z Gaussova zákona∮

S

~E · d~S =
Q

ε0
, (2.192)

který vztahuje tok intenzity elektrického pole ~E uzavřenou plochou S k celkovému náboji Q,
který je v této ploše uzavřený.

Pod́ıvejme se, jaké omezeńı na elektrické pole ~E klade symetrie úlohy. Zavedeme-li přirozeně
válcové souřadnice (r, ϕ, z) (jako na obrázku 2.51), pak rotačńı symetrie okolo osy z (osy kon-
denzátoru) znemožňuje závislost velikosti | ~E| na úhlu ϕ a translačńı symetrie podél osy kon-
denzátoru (osy z) znemožňuje závislost na souřadnici z (toto plat́ı pouze pro nekonečný kon-
denzátor). Velikost intenzity elektrického pole tedy může záviset pouze na vzdálenosti od osy
symetrie, E(r).

z

r

'

Obrázek 2.51: Válcové souřadnice (r, ϕ, z) ve válcovém kondenzátoru.

Ze zrcadĺıćı symetrie okolo rovin kolmých na osu z plyne, že vektor ~E muśı ležet v těchto
rovinách. Zároveň ze zrcadĺıćı symetrie okolo rovin, v nichž osa z lež́ı, opět plyne, že vektory ~E
muśı v těchto rovinách ležet. Pro roviny symetrie viz obrázek 2.52. To vede na jediný př́ıpustný
směr, kterým je směr radiálńı – ve směru

”
os r“.
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(a) Rovina symetrie kolmá na osu z. (b) Osa z lež́ı v rovině symetrie.

Obrázek 2.52: Roviny zrcadĺıćı symetrie pro určeńı směru vektoru intenzity elektrického pole ~E.

Dále potřebujeme plochu S do Gaussova zákona. Uvažujme válcovou plochu výšky l obecného
poloměru r, R1 < r < R2, koncentrickou s elektrodami kondenzátoru, viz obrázek 2.53 vlevo.

r

S

(a) Myšlená válcová plocha S o poloměru r v
Gaussově zákoně.

r ~n
~E

dS

S

(b) Směry intenzity elektrického pole ~E a
normálového vektoru ~n k plošce dS na plášti
válce o poloměru r.

Obrázek 2.53: Pro určeńı intenzity elektrického pole ~E použijeme Gauss̊uv zákon.

Nyńı již můžeme zač́ıt upravovat levou stranu Gaussova zákona (2.192). Nejprve si integrál
přes válec S rozděĺıme na integraci přes plášt’ a podstavy válce:∮

S

~E · d~S =

∫
Splášt’

~E · d~S +

∫
Spodstavy

~E · d~S, (2.193)

kde element plochy je d~S = ~n dS; ~n je jednotkový normálový vektor. Jelikož je vektor ~E radiálńı,
tzn. lež́ı v podstavách válce S, skalárńı součin pod t́ımto integrálem vymiźı, ~E · d~S = 0:∫

Spodstavy

~E · d~S = 0. (2.194)

Situace na plášti válce S je znázorněna na obrázku 2.53 vpravo. Zde vektor ~E mı́̌ŕı ve směru d~S
(ve směru ~n) a tedy plat́ı ~E · d~S = E dS. Zároveň velikost intenzity elektrického pole E záviśı
pouze na souřadnici r, E(r), je tedy na plášti válce S konstantńı a můžeme ji vytknout před
integrál: ∫

Splášt’

~E · d~S =

∫
Splášt’

E dS = E(r)

∫
Splášt’

dS = E(r) 2πrl. (2.195)
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(Použili jsme vzorec pro povrch pláště válce, S =
∫
dS = 2πrl.) Celkový náboj uzavřený ve

válcové ploše S je právě Q (je to náboj na délce l a válec S má také délku l). Po dosazeńı
výsledku (2.195) do Gaussova zákona (2.192) a vyjádřeńı velikosti intenzity elektrického pole
E(r) obdrž́ıme

E(r) =
Q

2πrlε0
=

τ

2πrε0
. (2.196)

Nyńı muśıme toto elektrické pole naintegrovat pro źıskáńı napět́ı mezi elektrodami. Definice
napět́ı mezi dvěma body po dráze l je

U =
1

q

∫
l

~F · d~l, (2.197)

kde ~F je śıla p̊usob́ıćı na náboj q a d~l = ~t dl je element délky mı́̌ŕıćı tečně na křivku (~t je jednot-
kový tečný vektor). Napět́ı U je tedy práce vykonaná po dráze l při přemı́stěńı jednotkového
náboje.

Jediná śıla p̊usob́ıćı uvnitř kondenzátoru je od elektrického pole, ~F = q ~E. Jako křivku l
zvoĺıme radiálńı úsečku spojuj́ıćı vnitřńı a vněǰśı elektrodu (viz obrázek 2.54 vlevo), při zavedeńı
radiálńı souřadnice r se úsečka rozkládá na r ∈ 〈R1, R2〉 (viz obrázek 2.54 uprostřed) a element
délky je dl = dr. Pak vektory ~E a d~l mı́̌ŕı stejným směrem (viz obrázek 2.54 vpravo) a plat́ı
~E · d~l = E dl. Tzn. máme

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl =

∫ R2

R1

E(r) dr. (2.198)

l

(a) Úsečka l spojuj́ıćı vnitřńı a
vněǰśı elektrodu.

rO R1 R2

(b) Radiálńı souřadnice r.

rO

dl ~t

~E

(c) Vektory ~E a d~l = ~t dl mı́̌ŕı
stejným směrem.

Obrázek 2.54: Křivka l, jej́ı parametrizace a znázorněné vektory ~E a d~l.

Po dosazeńı za E(r) z (2.196) snadno dopočteme napět́ı U :

U =

∫ R2

R1

Q

2πrlε0
dr =

Q

2πlε0
[ln r]R2

R1
=

Q

2πlε0
ln
R2

R1
=

τ

2πε0
ln
R2

R1
. (2.199)

Kapacitu úseku délky l válcového kondenzátoru již źıskáme triviálně z definice C = Q
U , tzn.

C =
Q

U
=

2πlε0

ln R2
R1

,
C

l
=

2πε0

ln R2
R1

, (2.200)

kde jsme vpravo uvedli kapacitu C/l na jednotku délky.
A nyńı k vlastńım př́ıklad̊um. V př́ıkladu 2.30 jednoduše vyjádř́ıme délkovou nábojovou

hustotu τ ze vztahu (2.199):

τ = 2πε0
U

ln R2
R1

= 2, 08.10−8C.m−1, (2.201)
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kde jsme použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1. Plošné nábojové hustoty
dle (2.191) jsou

σvnitřńı =
τ

2πR1
= 1, 10.10−7C.m−2, σvněǰśı =

τ

2πR2
= 3, 31.10−8C.m−2. (2.202)

Intenzita elektrického pole pro r = R1+R2
2 je dle (2.196)

E

(
R1 +R2

2

)
=

τ

π(R1 +R2)ε0
= 5, 75 kV.m−1. (2.203)

V př́ıkladu 2.33 potřebujeme vyjádřit intenzitu elektrického pole E(r) pomoćı napět́ı na
kondenzátoru, tzn. zkombinujeme vztahy (2.196) a (2.199):

E(r) =
U

ln R2
R1

1

r
. (2.204)

Vid́ıme, že nejsilněǰśı elektrické pole je u vnitřńı elektrody pro r = R1. Naše omezeńı dané
pr̊urazným napět́ım vzduchu Emax = 30 kV.cm−1 tedy bude E(R1) ≤ Emax, což dává maximálńı
napět́ı

Umax = R1 ln
R2

R1
Emax = 34, 5 kV. (2.205)

2.7.3 2.31 Kulový kondenzátor

Určete napět́ı mezi dvěma koncentrickými koulemi o poloměrech R1 < R2 a náboj́ıch Q1, Q2.

R1

R2

Q1

Q2

Obrázek 2.55: Kulové elektrody.

Řešeńı: Velikost intenzity elektrického pole sféricky symetrického rozložeńı náboje je

E(r) =
1

4πε0

Q(r)

r2
, (2.206)

kde Q(r) je celkový náboj uzavřený v kouli o poloměru r. Směry vektor̊u elektrického pole
jsou radiálńı – mı́̌ŕıćı od/do středu sférické symetrie. Pro odvozeńı viz dodatek v sekci 2.5.7.
Toto elektrické pole nyńı naintegrujeme pro źıskáńı napět́ı mezi kulovými elektrodami. Definice
napět́ı mezi dvěma body po dráze l je

U =
1

q

∫
l

~F · d~l, (2.207)

kde ~F je śıla p̊usob́ıćı na náboj q a d~l = ~t dl je element délky mı́̌ŕıćı tečně na křivku (~t je jednot-
kový tečný vektor). Napět́ı U je tedy práce vykonaná po dráze l při přemı́stěńı jednotkového
náboje.
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Jediná śıla p̊usob́ıćı uvnitř kondenzátoru je od elektrického pole, ~F = q ~E. Jako křivku l
zvoĺıme radiálńı úsečku spojuj́ıćı vnitřńı a vněǰśı elektrodu (viz obrázek 2.56 vlevo), při zavedeńı
radiálńı souřadnice r se úsečka rozkládá na r ∈ 〈R1, R2〉 (viz obrázek 2.56 uprostřed) a element
délky je dl = dr. Pak vektory ~E a d~l mı́̌ŕı stejným směrem (viz obrázek 2.56 vpravo) a plat́ı
~E · d~l = E dl. Tzn. máme

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl =

∫ R2

R1

E(r) dr. (2.208)

l

(a) Úsečka l spojuj́ıćı vnitřńı a
vněǰśı elektrodu.

rO R1 R2

(b) Radiálńı souřadnice r.

rO

dl ~t

~E

(c) Vektory ~E a d~l = ~t dl mı́̌ŕı
stejným směrem.

Obrázek 2.56: Křivka l, jej́ı parametrizace a znázorněné vektory ~E a d~l.

Po dosazeńı za E(r) z (2.206), kde pokládáme Q(r) = Q1 (jelikož pro r ∈ 〈R1, R2〉 je náboj
uzavřený ve sféře o poloměru r prostě náboj na vnitřńı elektrodě Q1), snadno dopočteme napět́ı
U :

U =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl =

∫ R2

R1

E(r) dr =
Q1

4πε0

∫ R2

R1

dr

r2
=

Q1

4πε0

[
−1

r

]R2

R1

=
Q1

4πε0

(
1

R1
− 1

R2

)
.

(2.209)

Dodatek: Pokud chceme znát kapacitu kulového kondenzátoru, pak klademe Q1 = Q (a
Q2 = −Q) a při znalosti napět́ı U (2.208) z definice snadno urč́ıme kapacitu C = Q

U :

C =
Q

U
=

4πε0
1
R1
− 1

R2

=
4πR1R2ε0

R2 −R1
. (2.210)

2.7.4 2.32 Kapacita vedeńı

Určete kapacitu vedeńı tvořeného dvěma rovnoběžnými dráty délky l = 9 km, poloměru r =
1mm a vzájemné vzdálenosti d = 15 cm.

+τ
−τ

d

2r

Obrázek 2.57: Kapacita elektrického vedeńı.

Řešeńı: Velikost intenzity elektrického pole E od nabitého válcového vodiče (pro odvozeńı
viz sekce 2.7.2) je dáno vztahem

E =
τ

2πrε0
, (2.211)
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kde τ je délková nábojová hustota na jednotlivých vodič́ıch, r je poloměr vodiče. Směr vektoru ~E
je vždy radiálńı od/k osy/e válcového vodiče. Pro určeńı celkové kapacity vedeńı C potřebujeme
nalézt napět́ı U mezi vodiči, které źıskáme integraćı elektrického pole ~E mezi těmito vodiči.

Necht’ jsou vodiče nabity konstantńı délkovou nábojovou hustotou +τ , resp. −τ , viz obrázek
2.57. Označme intenzity elektrických poĺı od těchto vodič̊u ~E1 (od vodiče +τ) a ~E2 (od vodiče
−τ). Definice napět́ı mezi dvěma body po dráze l je

U =
1

q

∫
l

~F · d~l, (2.212)

kde ~F je śıla p̊usob́ıćı na náboj q a d~l = ~t dl je element délky mı́̌ŕıćı tečně na křivku (~t je jednot-
kový tečný vektor). Napět́ı U je tedy práce vykonaná po dráze l při přemı́stěńı jednotkového
náboje.

Jediná śıla p̊usob́ıćı uvnitř kondenzátoru je od elektrického pole, ~F = q ~E, kde ~E = ~E1 + ~E2

je celkové elektrické pole od vodič̊u. Jako křivku l zvoĺıme nejkratš́ı úsečku spojuj́ıćı levý a
pravý drát, viz obrázek 2.58.

+τ
−τ

l

Obrázek 2.58: Úsečka l pro integraci napět́ı U mezi dráty.

Při zavedeńı kartézské souřadnice x jako na obrázku 2.59 se úsečka rozkládá na x ∈ 〈r, d−r〉.
Element délky je dl = dx. Vektory ~E = ~E1 + ~E2 a d~l mı́̌ŕı stejným směrem (jelikož ~E1 mı́̌ŕı od
kladně nabitého vodiče, tzn. v kladném směru osy x, a ~E2 mı́̌ŕı k záporně nabitému vodiči, tzn.
také v kladném směru osy x, viz obrázek 2.60) a plat́ı tedy ~E · d~l = E dl. Tzn. máme

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl =

∫ d−r

r
E(x) dx. (2.213)

xO r d− r d

+τ
−τ

Obrázek 2.59: Kartézská souřadnice x pro kapacitu vedeńı.

1 2

dl

~t+τ
−τ

l

~E1
~E2

Obrázek 2.60: Element délky dl a k němu př́ıslušné vektory d~l = ~t dl, ~E1 a ~E2. Intenzita elektrického
pole ~E1 je od levého (kladně nabitého) vodiče, intenzita ~E2 je od pravého (záporně nabitého) vodiče.

Velikosti intenzit elektrických poĺı E1(x) a E2(x) v závislosti na poloze x mezi vodiči źıskáme
dosazeńım správné vzdálenosti r do vztahu (2.211). Pro tyto vzdálenosti plat́ı r1 = x a r2 =
d − x, viz obrázek 2.61. Jednotlivé velikosti elektrických poĺı E1 a E2 a jejich celková velikost
E = E1 + E2 pak jsou:

E1(x) =
τ

2πxε0
, E2(x) =

τ

2π(d− x)ε0
, E(x) =

τ

2πε0

(
1

x
+

1

d− x

)
. (2.214)
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xO dl

+τ
−τ

l

r1 = x r2 = d− x

Obrázek 2.61: Vzdálenosti r1 a r2 elementu délky dl od střed̊u jednotlivých vodič̊u.

Po dosazeńı za E(x) z (2.214) do (2.213) snadno dopočteme napět́ı U :

U =
τ

2πε0

∫ d−r

r

1

x
+

1

d− x
dx =

τ

2πε0
[lnx− ln(d− x)]d−rr

=
τ

2πε0

(
ln
d− r
r
− ln

r

d− r

)
=

τ

πε0
ln
d− r
r

. (2.215)

Kapacitu C vedeńı délky l urč́ıme jednoduše z definice, C = Q
U , kde za náboj dosad́ıme celkový

náboj na vedeńı, tzn. Q = τ l:

C =
Q

U
=

πε0l

ln d−r
r

= 5, 0.10−8 F = 50nF, (2.216)

kde jsme použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1.

2.7.5 2.34 Skládáńı kapacit

Určete kapacitu mezi body A, B soustavy kondenzátor̊u na obrázku 2.62. Všechny kondenzátory
maj́ı stejnou kapacitu C.

A B

Obrázek 2.62: Skládáńı kapacit kondenzátor̊u.

Řešeńı: Celkovou kapacitu CAB urč́ıme postupným složeńım sériově a paralelně zapojených
př́ıslušných kondenzátor̊u. Vzorce pro celkovou kapacitu C sériového, resp. paralelńıho, zapojeńı
kondenzátor̊u o kapacitách C1 a C2 jsou

1

C
=

1

C1
+

1

C2
, resp. C = C1 + C2. (2.217)

C1 C2

C1

C2

Obrázek 2.63: Skládáńı kapacit C1 a C2. Vlevo je sériové zapojeńı a vpravo paralelńı.
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V kondenzátorové śıti si označ́ıme hodnotu kapacity daných skupin rezistor̊u jako Ca, Cb a
Cc, viz obrázek 2.64.

A B

Ca
Cb

Cc

Obrázek 2.64: Skládáńı kapacit kondenzátor̊u.

Kondenzátory ve skupině Ca jsou sériově spojené; skupinu Cb pak vytvoř́ı k nim para-
lelně připojený kondenzátor a Cc źıskáme sériovým př́ıpojeńım daľśıho kondenzátoru. Použit́ım
vzorc̊u pro skládáńı kapacit dospějeme ke vztah̊um:

Ca =
C

2
, Cb = Ca + C,

1

Cc
=

1

Cb
+

1

C
. (2.218)

Celková kapacita CAB je dána paralelńım zapojeńım dvou kondenzátor̊u o kapacitách Cc a
jednoho o kapacitě C:

CAB = C + 2Cc. (2.219)

Po dosazeńı a úpravě dostaneme výsledek

CAB =
11

5
C. (2.220)

2.7.6 2.35 Kondenzátor s polovičńım dielektrikem

Deskový kondenzátor je z poloviny zaplněn dielektrikem o relativńı permitivitě εr a to a) rov-
noběžně s deskami, b) kolmo k deskám (viz obrázek 2.65). Jak se změńı jeho kapacita?

Obrázek 2.65: Skládáńı kapacit kondenzátor̊u s dielektrikem.

Řešeńı: Kapacita deskového kondenzátoru s dielektrikem o relativńı permitivitě εr je dána
vztahem

C = εr
ε0S

d
, (2.221)

kde S je plocha jednotlivých desek a d je vzdálenost desek.
Kondenzátor s dielektrikem nap̊ul podélně. Kondenzátor si myšleně rozděĺıme na dva sériově

zapojené kondenzátory, viz obrázek 2.66.
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Cd

Cb

Obrázek 2.66: Sériové složeńı polovičńıch kondenzátor̊u o kapacitách Cd a Cb, z nichž kondenzátor Cd
obsahuje dielektrikum.

Vztah pro sériové složeńı kondenzátor̊u Cd a Cb je

1

C
=

1

Cd
+

1

Cb
, (2.222)

kde jednotlivé kapacity jsou podle (2.221)

Cd = εr
ε0S
d
2

= 2εr
ε0S

d
= 2εrC0, Cb =

ε0S
d
2

= 2C0, (2.223)

jelikož plocha S kondenzátor̊u z̊ustala stejná a vzdálenost desek se zmenšila na polovinu d
2 . Po

dosazeńı obdrž́ıme výsledek:

1

C
=

1

2εrC0
+

1

2C0
=

1 + εr
2εrC0

, C =
2εr

1 + εr
C0. (2.224)

Kondenzátor s dielektrikem nap̊ul př́ıčně. Kondenzátor si myšleně rozděĺıme na dva paralelně
zapojené kondenzátory, viz obrázek 2.67.

Cd Cb

Obrázek 2.67: Paralelńı složeńı polovičńıch kondenzátor̊u o kapacitách Cd a Cb, z nichž kondenzátor Cd
obsahuje dielektrikum.

Vztah pro paralelńı složeńı kondenzátor̊u Cd a Cb je

C = Cd + Cb, (2.225)

kde jednotlivé kapacity jsou podle (2.221)

Cd = εr
ε0
S
2

d
=
εr
2

ε0S

d
=
εr
2
C0, Cb =

ε0
S
2

d
=

1

2
C0, (2.226)

jelikož vzdálenost desek kondenzátor̊u d z̊ustala stejná a plocha desek se zmenšila na polovinu
S
2 . Po dosazeńı obdrž́ıme výsledek:

C =
εr
2
C0 +

1

2
C0 =

εr + 1

2
C0. (2.227)

Dodatek: Př́ıklad lze spoč́ıtat také
”
v́ıce z definice“ pomoćı určeńı velikosti intenzity elek-

trického pole E v kondenzátoru, naintegrováńı napět́ı U a z definice kapacity C (podobně jako
v př́ıkladu 2.36 v sekci 2.7.7. Již brzy.
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2.7.7 2.36 Kondenzátor s měńıćım se dielektrikem

Prostor mezi deskami kondenzátoru je zaplněn dielektrikem, jehož permitivita se měńı lineárně
od hodnoty ε1 u jedné desky k ε2 u druhé desky. Určete jeho kapacitu.

Řešeńı: Pracujme s relativńımi permitivitami mı́sto absolutńıch, tzn. budeme poč́ıtat s
konstantami εr1 a εr2, kde ε1 = εr1ε0, ε2 = εr2ε0. Funkce relativńı permitivity εr(x) mezi
deskami kondenzátoru v řeči kartézské souřadnice x zavedené jako na obrázku 2.68 vypadá
následovně:

εr(x) = εr1 +
εr2 − εr1

d
x, (2.228)

viz obrázek 2.69. Źıskáme ji (bud’ uhodnut́ım anebo) řešeńım rovnic εr(0) = εr1 a εr(d) = εr2
pro obecnou lineárńı funkci εr(x) = ax+ b.

xO d

Obrázek 2.68: Kartézská souřadnice x mezi deskami kondenzátoru.

x

"r

"r2

"r1

O d

Obrázek 2.69: Funkce relativńı permitivity εr(x).

Velikost intenzity elektrického pole v dielektriku E je zmenšena oproti intenzitě ve vakuu
E0 jako E = 1

εr
E0. Napět́ı mezi deskami kondenzátoru źıskáme z definice jako práci sil v

kondenzátoru na jednotkový náboj:

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl, (2.229)

při úpravách jsme využili toho, že jediná śıla p̊usob́ıćı v kondenzátoru je elektrická śıla ~F =
q ~E a uvažujeme-li myšlenou dráhu l, po které integrujeme, jako úsečku kolmo spojuj́ıćı desky
kondenzátoru, pak je směr intenzity elektrického pole ~E a směr délkového elementu d~l stejný a
tedy skalárńı součin se redukuje na součin velikost́ı těchto vektor̊u, ~E · d~l = E dl.

Uvažujeme-li opět kartézskou souřadnici jako na obrázku 2.68, pak úsečka l je dána rozsahem
souřadnic x ∈ 〈0, d〉 a délkový element je dl = dx. Vlastńı výpočet napět́ı U je pak následuj́ıćı:

U =

∫ d

0

1

εr(x)
E0 dx =

∫ d

0

E0

εr1 + εr2−εr1
d x

dx = E0

[
d

εr2 − εr1
ln

(
εr1 +

εr2 − εr1
d

x

)]d
0

=
E0d

εr2 − εr1
ln
εr2
εr1

=
U0

εr2 − εr1
ln
εr2
εr1

, (2.230)

kde jsme p̊uvodńı napět́ı na deskovém kondenzátoru bez dielektrika označili jako U0 = E0d. Po
dosazeńı do vzorce pro definici kapacity C dostaneme

C =
Q

U
=

Q

U0

εr2 − εr1
ln εr2

εr1

=
εr2 − εr1

ln εr2
εr1

C0, (2.231)
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kde jsme p̊uvodńı kapacitu kondenzátoru bez dielektrika označili jako C0 = Q
U0

.

Dodatek: Př́ıklad lze také poč́ıtat jako sériové složeńı nekonečně kondenzátor̊u, tedy po-
dobně (ale komplikovaněji a integrováńım) jako v př́ıkladu 2.35 v sekci 2.7.6. Již brzy.

2.7.8 2.37 Energie kondenzátoru

Deskový vzduchový kondenzátor má kapacitu C0. Je připojen ke zdroji napět́ı U0 a je na něm
nashromážděna energieW0. Potom je ponořen do oleje o relativńı permitivitě εr, přičemž z̊ustává
připojen ke zdroji napět́ı. Jeho energie se změńı na W1. Nakonec jej odpoj́ıme od zdroje a
vyjmeme z oleje. Bude na něm napět́ı U2 a energie W2. Určete W1, U2, W2.

Řešeńı: Energie W a náboj Q na kondenzátoru jsou dány následuj́ıćımi vzorci

W =
1

2
CU2, Q = CU, (2.232)

kde C je kapacita kondenzátoru a U je napět́ı na kondenzátoru. Původńı energie a náboj na-
shromážděné na kondenzátoru je

W0 =
1

2
C0U

2
0 , Q0 = C0U0. (2.233)

Po ponořeńı do oleje s relativńı permitivitou εr se kapacita změńı na C1 = εrC0, napět́ı z̊ustává
stejné, jelikož kondenzátor je stále připojen ke zdroji, tzn. U1 = U0. Energie W1 a náboj Q1

tedy je

W1 =
1

2
C1U

2
1 =

1

2
εrC0U

2
0 = εrW0, Q1 = C1U1 = εrC0U0 = εrQ0. (2.234)

Po odpojeńı ze zdroje muśı náboj na kondenzátoru z̊ustávat neměnný, tzn. Q2 = Q1. Po vyjmut́ı
z oleje se jeho kapacita vrát́ı na p̊uvodńı hodnotu, C2 = C0. Výsledná energie W2 a napět́ı na
kondenzátoru U2 je

W2 =
1

2
C2U

2
2 =

1

2
ε2
rC0U

2
0 = ε2

rW0, U2 =
Q2

C2
=
Q1

C0
=
εrC0U0

C0
= εrU0. (2.235)
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Kapitola 3

Stacionárńı elektrické pole

3.1 Přehled vzorc̊u

• Skládáńı odpor̊u: Celkový odpor R [Ω] sériově, resp. paralelně, zapojených odpor̊u
R1 [Ω] a R2 [Ω] je dán následuj́ıćımi vztahy:

R = R1 +R2, resp.
1

R
=

1

R1
+

1

R2
. (3.1)

R1 R2

R1

R2

Obrázek 3.1: Sériově zapojené (vlevo), resp. paralelně zapojené (vpravo), rezistory o odporech R1 a R2.

• Odpor
”
válcového“ vodiče:

R = ρ
l

S
, (3.2)

kde ρ [Ω.m] je rezistivita materiálu vodiče, l [m] je jeho délka a S [m2] je jeho pr̊uřez.

S

l

I

Obrázek 3.2: Proud skrze válcový vodič délky l a pr̊uřezu S.

• Ohmův zákon:
U = RI, (3.3)

kde R [Ω] je odpor (rezistoru, spotřebiče, obvodu, atd.), I [A] je proud (tekoućı rezistorem,
atd.) a U [V ] je napět́ı (přiložené na rezistoru, atd.; resp. úbytek napět́ı).

• Vnitřńı odpor baterie:
U = E −RiI, (3.4)

kde E [V ] je elektromotorické napět́ı baterie, Ri [Ω] je vnitřńı odpor baterie, U [V ] je
svorkové napět́ı na baterii a I [A] je proud procházej́ıćı bateríı. Při pr̊uchodu proudu
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bateríı docháźı na vnitřńım odporu k úbytku napět́ı a tedy svorkové napět́ı naměřené na
baterii je o tento úbytek zmenšené oproti napět́ı elektromotorickému.

+

E Ri

U

I I

Obrázek 3.3: Baterie o elektromotorickém napět́ı E s vnitřńım odporem Ri a s protékaj́ıćı proudem I.

• Jouleovo teplo: Tepelný výkon generovaný na rezistoru (spotřebiči, atd.) o odporu R [Ω]
s protékaj́ıćım proudem I [A] je

Ptep = RI2. (3.5)

• Kirchhoffovy zákony: Prvńı Kirchhoff̊uv zákon ř́ıká, že suma proud̊u vtékaj́ıćıch a
vytékaj́ıćı do a z uzlu je nulová. Druhý Kirchhoff̊uv zákon tvrd́ı, že suma napět́ı na zdroj́ıch
podél smyčky se muśı rovnat sumě úbytk̊u napět́ı na rezistorech v téže smyčce.∑

α

Iα = 0,
∑
α

Uα =
∑
β

RβIβ. (3.6)

Podrobněji (hlavně kv̊uli znaménkové konvenci) viz sekce 3.6.

• Definice proudu: Proud je náboj proteklý daným mı́stem (danou plochou) za jednotku
času:

I =
dQ

dt
. (3.7)

Jednotky: proud I [A] = [C.s−1], náboj Q [C], čas t [s].

3.2 Skládáńı odpor̊u

3.2.1 3.4 Skládáńı odpor̊u I

V obvodu na obrázku 3.4 je dán odpor R0. Určete odpor R1 tak, aby vstupńı odpor mezi body
A, B byl opět R0.

R1 R1

R1 R0

A

B

Obrázek 3.4: Obvod s odpory R0 a R1.

Řešeńı: Použijeme vzorce pro sériové, resp. paralelńı, zapojeńı rezistor̊u o hodnotách odporu
R1 a R2. Celkový odpor R je pak

R = R1 +R2, resp.
1

R
=

1

R1
+

1

R2
. (3.8)

Celkový odpor mezi body A a B je

RAB = R1 +
1

1
R1

+ 1
R1+R0

=
3R2

1 + 2R1R0

2R1 +R0
, (3.9)
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kde na obrázku 3.5 je znázorněné postupné skladáńı odpor̊u.

R1

R1 R0 +R1

A

B

(a) Prvńı sériové složeńı.

R1

1
1

R1
+ 1

R0+R1

A

B

(b) Prvńı paralelńı složeńı.

R1 +
1

1
R1

+ 1
R0+R1

A

B

(c) Výsledné složeńı.

Obrázek 3.5: Znázorněné postupné skládáńı sériově a paralelně spojených rezistor̊u.

Z požadavku v zadáńı RAB = R0 plyne

R1 =
R0√

3
. (3.10)

3.2.2 3.5 Skládáńı odpor̊u II

Určete odpor mezi body A, B śıtě na obrázku 3.6. Všechny odpory maj́ı touž velikost R.

A B

Obrázek 3.6: Všechny odpory maj́ı stejnou velikost R.

Řešeńı: Celkový odpor RAB urč́ıme postupným složeńım sériově a paralelně zapojených
př́ıslušných odpor̊u. Vzorce pro celkový odpor R sériového, resp. paralelńıho, zapojeńı rezistor̊u
o hodnotách odporu R1 a R2 jsou

R = R1 +R2, resp.
1

R
=

1

R1
+

1

R2
. (3.11)

V rezistorové śıti si označ́ıme hodnotu odporu konkrétńıch skupin rezistor̊u jako Ra, Rb a
Rc, viz obrázek 3.7.

A B

Ra
Rb

Rc

Obrázek 3.7: Celkovou hodnotu odporu zakroužkovaných rezistor̊u označ́ıme Ra, Rb a Rc.
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Rezistory ve skupině Ra jsou sériově spojené; skupinu Rb pak vytvoř́ı k nim paralelně
připojený rezistor a Rc źıskáme sériovým př́ıpojeńım daľśıho rezistoru. Použit́ım vzorc̊u pro
skládáńı rezistor̊u dospějeme ke vztah̊um:

Ra = 2R,
1

Rb
=

1

Ra
+

1

R
, Rc = Rb +R. (3.12)

Celkový odpor RAB je dán paralelńım zapojeńım dvou rezistor̊u o hodnotách Rc a jednoho o
velikosti R:

1

RAB
=

1

R
+

1

Rc
+

1

Rc
=

1

R
+

2

Rc
. (3.13)

Po dosazeńı a úpravě dostaneme výsledek

RAB =
5

11
R. (3.14)

3.3 Odpor vodič̊u

3.3.1 3.1 Poměrné vodiče

Na třech stejně dlouhých úsećıch se změńı pr̊uřez vodiče v poměru S1 : S2 : S3 = 1 : 2 : 3. Jak
se na těchto úsećıch změńı napět́ı?

Řešeńı: Odpor R válcového vodiče je dán vztahem

R = ρ
l

S
, (3.15)

kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, l je jeho délka a S je pr̊uřez. Odpory jednotlivých úsek̊u
tedy budou v převráceném poměru než poměry pr̊uřez̊u: R1 : R2 : R3 = 6 : 3 : 2. Proud
jedńım vodičem muśı být všude stejný, takže z Ohmova zákona máme pro úbytek napět́ı na
jednotlivých úsećıch vztah

U1,2,3 = R1,2,3I, (3.16)

poměry napět́ı jsou tedy stejné jako poměry odpor̊u, tzn. U1 : U2 : U3 = 6 : 3 : 2.

3.3.2 3.2 Napnutý drát

Jak se změńı odpor měděného drátu, napneme-li jej tak, že se prodlouž́ı o α = 0, 1%?

Řešeńı: Odpor R válcového vodiče je dán vztahem

R = ρ
l

S
, (3.17)

kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, l je jeho délka a S je pr̊uřez. Napneme-li drát o α = 0, 1%,
zvětš́ı se jeho délka na l′ = (1 +α)l. Jelikož objem materiálu, ze kterého je vodič vyroben, muśı
z̊ustat stejný, muśı se zmenšit jeho př̊uřez:

V = Sl = S′l′ −→ S′ = S
l

l′
=

S

1 + α
. (3.18)

Odpor vodiče se pak změńı na

R′ = ρ
l′

S′
= ρ

l

S
(1 + α)2 = R(1 + α)2 ≈ R(1 + 2α), (3.19)

kde jsme v posledńı rovnosti zanedbali člen α2. Tzn. odpor se změńı přibližně o 2α = 0, 2%.
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3.3.3 3.3 Odporová krychle

Krychle o hraně a je umı́stěna tak, že jeden roh lež́ı v počátku souřadné soustavy a celá krychle
v oktantu určeném kladnými směry os. Rezistivita materiálu se měńı ve směru osy x lineárně
jako ρ = ρ0(1 + x/x0). Určete odpor mezi stěnami krychle rovnoběžnými s osami y, z a osami
x, z.

x

y

z

a

a

a

Obrázek 3.8: Odporová krychle.

Řešeńı: Chtěli bychom použ́ıt vzorec pro odpor R válcového vodiče dle vztahu

R = ρ
l

S
, (3.20)

kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, l je jeho délka a S je pr̊uřez. Rezistivita se ovšem v pr̊uběhu
vodiče měńı. Muśıme tedy krychli rozdělit na vhodně zvolené části a jejich odpor složit pomoćı
vztah̊u pro skládáńı odpor̊u.

Pod́ıvejme se nejprve na př́ıpad odporu mezi stěnami krychle rovnoběžnými s osami y, z.
Proud zde poteče mezi zadńı a předńı stěnou, viz obrázek 3.9, a rezistivita se tedy měńı podél
vodiče.

x

y

z

I

dx

S = a2

Obrázek 3.9: Odporová krychle.

Krychli si proto rozděĺıme na tenké desky o tloušt’ce dx kolmé na směr proudu. V těchto
deskách je rezistivita konstantńı a můžeme spoč́ıst jejich malý odpor dR jako

dR(x) = ρ(x)
dl

S
= ρ(x)

dx

a2
= ρ0

(
1 +

x

x0

)
dx

a2
, (3.21)

kde jsme dosadili za malou délku vodiče dl = dx a pr̊uřez vodiče S = a2. Desky jsou pak
všechny spojeny sériově a můžeme použ́ıt vzorec pro sériové zapojeńı odpor̊u, který zobecńıme
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na spojitý př́ıpad:

R = R1 +R2 −→ R =
∑
i

Ri −→ R =

∫
dR. (3.22)

Konkrétńı výpočet pak spoč́ıvá v naintegrováńı odpor̊u všech desek, které jsou na souřadnićıch
x ∈ 〈0, a〉:

R =

∫
desky

dR =

∫ a

0
dR(x) =

ρ0

a2

∫ a

0
1 +

x

x0
dx =

ρ0

a2

(
a+

a2

2x0

)
. (3.23)

Postup pro určeńı odporu krychle mezi stěnami rovnoběžnými s osami x a z bude obdobný.
Proud nyńı teče mezi levou a pravou stěnou, viz obrázek 3.10, a rezistivita se měńı např́ıč
vodičem.

x

y

z

I

l = a
dS = a dx

Obrázek 3.10: Odporová krychle.

Krychli si tedy rozděĺıme na tenké desky rovnoběžné se směrem proudu. Desky jsou uložené
paralelně vedle sebe a jejich celkový odpor bude dán vztahem pro paralelńı zapojeńı odpor̊u:

1

R
=

1

R1
+

1

R2
−→ 1

R
=
∑
i

1

Ri
−→ 1

R
=

∫
d

(
1

R

)
, (3.24)

kde jsme opět zobecnili standardńı vzorec pro dva paralelně zapojené odpory na spojitý př́ıpad1.
Převrácená hodnota odporu válcového vodiče je

1

R
=

1

ρ

S

l
(3.25)

a jeho infinitezimálńı verze je poté

d

(
1

R

)
(x) =

1

ρ(x)

dS

l
=

1

ρ(x)

a dx

a
=

dx

ρ0

(
1 + x

x0

) , (3.26)

kde délka vodiče je nyńı l = a a jeho malý pr̊uřez dS = a dx. Nyńı již zbývá jen integrace přes
všechny desky jako v minulém př́ıpadě:

1

R
=

∫
desky

d

(
1

R

)
=

∫ a

0
d

(
1

R

)
(x) =

1

ρ0

∫ a

0

dx

1 + x
x0

=
x0

ρ0
ln

(
1 +

a

x0

)
. (3.27)

Převrácená hodnota je pak hledaným výsledkem:

R =
ρ0

x0

1

ln
(

1 + a
x0

) . (3.28)

1V př́ıpadě spojitého zapojeńı paralelńıch rezistor̊u je potřeba, aby odpor jednotlivých rezistor̊u šel limitně
do nekonečna, tzn. aby jeho převrácená hodnota byla infinitezimálńı veličinou. Zde máme desku, jej́ıž pr̊uřez je
nekonečně malý, takže odpor této desky je nekonečně velký a jeho převrácená hodnota je tedy infinitezimálńı
veličinou vhodnou k integrováńı.
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3.3.4 3.8 Izolace v koaxiálńım kabelu

St́ıněný koaxiálńı kabel délky l = 10m má poloměr vodiče R1 = 1mm a st́ıněńı R2 = 10mm.
Izolace je z polystyrolu o rezistivitě ρ = 1017 Ω.cm a dielektrické pevnosti Emax = 250 kV.cm−1.
Určete maximálńı napět́ı mezi vodičem a st́ıněńım, svodový odpor a proud při tomto napět́ı.

I

r

O

R1

R2

Obrázek 3.11: Př́ıčný řez válcovou izolaćı.

Řešeńı: Spočtěme nejprve svodový odpor koaxiálńıho kabelu. Bude se jednat o celkový
odpor vodiče ve tvaru dutého válce, kde ovšem proud nepoteče podél kabelu ale např́ıč mezi
vnitřńı a vněǰśı válcovou plochou. Chtěli bychom použ́ıt vzorec pro odpor R válcového vodiče
dle vztahus

R = ρ
l

S
, (3.29)

kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, l je jeho délka a S je pr̊uřez. Zde se ovšem měńı pr̊uřez
vodiče v závislosti na vzdálenosti r od osy koaxiálńıho kabelu, S(r) = 2πr l. Muśıme tedy
rozdělit vodič na vhodně zvolené části, jejichž rezistivita, délka a pr̊uřez bude konstantńı, a
odpory těchto část́ı potom složit.

Zde se přirozeně nab́ıźı válcovou izolaci rozdělit na tenké válcové slupky o poloměru r
tloušt’ky dr, kde se pr̊uřez vodiče měńı jen zanedbatelně2, viz obrázek 3.12.

dr

r

Obrázek 3.12: Tenká válcová slupka o tloušt’ce dr a odporu dR.

Malý odpor dR této válcové slupky je

dR(r) = ρ
dl

S(r)
= ρ

dr

2πrl
. (3.30)

2Přesněji řečeno p̊ujde o změnu 2. řádu, která se při následné integraci neprojev́ı a dostaneme tedy přesný
výsledek.
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Jednotlivé malé válcové odpory jsou pak spojeny sériově a můžeme použ́ıt vzorec pro sériové
zapojeńı odpor̊u, který zobecńıme na spojitý př́ıpad:

R = R1 +R2 −→ R =
∑
i

Ri −→ R =

∫
dR. (3.31)

Konkrétńı výpočet pak spoč́ıvá v naintegrováńı odpor̊u všech válečk̊u, které jsou na souřadnićıch
r ∈ 〈R1, R2〉:

R =

∫ R2

R1

dR(r) =
ρ

2πl

∫ R2

R1

dr

r
=

ρ

2πl
ln
R2

R1
= 3, 66.1013 Ω. (3.32)

Dielektrická pevnost Emax udává, do jaké maximálńı hodnoty intenzity elektrického pole
si materiál udrž́ı své izolačńı vlastnosti. V př́ıkladu 2.30 (v sekci 2.7.2) jsme odvodili velikost
intenzity elektrického pole okolo nabitého válcového vodiče a napět́ı mezi poloměry R1 a R2

jako:

E(r) =
Q

2πrlε0
, U =

Q

2πlε0
ln
R2

R1
, (3.33)

kde Q je celkový náboj na vodiči a ε0 je permitivita vakua. Nyńı je ale kondenzátor vyplněn
polystyrolem a muśıme tud́ıž permitivitu vakua ε0 nahradit za permitivitu polystyrolu ε (na
výsledku to ale v̊ubec nic nezměńı). Vid́ıme, že intenzita elektrického pole je nepř́ımo úměrná
vzdálenosti od osy válce, takže největš́ı intenzita bude v bezprostředńı bĺızkosti vodiče a tato
muśı být menš́ı než dielektrická pevnost E(R1) ≤ Emax. Nyńı jen dosad́ıme za náboj Q pomoćı
napět́ı U z (3.33),

Emax ≥ E(R1) =
Q

2πR1lε
=

U

R1 ln R2
R1

, (3.34)

a vyjádřeńım napět́ı U dostaneme výsledné maximálńı napět́ı, při kterém ještě izolace izoluje:

Umax = EmaxR1 ln
R2

R1

.
= 57, 6 kV. (3.35)

Proud izolaćı při maximálńım napět́ı Umax je jednoduše z Ohmova zákona

I =
Umax
R

= 1, 57.10−9A = 1, 57nA. (3.36)

3.3.5 3.9 Svodový odpor kulového kondenzátoru

Určete svodový odpor kulového kondenzátoru (R1 = 10 cm, R2 = 20 cm), je-li prostor mezi
elektrodami zaplněn olejem o měrném odporu ρ = 1, 0.1016 Ω.cm.

I

r

O

R1

R2

Obrázek 3.13: Řez kulovým kondenzátorem.

Řešeńı: Řešeńı je velmi podobné prvńı části př́ıkladu 3.8 v předchoźı sekci 3.3.4. Zde chceme
určit celkový odpor vodiče ve tvaru duté koule, kde svodový proud teče mezi vnitřńı a vněǰśı
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kulovou elektrodou kondenzátoru. Chtěli bychom použ́ıt vzorec pro odpor R válcového vodiče
dle vztahu

R = ρ
l

S
, (3.37)

kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, l je jeho délka a S je pr̊uřez. Zde se ovšem měńı pr̊uřez
vodiče v závislosti na vzdálenosti r od společného středu kulových vodič̊u, S(r) = 4πr2. Muśıme
tedy rozdělit vodič na vhodně zvolené části, jejichž rezistivita, délka a pr̊uřez bude konstantńı,
a odpory těchto část́ı potom složit.

Rozděĺıme kulovou izolaci na tenké kulové slupky o poloměru r tloušt’ky dr, kde se pr̊uřez
vodiče měńı jen zanedbatelně3, viz obrázek 3.14.

dr

r

Obrázek 3.14: Tenká kulová slupka o tloušt’ce dr a odporu dR.

Malý odpor dR této kulové slupky je

dR = ρ
dl

S
= ρ

dr

4πr2
. (3.38)

Jednotlivé malé kulové odpory jsou pak spojeny sériově a můžeme použ́ıt vzorec pro sériové
zapojeńı odpor̊u, který zobecńıme na spojitý př́ıpad:

R = R1 +R2 −→ R =
∑
i

Ri −→ R =

∫
dR. (3.39)

Konkrétńı výpočet pak spoč́ıvá v naintegrováńı odpor̊u všech slupek, které jsou na souřadnićıch
r ∈ 〈R1, R2〉:

R =

∫ R2

R1

dR(r) =
ρ

4π

∫ R2

R1

dr

r2
=

ρ

4π

(
1

R1
− 1

R2

)
.
= 3, 0.1013 Ω. (3.40)

3.4 Ohmův zákon

3.4.1 3.6 Krychle z odpor̊u

V každé hraně krychle je odpor R. Určete výsledný odpor mezi dvěma protilehlými vrcholy
krychle.

3Stejná poznámka jako u minulého př́ıkladu. Půjde zde o změnu pr̊uřezu 2. řádu, která se při následné integraci
neprojev́ı a dostaneme tedy přesný výsledek.
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Obrázek 3.15: Krychle z odpor̊u v hranách.

Řešeńı: V tomto př́ıkladě již nemůžeme použ́ıt formule pro sériové a paralelńı zapojeńı
rezistor̊u. Krychle s odpory v hranách se nedá rozložit na části sériově a paralelně zapojených
rezistor̊u, které pak jen slož́ıme dohromady (jako jsme to udělali např. v př́ıkladu 3.5 v sekci
3.2.2). Pro ilustraci se pod́ıvejme na schéma obvodu překreslené do roviny na obrázku 3.16.

Obrázek 3.16: Odpory v hranách krychle zakreslené v rovině.

Strategie určeńı odporu bude následuj́ıćı. Ze symetrie urč́ıme proudy tekoućı na jednotlivých
rezistorech. Ty pak použijeme k výpočtu celkového úbytku napět́ı U po pr̊uchodu rezistorovou
śıt́ı pomoćı Ohmova zákona. Celkový odpor krychle Rc pak bude dán opět Ohmovým zákonem:

Rc =
U

I
. (3.41)

Z d̊uvodu symetrie se proud I vtékaj́ıćı do
”
vstupńıho“ uzlu krychle rozděĺı na třetiny I

3
a stejně tak se muśı proud I vytékaj́ıćı z

”
výstupńıho“ uzlu složit ze stejných proud̊u I

3 . Na
zbylých rezistorech se muśı také z d̊uvodu symetrie dělit dále na poloviny na I

6 . Výsledné
rozděleńı proud̊u skrz jednotlivé hrany je znázorněné na obrázku 3.18. Využité symetrie jsou
znázorněné na obrázku 3.17.
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(a) Symetrie v̊uči diskrétńı rotaci o násobky
úhlu 120◦ ( 2π

3 rad) okolo tělesové uhlopř́ıčky.
(b) Symetrie zrcadleńı v̊uči rovině procházej́ıćı
stěnovou uhlopř́ıčkou kolmo na danou stěnu.

Obrázek 3.17: Symetrie krychle ospravedlňuj́ıćı rozděleńı proud̊u na třetiny I
3 (vlevo) a následně na

poloviny I
6 (vpravo).

I

I

3

I

6

I

3

I

3

I

3

I

3

I

3

I

6

I

6

I

6

I

6

I

6

I

Obrázek 3.18: Proudy v jednotlivých hranách krychle.

Nyńı jen vybereme cestu, po které se dostaneme ze vstupńıho uzlu krychle do výstupńıho.
Na jednotlivých odporech spočteme úbytky napět́ı a tyto sečteme4. Cesta může být libovolná,
ale prakticky ji vybereme co nejjednodušš́ı, např. jako na obrázku 3.19.

I

I

3

I

6

I

3

I

3

I

3

I

3

I

3

I

6

I

6

I

6

I

6

I

6

I

Obrázek 3.19: Cesta skrze krychli ze vstupńıho do výstupńıho uzlu.

4Pokud by byla cesta taková, že jdeme proti směru tekoućıho proudu, pak bychom př́ıslušný úbytek odeč́ıtali.
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Pak celkový úbytek je

U = U1 + U2 + U3 = R
I

3
+R

I

6
+R

I

3
=

5R

6
I = Rc I (3.42)

Celkový odpor tedy je Rc = 5
6R.

Dodatek: Poté, co ze symetrie urč́ıme proudy jednotlivými odpory, můžeme pro výpočet
celkového odporu také použ́ıt následuj́ıćı

”
elektrotechnický trik“. V př́ıpadě, že máme v obvodu

mı́sta se stejnou hladinou potenciálu, můžeme je propojit vodičem, aniž by t́ımto vodičem začal
téci proud a nedojde tedy ani ke změně proud̊u kdekoliv v obvodu. Tuto situaci máme za

”
prvńımi“ odpory u vstupńıho uzlu a před

”
posledńımi“ odpory výstupńıho uzlu. Spojme tato

mı́sta dvěma vodiči jako na obrázku 3.20.

Obrázek 3.20: Krychle s odpory s propojenými mı́sty obvodu se stejnou úrovńı potenciálu.

Pak budeme mı́t zapojeńı jako na obrázku 3.21, což neńı nic jiného než sériové zapojeńı
skupin paralelně spojených rezistor̊u.

Obrázek 3.21: Zapojeńı s propojenými mı́sty obvodu se stejnou úrovńı potenciálu.

Celkový odpor pak spočteme jednoduše

Rc =
R

3
+
R

6
+
R

3
=

5R

6
. (3.43)

Dodatek: Co s př́ıpadem, kdy se nedaj́ı použ́ıt argumenty symetrie? Např́ıklad, pokud
bychom měli v hranách krychle obecné odpory R1, . . . , R12? Pak muśıme použ́ıt Kirchhoffovy
zákony pro určeńı proud̊u jednotlivými větvemi, viz sekce 3.6. Máme dvanáct neznámých proud̊u
jednotlivými hranami krychle I1, . . . , I12. Pro každý vrchol krychle dostaneme z prvńıho Kir-
chhoffova zákona zachováńı vtékaj́ıćıho a vytékaj́ıćıho proudu – celkem tedy osm rovnic, z těchto
je 7 nezávislých. Zbylých pět rovnic obstará druhý Kirchhoff̊uv zákon pro smyčky v obvodu –
zde např́ıklad smyčky tvoř́ıćı pět stěn krychle (šestá stěna by dala závislou rovnici).
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3.4.2 3.11 Úbytky napět́ı v obvodu

Na jaké napět́ı se nabije kondenzátor C na obrázku 3.22, je-li svorkové napět́ı mezi A, B rovno
UAB?

R1 R3

A B

R2 R4

C

Obrázek 3.22: Jaké napět́ı je na kondenzátoru C?

Řešeńı: Napět́ı na kondenzátoru UC bude dáno rozd́ılem potenciál̊u na horńım, resp. dolńım,
př́ıvodu kondenzátoru, UC = ϕh − ϕd. Tyto potenciály źıskáme odečteńım úbytk̊u napět́ı U1,
resp. U2, na rezistorech R1, resp. R2, od potenciálu ϕA v bodě A:

ϕh = ϕA − U1, ϕd = ϕA − U2. (3.44)

Pak je napět́ı na kondenzátoru

UC = ϕh − ϕd = (ϕA − U1)− (ϕA − U2) = U2 − U1. (3.45)

Úbytky na rezistorech źıskáme jednoduše z Ohmova zákona, U = RI:

U1 = R1Ih, U2 = R2Id, (3.46)

kde Ih, resp. Id, označuje proud horńı, resp. dolńı, větv́ı obvodu. Proudy jednotlivými větvemi
opět spočteme z Ohmova zákona, I = U

R . Jestliže je zde na větvi napět́ı UAB, pak proud touto
větv́ı je jednoduše dán celkovým odporem větve. Zde:

Ih =
UAB

R1 +R3
, Id =

UAB
R2 +R4

. (3.47)

Po dosazeńı (3.46) a (3.47) do (3.45) obdrž́ıme výsledek:

UC = R2
UAB

R2 +R4
−R1

UAB
R1 +R3

=
R2R3 −R1R4

(R1 +R3)(R2 +R4)
UAB. (3.48)

3.4.3 3.10 Poškozené telegrafńı vedeńı

Homogenńı telegrafńı vedeńı je poškozeno t́ım, že je uzemněno odporem R. Dokažte, že proud na
straně přij́ımaćıho př́ıstroje bude nejmenš́ı, bude-li porucha uprostřed vedeńı (odpor př́ıstroje
zanedbejte).

E

αRv

+
R

(1 { α)Rv

Obrázek 3.23: Telegrafńı vedeńı o celkovém odporu Rv je v poškozeno svodovým odporem R.
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Řešeńı: Schéma obvodu telegrafu je znázorněno na obrázku 3.23. Na vyśılaćı straně se
jedná o zdroj s vyṕınačem (telegrafńım kĺıčem) a na přij́ımaćı straně se jedná o nějakou formu
signalizace – žárovka, bzučák, elektromagnet, atp. Telegrafńı vedeńı o celkovém odporu Rv je
poškozeno svodovým odporem R v mı́stě α = x

l ∈ 〈0, 1〉, kde x je vzdálenost mı́sta poruchy x
od vyśılače a l je celková délka vedeńı.

Proudy jednotlivými větvemi označme následovně: Ic – celkový proud protékaj́ıćı bateríı,
Isv – proud protékaj́ıćı svodovým odporem, Ipr – proud protékaj́ıćı přij́ımaćım př́ıstrojem, viz
obrázek 3.24.

E +

Ic Ipr

Isv

Obrázek 3.24: Proudy v jednotlivých částech telegrafu – Ic, Isv a Ipr.

Spočteme nyńı proud skrze přij́ımaćı část telegrafu Ipr v závislosti na poloze poruchy α.
Celkový proud Ic zjist́ıme snadno z Ohmova zákona, E = RcIc, kde Rc je celkový odpor připojený
ke zdroji telegrafu. Celkový odpor zjist́ıme pravidly pro skládáńı sériově a paralelně zapojených
odpor̊u jako

Rc = αRv +
1

1
(1−α)Rv

+ 1
R

=
α(1− α)R2

v +RRv
(1− α)Rv +R

. (3.49)

Celkový proud Ic se muśı rozdělit na svodový proud Isv a proud přij́ımačem Ipr:

Ic = Ipr + Isv, kde Ic =
E
Rc

=
(1− α)Rv +R

α(1− α)R2
v +RRv

E . (3.50)

Proudy Ipr a Isv k sobě vztáhneme opět pomoćı Ohmova zákona, U = RI: úbytky napět́ı na
svodovém odporu R a odporu vedeńı u přij́ımače (1− α)Rv se muśı rovnat:

U = RIsv = (1− α)Rv Ipr −→ Isv =
(1− α)Rv

R
Ipr. (3.51)

Po dosazeńı (3.51) do (3.50) dostaneme následuj́ıćı rovnici pro proud Ipr:

(1− α)Rv +R

α(1− α)R2
v +RRv

E = Ipr +
(1− α)Rv

R
Ipr. (3.52)

Vyjádřeńım Ipr máme

Ipr =
R

α(1− α)R2
v +RRv

E . (3.53)

Tento výsledek zderivujeme

dIpr
dα

= − (1− 2α)R2
vR

[α(1− α)R2
v +RRv]

2 E (3.54)

a hledáme, kdy je derivace nulová:

dIpr
dα

= 0 ⇔ α =
1

2
. (3.55)

Proud přij́ımačem je tedy extremálńı, pokud je svodový odpor v p̊ulce vedeńı. Znaménka prvńı
derivace v okoĺı extrému ř́ıkaj́ı, že jde o minimum.
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3.4.4 3.13 Rozvětvený proud

Proud I0 se rozvětv́ı mezi paralelńı odpory R1, R2 a pak se opět spoj́ı (obrázek 3.25). Určete
proudy I1, I2 tekoućı po těchto odporech a ukažte, že rozděleńı proud̊u odpov́ıdá minimu
rozptýleného tepelného výkonu.

R1

R2

I1

I2

I0 I0

Obrázek 3.25: Proud I0 se rozvětv́ı na proudy I1 a I2.

Řešeńı: Z Ohmova zákona, U = RI, snadno źıskáme poměry proud̊u pro jednotlivé větve.
Na obou odporech muśı docházet ke stejnému úbytku napět́ı:

U = R1I1 = R2I2 −→ I1

I2
=
R2

R1
, (3.56)

tedy že poměr proud̊u ve větv́ıch je obrácený k poměru odpor̊u jednotlivých větv́ı. Součet
proud̊u I1 a I2 muśı dát celkový proud I0:

I0 = I1 + I2. (3.57)

Rovnice (3.56) a (3.57) daj́ı následuj́ıćı vyjádřeńı proud̊u I1 a I2:

I1 =
R2

R1 +R2
I0, I2 =

R1

R1 +R2
I0. (3.58)

Ukážeme, že ztrátový tepelný výkon rozptýlený na rezistorech je nejmenš́ı při tomto rozděleńı
proud̊u. Uvažujme, že by se proud rozdělil obecným zp̊usobem:

I1 = αI0, I2 = (1− α)I0, α ∈ 〈0, 1〉. (3.59)

Jouleovo teplo je dáno vztahem Ptep = RI2 a tedy celkový rozptýlený výkon by byl

Ptep(α) = Ptep1 + Ptep2 = R1I
2
1 +R2I

2
2 = R1α

2I2
0 +R2(1− α)2I2

0 , (3.60)

Hledejme extrém v proměnné α:

dPtep
dα

= 2 [αR1 −R2(1− α)] I2
0 = 2 [(R1 +R2)α−R2] I2

0 = 0 ⇔ α =
R2

R1 +R2
(3.61)

Tedy proudy, kdy je ztrátový výkon extremálńı (znaménka prvńı derivace ř́ıkaj́ı, že jde o mini-
mum), jsou

I1 = αI0 =
R2

R1 +R2
I0, I2 = (1− α)I0 =

R1

R1 +R2
I0. (3.62)

To jsou stejné hodnoty jako pro skutečné proudy určené z Ohmova zákona.
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3.4.5 3.12 Vnitřńı odpor baterie I

Vnitřńı odpor galvanického článku Ri je pětkrát (k = 5) menš́ı než vněǰśı odpor R, kterým je
obvod uzavřen. Kolikrát bude svorkové napět́ı U menš́ı, než elektromotorické napět́ı článku?

+

E Ri

R

U

Obrázek 3.26: Vnitřńı odpor Ri galvanického článku zp̊usobuje zmenšeńı svorkového napět́ı U oproti
elektromotorickému napět́ı článku E .

Řešeńı: Svorkové napět́ı U je oproti elektromotorickému napět́ı E zmenšené o úbytek napět́ı
na vnitřńım odporu článku:

U = E −RiI. (3.63)

Proud obvodem I je pak dán z Ohmova zákona,

I =
E

R+Ri
, (3.64)

kde ve jmenovateli je celkový odpor v obvodu. Po dosazeńı vyjádřeńı proudu I do rovnice pro
svorkové napět́ı dostaneme

U = E
(

1− Ri
R+Ri

)
= E R

R+Ri
. (3.65)

Jestliže je vztah mezi odporem spotřebiče a vnitřńım odporem Ri = 1
kR, vztah mezi U a E je

U =
R

R+Ri
E =

R

R+ R
k

E =
k

1 + k
E =

5

6
E . (3.66)

3.4.6 3.18 Vnitřńı odpor baterie II

Máme baterii o neznámém elektromotorickém napět́ı E a vnitřńım odporu Ri. Připoj́ıme-li na
ni odpor R1 = 30 Ω, poteče proud I1 = 125mA; připoj́ıme-li odpor R2 = 40 Ω, poteče proud
I2 = 100mA. Určete E a Ri baterie.

+

E Ri

R1;2
I1;2

U

Obrázek 3.27: Vnitřńı odpor Ri baterie zp̊usobuje zmenšeńı svorkového napět́ı U oproti elektromoto-
rickému napět́ı článku E .

Řešeńı: Svorkové napět́ı U je oproti elektromotorickému napět́ı E zmenšené o úbytek napět́ı
na vnitřńım odporu článku:

U = E −RiI. (3.67)
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Toto napět́ı se
”
spotřebovává“ na připojených odporech R1,2:

E −RiI1 = R1I1, E −RiI2 = R2I2. (3.68)

Také se dá ř́ıct, že elektromotorické napět́ı E se spotřebovává na celkovém odporu v obvodu
Ri +R1,2, což samozřejmě vede na stejné rovnice:

E = (Ri +R1)I1, E = (Ri +R2)I2. (3.69)

Vyřešeńım těchto rovnic pro E a Ri dospějeme k výsledku:

E = (R2 −R1)
I1I2

I1 − I2
= 5V, Ri =

R2I2 −R1I1

I1 − I2
= 10 Ω. (3.70)

3.4.7 3.16 Voltmetr a ampérmetr

Př́ıstroj má stupnici o N = 100 d́ılćıch a vnitřńı odpor Ri = 100 Ω. Při pr̊uchodu proudu
I1 = 10µA ukáže výchylku jednoho d́ılku. Jaké uspořádáńı muśıme zvolit, chceme-li př́ıstroj
použ́ıt jako voltmetr s rozsahem do U0 = 100V a jako ampérmetr pro proudy do I0 = 1A.

Řešeńı: Maximálńı proud př́ıstrojem je zjevně Imax = NI1 = 1mA. Nyńı tedy muśıme
zvolit taková zapojeńı, aby při měřeńı U0 = 100V , resp. I0 = 1A, tekl př́ıstrojem právě proud
Imax.

Začněme voltmetrem. Zde je třeba před př́ıstroj předřadit odpor Rp, který omeźı proud
tekoućı vlivem připojeného napět́ı U0, viz obrázek 3.28.

Rp

Imax

U0

Ri

Obrázek 3.28: Zapojeńı měř́ıćıho př́ıstroje jako voltmetru.

Potřebný odpor snadno spočteme z Ohmova zákona:

U0 = (Rp +Ri)Imax −→ Rp =
U0

Imax
−Ri ≈

U0

Imax
= 100 kΩ, (3.71)

kde jsme v závěru zanedbali vnitřńı odpor př́ıstroje Ri (jeho velikost je o tři řády menš́ı než
velikost předřadného odporu Rp).

Postupme nyńı k ampérmetru. Nyńı muśıme paralelně k př́ıstroji připojit bočńı odpor tak,
aby většina z proudu I0 byla svedena mimo př́ıstroj, viz obrázek 3.29.

I0

Imax

Rb

Ri

Obrázek 3.29: Zapojeńı měř́ıćıho př́ıstroje jako ampérmetru.

Př́ıstrojem poteče proud

Imax =
Rb

Rb +Ri
I0 (3.72)
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(pro odvozeńı pomoćı Ohmova zákona viz prvńı p̊ulku řešeńı př́ıkladu 3.13 v sekci 3.4.4).
Potřebný bočńı odpor pak je

Rb =
Imax

I0 − Imax
Ri ≈

Imax
I0

Ri = 0, 1 Ω, (3.73)

kde jsme ve jmenovateli zanedbali proud př́ıstrojem Imax v̊uči měřenému proudu I0 (opět je o
tři řády menš́ı).

3.5 Jouleovo teplo

3.5.1 3.14 Dimenzováńı odpor̊u

U śıtě na obrázku 3.30 jsou všechny odpory jednotlivě dimenzovány na P1 = 0, 5W s hodnotami
R1 = 100 Ω a R2 = 200 Ω. Určete celkový odpor a maximálńı př́ıpustné napět́ı mezi body A, B.

R2 R1

R1 R1

R2

A

B

Obrázek 3.30: Odporová śıt’ s hodnotami odpor̊u R1 = 100 Ω a R2 = 200 Ω.

Řešeńı: Celkový odpor zjist́ıme použit́ım vzorc̊u pro sériové a paralelńı spojeńı rezistor̊u
(podrobněji viz př́ıklady v sekci 3.2):

RAB = R2 +
1

1
R2

+ 1
2R1

+R1 = 400 Ω. (3.74)

Ztrátový výkon generovaný na rezistoru velikosti R, j́ımž protéká proud I, je Ptep = RI2.
Pod́ıvejme se nyńı, který rezistor v obvodu bude nejv́ıce tepelně namáhán – ten bude limitovat
maximálńı př́ıpustné napět́ı. Proudy obvodem jsou znázorněné na obrázku 3.31.

R2 R1

R1 R1

R2

A

B

I

2

I

2

I

I

Obrázek 3.31: Znázorněné proudy tekoućı obvodem.

Jelikož jsou odpory na obou pravých větv́ıch stejné (R2 = 2R1), proud se zde rozděĺı na
poloviny. Vid́ıme, že největš́ı tepelné namáháńı zaž́ıvá rezistor vlevo nahoře – má větš́ı odpor
R2 a teče j́ım větš́ı proud I. Toto namáháńı je tedy Ptep = R2I

2. Proud I urč́ıme snadno z
připojeného napět́ı U a celkového odporu RAB pomoćı Ohmova zákona:

I =
U

RAB
. (3.75)
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Po dosazeńı do vzorce pro Jouleovo teplo pro daný rezistor:

Ptep = R2I
2 = R2

U2

R2
AB

. (3.76)

Toto tepelné namáháńı muśı být menš́ı než zadaná maximálńı hodnota Pmax; z této podmı́nky
jednoduše vyjádř́ıme maximálńı připojené napět́ı:

Ptep ≤ Pmax −→ Umax = RAB

√
Pmax
R2

= 20V. (3.77)

3.5.2 3.15 Ztráty ve vedeńı

Zdroj o napět́ı U = 110V má dodávat výkon P = 5 kW do vzdálenosti l = 5 km. Jaký muśı být
pr̊uměr měděného drátu, aby ztráty energie v śıti nepřevyšovaly α = 10% přenášeného výkonu?

U

Rv

R

Obrázek 3.32: Ztráty ve vedeńı o odporu Rv s připojeným spotřebičem o odporu R.

Řešeńı: Obvod je znázorněn na obrázku 3.32. Máme zde zdroj napět́ı o velikosti U následovaný
sériově zapojeným odporem vedeńı Rv a spotřebičem o velikosti odporu R. Tepelný výkon ge-
nerovaný na vedeńı Pv a na spotřebiči P jsou dány vzorcem pro Jouleovo teplo:

P = RI2, Pv = RvI
2. (3.78)

Naš́ı podmı́nkou je, aby ztráty ve vedeńı byly menš́ı než zadaná část přenášeného výkonu
(výkonu na spotřebiči): Pv ≤ αP . Vedeńım i spotřebičem teče proud I daný Ohmovým zákonem:

I =
U

R+Rv
. (3.79)

Pod́ıl výkon̊u na vedeńı a spotřebiči při mezńıch ztrátách je po dosazeńı z (3.78):

1

α
=

P

Pv
=

RI2

RvI2
=

R

Rv
−→ R =

Rv
α
, (3.80)

kde jsme vyjádřili podmı́nku na odpor spotřebiče. Dosazeńım za R z (3.80) a za I z (3.79) do
výrazu pro výkon na spotřebiči P (3.78) dostaneme:

P = RI2 = R
U2

(R+Rv)2
=
Rv
α

U2

R2
v

(
1 + 1

α

)2 = α
U2

Rv(1 + α)2
. (3.81)

Nyńı jen vyjádř́ıme z předchoźıho vztahu maximálńı př́ıpustný odpor vedeńı Rv:

Rv =
αU2

P (1 + α)2
. (3.82)

Odpor vedeńı Rv dále vyjádř́ıme pomoćı jeho rozměrových parametr̊u pomoćı vzorce pro odpor
válcového vodiče:

Rv = ρ
2l

S
= ρ

2l

π d
2

4

−→ d =

√
8ρ l

πRv
, (3.83)
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kde ρ je rezistivita materiálu vodiče, délka vodiče je 2l, jelikož vedeńı je tvořeno dvěma dráty
o délce l, a pr̊uřez vodiče jsme vyjádřili pomoćı jeho pr̊uměru d, S = d2

4 . Po dosazeńı za Rv z
(3.82) dostaneme podmı́nku na pr̊uměr vodiče jako

d ≥
√

8ρ lP

πα

1 + α

U
= 3, 27 cm, (3.84)

kde jsme pro źıskáńı konkrétńıho výsledku dosadili zadané hodnoty a hodnotu rezistivity mědi
ρCu = 1, 68.10−8 Ω.m.

3.6 Kirchhoffovy zákony

Pro nalezeńı proud̊u ve složitěǰśıch obvodech se zdroji a rezistory, kde se již nedá jednoduše
použ́ıt Ohmův zákon a pravidla pro skládáńı odpor̊u, použ́ıváme Kirchhoffovy zákony.

Obvody se skládaj́ı z větv́ı pospojovaných v uzlech (kde se setkávaj́ı alespoň tři větve). Pro
popis proud̊u v jednotlivých větv́ıch obvodu je třeba v každé větvi zavést kladný směr proudu,
tzn. libovolně zvolený myšlený směr, který nám na konci výpočtu umožńı interpretovat, kam
teče skutečný proud danou větv́ı. Pokud nám z výpočtu vyjde kladný proud, teče ve zvoleném
kladném směru; pokud nám vyšel záporný proud, teče proti zvolenému kladnému směru.

Větve mohou utvořit uzavřenou smyčku. V takovém př́ıpadě zavád́ıme tzv. směr ob́ıháńı,
libovolně zvolený myšlený směr pr̊uchodu po smyčce. Tento směr konzistentně podél celé smyčky
definuje

”
kladný směr napět́ı“, v̊uči němuž pak definujeme př́ıslušné př́ır̊ustky a úbytky napět́ı

na zdroj́ıch a rezistorech.
Prvńı Kirchhoff̊uv zákon o uzlech představuje rovnici kontinuity proudu: suma proud̊u

vtékaj́ıćıch a vytékaj́ıćıch do a z uzlu muśı být nula:∑
α

Iα = 0. (3.85)

Obecně plat́ı, že máme-li n uzl̊u, pak rovnice sestavené pro n − 1 libovolně vybraných uzl̊u
budou nezávislé. Znaménková konvence je následuj́ıćı: pokud kladný směr proudu na dané
větvi směřuje do uzlu, ṕı̌seme ho se znaménkem plus; pokud směřuje pryč od uzlu, ṕı̌seme ho
se znaménkem minus, viz také obrázek 3.33.

I

+I

I

−I

Obrázek 3.33: Znaménková konvence pro prvńı Kirchhoff̊uv zákon o uzlech.

Druhý Kirchhoff̊uv zákon o smyčkách ř́ıká, že potenciálové př́ır̊ustky a úbytky podél
smyčky v obvodu se muśı seč́ıst na nulu. Tedy, že suma elektromotorických napět́ı na zdroj́ıch
muśı být rovna sumě úbytk̊u napět́ı na rezistorech podél smyčky:∑

α

Uα =
∑
β

RβIβ. (3.86)

Z prvńıho Kirchhoffova zákona máme n− 1 rovnic a jestliže máme m větv́ı, tzn. m neznámých
proud̊u skrze tyto větve, pak nám zbývá z druhého Kirchhoffova zákona nalézt m−(n−1) rovnic.
Znaménková konvence je tato: Pro úbytky napět́ı na rezistorech plat́ı, že pokud souhlaśı směr
ob́ıháńı v dané smyčce se směrem proudu v dané větvi, pak př́ıslušný úbytek ṕı̌seme s kladným
znaménkem, jinak se záporným. Pro elektromotorická napět́ı zdroj̊u plat́ı, že je-li zdroj zapojen
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tak, že kladným pólem směřuje ve směru ob́ıháńı, pak napět́ı ṕı̌seme s kladným znaménkem,
jinak se záporným5. Pro ilustraci viz obrázek 3.34.

+RI −RI

II
R R

(a) Úbytky napět́ı na rezistorech.

+U −U

+

+U U

(b) Elektromotorická napět́ı zdroj̊u.

Obrázek 3.34: Znaménková konvence ve druhém Kirchhoffově zákoně o smyčkách.

3.6.1 3.7 Dvousmyčkový obvod

Jaký proud poteče mezi body A, B na obrázku 3.35?

U1 U3

R3R1

+ +

R2

A

B

Obrázek 3.35: Obvod se dvěma uzly, třemi větvemi, dvěma zdroji a třemi odpory.

Řešeńı: Zavedeme kladné směry proud̊u v jednotlivých větv́ıch a směry ob́ıháńı pro levou a
pravou smyčku v obvodu např́ıklad jako na obrázku 3.36. Zároveň jsme si pojmenovali proudy
v levé, resp. prostředńı, resp. pravé, větvi jako I1, I2 a I3.

+ +

A

BI1 I3

I2

Obrázek 3.36: Zvolené kladné směry proud̊u a směry ob́ıháńı.

Hodnoty součástek jsou zadané. Neznámými jsou tedy proudy v jednotlivých větv́ıch I1, I2,
I3. Potřebujeme tedy pro tyto proudy nalézt tři rovnice. Prvńı Kirchhoff̊uv zákon pro uzly A a
B dává

I1 + I2 − I3 = 0, −I1 − I2 + I3 = 0. (3.87)

Zde triviálně vyšly závislé rovnice, jednu z nich tedy zahod́ıme. Z druhého Kirchhoffova zákona
pro smyčky dostaneme pro levou a pravou smyčku

U1 = R1I1 −R2I2, −U3 = R2I2 +R3I3. (3.88)

5Pozor! Tyto konvence samozřejmě plat́ı jen pro druhý Kirchhoff̊uv zákon tvaru (3.86), tzn. ve tvaru, kdy
zdroje jsou na jedné straně rovnice a úbytky na druhé!
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Pokud bychom napsali třet́ı rovnici pro
”
obvodovou smyčku“ vedoućı přes zdroje U1 a U3 a

rezistory R1 a R3 (kde bysme zvolili opět směr ob́ıháńı po směru hodinových ručiček jako v
ostatńıch smyčkách):

U1 − U3 = R1I1 +R3I3, (3.89)

vid́ıme, že je tvaru součtu rovnic pro levou a pravou smyčku, neńı tedy nezávislá (a zahod́ıme
ji).

Řešeńım rovnic (3.87) a (3.88) dostaneme

I2 = − R3U1 +R1U3

R1R2 +R1R3 +R2R3
, (3.90)

tedy proud ve skutečnosti poteče z bodu A do bodu B. Po dosazeńı konkrétńıch hodnot v zadáńı
R1 = 50 Ω, R2 = 100 Ω, R3 = 80 Ω, U1 = 3V a U3 = 2V dostaneme

I2 = −20mA. (3.91)

3.6.2 3.17 Blbec zapojuj́ıćı baterie

Dva olověné akumulátory maj́ı E1 = 12V , Ri1 = 0, 04 Ω, E2 = 6V , Ri2 = 0, 02 Ω. Nějaký blbec
je zapojil omylem vedle sebe. Jaký poteče akumulátory proud a jaké napět́ı bude na jejich
svorkách?

+

E1

Ri1 +

E2

Ri2
+

E1

Ri1

+

E2

Ri2

Obrázek 3.37: Nějaký blbec zapojil baterie omylem vedle sebe. Jedńım nebo druhým zp̊usobem. Tak či
tak je to blbec.

Řešeńı: Zaved’me kladný směr proudu a ob́ıháńı jako na obrázku 3.38.

+

E1

Ri1 +

E2

Ri2
+

E1

Ri1

+

E2

Ri2

I I

Obrázek 3.38: Kladné směry proudu a napět́ı (směr ob́ıháńı).

Pak podle druhého Kirchhoffova zákona máme pro levé zapojeńı (baterie zapojené
”
sou-

hlasně“):

E1 + E2 = (Ri1 +Ri2)I −→ I =
E1 + E2

Ri1 +Ri2
= 300A. (3.92)

A pro pravé zapojeńı (baterie zapojené
”
nesouhlasně“):

E1 − E2 = (Ri1 +Ri2)I −→ I =
E1 − E2

Ri1 +Ri2
= 100A. (3.93)
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Pro źıskáńı svorkových napět́ı na bateríıch U1 a U2 jen vhodně přearanžujeme členy v rov-
nićıch (3.92) a (3.93) – dáme k sobě vždy elektromotorické napět́ı a úbytek napět́ı na vnitřńım
odporu. Pak pro levé zapojeńı máme:

E1 −Ri1I︸ ︷︷ ︸
U1

= −(E2 −Ri2I︸ ︷︷ ︸
U2

) = 0V. (3.94)

Pro pravé zapojeńı:
E1 −Ri1I︸ ︷︷ ︸

U1

= −(−E2 −Ri2I︸ ︷︷ ︸
U2

) = 8V. (3.95)

Na obrázku 3.39 jsou zakreslené pr̊uběhy potenciál̊u v obvodech zapojených bateríı. Potenciál
se při pr̊uchodu rezistorem (po směru proudu) vždy zmenšuje, baterie v závislosti na orientaci
zp̊usobuje bud’ r̊ust nebo pokles potenciálu.

12V

6V

potenciál

obvod
0V

(a) Baterie zapojené
”
souhlasně“. Na svorkách

bateríı je nulové napět́ı.

potenciál

obvod

12V

8V

2V

0V

(b) Baterie zapojené
”
nesouhlasně“. Na

svorkách bateríı je napět́ı 8V .

Obrázek 3.39: Pr̊uběh potenciálu v obvodu s r̊uzně zapojenými bateriemi. Napět́ı na bateríıch je dáno
rozd́ılem potenciálu na jejich svorkách.

3.7 Definice proudu

3.7.1 3.19 Rychlost elektron̊u v drátu

Vodičem o pr̊uřezu S = 10mm2 teče proud I = 1A. Koncentrace elektron̊u je n = 2, 5.1028m−3.
Určete proudovou hustotu a středńı uspořádanou rychlost elektron̊u.

Řešeńı: Elektrický proud je definován jako náboj proteklý danou plochou za jednotku času:

I =
dQ

dt
. (3.96)

Množstv́ı náboje proteklé plochou S za malý čas dt je dáno jako

dQ = ρ dV, (3.97)

kde ρ je objemová nábojová hustota elektron̊u ve vodiči a dV je objem vodiče, ze kterého
elektrony za čas dt projdou daným myšleným pr̊uřezem, viz obrázek 3.40.

91



S
v

v

dV

v dt

v

Obrázek 3.40: Pouze náboje v objemu dV projdou za čas dt skrze plochu S.

Pouze náboje ve vzdálenosti menš́ı než ds = v dt projdou plochou S, pak tedy objem je
dV = S vdt. Pro nábojovou hustotu plat́ı ρ = ne, kde e je elementárńı elektrický náboj. Náboj
dQ pak vycháźı

dQ = ρ dV = neSvdt, (3.98)

a proud I je

I =
dQ

dt
=
neSvdt

dt
= neSv. (3.99)

Vyjádřeńım rychlosti v źıskáme výsledek:

v =
I

neS
= 2, 5.10−5m.s−1. (3.100)

Proudová hustota je definována jako proud na jednotkovou plochu, tedy

j =
I

S
= 105A.m−2. (3.101)

3.7.2 3.20 Elektrony v urychlovači

V elektronovém synchrotronu elektrony ob́ıhaj́ı po kruhové dráze délky o = 240m. Na dráze se
nacháźı celkem N = 1011 elektron̊u, jejichž rychlost se prakticky rovná rychlosti světla. Jaký
proud protéká urychlovaćı drahou?

Řešeńı: Elektrický proud je definován jako náboj proteklý daným mı́stem za jednotku času:

I =
dQ

dt
. (3.102)

Spočtěme náboj dQ prošlý daným mı́stem urychlovače za malý čas dt:

dQ = τ dl = τcdt, (3.103)

kde jsme označili τ délkovou nábojovou hustotu elektron̊u v urychlovači a dl = c dt je vzdálenost,
ze které elektrony stihnou proj́ıt daným mı́stem urychlovače během času dt (c označuje rychlost
světla, tzn. rychlost elektron̊u). Nábojová hustota τ je

τ = ne =
N

o
e, (3.104)

kde n = N
o označuje (početńı) délkovou hustotu elektron̊u v urychlovači a e je elementárńı

elektrický náboj. Po dosazeńı je

dQ =
N

o
e cdt (3.105)

a proud z definice

I =
dQ

dt
=
N

o
ec

.
= 20mA, (3.106)

kde jsme použili hodnotu rychlosti světla c = 3.108m.s−1 a elementárńıho elektrického náboje
e = 1, 602.10−19C.
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3.7.3 3.21 Van der Graaff̊uv proud

Ve van der Graaffově urychlovači se pohybuje pás široký s = 20 cm rychlost́ı v = 15m/s.
Povrchový náboj pásu vyvolává po obou stranách pole o intenzitě E = 12 kV.cm−1. Jaký je
proud přenášený pásem?

Řešeńı: Elektrické pole v okoĺı nabité roviny je dáno následuj́ıćım vztahem (jehož odvozeńı
lze nalézt v př́ıkladu 2.26 v sekci 2.7.1):

E =
σ

2ε0
−→ σ = 2ε0E, (3.107)

kde σ je plošná hustota náboje a ε0 je permitivita vakua. Elektrický proud je definován jako
náboj proteklý daným mı́stem za jednotku času:

I =
dQ

dt
. (3.108)

Náboj dQ, který přenese pás za malý čas dt skrze dané mı́sto, je

dQ = σ dS = σ svdt = 2ε0E svdt, (3.109)

kde dS = s vdt označuje plochu pásu, která za čas dt projde ońım mı́stem, viz obrázek 3.41.

v

dS

v dt

s

Obrázek 3.41: Pohybuj́ıćı se nabitý pás a plocha dS, která za čas dt projde daným mı́stem.

Proud je pak z definice

I =
dQ

dt
= 2ε0Esv

.
= 63, 7µA, (3.110)

kde jsme použili hodnotu permitivity vakua ε0 = 8, 854.10−12 F.m−1.
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Kapitola 4

Stacionárńı magnetické pole

4.1 Relativita

4.1.1 4.1 Let́ıćı kondenzátor

Jak se změńı napět́ı U0 mezi deskami nabitého kondenzátoru měřené v laboratorńı soustavě,
začne-li se kondenzátor pohybovat rychlost́ı V = 0, 8c ve směru a) kolmém na desky, b) rov-
noběžném s deskami.

Řešeńı: Kondenzátor ve své klidové soustavě (S) má plochu desek S ve vzájemné vzdálenosti
d a jsou nabity na celkový náboj Q, resp. −Q – tedy plošná nábojová hustota na deskách je
σ = ±Q/S.

S

+σ −σ

d

Obrázek 4.1: Stoj́ıćı kondenzátor.

Elektrické pole mezi deskami kondenzátoru je

E =
σ

ε0
, (4.1)

tento výraz se urč́ı pomoćı Gaussova zákona – viz dodatek v sekci 2.7.1 – tento zákon plat́ı pro
jakýkoliv pohybový stav náboj̊u, takže výraz (4.1) z̊ustává v platnosti i pro let́ıćı kondenzátory
s patřičně změněnou nábojovou hustotou σ, viz dále.

Napět́ı mezi deskami je pak z definice

U =
1

q

∫
l

~F · d~l =

∫
l

~E · d~l =

∫
l
E dl = Ed, (4.2)

podrobněji opět viz dodatek v sekci 2.7.1.
Pokud se kondenzátor v soustavě (S′) pohybuje rychlost́ı V kolmo na své desky (viz obrázek

4.2),
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S

+σ −σ

d0

V

Obrázek 4.2: Let́ıćı kondenzátor ve směru kolmém na desky.

dojde vlivem Lorentzovy kontrakce délek k přibĺıžeńı desek na novou vzdálenost

d′ =
d

γ
=

√
1− V 2

c2
d. (4.3)

Plocha desek z̊ustává stejná, S′ = S. Náboj jako relativistický invariant z̊ustává také stejný
Q′ = Q a tedy i nábojová hustota σ′ = Q′/S′ = Q/S = σ. Elektrické pole je tedy také stejné
E′ = σ′/ε0 = σ/ε0 = E a napět́ı se změńı vlivem změny vzdálenosti mezi deskami kondenzátoru:

U ′ = E′d′ = E
d

γ
=
U

γ
=

√
1− V 2

c2
U. (4.4)

Při pohybu kondenzátoru rovnoběžně s deskami rychlost́ı V (v soustavě (S′′)) dojde ke
zkráceńı desek vlivem kontrakce délek.

S00

+σ
00

−σ
00

d

V

Obrázek 4.3: Let́ıćı kondenzátor ve směru rovnoběžném na desky.

Tud́ıž se změńı jejich plocha S′′ = a′′b′′ z p̊uvodńı S = ab, kde a, b jsou p̊uvodńı rozměry
desek kondenzátoru a a′′, b′′ jsou rozměry desek pohybuj́ıćıho se kondenzátoru. Vlivem kontrakce
délek plat́ı a′′ = a/γ (rozměr ve směru pohybu) a b′′ = b (rozměr kolmo na směr pohybu). Pro
plochu S′′ dostáváme:

S′′ = a′′b′′ =
a

γ
b =

S

γ
=

√
1− V 2

c2
S. (4.5)

Důsledkem toho se změńı nábojová hustota σ′′ a tedy i intenzita elektrického pole mezi
deskami E′′:

σ′′ =
Q

S′′
=
Q

S
γ = σγ =

σ√
1− V 2

c2

, E′′ =
σ′′

ε0
=

σ

ε0
γ = Eγ =

E√
1− V 2

c2

. (4.6)

Výsledné napět́ı na kondenzátoru je

U ′′ = E′′d′′ = Edγ = Uγ =
U√

1− V 2

c2

. (4.7)
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4.1.2 4.2 Hustota proudu

V urychlovači let́ı náboje o vlastńı hustotě ρ′ = 10−4C ·m−3 rychlost́ı v = 0, 8c ve směru osy
x. Jakou hustotu proudu naměř́ıme v laboratorńı soustavě?

Řešeńı: Nábojová hustota ρ je dána množstv́ım náboje Q v daném objemu V :

ρ =
Q

V
. (4.8)

Náboj je relativistický invariant, při přechodu mezi soustavami se zachovává, Q′ = Q. Naproti
tomu objem se vlivem Lorentzovy kontrakce délek transformuje jako

V =
V ′

γ
= V ′

√
1− v2

c2
, (4.9)

kde V ′ je vlastńı objem (v klidové soustavě) a V je objem v laboratorńı soustavě. Tento trans-
formačńı plyne z toho, že rozměr ve směru pohybu podléhá kontrakci, viz následuj́ıćı obrázek
4.4.

V
0

a
0

b
0

c
0

V

a =
a
0

γ

b = b
0

c = c
0

v

Obrázek 4.4: Objem a pohybuj́ıćı se objem.

Nábojová hustota v laboratorńı soustavě ρ je tedy

ρ =
Q

V
=
Q′

V ′
γ = ρ′γ =

ρ′√
1− v2

c2

. (4.10)

Proudová hustota je ~j = ρ~v, př́ıpadně jej́ı velikost j = ρ v. Po dosazeńı z (4.10) máme

j = ρ v = ρ′γ v =
ρ′v√
1− v2

c2

= 104A.m−2. (4.11)

4.1.3 4.4 a 4.5 Transformace elektrického a magnetického pole

V prostoru je dáno elektrické a magnetické pole jako Ex = Ey = Ez = 3 · 104 V ·m−1, Bx = 0,
By = −Bz = 5 · 10−5 T . Najděte souřadnou soustavu, v ńıž B = 0.

Př́ımým vodičem protéká proud I = 100A. Určete elektrické a magnetické pole ~E, ~B, jak se
jev́ı ve vzdálenosti r = 10 cm od vodiče v souřadné soustavě pohybuj́ıćı se rovnoběžně s vodičem
rychlost́ı V = 0, 8c.

Řešeńı: Mějme inerciálńı vztažnou soustavu (S) a necht’ se v̊uči ńı pohybuje vztažná sou-
stava (S′) rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı V ve směru osy x. Souřadné osy necht’ jsou stejně
orientované – nejsou v̊uči sobě pootočené.
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(S) (S0)

x

y

z

x0

y0

z0

O0

V

Obrázek 4.5: Inerciálńı vztažné soustavy (S) a (S′).

Označme intenzitu elektrického pole a magnetickou indukci v (S) jako ~E = (Ex, Ey, Ez) a
~B = (Bx, By, Bz) a v soustavě (S′) jako ~E′ = (E′x, E

′
y, E

′
z) a ~B′ = (B′x, B

′
y, B

′
z). Vztahy pro

transformaci složek vektor̊u ~E, ~B a ~E′, ~B′ pak jsou:

E′x = Ex, E′y = γ (Ey − βcBz) , E′z = γ (Ez + βcBy) ,

B′x = Bx, B′y = γ

(
By +

β

c
Ez

)
, B′z = γ

(
Bz −

β

c
Ey

)
, (4.12)

kde

β =
V

c
, γ =

1√
1− V 2

c2

=
(
1− β2

)−1/2
. (4.13)

V prvńım př́ıkladu máme ~E = (E,E,E), kde jsme označili E = Ex = Ey = Ez (pozor, zde

E neńı velikost vektoru ~E, ta je | ~E| =
√

3E), a ~B = (0, B,−B), kde jsme označili B = By = −Bz
(opět, B neńı velikost vektoru ~B ale | ~B| =

√
2B). Po dosazeńı do transformačńıch vzorc̊u pro

magnetickou indukci ~B′ (4.12) dostaneme

B′x = 0, B′y = γ

(
B +

β

c
E

)
, B′z = γ

(
−B − β

c
E

)
. (4.14)

Rovnice B′y = B′z = 0 vedou na shodnou podmı́nku na rychlost V , resp. β:

β = −B
E
c
.
= −0, 5, V = −B

E
c2 .

= −0, 5 c
.
= 1, 5 · 108m.s−1, (4.15)

kde jsme za rychlost světla použili přibližnou hodnotu c = 3 · 108m.s−1.
Ve druhém př́ıkladu máme (neutrálńı) nekonečný vodič s proudem I, který kolem sebe

generuje magnetické pole o velikosti

B =
µ0I

2πr
, (4.16)

kde r je kolmá vzdálenost od vodiče. Směr magnetické indukce ~B je dán pravidlem pravé ruky.
Vektory magnetické indukce jsou tečné na soustředné kružnice okolo vodiče a pokud palec
ukazuje směr proudu ve vodiči, prsty ukazuj́ı směr vektoru magnetické indukce.
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I

~B V

r ~E; ~B =?

~E0; ~B0
=?

Obrázek 4.6: Elektrické a magnetické pole v okoĺı (pohybuj́ıćıho se) vodiče s proudem.

Zavedeme nyńı vztažné soustavy (S) a (S′) a př́ıslušné kartézské souřadnice (x, y, z) a
(x′, y′, z′) tak, abychom mohli použ́ıt vzorce pro transformaci elektrického a magnetického pole
(4.12). Soustava (S′) se bude pohybovat rychlost́ı V ve směru osy x soustavy (S). Osy x a x′

polož́ıme do vodiče a osy z a z′ namı́̌ŕıme k mı́stu, kde chceme znát elektrické a magnetické
pole ~E′ a ~B′ v soustavě (S′). Viz obrázek 4.7 (př́ıpadně také obrázek 4.6).

I

~B V

O; O0

x; x0

y; y0

z; z0

Obrázek 4.7: Zavedeńı vztažných soustav (S) a (S′).

V takto zavedené vztažné soustavě (S) máme následuj́ıćı složkové vyjádřeńı elektrické in-
tenzity ~E a magnetické indukce ~B:

~E = 0, ~B = (0,−B, 0) =

(
0,−µ0I

2πr
, 0

)
. (4.17)

Tyto jednoduše dosad́ıme do vzorc̊u (4.12):

E′x = 0, E′y = 0, E′z = γβcBy = −γβc µ0I

2πr
,

B′x = 0, B′y = γBy = −γ µ0I

2πr
, B′z = 0. (4.18)

Výsledkem je, že v pohybuj́ıćı se soustavě (S′) naměř́ıme kromě silněǰśıho magnetického pole o
velikosti B′ = γ µ0I

2πr ( ~B′ = γ ~B) ještě nenulové elektrické pole E′ = γβc µ0I
2πr směřuj́ıćı radiálně

k vodiči (nebo od vodiče, pro I < 0). Viz obrázek 4.8. Po dosazeńı zadaných č́ıselných hodnot
(rychlost světla uvažujeme c = 3.108m.s−1) obdrž́ıme B′ = 3.33.10−4 T a E′ = 8.104V.m−1.
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I

~B V

~E0

~B0

Obrázek 4.8: Elektrické a magnetické pole v soustavách (S), resp. (S′) – ~E, ~B, resp. ~E′, ~B′.

4.2 Śıla na vodič s proudem

4.2.1 4.3 Obdélńıková smyčka v magnetickém poli

Určete celkovou śılu, kterou bude dlouhý př́ımý vodič protékaný proudem I1 = 10A p̊usobit na
obdélńıkovou smyčku podle obrázku 4.9, j́ıž protéká proud I2 = 5A.

I1

I2

h

s

d

Obrázek 4.9: Jakou silou p̊usob́ı nekonečný vodič na obdélńıkovou smyčku?

Řešeńı: Př́ıspěvek śıly d~F p̊usob́ıćı na malý úsek dl vodiče s proudem I, který lež́ı v mag-
netickém poli ~B, je dán Ampérovým vzorcem

d~F = Id~l × ~B, (4.19)

kde d~l = ~t dl a ~t je jednotkový tečný vektor k vodiči v mı́stě délkového elementu dl. Viz obrázek
4.10.
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I

dl

~t
~B

d~F

Obrázek 4.10: Př́ıspěvek śıly d~F dle Ampérova vzorce je d~F = Id~l × ~B.

Magnetické pole ~B od nekonečně dlouhého př́ımého vodiče s proudem I má velikost

B =
µ0I

2πr
, (4.20)

kde r je vzdálenost od vodiče. Směr vektor̊u magnetické indukce ~B udává pravidlo pravé ruky –
palec ukazuje směr proudu, prsty ukazuj́ı směr magnetického pole. V našem př́ıpadě magnetické
pole mı́̌ŕı kolmo na obdélńıkovou smyčku a mı́̌ŕı do paṕıru, viz obrázek 4.11.

I

~B

Obrázek 4.11: Magnetické pole od nekonečného př́ımého vodiče s proudem.

Obdélńıkovou smyčku si rozděĺıme na jednotlivé strany, po řadě označené l1, l2, l3 a l4 – viz
obrázek 4.12 (a) – v každé jednotlivé straně mı́̌ŕı tečný vektor ~t stále stejným směrem, což se
nám bude hodit pro zjednodušeńı integrace element̊u śıly d~F (4.19).
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I1
I2

l1

l2

l3

l4

(a) Rozděleńı obdélńıkové smyčky na čtyři úsečky
l1, . . . , l4.

I1

I2

d~l

~B

d~F3

d~l

d~l

d~l

~B

~B

~B

d~F4

d~F1

d~F2

I2

I2

(b) Směry př́ıspěvk̊u sil d~Fi v jednotlivých úsećıch
obdélńıkové smyčky.

Obrázek 4.12: Rozděleńı obdélńıkové smyčky na jednotlivé úsečky li a výsledné směry př́ıspěvk̊u sil d~Fi.

V obrázku 4.12 (b) jsou znázorněny směry element̊u délky d~l (resp. tečných vektor̊u ~t,
d~l = ~t dl), vektor̊u magnetické indukce ~B a výsledné směry element̊u śıly d~F dle Ampérova
vzorce (4.19) v jednotlivých částech obdélńıkové smyčky.

Rozděleńı smyčky na jej́ı jednotlivé části zajistilo, že v každé z nich mı́̌ŕı př́ıspěvky sil d~F
stále stejným směrem a pro zjistěńı celkové velikosti śıly nám stač́ı naintegrovat velikosti těchto
př́ıspěvk̊u, tzn.

Fi =

∫
li

dFi, (4.21)

kde Fi označuje celkové velikosti sil p̊usob́ıćı na jednotlivé části smyčky1.
Nyńı přistupme k vlastńımu výpočtu sil Fi. Velikost př́ıspěvku śıly dFi je z Ampérova vzorce

a kolmosti vektor̊u d~l a ~B rovna
dFi = I2B dl. (4.22)

Dále zavedeme kartézské souřadnice r a z dle obrázku 4.13. Počátek souřadnice r voĺıme s
ohledem na tvar magnetického pole (4.20).

1Pozor, obecně neńı pravda, že

~F =

∫
l

d~F ⇒ F =

∫
l

dF.

Takto je možné celkovou velikost vektoru ~F poč́ıtat pouze, pokud všechny př́ıspěvky d~F mı́̌ŕı stejným směrem
(což je v tomto př́ıpadě splněno). V obecném př́ıpadě se vektorovému integrálu nedá vyhnout a plat́ı

F =

∣∣∣∣∫
l

d~F

∣∣∣∣ .
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O

d d+ s

h

Obrázek 4.13: Zavedeńı kartézských souřadnic z a r a souřadnicové polohy obdélńıkové smyčky.

V takto zavedených souřadnićıch jsou jednotlivé úsečky li popsány následovně:

l1 ↔ r = d, z ∈ 〈0, h〉,
l2 ↔ r ∈ 〈d, d+ s〉, z = 0,

l3 ↔ r = d+ s, z ∈ 〈0, h〉,
l4 ↔ r ∈ 〈d, d+ s〉, z = h, (4.23)

Všechny výše zmı́něné ingredience použijeme k sestaveńı konkrétńıch tvar̊u integrál̊u (4.21) s
následuj́ıćım výsledkem:

F1 =

∫ h

0
I2Bdz = I2

µ0I1

2πd

∫ h

0
dz =

µ0I1I2

2πd
h,

F2 = F4 =

∫ d+s

d
I2Bdr = I2

µ0I1

2π

∫ d+s

d

dr

r
=
µ0I1I2

2π
ln
d+ s

d
,

F3 =

∫ h

0
I2Bdz = I2

µ0I1

2π(d+ s)

∫ h

0
dz =

µ0I1I2

2π(d+ s)
h. (4.24)

Směry sil ~Fi jsou patrné z obrázku 4.12 (b). Vid́ıme, že śıly ~F2 a ~F4 se vyruš́ı a celková śıla
p̊usob́ıćı na smyčku bude mı́t velikost F = F1 − F3 ve směru k drátu s proudem I1 (nebot’

F1 > F3).

4.3 Biot-Savart̊uv zákon

4.3.1 4.7 Magnetické pole kruhové a polygonálńı smyčky

Určete magnetickou indukci ve středu smyčky protékané proudem I ve tvaru kružnice, rovno-
stranného trojúhelńıka, čtverce, obdélńıka, šestiúhelńıka.

Řešeńı: Magnetické pole ~B od vodiče s proudem I urč́ıme pomoćı Biot-Savartova zákona:

~B =
µ0I

4π

∫
l

d~l × ~R

R3
, (4.25)

kde d~l = ~t dl je element délky spolu s jednotkovým tečným vektorem ~t mı́̌ŕıćım ve směru proudu
I a ~R je vektor mı́̌ŕıćı od elementu vodiče dl k mı́stu, kde se ptáme na magnetické pole ~B; také
viz obrázek 4.14.

102



I

dl

~t

d ~B =?

~R

Obrázek 4.14: Vektory d~l = ~t dl a ~R v Biot-Savartově zákoně udávaj́ıćı magnetickou indukci ~B od vodiče
s proudem I.

Můžeme si představovat, že každý úsek vodiče dl př́ısṕıvá k celkovému magnetickému poli
~B malým př́ıspěvkem d ~B tvaru

d ~B =
µ0I

4π

d~l × ~R

R3
. (4.26)

Směr tohoto př́ıspěvku je dán směrem vektorového součinu d~l × ~R – tento je kolmý na rovinu
vytvářenou vektory d~l a ~R. Pokud je náš problém rovinný, tzn. pokud celá proudová smyčka a
mı́sto, kde poč́ıtám magnetickou indukci ~B, lež́ı v jedné rovině, pak budou všechny př́ıspěvky
d ~B směřovat stejným směrem (a to kolmo na tuto společnou rovinu)2 – viz obrázek 4.16.

~t

~R

dl

d ~B

I

Obrázek 4.16: Rovinný problém.

To nám umožńı poč́ıtat velikost celkové magnetické indukce B jako integrál z velikost́ı
jednotlivých př́ıspěvk̊u dB:

B =

∫
l
dB =

µ0I

4π

∫
l

|d~l × ~R|
R3

=
µ0I

4π

∫
l

sinαdl

R2
, (4.27)

kde α je (obecně proměnný) úhel mezi vektory d~l a ~R.

2Zároveň nesmı́ doj́ıt ke změně
”
smyslu obtáčeńı“ vodiče s proudem okolo mı́sta výpočtu magnetické indukce

~B. Pak se totiž změńı směr př́ıspěvku d ~B na opačný. Potom je nutné proudovou smyčku rozdělit na úseky se
stejným smyslem obtáčeńı a výsledná d́ılč́ı magnetická pole př́ıslušně odeč́ıtat, viz schematický obrázek 4.15.
Př́ıpadně je možno poč́ıtat rovnou

”
plný“ vektorový integrál (4.25).

I

~B =?

+
+ + + + + +

+
+
+

+

+
+

+ + + + + +

−

−
−

−

−
−−

−

−

−

Obrázek 4.15: Při změně smyslu obtáčeńı docháźı ke změně znaménka př́ıspěvku dB k celkové magnetické indukci
B (respektive k otočeńı směru vektorového př́ıspěvku d ~B).
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Použijme nyńı vzorec (4.27) k výpočtu velikosti magnetické indukce B ve středu kruhové
smyčky s proudem I.

~B =?
I

Obrázek 4.17: Magnetická indukce ~B uprostřed kruhové smyčky.

Vektory ~R, d~l = ~t dl a úhel α mezi nimi (a také výsledný vektor d ~B) jsou vyznačeny na
obrázku 4.18. Úhel α = π

2 je konstantńı. Velikost vektoru ~R je taktéž konstatńı a rovna poloměru
kružnice R = r.

I

~t

~R

d ~B

αα

dl

Obrázek 4.18: Vektory ~R, d~l = ~t dl (a úhel α mezi nimi) a d ~B.

Dosazeńı těchto hodnot do vzorce (4.27) dává

B =
µ0I

4π

∫
l

sinαdl

R2
=
µ0I

4π

1

r2

∫
l
dl =

µ0I

4π

1

r2
2πr =

µ0I

2r
, (4.28)

kde jsme použili vztah pro obvod kružnice
∫
l 1dl = 2πr.

Pro výpočet magnetické indukce ~B uvnitř všelijakých mnohoúhelńıku nejprve urč́ıme mag-
netické pole generované kouskem rovného vodiče (tento je pak nutné připojit do uzavřeného
obvodu aby mohl téci konstantńı proud I) – viz obrázek 4.19 se znázorněnou situaćı a rozměry.

I

~B =?

r

θ1

θ2

a b

~θ2

Obrázek 4.19: Magnetická indukce ~B od konečného př́ımého vodiče.

Problém je opět rovinný, můžeme tedy použ́ıt vzorec (4.27). Tentokrát bude lepš́ı př́ımo
napsat vektorová vyjádřeńı pro d~l a ~R a z nich spoč́ıtat velikost vektorového součinu |d~l × ~R|
– nebudeme tedy pracovat s úhlem α. Vektory d~l = ~t dl a ~R (ale i úhel α) jsou pro proudovou
úsečku znázorněné na obrázku 4.20.
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I

dl

α

~t

~R

Obrázek 4.20: Vektory ~R a d~l = ~t dl v Biot-Savartově zákoně pro konečný př́ımý vodič.

Zavedeme kartézské souřadnice jako na obrázku 4.21 – osu x umı́st́ıme do vodiče, mı́sto
určováńı magnetické indukce bude ležet na ose y a osa z je zvolena tak, abychom dostali pra-
votočivou soustavu souřadnic.

I x

−a b

O
0

y

r

z

Obrázek 4.21: Zavedeńı kartézských souřadnic u proudové úsečky.

V těchto souřadnićıch zjevně máme ~t = (1, 0, 0), dl = dx, ~R = (−x, r, 0). Vektorový součin
d~l × ~R a jeho velikost je

d~l × ~R = ~t× ~R dx = (0, 0, r)dx → |d~l × ~R| = rdx. (4.29)

Velikost R je |~R| =
√
x2 + r2 a rozsah souřadnic pro integraci přes proudovou úsečku je x ∈

〈−a, b〉. Biot-Savart̊uv zákon pak v tomto konkrétńım př́ıpadě má tvar

B =
µ0I

4π

∫
l

|d~l × ~R|
R3

=
µ0I

4π

∫ b

−a

r dx

(r2 + x2)3/2
. (4.30)

Nyńı použijeme známý vzorec3 ∫
dx

(r2 + x2)3/2
=

x

r2
√
r2 + x2

(4.31)

ve vztahu (4.30) a dospějeme k výsledku:

B =
µ0I

4π

[
x

r
√
r2 + x2

]b
−a

=
µ0I

4π

1

r

(
a√

r2 + a2
+

b√
r2 + b2

)
. (4.32)

Ještě můžeme zavést úhly θ1 a θ2 (resp. θ̃2) jako na obrázku 4.19 a napsat tak vzorec pro
magnetickou indukci B pomoćı těchto úhl̊u:

B =
µ0I

4π

1

r
(cos θ1 − cos θ2) =

µ0I

4π

1

r

(
cos θ1 + cos θ̃2

)
. (4.33)

Z tohoto vzorce již snadno spočteme všemožné proudové útvary:

3Tento integrál lze spoč́ıtat řadou zp̊usob̊u. Jedńım z nich je použ́ıt substituci cosα = − x√
r2+x2

– tedy

vlastně přej́ıt k proměnné úhlu α z obrázku 4.20. Poté máme (po úpravě) sinαdα = r2

(r2+x2)3/2
dx a po dosazeńı

do integrálu:
∫

1
r2

sinαdα = − 1
r2

cosα = x

r2
√
r2+x2

. A ted’ je již známý.
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• Nekonečně dlouhý vodič: Limitně plat́ı θ1 = θ̃2 = 0, dosazeńım do (4.33) pak velikost
magnetické indukce ve vzdálenosti r od vodiče je B = µ0I

2πr .

• Polonekonečný vodič: Zde jsou úhly θ1 = 0, θ̃2 = θ2 = π/2 a tedy B = µ0I
4πr .

Magnetickou indukci od následuj́ıćıch n-úhelńıkové smyček spočteme tak, že vždy urč́ıme mag-
netickou indukci od jedné strany a vynásob́ıme počtem stran (s výjimkou obdélńıka, kde jsou
dva neekvivalentńı typy stran):

• Obdélńık:

a

b

~B =?

a

2

b

2

α

β

β

α

Obrázek 4.22: Magnetická indukce ~B ve středu obdélńıka.

Kosiny úhl̊u v obdélńıku vyjádř́ıme pomoćı délek stran jako cosα = a√
a2+b2

a cosβ =
b√

a2+b2
:

Bobdélńık = 2Ba + 2Bb = 2
µ0I

4π

[
2

a
2 (cosα) +

2

b
2 (cosβ)

]
=

2µ0I

π

[
1

a

b√
a2 + b2

+
1

b

a√
a2 + b2

]
=

2µ0I
√
a2 + b2

πab
. (4.34)

• Čtverec:

a

a

2

π

4

π

4

~B =?

Obrázek 4.23: Magnetická indukce ~B ve středu čtverce.

Bud’to uvažujeme čtverec jako speciálńı př́ıpad obdélńıka, b = a, anebo snadno z obrázku
4.23 urč́ıme potřebné vzdálenosti:

Bčtverec = 4B1 = 4
µ0I

4π

2

a
2
(

cos
π

4

)
=

2
√

2µ0I

πa
. (4.35)

• Rovnostranný trojúhelńık:
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~B =?

π

6

π

6

a

a

2
p

3

Obrázek 4.24: Magnetická indukce ~B ve středu trojúhelńıku.

Je třeba určit hlavně vzdálenost středu trojúhelńıka od jeho strany – jde o jednu třetinu

výšky, r = 1
3

√
3a
2 .

Btrojúhelńık = 3B1 = 3
µ0I

4π

2
√

3

a
2
(

cos
π

6

)
=

9µ0I

2πa
. (4.36)

• Šestiúhelńık:

~B =?

a
p

3a

2

π

3

π

3

Obrázek 4.25: Magnetická indukce ~B ve středu šestiúhelńıku.

V šestiúhelńıku je vzdálenost r rovna právě výšce jednoho z trojúhelńık̊u tvoř́ıćıch šestiúhelńık,

r =
√

3a
2 .

Bšestiúhelńık = 6B1 = 6
µ0I

4π

2√
3a

2
(

cos
π

3

)
=

√
3µ0I

πa
. (4.37)

4.3.2 4.11 Ohnutý drát

Nekonečný drát je ohnut podle obrázku 4.26. Určete magnetickou indukci ve středu p̊ulkruhu.

~B =?

I

r

Obrázek 4.26: Ohnutý drát s proudem.
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Řešeńı: Magnetické pole ve středu p̊ulkružnice s proudem bude polovičńı oproti magne-
tickému poli celé kružnice (viz prvńı polovina př́ıkladu 4.7 (sekce 4.3.1)):

Bp̊ulkružnice =
1

2
Bkružnice =

µ0I

4r
. (4.38)

Magnetické pole ve vzdálenosti r
”
na kraji“ polonekonečného vodiče je polovičńı oproti magne-

tickému poli celého nekonečného drátu (viz druhá polovina př́ıkladu 4.7 (sekce 4.3.1)):

Bp̊uldrát =
1

2
Bdrát =

µ0I

4πr
. (4.39)

Celý problém je rovinný a tedy všechny př́ıspěvky k magnetickému poli budou směřovat stejným
směrem a to kolmo k rovině drátu. Pro celkovou velikost magnetické indukce B pak plat́ı

B = 2Bp̊uldrát +Bp̊ulkružnice = 2
µ0I

4πr
+
µ0I

4r
=
µ0I

4r

(
2

π
+ 1

)
. (4.40)

Směr magnetického pole urč́ıme z pravidla pravé ruky (palec ukazuje směr proudu, prsty pak
ukazuj́ı

”
směr obtáčeńı“ magnetických siločar okolo vodiče). Pro zde nakreslený směr proudu

směřuje magnetické pole do paṕıru.

Dodatek: Př́ıklad lze také řešit
”
trikem“, kdy přes sebe polož́ıme dva stejně tvarované dráty

tak, aby efektivně vytvořili celou kružnici s proudem a dva (celo)nekonečné vodiče s proudem.
Viz následuj́ıćı obrázek 4.27.

~B =?

I

I

I

Obrázek 4.27: Zdvojený ohnutý drát tvoř́ıćı dva nekonečné př́ımé vodiče a kružnici s proudem.

Výsledné magnetické pole je pak dvojnásobkem p̊uvodńıho a stač́ı nám znát výrazy pro
celou kružnici a nekonečný drát:

B =
1

2
(2Bdrát +Bkružnice) =

1

2

(
2
µ0I

2πr
+
µ0I

2r

)
=
µ0I

4r

(
2

π
+ 1

)
. (4.41)

4.3.3 4.10 Magnetické pole na ose čtvercové smyčky

Čtvercovou smyčkou o straně a = 6m teče proud I = 10A. Určete magnetickou indukci v bodě
na ose smyčky ve výšce h = 4m nad rovinou smyčky.
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~B =?

I

a

a

h

Obrázek 4.28: Magnetické pole na ose čtvercové smyčky s proudem.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě nemáme rovinný problém – proudová smyčka a bod určováńı
magnetického pole ~B nelež́ı v jedné rovině. Můžeme ovšem určit d́ılč́ı magnetická pole od jed-
notlivých stran čtvercové smyčky a ty pak složit.

Ze symetrie úlohy (rotačńı symetrie okolo osy čtverce o násobky úhlu π
2 ) v́ıme, že výsledné

magnetické pole ~B bude mı́̌rit ve směru osy čtvercové smyčky. Budeme tedy cht́ıt spoč́ıtat
pr̊uměty magnetického pole od jednotlivých stran čtverce do směru jeho osy. Symetrie zároveň
ř́ıká, že tyto pr̊uměty jsou pro každou ze stran čtverce stejné. Magnetická pole, jejich pr̊uměty
a př́ıslušné úhly jsou znázorněné na obrázku 4.29.

~B1
~B2

2 ~Bp

α

α

β

12

Obrázek 4.29: Pohled z boku na čtvercovou smyčku s proudem. Jsou zde znázorněná magnetická pole od
protilehlých stran čtverce ~B1 a ~B2 a jejich pr̊uměty do směru osy smyčky ~Bp. Př́ıslušné strany čtverce
jsou označené č́ısly (jedná se tedy o strany, které jsou v tomto obrázku kolmé na paṕır). Stranou jedna

teče proud směrem do paṕıru, stranou dva z paṕıru. Magnetická pole ~B1 a ~B2 jsou kolmá na roviny
tvořené stranami a bodem na ose čtverce. Konkrétńı směr je dán pravidlem pravé ruky. Úhel β = π

2 −α.

Velikost celkového magnetické pole B tedy bude B = 4Bp, kde Bp je velikost pr̊umětu
př́ıspěvku magnetického pole od jedné strany čtverce. Nyńı zavedeme označeńı d̊uležitých vzdá-
lenost́ı a úhl̊u: x, y, θ a α. Na obrázku 4.30 jsou tyto vyznačené. Dále urč́ıme jejich vyjádřeńı
pomoćı zadaných vzdálenost́ı a a h. V pr̊uběhu následného výpočtu celkové magnetické indukce
~B postupně uvid́ıme, kde jsou tyto veličiny potřeba.
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I

h

θ

x

y

a

2

a

2

α

Obrázek 4.30: Vyznačené d̊uležité vzdálenosti x a y a úhly θ a α.

Z Pythagorovy věty snadno urč́ıme

x =

√
h2 +

(a
2

)2
=

√
h2 +

a2

4
, y =

√
x2 +

(a
2

)2
=

√
h2 + 2

(a
2

)2
=

√
h2 +

a2

2
. (4.42)

Úhly θ a α vyjádř́ıme z př́ıslušných trojúhelńık̊u jako

cos θ =
a
2

y
=

a

2
√
h2 + a2

2

, cosα =
a
2

x
=

a

2
√
h2 + a2

4

. (4.43)

Pro výpočet magnetického pole od jedné strany čtverce B1 použijeme vzorec odvozený v
př́ıkladu 4.7 (sekce 4.3.1) pro magnetické pole

”
proudové úsečky“:

B =
µ0I

4π

1

r
(cos θ1 − cos θ2) =

µ0I

4π

1

r

(
cos θ1 + cos θ̃2

)
, (4.44)

kde r je kolmá vzdálenost od úsečky a pro zavedeńı úhl̊u θ1 a θ2 (resp. θ̃2) viz obrázek 4.31.

I

r

θ1

θ2
~θ2

Obrázek 4.31: Vzdálenost r a úhly θ1 a θ2 (resp. θ̃2) pro určeńı magnetické indukce od proudové úsečky.

Zde plat́ı r = x, θ1 = θ̃2 = θ, po dosazeńı (z (4.42) a (4.43)):

B1 =
µ0I

4π

2

x
cos θ =

µ0I

2π
· 1√

h2 + a2

4

· a

2
√
h2 + a2

2

.

Velikost pr̊umětu je Bp = B1 cosα (viz obrázek 4.29). Výraz pro úhel α viz (4.43). Nyńı
dáme všechny výše uvedené informace dohromady:

B = 4Bp = 4B1
a

2
√
h2 + a2

4

= 4
µ0I

2π
· 1√

h2 + a2

4

· a

2
√
h2 + a2

2

· a

2
√
h2 + a2

4

. (4.45)
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Po úpravě dostaneme výsledek

B =
µ0I

2π

a2(
h2 + a2

4

)√
h2 + a2

2

=
µ0I

π

2
√

2 a2

(4h2 + a2)
√

2h2 + a2
. (4.46)

Po dosazeńı č́ıselných hodnot máme B = 4, 94.10−7 T .

4.3.4 4.8 Trojúhelńık z drátu

Rovnostranný trojúhelńık je sletován z homogenńıho drátu. Ke dvěma vrchol̊um trojúhelńıka
je přiloženo elektromotorické napět́ı. Jaká bude magnetická indukce ve středu trojúhelńıka?

I

I

2 I

2

~B =?

Obrázek 4.32: Magnetické pole ve středu trojúhelńıka.

Řešeńı: Proud tekoućı jednotlivými úseky trojúhelńıka je vyznačen již na obrázku 4.32.
Proud tekoućı dvěma stranami trojúhelńıka muśı být polovičńı oproti proudu tekoućımu skrze
jednu stranu kv̊uli dvojnásobné délce a tedy i dvojnásobnému odporu.

Magnetické pole ve středu trojúhelńıka bychom mohli zjistit tak, že bychom př́ıspěvky od jed-
notlivých stran přesně vypočetli pomoćı Biot-Savartova zákona a tyto následně sečetli. Ostatně
konkrétńı výraz pro magnetickou indukci od jedné strany trojúhelńıka již známe z př́ıkladu 4.7
(sekce 4.3.1). Pojd’me se ale na výpočet pod́ıvat trochu obecněji. Biot-Savart̊uv zákon

~B =
µ0I

4π

∫
l

d~l × ~R

R3
(4.47)

můžeme přepsat do velmi jednoduché podoby:

~B = I

(
µ0

4π

∫
l

d~l × ~R

R3

)
= I ~B(geometrie). (4.48)

Výsledná magnetická indukce je vždy lineárně závislá na protékaj́ıćım proudu I a dále je již dána
jen geometríı úlohy – pozićı a tvarem vodiče s proudem a mı́stem určovańı magnetické indukce.
Výsledkem konkrétńı geometrie je konstantńı koeficient ~B, který udává hodnotu magnetického
pole na jednotkový proud.

Zde je geometrie každé ze stran trojúhelńıka zcela stejná – tedy i koeficient ~B – pokud
uvažujeme proud tekoućı ve stále stejném smyslu. Skutečný směr magnetické indukce si urč́ıme
dle pravidla pravé ruky – viz obrázek 4.33, tento směr vyjádř́ıme volbou př́ıslušného znaménka
u hodnoty proudu.
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I

I

2 I

2

r r

r

Obrázek 4.33: Znázorněné směry a velikosti magnetické indukce od jednotlivých stran trojúhelńıku.

Nyńı jen jednotlivé př́ıspěvky sečteme (ještě jednou zopakujeme, že opačný směr magnetické
indukce vyjádř́ıme pomoćı znaménka u proudu):

~B =

(
I − I

2
− I

2

)
~B = 0. (4.49)

4.3.5 4.9 Krychle z drátu

Krychle je sletována ze stejných úsek̊u drát̊u. Ke dvěma protilehlým vrchol̊um krychle připoj́ıme
elektromotorické napět́ı. Jaká bude magnetická indukce ve středu krychle?

~B =?

Obrázek 4.34: Magnetické pole ve středu krychle.

Řešeńı: Tento př́ıklad je v zásadě tř́ırozměrnou obdobou předchoźıho př́ıkladu 4.8. Postup
bude velmi obdobný. Proudy tekoućı jednotlivými hranami krychle urč́ıme ze symetrie – proudy
se v uzlech rozděluj́ı na třetiny, resp. poloviny (a pak se zase spojuj́ı); podrobněji viz př́ıklad
3.6 (sekce 3.4.1). Výsledné hodnoty proud̊u jsou znázorněné na obrázku 4.35.
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~B =?
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3
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I

6

I

6

I

Obrázek 4.35: Proudy tekoućı jednotlivými hranami krychle – I
3 a I

6 .

Vezměme čtyři rovnoběžné hrany, př́ıspěvky k magnetickému poli od těchto hran pak lež́ı
v jedné rovině – situace je znázorněná na obrázku 4.36. Směry př́ıspěvk̊u urč́ıme z pravidla
pravé ruky – směr magnetické indukce je kolmý na rovinu tvořenou hranou a středem krychle
a ukazuje-li palec směr proudu, pak prsty ukazuj́ı směr magnetické indukce.

Velikost magnetické indukce bychom konkrétně určili z Biot-Savartova zákona, nám opět
bude stačit pouze informace o tom, že magnetická indukce je lineárně závislá na proudu:

~B =
µ0I

4π

∫
l

d~l × ~R

R3
= I

(
µ0

4π

∫
l

d~l × ~R

R3

)
= I ~B(geometrie) → B = IB, (4.50)

kde koeficient ~B udává hodnotu magnetické indukce na jednotkový proud a je daný čistě geo-
metríı vodiče a mı́sta určováńı magnetického pole. Pro všechny hrany krychle je geometrie ekvi-
valentńı v tom smyslu, že koeficient B je pro všechny stejný (jen jeho velikost, směry př́ıspěvk̊u
jsou r̊uzné a museli jsme si je předem určit).

I

6

I

3

I

6

I

3

~B1

~B2

~B3

~B4

1 2

34

Obrázek 4.36: Magnetické indukce od čtyřech hran krychle. Zobrazen řez kolmo na zvolené hrany
procházej́ıćı středem krychle. Proudy hranami tečou

”
do paṕıru“. Jednotlivé hrany jsou oč́ıslovány a

k nim př́ısluš́ı vektory ~Bi.

Zde konkrétně jsou velikosti př́ıspěvk̊u magnetické indukce Bi od hran s proudem I
3 stejné,

B1 = B3, a stejně tak jsou stejné velikosti př́ıspěvk̊u od hran s proudem I
6 , B2 = B4, (opět viz

obrázek 4.36). Vlivem opačných směr̊u se pak př́ıspěvky vzájemně vyruš́ı. Celková magnetická
indukce od rovnoběžných hran je tedy nulová a i magnetická indukce od všech hran (tvořené
třemi sadami rovnoběžných hran) ve středu krychle je nulová.
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4.3.6 4.14 Tři dráty

Tři rovnoběžné př́ımé vodiče tvoř́ı hrany trojbokého rovnostranného hranolu, jsou navzájem
vzdáleny d = 10 cm a každým teče proud I = 20A stejným směrem. Určete směr a velikost
magnetické indukce na ose hranolu a na ose jedné ze stěn hranolu.

I

I

I

~B2

~B1

(a)
”
šikmý“ pohled

~B2

~B1

d

(b) pohled zpředu

Obrázek 4.37: Magnetické pole od tř́ı rovnoběžných drát̊u.

Řešeńı: Situace na ose hranolu je jednoduchá. Hranol má diskrétńı rotačńı symetrii o
násobky 120◦ = 2π

3 – při otočeńı o tyto úhly se nezměńı fyzikálńı situace (poloha vodič̊u a
proudy v nich) a nesmı́ se tedy ani změnit generované magnetické pole. Nekonečné př́ımé vodiče
vytvářej́ı magnetické pole lež́ıćı v rovinách kolmých na vodič, výslednice magnetických indukćı
od tř́ı vodič̊u tvoř́ıćı hranol muśı opět ležet v rovině kolmé na vodiče. Ovšem jediný vektor,
kolmý na osu hranolu, který se nezměńı při rotaci o násobky 120◦ je nulový vektor. Magnetická
indukce na ose hranolu je tedy nulová. Na obrázku 4.38 máme znázorněné př́ıspěvky k mag-
netické indukci od jednotlivých vodič̊u, ale pro výše použitý argument symetrie bylo potřeba
pouze to, že vektory ~BA, ~BB, ~BC lež́ı v rovině kolmé na osu hranolu a nikoliv jejich konkrétńı
směr a velikost.

A

B

C

~BA

~BB

~BC

Obrázek 4.38: Magnetické indukce na ose hranolu od jednotlivých vodič̊u v rovině kolmé na vodiče s
proudem (zde označené A, B a C a k nim př́ıslušné magnetické indukce ~BA, ~BB a ~BC). Směry magnetické
indukce odpov́ıdaj́ı proudu tekoućımu vodiči směrem

”
do paṕıru“.

Situace na ose stěny hranolu je složitěǰśı, viz obrázek 4.39. Př́ıspěvky od vodič̊u označených
jako B a C se vyruš́ı. Jejich velikost je stejná, jelikož osa stěny lež́ı ve stejné vzdálenosti od
vodič̊u tvoř́ıćıch tuto stěnu. Jejich směr je opačný z pravidla pravé ruky – jestliže palec ukazuje
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směr proudu tekoućı vodičem, pak prsty ukazuj́ı směr magnetické indukce. Zbývá nám tedy
určit př́ıspěvěk od vodiče A.

A

B

C

~BC

~BB
~BA

Obrázek 4.39: Magnetické indukce na ose stěny od jednotlivých vodič̊u v rovině kolmé na vodiče s
proudem (zde označené A, B a C a k nim př́ıslušné magnetické indukce ~BA, ~BB a ~BC). Směry magnetické
indukce odpov́ıdaj́ı proud̊um tekoućım vodiči směrem

”
do paṕıru“.

Směr tohoto př́ıspěvku je opět dán pravidlem pravé ruky. Velikost je dána vzorcem pro
magnetické pole od nekonečně dlouhého př́ımého vodiče:

B =
µ0I

2πr
, (4.51)

kde r je vzdálenost od vodiče. V našem př́ıpadě plat́ı r =

√
d2 −

(
d
2

)2
=
√

3
2 d a tedy

B =
µ0I√
3πd

. (4.52)

Po dosazeńı konkrétńıch hodnot máme B = 4, 62.10−5 T .

4.4 Ampér̊uv zákon

4.4.1 4.13 Trubka s proudem

Elektrický proud I protéká stěnami duté kovové trubky o vnitřńım a vněǰśım poloměru R1 a
R2. Jaký bude pr̊uběh magnetické indukce ve stěnách trubky?

I

R2 R1

Obrázek 4.40: Nekonečně dlouhá trubka s proudem.

Řešeńı: Pod́ıvejme se nejprve, jaká omezeńı kladou symetrie úlohy na tvar magnetické
indukce generované proudem v trubce. Jedná se primárně o rotačńı symetrii okolo osy trubky
a o translačńı symetrii ve směru trubky. Zavedeme válcové souřadnice (r, ϕ, z) tak, že osa z
procháźı osou trubky, viz obrázek 4.41. Vlivem rotačńı symetrie pak velikost magnetické indukce
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B nesmı́ záviset na souřadnici ϕ. Vlivem translačńı symetrie jej́ı velikost nezáviśı na souřadnici
z. Máme tedy B = B(r).

z

r

'

O

Obrázek 4.41: Válcové souřadnice (r, ϕ, z) v trubce.

Jaký bude směr magnetické indukce ~B? Představme si trubku s proudem jako složeńı ne-
konečně mnoha nekonečně dlouhých nekonečně tenkých vodič̊u. Magnetická indukce generovaná
jednotlivě těmito vodiči je známá – vektory magnetického pole směřuj́ı vždy tangenciálně a ve-
likost záviśı nepř́ımo úměrně na vzdálenosti (B ∝ 1

r ). Uvažujme pevný ale libovolný bod P
v prostoru. Tento bod jednoznačně určuje rovinu p̊uĺıćı trubku podélně a procházej́ıćı bodem
P . Nyńı můžeme brát vždy dva vodiče v trubce tak, že jsou protilehlé v̊uči této rovině – viz
obrázek 4.42 – vodiče označené jako A a B. Pro libovolně zvolené protilehlé dvojce vodič̊u do-
staneme výsledný př́ıspěvek k celkové magnetické indukci vždy v tangenciálńım směru. I celková
magnetická indukce v libovolném bodě P je tedy tangenciálńı.

A

B

~BA
~BB

~BA + ~BB

P

Obrázek 4.42: Výsledný směr př́ıspěvku ~BA+ ~BB v bodě P k celkové magnetické indukci ~B od protilehlých
část́ı trubky (vodiče A a B a jejich magnetická pole ~BA a ~BB) je tangenciálńı.

Nyńı již v́ıme, že magnetická indukce záviśı pouze na vzdálenosti r od osy trubky, ~B = ~B(r),
a směr této indukce je čistě tangenciálńı. Pro výpočet konkrétńıho tvaru velikosti magnetické
indukce B(r) použijeme Ampér̊uv zákon:∮

l

~B · d~l = µ0Iin, (4.53)

který vztahuje cirkulaci magnetické indukce ~B podél uzavřené křivky l s celkovým proudem Iin
uzavřeným v této křivce. Křivku l voĺıme jako kružnici o obecném poloměru r koncentrickou s
osou trubky (osou z). Vektorový element délky d~l = ~t dl, kde ~t je jednotkový tečný vektor na
křivku l, směřuje ve směru magnetické indukce ~B, viz obrázek 4.43.

116



dl

~t

l

~B

Obrázek 4.43: Křivka l pro Ampér̊uv zákon. Element délky d~l mı́̌ŕı ve směru magnetického pole ~B.

Pro levou stranu Ampérova zákona dostáváme:∮
l

~B · d~l =

∮
l
B dl = B(r)

∮
l
dl = 2πrB(r), (4.54)

kde jsme využili následuj́ıćı fakta: Pro kolineárńı vektory ~B a d~l plat́ı ~B ·d~l = B dl. Kružnice má
konstantńı vzdálenost r od osy trubky a tedy magnetické pole B(r) je podél křivky integrace
konstantńı a můžeme ho vytknout z integrálu. A na závěr jsme použili vztah pro délku křivky
(zde obvod kružnice)

∫
l 1dl = 2πr.

Pravá strana Ampérova zákona vyžaduje výpočet proudu Iin uzavřeného uvnitř křivky l.
Rozlǐśıme tři př́ıpady. Pro r ≤ R1 křivka lež́ı uvnitř trubky a neuzav́ırá tedy žádný proud,
Iin = 0. Pro r ≥ R2 lež́ı celá trubka uvnitř křivky a obepnutý proud je Iin = I. Na závěr
vezměme př́ıpad R1 < r < R2. Spočtěme proudovou hustotu j v trubce ze vzorce I = jS, kde
S je pr̊uřez vodiče:

j =
I

S
=

I

π(R2
2 −R2

1)
. (4.55)

Proud Iin uzavřený ve smyčce źıskáme vynásobeńım výše spočtené proudové hustoty j pr̊uřezem
vodiče ve smyčce l: S(r) = π(r2 −R2

1), viz obrázek 4.44, tzn.

Iin(r) = jS(r) = I
r2 −R2

1

R2
2 −R2

1

. (4.56)

l

S(r)

R1

r

Obrázek 4.44: Pr̊uřez vodiče S(r) uzavřený v křivce l – kružnici o poloměru r.

Pr̊uběh proudu Iin(r) je znázorněn na obrázku 4.45.
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rR1 R2

I

O

Iin(r)

Obrázek 4.45: Pr̊uběh velikosti proudu Iin(r) uzavřeného v kružnici l o poloměru r.

Porovnáńım levé a pravé strany Ampérova zákona (4.54) a (4.56) (a
”
triviálńıch“ př́ıpad̊u

Iin pro r < R1 a r > R2) źıskáme výsledek (graficky znázorněn na obrázku 4.46):

B(r) =


0 r ≤ R1,
µ0I
2πr

r2−R2
1

R2
2−R2

1
R1 ≤ r ≤ R2,

µ0I
2πr R2 ≤ r.

(4.57)

r

B(r)

R1 R2
O

µ0I

2πR2

Obrázek 4.46: Pr̊uběh velikost magnetické indukce B(r) v závislosti na vzdálenosti r od osy trubky.

Dodatek: Pro magnetickou indukci plného vodiče o poloměru R stač́ı položit R1 = 0 a
R2 = R a dostaneme výsledek

B(r) =

{ µ0I
2π

r
R2 r ≤ R

µ0I
2πr r ≥ R

. (4.58)

Ten se nám bude hodit v př́ıkladu 4.12 (viz následuj́ıćı sekce 4.4.2).
Dodatek: Časem zde bude ještě jiné zd̊uvodněńı směru magnetického pole v trubce čistě

pomoćı symetríı a studia toho, jaký typ pole symetrie úlohy v̊ubec připoušt́ı. Pole, která jsou
rotačně symetrická zobrazuje obrázek 4.47 (rotačně symetrické jsou i všechny linearńı kombinace
těchto poĺı).

(a) Radiálńı vektorové pole. (b) Tangenciálńı vektorové pole. (c) Longitudinálńı vektorové
pole.

Obrázek 4.47: Vektorová pole respektuj́ıćı rotačńı symetrii okolo osy z.
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4.4.2 4.12 Vyvrtaná d́ıra

Uvnitř dlouhého vodiče kruhového pr̊uřezu poloměru R = 5mm je vyvrtána válcová dutina o
poloměru a = 0, 5mm, jej́ıž osa procháźı rovnoběžně s osou vodiče ve vzdálenosti b = 3mm.
Vodičem teče proud I = 1A. Jaká bude magnetická indukce v dutině?

b

R

a

Obrázek 4.48: Vodič s vyvrtanou d́ırou.

Řešeńı: Nejprve využijeme princip superpozice. Ve vodiči s vyvrtanou d́ırou je proudová
hustota rovna

j =
I

S
=

I

π(R2 − a2)
, (4.59)

kde S = π(R2 − a2) je pr̊uřez vodiče. Tuto situaci rozlož́ıme na následuj́ıćı dvě
”
proudové

konfigurace“. Prvńı z nich je plný vodič bez vyvrtané d́ıry s celkovým proudem Ic = jSc =
jπR2. Druhou z nich je proud tekoućı opačným směrem pouze vyvrtanou d́ırou o velikosti
Id = jSd = jπa2. Proudové hustoty v obou př́ıpadech uvažujeme shodné s (4.59). Pokud tyto
dvě situace

”
prolož́ıme“ (superponujeme), dostaneme p̊uvodńı proudovou konfiguraci vodiče s

proudem, kde vyvrtanou d́ırou proud neteče. Viz obrázek 4.49.

I = jS = jπ(R2
− a2)

= +

Ic = jSc = jπR2 Id = jSd = jπa2

Obrázek 4.49: Vodič s vyvrtanou d́ırou si lze představit jako superpozici plného vodiče a vodiče na mı́stě
vyvrtané d́ıry s proudem tekoućım opačným směrem. Celkové proudy jednotlivými útvary I, Ic a Id jsou
dané součinem konstantńı proudové hustoty j a pr̊uřezy př́ıslušných útvar̊u S, Sc a Sd.

Ted’ urč́ıme magnetická pole od těchto dvou konfiguraćı, ~Bc a ~Bd, a jejich hodnoty sečteme k
źıskáńı výsledného magnetického pole od p̊uvodńı konfigurace, ~B = ~Bc+ ~Bd. Využijeme výsledku
(4.58) v dodatku př́ıkladu 4.13 (viz sekce 4.4.1), kde je uveden výsledek pro magnetickou indukci
uvnitř válcového vodiče:

B(r) =
µ0I

2π

r

R2
, (4.60)

kde I je celkový proud tekoućı vodičem, R je jeho poloměr a r je vzdálenost od jeho osy
(r < R, uvažujeme pouze body uvnitř vodiče). My ovšem potřebujeme

”
plný“ vektorový výraz
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~B(r), jelikož př́ıspěvky ~Bc a ~Bd od jednotlivých proudových konfiguraćı obecně nemı́̌ŕı stejným
směrem, viz obrázek 4.50 (c).

~Bc

(a) Pole ~Bc.

~Bd

(b) Pole ~Bd.

~Bc

~Bd

(c) Pole ~Bc a ~Bd.

Obrázek 4.50: Př́ıspěvky k celkové magnetické indukci od plného vodiče ~Bc (vlevo) a od
”
vyvrtané d́ıry

s opačným proudem“ ~Bd (uprostřed). Vpravo součet ~Bc + ~Bd v jednom mı́stě.

Vı́me, že vektory magnetické indukce ~B od plného vodiče jsou tangenciálńı (viz př́ıklad 4.13
v sekci 4.4.1), tedy lež́ıćı v rovině kolmé na trubku a tečné k myšleným kružnićıch se středem
na ose trubky (ilustrováno na levém a prostředńım obrázku 4.50). Plný vektorový výraz pro
velikost a směr magnetické indukce pak lze napsat následuj́ıćım zp̊usobem:

~B =
µ0I

2π

~n× ~r
R2

, (4.61)

kde ~n je jednotkový vektor mı́̌ŕıćı ve směru proudu a ~r je vektor spojuj́ıćı osu daného vodiče s
mı́stem určováńı magnetické indukce (ověřte si, že velikost | ~B| je shodná s (4.60) a vektorový
součin dle pravidla pravé ruky dává správný směr).

Vektory ~Bc a ~Bd tedy maj́ı vyjádřeńı

~Bc =
µ0jπR

2

2π

~nc × ~rc
R2

=
µ0j

2
~nc × ~rc, ~Bd =

µ0jπa
2

2π

~nd × ~rd
a2

=
µ0j

2
~nd × ~rd, (4.62)

kde jsme dosadily konkrétńı hodnoty proud̊u Ic a Id pomoćı proudové hustoty j. Dále vektory
~nc a ~nd udávaj́ı směry proud̊u, tedy např́ıklad plat́ı ~nc = −~nd. Konečně vektor ~rc spojuje osu
plného vodiče a vektor ~rd osu

”
vyvrtaného vodiče“ s mı́stem určováńı magnetického pole, viz

obrázek 4.51.

~Bc

~Bd

~rc ~rd

~nc

~nd

Obrázek 4.51: Znázorněné vektory ~rc, ~rd, ~nc a ~nd kv̊uli určeńı vektor̊u magnetické indukce ~Bc a ~Bd.
Vektor ~nc mı́̌ŕı směrem

”
do paṕıru“, vektor ~nd ”

z paṕıru“.

Zavedeme nyńı kartézské souřadnice jako na obrázku 4.52.
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x

y

z

Obrázek 4.52: Kartézské souřadnice (x, y, z) ve vodiči s d́ırou. Osa z směřuje směrem
”
z paṕıru“.

V těchto souřadnićıch zaṕı̌seme vektory ~nc, ~nd, ~rc a ~rd. Směr proudu Ic je do záporného
směru osy z a tedy ~nc = (0, 0,−1). Směr proudu Id je opačný, takže ~nd = (0, 0, 1). Dále
uvažujme libovolný bod uvnitř vyvrtané d́ıry o polohovém vektoru ~r = (x, y, z). Pak plat́ı
~rc = ~r = (x, y, z) a ~rd = (x− b, y, z). Dosazeńım těchto vyjádřeńı do (4.62) źıskáme:

~Bc =
µ0j

2
(y,−x, 0), ~Bd =

µ0j

2
(−y, x− b, 0). (4.63)

Jejich sečteńım dostaneme výsledek:

~B = ~Bc + ~Bd =
µ0j

2
(0,−b, 0) =

µ0jb

2
(0,−1, 0). (4.64)

Magnetické pole v celém prostoru dutiny je tedy konstantńı! Jeho velikost je B = µ0jb
2 , kde

bychom mohli ještě dosadit za proudovou hustotu j = I
π(R2−a2)

. Po dosazeńı konkrétńıch hodnot

máme B = 2, 42.10−5 T .

4.4.3 4.15 Solenoid

Solenoid má délku L = 30 cm a pr̊uměr d = 6 cm. Na 1 cm je navinuto 5 závit̊u (n = 5 z./cm),
drát má odpor Ωm = 0, 01 Ω · m−1 a je připojen k E = 24V . Jaká bude magnetická indukce
uvnitř solenoidu, tlak na bočńı stěnu a spotřebovávaný výkon?

Obrázek 4.53: Solenoid.

Řešeńı: Pokud známe vzorec pro velikost magnetické indukce uvnitř nekonečně dlouhého
solenoidu, B = µ0nI (n je hustota závit̊u, I proud tekoućı solenoidem), je př́ıklad triviálńı.
Celkový odpor drátu bude zřejmě R = ΩmπdnL, kde l = (πd)N je celková délka drátu a N = nL
je počet závit̊u ćıvky. Proud tekoućı solenoidem je z Ohmova zákona I = E

R . Magnetická indukce
je tedy

B = µ0nI = µ0n
E

ΩmπdnL
=

µ0E
ΩmπdL

= 5, 33 . 10−2 T. (4.65)
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Spotřebovávaný výkon je daný Jouleovým teplem P = RI2 = E2

R :

P =
E2

ΩmπdnL
= 2037W. (4.66)

Tlak na bočńı stěnu je dán vztahem pro tlak na proudovou plochu, kde magnetické indukce z
jedné a druhé strany jsou B1 a B2:

p =
1

2µ0

(
B2

1 −B2
2

)
. (4.67)

V solenoidu máme B1 = B uvnitř a B2 = 0 vně. Výsledkem tedy je:

p =
B2

2µ0
=

1

2µ0

(
µ0E

ΩmπdL

)2

=
µ0E2

2(ΩmπdL)2
= 1132Pa. (4.68)

Dá se ukázat, že tlak p̊usob́ı zevnitř solenoidu – má tedy tendenci ćıvku roztahovat, např́ıklad
pomoćı Ampérova vzorce pro śılu na vodič s proudem d~F = Id~l × ~B.

Nyńı následuje odvozeńı vzorce B = µ0nI. Pod́ıvejme se nejprve, jaká omezeńı klade válcová
symetrie úlohy na možné tvary magnetické indukce ~B v okoĺı solenoidu. Zaved’me válcové
souřadnice (z, r, ϕ) tak, že osa z je totožná s osou solenoidu, viz obrázek 4.54.

z

r
'

Obrázek 4.54: Válcové souřadnice (z, r, ϕ) v solenoidu.

Obecně by velikost magnetické indukce B(z, r, ϕ) mohla záviset na všech prostorových
proměnných. Vlivem rotačńı symetrie okolo osy ale nemůže záviset na souřadnici ϕ a vlivem
translačńı symetrie podél osy nemůže záviset na z. Zbyla nám tedy pouze radiálńı závislost,
tzn. závislost na vzdálenosti od osy solenoidu, B(r).

Kam bude mı́̌rit vektor ~B? Ukážeme, že magnetické pole je tzv. longitudinálńı (podélné)
– mı́̌ŕıćı ve směru osy solenoidu. Vezměme libovolné mı́sto a zkoumejme př́ıspěvky magnetické
indukce od dvou symetricky rozložených závit̊u, viz obrázek 4.55. Přestože neznáme přesný
pr̊uběh magnetické indukce od kružnice s proudem, z reflexńı symetrie okolo roviny kruhové
smyčky plyne, že magnetická pole od jedné a druhé proudové smyčky, ~B1 a ~B2 se sečtou na
longitudinálńı (podélný, mı́̌ŕıćı ve směru osy z) vektor.

1 2

~B2

~B1

~B

a a

Obrázek 4.55: Př́ıspěvky ~B1 a ~B2 k magnetické indukci od dvou symetricky rozložených závit̊u. Šedě
jsou znázorněny přibližné magnetické siločáry od těchto jednotlivých závit̊u.
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Nyńı již můžeme přikročit k vlastńımu určeńı magnetické indukce okolo solenoidu. K tomu
použijeme Ampér̊uv zákon ∮

l

~B · d~l = µ0Iin, (4.69)

který vztahuje cirkulaci magnetické indukce ~B podél uzavřené křivky l s proudem Iin touto
křivkou obepnutý.

Pro určeńı magnetického pole solenoidu voĺıme obdélńıkovou smyčku, jej́ıž dvě stěny jsou
kolmé na stěnu solenoidu a dvě stěny jsou rovnoběžné s osou solenoidu.

”
Š́ı̌rka“ křivky necht’ je

s a vzdálenosti dolńı a horńı strany od osy solenoidu jsou r1 a r2. Viz obrázky 4.56.

l

(a) Křivka l v solenoidu pro Ampér̊uv zákon.

l

s

r2

r1

(b) Rozměry a umı́stěńı křivky l.

Obrázek 4.56: Křivka l v Ampérově zákoně.

Uvnitř křivky l je chyceno N = ns závit̊u a tedy celkový protékaj́ıćı proud skrze křivku
je Iin = Ins. Integrál přes celou obdélńıkovou smyčku si rozděĺıme na čtyři integrály přes
jednotlivé strany: ∮

l

~B · d~l =

∫
levá

~B · d~l +

∫
dolńı

~B · d~l +

∫
pravá

~B · d~l +

∫
horńı

~B · d~l. (4.70)

l

dl~t

dl

~t

dl ~t

dl

~t

~B

Obrázek 4.57: Elementy délky dl a tečné vektory ~t v jednotlivých stranách obdélńıkové smyčky l.

Směry jednotkových tečných vektor̊u ~t od element̊u d~l = ~t dl v jednotlivých částech křivky
l jsou znázorněné na obrázku 4.57. Integrály přes levou a pravou stranu jsou nulové vlivem
kolmosti vektoru magnetické indukce ~B a tečného vektoru ke křivce ~t, ~B · d~l = 0, naopak
skalárńı součiny pod integrály přes horńı, resp. dolńı, stranu daj́ı ~B · d~l = −B dl, resp. B dl:∮

l

~B · d~l =

∫
dolńı

B dl −
∫

horńı

B dl. (4.71)

Magnetická indukce je závislá pouze na vzdálenosti od osy solenoidu, B(r). Úsečky horńı a dolńı
stěny lež́ı na konstantńıch hodnotách souřadnice r. Výrazy pod integrály jsou tedy konstantńı
a můžeme je vytknout:∮

l

~B · d~l = B(r1)

∫
dolńı

dl −B(r2)

∫
horńı

dl = [B(r1)−B(r2)] s; (4.72)
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ještě jsme použili vztah
∫
dl = s (délka horńı a dolńı úsečky je s). Dosad́ıme-li spočtené výrazy

pro cirkulaci magnetické indukce a proud uzavřený ve smyčce do Ampérova zákona, dostaneme:

[B(r1)−B(r2)] s = µ0Ins → B(r1)−B(r2) = µ0In. (4.73)

Z této rovnice plyne, že uvnitř i vně solenoidu je magnetická indukce konstantńı a lǐśı se o
konstantńı hodnotu µ0nI. Nejsnáze je tento fakt vidět, pokud (4.73) zderivujeme podle r1, tzn.
∂
∂r1

(4.73), nebo podle r2, ∂
∂r2

(4.73), s výsledkem4:

dB(r1)

r1
= 0 → B(r1) = konst.,

dB(r2)

r2
= 0 → B(r2) = konst. (4.74)

Zaved’me nyńı označeńı Buvnitř = B(r1) a Bvně = B(r2). Plat́ı tedy

Buvnitř −Bvně = µ0nI. (4.75)

Posledńım krokem je ukázat, že Bvně = 0. Nechme si toto do dodatku. Pak bude zjevně

Buvnitř = µ0nI. (4.76)

Dodatek: Ukažme, že Bvně = 0. Obecná strategie bude následuj́ıćı. Protože přesně spoč́ıtat
magnetické pole vně solenoidu pomoćı Biot-Savartova zákona je velmi obt́ıžné5, pokuśıme se
źıskat nějaký horńı odhad pro velikost tohoto pole, Bvně ≤ Bodhad. Pokud pro tento odhad bude
platit Bodhad ≤ C

(r−r0)α , kde C > 0, α > 0, r0 jsou konstanty a r je vzdálenost od osy solenoidu,
dostaneme spojeńım těchto nerovnost́ı výsledek, že přesné pole muśı ubývat se vzdálenost́ı od
osy solenoidu: Bvně ≤ C

(r−r0)α . Jelikož ale již v́ıme, že pole vně solenoidu je konstantńı, jediná

hodnota tohoto pole konzistentńı s ubýváńım do nekonečna je nulová hodnota6, Bvně = 0.
Nalezněme tento odhad. Nejprve odhadneme velikost magnetického pole jednoho závitu,

Bzávit. Vezměme Biot-Savart̊uv zákon a odhadujme:

Bzávit =

∣∣∣∣∣µ0I

4π

∫
l

d~l × ~R

R3

∣∣∣∣∣ ≤ µ0I

4π

∫
l

|d~l × ~R|
R3

≤ µ0I

4π

∫
l

dl

R2
. (4.77)

Použili jsme odhady
∣∣∣∫ d ~B∣∣∣ ≤ ∫ dB a |~a×~b| = |~a||~b| sinα ≤ |~a||~b|. Dále potřebujeme odhadnout

vzdálenost R mezi kousky závitu a mı́stem určováńı magnetické indukce, viz obrázek 4.58.

zO

r

d

2

r0

p

z2 + r02

dl

R

~B =?

z

Obrázek 4.58: Vzdálenosti potřebné pro odhad magnetického pole od jednoho závitu.

4Stejný výsledek lze samozřejmě źıskat i bez derivaćı. Hodnoty r1 a r2 jsou na sobě zcela nezávislé. Můžeme
např́ıklad r2 držet fixně, pak B(r1) = B(r2) + µ0nI = konst. a opačně.

5Však také proto v tomto př́ıkladě použ́ıváme Ampér̊uv zákon.
6Pokud by pole vně solenoidu nebylo nulové Bvně = B0 6= 0, vždy bychom našli vzdálenost rv, kdy by byl

porušen náš odhad Bvně ≤ C
(r−r0)α

, konkrétně pro rv > r0 +
(
C
B0

)1/α

.
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Necht’ je závit umı́stěn na ose z na obecné souřadnici z, pak můžeme vzdálenost odhadnout

takto: R ≥
√
z2 +

(
r − d

2

)2
– tedy že jsme všechny vzdálenosti zmenšili na vzdálenost toho

nejbližš́ıho kousku závitu, opět viz obrázek 4.58. Čistě pro jednodušš́ı zápis zavedeme vzdálenost
r′ = r − d

2 jako vzdálenost od stěny solenoidu: R ≥
√
z2 + r′2. Dosad’me a upravujme:

Bzávit ≤
µ0I

4π

∫
l

dl

R2
≤ µ0I

4π

∫
l

dl

z2 + r′2
=
µ0I

4π

1

z2 + r′2

∫
l
dl =

µ0Id

4

1

z2 + r′2
, (4.78)

kde jsme vytkli všechny konstanty z integrálu a zintegrovali
∫
dl = πd. Celkové magnetické pole

Bvně źıskáme integraćı přes všechny závity:

~Bvně =

∫
závity

~Bzávit dN → Bvně ≤
∫

závity

Bzávit dN =

∫ ∞
−∞

Bzávit(z)ndz, (4.79)

kde dN = ndz je počet závit̊u kousku ćıvky š́ı̌rky dz. Opět jsme použili odhad
∣∣∣∫ d ~B∣∣∣ ≤ ∫ dB.

Po dosazeńı z (4.78):

Bvně ≤
∫ ∞
−∞

µ0Ind

4

1

z2 + r′2
dz =

µ0Ind

4

1

r′2

∫ ∞
−∞

dz

1 +
(
z
r′

)2 . (4.80)

Spočteńım integrálu ∫ ∞
−∞

dz

1 +
(
z
r′

)2 =
[
r′ arctg

( z
r′

)]∞
−∞

= πr′ (4.81)

dostaneme výsledný odhad:

Bvně ≤
µ0πInd

4

1

r′
=
C

r′
=

C

r − d
2

, (4.82)

kde C = µ0πInd
4 . Z toho, jak již bylo řečeno na začátku, plyne, že Bvně = 0.

4.5 Magnetický dipól

4.5.1 4.16 Zemský magnetický dipól

Zemské magnetické pole na severńım pólu má indukci o velikosti B = 6, 20 · 10−5 T a jej́ı vektor
mı́̌ŕı kolmo k zemi. Určete velikost magnetického dipólového momentu Země a proud, který by
musel téci po rovńıku, aby takový moment vyvolal.

Řešeńı: Magnetická indukce ~B od magnetického dipólového momentu je dána vztahem

~B(~r) =
µ0

4π

(
3(~m · ~r)~r

r5
− ~m

r3

)
. (4.83)

Tento vztah popisuje popisuje pr̊uběh magnetického pole daleko od tekoućıch proud̊u, kde
převládá dipólový př́ıspěvek k poli a vyšš́ı multipólové momenty jsou již zanedbatelné. Představujeme
si tedy, že magnetické pole Země vzniká kdesi uprostřed v jej́ım jádru a mı́sto na severńım polu
je již dostatečně daleko, aby dipólová aproximace byla dostatečně přesná.

Zavedeme nyńı kartézské souřadnice s počátkem ve středu Země a osu z orientujeme ve
směru severńıho pólu P , viz obrázek 4.59. Pól P má tedy polohový vektor ~rP = (0, 0, RZ).
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Obrázek 4.59: Kartézské souřadnice s počátkem ve středu Země a osou z mı́̌ŕıćı ve směru severńıho pólu.

Magnetické pole mı́̌ŕıćı kolmo k Zemi tedy mı́̌ŕı proti směru polohového vektoru ~r. Vzorec
(4.83) se skládá ze dvou část́ı – prvńı část mı́̌ŕı ve směru vektoru ~r a druhá ve směru ~m. Aby
výsledné magnetické pole ~B (které je tvaru ~B = α~r + β ~m) mı́̌rilo v/proti směru ~r, je třeba
podmı́nka ~m ‖ ~r. Pro ~r = ~rP tedy máme ~m = (0, 0,m). Na pólu je pak magnetická indukce ~B
rovna

~B(~rP ) =
µ0

4π

(
3mRZ
R5
Z

(0, 0, RZ)− 1

R3
Z

(0, 0,m)

)
=

2µ0m

4πR3
Z

(0, 0, 1). (4.84)

Pro m > 0 mı́̌ŕı vektor ~B od Země a je tedy třeba uvažovat ~m = (0, 0,−m). Hodnotu mag-
netického dipólového momentu m źıskáme vyjádřeńım z vektorové rovnice (4.84) spočteńım
velikosti levé a pravé strany:

B =
µ0m

2πR3
Z

→ m =
2πR3

ZB

µ0
. (4.85)

Dodatečná otázka v zadáńı, jak velký by musel téct proud I po rovńıku, aby vyvolal výše
spočtený dipólový moment m, nedává valného smyslu. Pro kružnici s proudem o poloměru RZ
nebude dávat vzorec (4.83) správný výsledek, jelikož velikost oblasti s proudy je řádově srovna-
telná se vzdálenost́ı této oblasti k severńımu pólu – dipólová aproximace nebude přesná. Můžeme
ale spoč́ıst přesný výsledek pro proud tekoućı po rovńıku vyvolávaj́ıćı zadané magnetické pole a
porovnat ho s hodnotou pole, které vyjde, pokud stejný proud dosad́ıme do vzorce pro dipólové
pole.

Velikost magnetické indukce na ose kruhové smyčky s proudem I o poloměru r a ve výšce
h je

Bkružnice =
µ0I

2

r2

(r2 + h2)3/2
; (4.86)

(dá se určit z Biot-Savartova zákona). Po dosazeńı r = h = RZ máme

Bkružnice =
µ0I

4
√

2RZ
. (4.87)

A tedy proud pro zadanou magnetickou indukci B je (pro RZ = 6378 km)

I =
1

µ0
4
√

2BRZ = 1, 78.109A. (4.88)

Rovinná smyčka s proudem I vyt́ınaj́ıćı plochu S má magnetický dipólový moment m = IS;
v našem př́ıpadě S = πR2

Z . Dosad́ıme-li tento vztah do levého vzorce v (4.85) a proud vypočtený
výše, dostaneme pro magnetické pole na pólu v dipólové aproximaci

Bdip =
µ0IS

2πR3
Z

=
µ0I

2RZ
= 1, 75.10−3 T, (4.89)
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které je podstatně odlǐsné od zadaného potvrzuj́ıćı naše podezřeńı, že druhá část zadáńı nemá
valného smyslu.

4.6 Lorentzova śıla

4.6.1 4.6 Kolmá pole

Jaká výsledná śıla p̊usob́ı na nabitou částici pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = E/B ve vzájemně
kolmých elektrickém a magnetickém poĺıch tak, že vektory ~E, ~B a ~v tvoř́ı pravoúhlou pra-
votočivou soustavu?

~v

~E

~B

Obrázek 4.60: Nabitá částice v navzájem kolmých poĺıch.

Řešeńı: Vzorec pro Lorentzovu śılu p̊usob́ıćı na nabitou částici s nábojem q v elektrickém
a magnetickém poli ~E a ~B je následuj́ıćı:

~FL = q
(
~E + ~v × ~B

)
= ~FE + ~FB. (4.90)

Velikosti elektrické a magnetické śıly FE a FB se rovnaj́ı, nebot’ d́ıky kolmosti vektor̊u ~v a
~B plat́ı

FB = qvB = q
E

B
B = qE = FE . (4.91)

Pro q > 0 mı́̌ŕı śıla ~FE ve směru vektoru ~E. Dle pravidla pravé ruky urč́ıme, že śıla ~FB =
q ~v × ~B mı́̌ŕı proti směru vektoru ~E. Pro q < 0 dtto jen obráceně. Výsledná śıla p̊usob́ıćı na
nabitou částici je pak nulová, ~FL = 0.

~v

~E

~B

~FB

~FE

Obrázek 4.61: Směry elektrické a magnetické śıly ~FE a ~FB pro q > 0.

4.6.2 4.21 Kruhový pohyb v magnetickém poli

Deuteron se pohybuje po kružnici o poloměru r = 40 cm v magnetickém poli B = 1, 5T . Určete
rychlost, energii a dobu oběhu deuteronu.

Řešeńı: Máme
”
na výběr“ spoč́ıtat př́ıklad relativisticky či nerelativisticky. Proved’me oboj́ı

a porovnávejme postup a výsledky. Na částici p̊usob́ı magnetická část Lorentzovy śıly

~FB = q ~v × ~B. (4.92)
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Tato śıla vystupuje na pravé straně relativistické, resp. nerelativistické, pohybové rovnice:

d

dt
(m0γ~v) = ~FB,

d

dt
(m0~v) = ~FB; (4.93)

kde faktor γ = (1− v2

c2
)−1/2 a pro nerelativistickou rovnici klademe c→ +∞ (efektivně γ = 1).

Magnetická śıla hraje roli dostředivé śıly zp̊usobuj́ıćı kruhový pohyb. Jak vypadá tato śıla v
relativistickém př́ıpadě? Dostředivé zrychleńı je čistě kinematická veličina a jej́ı vyjádřeńı se
tedy v relativitě nijak nezměńı – ad = v2

r . Śıla ~FB p̊usob́ıćı v každém okamžiku kolmo na
rychlost ~v neměńı jej́ı velikost, tzn. v = konst., a t́ım pádem i γ = konst. a relativistickou
pohybovou rovnici můžeme upravit:

d

dt
(m0γ~v) = m0γ

d

dt
~v = m0γ~a = ~F . (4.94)

Zrychleńı v této rovnici je právě dostředivé zrychleńı zp̊usobuj́ıćı kruhový pohyb, takže vid́ıme,
že relativistická dostředivá śıla je ~Fd = m0γ~ad. Nyńı již můžeme napsat rovnice vztahuj́ıćı
magnetickou a dostředivou śılu:

qvB = m0γ
v2

r
=

m0v
2

r
√

1− v2

c2

, qvB = m0
v2

r
. (4.95)

Stač́ı již jen z těchto rovnic vyjádřit rychlost v, po snadných úpravách źıskáme

vr =
1√

1
c2

+
m2

0
r2q2B2

=
c√

1 +
(
m0c
qBr

)2
, vnr =

qBr

m0
, (4.96)

kde jsme zavedli označeńı vr, resp. vnr, pro relativistický, resp. nerelativistický, výsledek. Pro
c → +∞, tzn. v nerelativistické limitě, přecháźı výraz pro vr na vnr. Po dosazeńı č́ıselných
hodnot (hmotnost deuteronu md = 3, 343.10−27 kg, rychlost světla c = 3.108m.s−1, elementárńı
elektrický náboj e = 1, 607.10−19C) dostaneme

vr = 2, 871.107m.s−1, vnr = 2, 884.107m.s−1. (4.97)

Dostali jsme v podstatě identické výsledky – nerelativistická aproximace je tedy v tomto př́ıpadě
v pořádku (faktor β = v

c < 0, 1 a γ ≈ 1).
Kinetická energie je pak relativisticky, resp. nerelativisticky

EKr = (γ−1)m0c
2 = 1, 39.10−12 J = 8, 63MeV, EKnr =

1

2
m0v

2
nr = 1, 39.10−12 J = 8, 65MeV.

(4.98)
Doba oběhu je z jednoduchého kinematického vztahu

Tr =
2πr

vr
= 8, 75.10−8 s, Tnr =

2πr

vnr
= 8, 71.10−8 s. (4.99)

4.6.3 4.20 Pohyb v magnetickém poli po šroubovici

Elektron vlet́ı do homogenńıho magnetického pole rychlost́ı v = 5.106m.s−1 a začne se pohy-
bovat po šroubovici o poloměru r = 5 cm a stoupáńı s = 30 cm. Určete velikost magnetické
indukce.

128



s

Obrázek 4.62: Pohyb částice v magnetickém poli po šroubovici.

Řešeńı: Na částici p̊usob́ı magnetická část Lorentzovy śıly

~FB = q ~v × ~B. (4.100)

Rozlož́ıme-li vektor rychlosti částice ~v na složku kolmou a rovnoběžnou s magnetickým polem,
~v = ~v⊥ + ~v‖ (viz obrázek 4.63), dostaneme pro śılu ~FB a jej́ı velikost vyjádřeńı

~FB = q(~v⊥ + ~v‖)× ~B = q ~v⊥ × ~B, FB = qv⊥B. (4.101)

~v

~v?

~vk

~B

Obrázek 4.63: Rozklad rychlosti ~v = ~v⊥ + ~v‖ do směru kolmého a rovnoběžného s magnetickým polem
~B.

Pohyb po šroubovici můžeme rozložit na kruhový pohyb oběžnou rychlost́ı v⊥ a stoupavý
pohyb rychlost́ı v‖. Magnetická śıla p̊usob́ı vždy kolmo na rychlost ~v⊥ a hraje tedy roli dostředivé
śıly pro kruhový pohyb – proto plat́ı:

qv⊥B = m
v2
⊥
r
. (4.102)

Vyjádř́ıme-li z rovnice magnetické pole B dostaneme

B =
mv⊥
qr

. (4.103)

Nyńı stač́ı jen nalézt vztah pro v⊥ v řeči v, s a r (stoupáńı s představuje vzdálenost, kte-
rou částice uraźı v

”
podélném“ směru při jednom oběhu kruhového pohybu). Vezmeme jednu

otáčku šroubovice a
”
rozvineme ji“ do roviny. Vznikne tak pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami

o velikostech s a 2πr, viz obrázek 4.64.
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~v?

~v

~vk

s

2πr

p

s2 + (2πr)2

α

Obrázek 4.64: Pohyb částice v magnetickém poli po šroubovici.

Z podobnosti trojúhelńık̊u źıskáme

v⊥
v

=
2πr√

s2 + (2πr)2
→ v⊥ =

v√
1 +

(
s

2πr

)2 . (4.104)

Dosazeńım do (4.103) dostaneme výsledek

B =
m

qr

v√
1 +

(
s

2πr

)2 =
mv

q
√
r2 +

(
s

2π

)2 . (4.105)

Pro konkrétńı hodnoty (hmotnost elektronu me = 9, 109.10−31 kg, elementárńı elektrický náboj
e = 1, 602.10−19C) máme B = 4, 11.10−4 T .
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Kapitola 5

Elektromagnetické pole

5.1 Elektromagnetická indukce

5.1.1 5.2 Indukce na kolej́ıch

Dvě dlouhé dokonale vodivé kolejnice jsou od sebe vzdáleny d = 0, 5m a spojeny odporem R =
0, 2 Ω. Po nich klouže dokonale vodivá tyč rychlost́ı v = 4m.s−1. Kolmo k rovině kolejnic p̊usob́ı
magnetické pole B = 0, 5T . Určete indukované napět́ı, śılu potřebnou k udržeńı konstantńı
rychlosti, mechanický a tepelný výkon v tomto zař́ızeńı.

R
v

~Bd

Obrázek 5.1: Indukce na kolej́ıch.

Řešeńı: Pro určeńı indukovaného napět́ı Eind použijeme Faradaẙuv zákon elektromagnetické
indukce:

Eind = −dΦ

dt
. (5.1)

Je potřeba určit magnetický indukčńı tok Φ, který je dán vztahem

Φ =

∫
S

~B · d~S, (5.2)

kde S je plocha ohraničená smyčkou, ve které chceme určit indukované napět́ı. V našem př́ıpadě
voĺıme obdélńık ohraničený kolejnicemi, tyč́ı a odporem; viz obrázek 5.2.

Sd

l0 + vt

Obrázek 5.2: Plocha S pro výpočet magnetického indukčńıho toku Φ.
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Normálový vektor ~n k tomuto obdélńıku mı́̌ŕı do paṕıru (do země) a je tedy rovnoběžný
se zadaným magnetickým polem ~B. Vzhledem k tomu, že d~S = ~n dS, dostáváme pro skalárńı
součin ~B · d~S = BdS. Nav́ıc magnetické pole ~B je všude v prostoru konstantńı a lze ho z
integrálu (5.2) vytknout. Výpočet toku Φ je tedy

Φ =

∫
S

~B · d~S =

∫
S
B dS = B

∫
S
dS = BS, (5.3)

kde S na pravé straně znač́ı obsah obdélńıka z obrázku 5.2. Zřejmě S = S(t) = (l0 + vt)d, kde
l0 znač́ı vzdálenost tyče od odporu v čase t = 0 s. Tok Φ nyńı zderivujeme podle času dle (5.1)
a źıskáme indukované napět́ı:

|Eind| =
dΦ

dt
= B

dS

dt
= Bvd. (5.4)

Po dosazeńı zadaných č́ıselných hodnot máme Eind = 1V .
Tepelný výkon Ptep je dán vztahem

Ptep =
E2
ind

R
=

(Bvd)2

R
= 5W. (5.5)

Tento se ze zákona zachováńı energie muśı rovnat mechanickému výkonu Pmech dodávanému do

”
zař́ızeńı“. Tedy Pmech = Ptep = 5W . Tento mechanický výkon je zp̊usoben silou p̊usob́ıćı na

tyč, které je potřeba k udržeńı konstantńı rychlosti tyče. Plat́ı Pmech = Fv, a tedy F = (Bd)2v
R =

1, 25N .
Dodatek: Indukované napět́ı a śılu potřebnou k udržeńı konstantńı rychlost lze zde také

spoč́ıst pomoćı Lorentzovy śıly (tento postup nelze použ́ıt, pokud je magnetické pole proměnné
v čase)

~FL = q
(
~E + ~v × ~B

) ~E=0
= q ~v × ~B. (5.6)

Volné náboje v tyči jsou nuceny se pohybovat rychlost́ı ~v. Dle pravidla pravé ruky urč́ıme směr
Lorentzovy śıly ~FL p̊usob́ıćı na náboje v tyči (uvažujeme, že kladné náboje q > 0 tvoř́ı vodivost
tyče, abychom diskuzi nekomplikovali dodatečnými znaménky):

~B

~B

~v

~FL

Obrázek 5.3: Lorentzova śıla p̊usob́ıćı na náboje v tyči pohybuj́ıćı se rychlost́ı ~v.

Nyńı využijeme definici napět́ı

U =
1

q

∫
l

~F · d~l. (5.7)

Napět́ı U v obvodu je zde generované právě vlivem Lorentzovy śıly ~FL p̊usob́ıćı na náboje v
pohybuj́ıćı se tyči. Budeme tedy integrovat podél tyče od jedné kolejnice ke druhé. Lorentzova
śıla ~FL mı́̌ŕı ve směru tečného vektoru ~t k tyči (viz obrázek 5.4), tedy ~FL má směr shodný s
d~l = ~t dl a plat́ı ~FL · d~l = FLdl.
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l

dl

~t

~FL

Obrázek 5.4: Křivka integrace l pro určeńı napět́ı U s vyznačenými vektory ~FL a ~t.

Jelikož śıla FL = qvB (z (5.6) a směr̊u vektor̊u ~v a ~B na obrázku 5.3) je podél tyče konstantńı,
dostaneme

U =
1

q

∫
l

~FL · d~l =
1

q

∫
l
FLdl =

1

q
FL

∫
l
dl =

1

q
FLd = Bvd. (5.8)

Vlivem indukovaného napět́ı U začne obvodem protékat proud I, který zp̊usobuje dodatečný
pohyb náboj̊u v tyči. Náboje se tedy nav́ıc pohybuj́ı rychlost́ı ~vd ve směru tyče, což vyvolává
dodatečnou Lorentzovu śılu p̊usob́ıćı proti směru pohybu tyče – dle pravidla pravé ruky, viz
obrázek 5.5

~B
~B

~FL

~vdd

s

Obrázek 5.5: Dodatečná Lorentzova śıla zp̊usobená proudem I zpomaluj́ıćı tyč.

Velikost této śıly se źıská pomoćı Ampérova vzorce

d~F = Id~l × ~B, (5.9)

kde d~F označuje śılu na malý element tyče dl. Vzorec (5.9) se odvod́ı ze vzorce pro Lorentzovu
śılu, směr śıly je tedy stejný jako na obrázku výše – roli d~l hraje rychlost ~vd. Podél celé tyče
mezi kolejnicemi je př́ıspěvek k celkové śıle d~F konstantńı – d~l a ~B maj́ı stále stejný směr a
stejnou velikost. Velikost tohoto př́ıspěvku je dF = IBdl (z kolmosti vektor̊u d~l a ~B a vzorce
(5.9)). Celková velikost śıly F je pak

F =

∫
l
dF =

∫
l
IBdl = IB

∫
l
dl = IBd =

U

R
Bd =

(Bd)2v

R
. (5.10)

Silou stejně velkou ale opačně orientovanou je pak nutno p̊usobit na tyč, aby nezpomalovala.
Pozor, obecně neńı pravda, že

F =

∫
dF. (5.11)
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Takto je možné celkovou velikost vektoru ~F poč́ıtat pouze, pokud všechny př́ıspěvky d~F mı́̌ŕı
stejným směrem (což je v našem př́ıpadě splněno). V obecném př́ıpadě se vektorovému integrálu
nedá vyhnout a plat́ı

F =

∣∣∣∣∫ d~F

∣∣∣∣ . (5.12)

5.1.2 5.1 Pohybuj́ıćı se smyčka

Dlouhým př́ımým vodičem teče proud I. Určete magnetický indukčńı tok obdélńıkovou smyčkou
umı́stěnou podle obrázku. Vzdaluje-li se smyčka od vodiče rychlost́ı v určete indukované napět́ı.

I

a1

a2

l
v

Obrázek 5.6: Obdélńıková smyčka pohybuj́ıćı se v magnetickém poli.

Řešeńı: Magnetický indukčńı tok je dán vztahem

Φ =

∫
S

~B · d~S. (5.13)

Magnetické pole ~B v tomto př́ıkladu je generované (nekonečně) dlouhým př́ımým vodičem s
proudem I a jeho velikost je

B =
µ0I

2πr
, (5.14)

kde r je vzdálenost od vodiče (tento vztah lze źıskat z integrálńıho Ampérova zákona, př́ıpadně
pomoćı Biot-Savartova zákona). Směr vektor̊u magnetické indukce ~B urč́ıme z pravidla pravé
ruky – palec ukazuje směr proudu, prsty ukazuj́ı směr magnetického pole, tzn. ~B je kolmé na
paṕır a mı́̌ŕı do něj, viz obrázek 5.7.

I

~B

Obrázek 5.7: Směr magnetické indukce ~B od nekonečně dlouhého př́ımého vodiče v rovině smyčky.
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Plochu pro integrál (5.13) přirozeně voĺıme jako obdélńık ohraničený obdélńıkovou smyčkou.
Normálový vektor ~n voĺıme směrem do paṕıru. Plat́ı, že vektory ~B a d~S = ~n dS jsou rovnoběžné,
a tedy ~B · d~S = BdS. Zavedeme kartézské souřadnice r a z dle obrázku 5.8.

r

z

O a1 + vt a2 + vt

l

S

Obrázek 5.8: Zavedeńı souřadnic r a z.

Vid́ıme, že obdélńıková smyčka je parametrizovaná těmito rozsahy souřadnic: r ∈ 〈a1 +
vt, a2 +vt〉 (smyčka se pohybuje doprava rychlost́ı v) a z ∈ 〈0, h〉. Element plochy v kartézských
souřadnićıch je jednoduše dS = drdz. Počátek souřadnic a jméno souřadnice r jsme zavedli tak,
že velikost magnetického pole vyjádřená v souřadnićıch (r, z) má stejnou podobu jako v (5.14).
Nyńı již můžeme sestavit daný plošný integrál a spoč́ıtat ho:

Φ(t) =

∫
S
BdS =

∫ a2+vt

a1+vt

∫ l

0

µ0I

2πr
dzdr =

µ0I

2π

∫ a2+vt

a1+vt

dr

r

∫ l

0
dz =

µ0I

2π
ln

(
a2 + vt

a1 + vt

)
l (5.15)

Tok Φ v čase t = 0 s źıskáme prostým dosazeńım:

Φ(t = 0) =
µ0Il

2π
ln
a2

a1
. (5.16)

Indukované napět́ı Eind spočteme z Faradayova zákona elektromagnetické indukce jako časovou
derivaci magnetického indukčńıho toku Φ:

Eind(t) = −dΦ

dt
= −µ0Il

2π
· a1 + vt

a2 + vt
· v(a1 + vt)− (a2 + vt)v

(a1 + vt)2
=
µ0Il

2π

v(a2 − a1)

(a1 + vt)(a2 + vt)
. (5.17)

A napět́ı Eind v čase nula:

Eind(t = 0) =
µ0Il

2π

v(a2 − a1)

a1a2
. (5.18)

Dodatek: Velmi dodatečně spočteme tok v čase t = 0 s pro počátek souřadnic umı́stěný
nikoliv na drátu ale v levém dolńım rohu smyčky:
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O
x

y

a2 − a1

l

Obrázek 5.9: Zavedeńı souřadnic x a y s počátkem v levém dolńım rohu smyčky v čase t = 0 s.

V tomto př́ıpadě je obdélńık vytnutý smyčkou na souřadnićıch x ∈ 〈0, a2 − a1〉 a y ∈ 〈0, l〉.
Vzdálenost od drátu je r = a1 + x. Integrál pro tok Φ pak vypadá následovně:

Φ(t = 0) =

∫
S
BdS =

∫ a2−a1

0

∫ l

0

µ0I

2π(a1 + x)
dxdy. (5.19)

Výsledek je samozřejmě stejný jako v předchoźıch souřadnićıch (substituce r = a1 + x). Tok Φ
v libovolném čase bychom spočetli změnou meźı: x ∈ 〈vt, a2 − a1 + vt〉.

5.1.3 5.7 a 5.8 Rotuj́ıćı ćıvky

Čtvercová smyčka o straně a = 10 cm rotuje v homogenńım magnetickém poli B = 0, 2T kolem
osy rovnoběžné s rovinou čtverce a kolmé k poli s frekvenćı 50Hz. V okamžiku t = 0 lež́ı smyčka
v rovině kolmé k poli. Určete závislost indukovaného napět́ı na čase.

Jaké maximálńı napět́ı se může indukovat v ćıvce s N = 4000 závity o středńım poloměru
R = 12 cm rotuj́ıćı s frekvenćı f = 30Hz v zemském magnetickém poli o indukci B = 5·10−5 T?

!

~B

!

~B

Obrázek 5.10: Rotuj́ıćı čtvercová smyčka a kruhová ćıvka.

Řešeńı: Tyto př́ıklady jsou téměř identické a budeme je řešit najednou. Nejprve spočteme
napět́ı indukované na smyčce, jak se situace změńı pro N závit̊u uvedeme později.

Využijeme Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce

Eind = −dΦ

dt
. (5.20)
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Potřebujeme tedy poč́ıtat magnetický indukčńı tok:

Φ =

∫
S

~B · d~S. (5.21)

Pod́ıvejme se nyńı na situaci s otáčej́ıćı se smyčkou shora na obrázek 5.11.

~n
α

ω

ω

~B

Obrázek 5.11: Pohled shora na otáčej́ıćı se smyčku.

Plochu S pro integraci voĺıme jako čtverec, resp. kruh, jehož hranićı je čtverec, resp. kružnice,
smyčky. Normálový vektor se pak otáč́ı spolu se smyčkou a s magnetickým polem sv́ırá časově
proměnný úhel α(t) = α0 +ωt (pro t = 0 máme α = α0 a tedy požadavek kolmosti roviny ćıvky
k směru magnetického pole v zadáńı vede na α0 = 0). Skalárńı součin pod integrálem nabývá
tvaru ~B · d~S = ~B · ~n dS = B cosαdS = B cosωt dS. Magnetické pole je všude konstantńı a
můžeme ho vytknout z integrálu. Stejně tak úhel α je všude na ploše integrace konstantńı.
Výpočet toku je tedy:

Φ =

∫
S

~B · d~S =

∫
S
B cosωt dS = B cosωt

∫
S
dS = BS cosωt. (5.22)

Indukované napět́ı Eind źıskáme derivaćı:

Eind = −dΦ

dt
= BS ω sinωt. (5.23)

V př́ıpadě čtvercové smyčky S = a2, pro kruhovou smyčku S = πR2. Jak se výsledek změńı v
př́ıpadě, že ćıvka se skládá z N závit̊u? Jednotlivé závity jsou navinut́ım sériově spojeny, viz
ilustračńı obrázek 5.12.

Obrázek 5.12: Závity navinuté na ćıvce jsou vlastně sériově spojené.

Napět́ı indukovaná na každém ze závit̊u, E(i)
ind = −dΦ(i)/dt (kde Φ(i) je tok i-tým závitem),

se tak sč́ıtaj́ı:

E(celk)
ind =

N∑
i=1

E(i)
ind = −

N∑
i=1

dΦ(i)

dt
. (5.24)
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Ovšem závity jsou naskládané jeden na druhém, sd́ılej́ı tedy ten samý indukčńı tok,

Φ(1) = Φ(2) = . . . = Φ(N) = Φ. (5.25)

Celkové napět́ı je pak N -násobek napět́ı na jednom závitu:

E(celk)
ind = NE(1)

ind = NBS ω sinωt. (5.26)

Indukované napět́ı má harmonický pr̊uběh a jeho maximálńı hodnota je daná amplitudou tohoto
kmitavého pohybu:

E(max)
ind = NBS ω. (5.27)

5.1.4 5.6 Homopolárńı generátor

Kovový kotouč poloměru R = 10 cm rotuje s frekvenćı f = 60Hz kolem své osy v homogenńım
magnetickém poli B = 0, 2T kolmém k rovině kotouče. Najděte potenciálńı rozd́ıl mezi středem
a okrajem kotouče. Jaký bude tento rozd́ıl bez magnetického pole?

!

U =?

~B

Obrázek 5.13: Homopolárńı generátor.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě nelze využ́ıt Faradaẙuv zákon elektromagnetické indukce. Tento
zákon, přestože je velmi univerzálńı a zahrnuje řadu princip̊u indukováńı napět́ı, lze využ́ıt
pouze pro obvody, které se skládaj́ı z tzv. tenkých vodič̊u (nemuśı být fyzicky tenké, jen jejich
délkový rozměr muśı převažovat nad ostatńımi rozměry). Je totiž nutné mı́t jasně definovanou
hranici (tvořenou obvodem) plochy, skrze kterou poč́ıtáme indukčńı tok. V našem př́ıpadě je část
obvodu tvořena kovovým kotoučem, kde neńı jednoznačně dáno, kudy vést hranici plochy. V
každém př́ıpadě, at’ už bychom ji vedli kudykoliv, Faradaẙuv zákon by zde dal chybný výsledek
0V .

My muśıme vyj́ıt př́ımo z definice napět́ı

U =
1

q

∫
l

~F · d~l (5.28)

a naintegrovat śıly p̊usob́ıćı na náboje v rotuj́ıćım kotouči. Ty jsou dvoj́ı – odstředivá śıla a
magnetická Lorentzova śıla:

|~Fo| = mω2r, ~FL = q~v × ~B. (5.29)

Rychlosti náboj̊u a směry sil (magnetická śıla pro q > 0) jsou znázorněny na obrázku 5.14:
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!

~vv = !r

r

!

~B

~v

~B

~Fo

~FL

Obrázek 5.14: Vlevo rychlost náboj̊u v rotuj́ıćım kotouči. Vpravo směry sil p̊usob́ıćı na náboje.

Za křivku integrace voĺıme co nejjednodušš́ı s jedńım koncem ve středu kotouče a s druhým
na kraji kotouče v mı́stě př́ıvodńıho drátu. Přirozeně se nab́ıźı vźıt radiálńı úsečku ze středu
na kraj kotouče. Zavedeme radiálńı souřadnici r – vzdálenost od středu kotouče, pak křivka je
charakterizována rozsahem souřadnic r ∈ 〈0, R〉 a element délky je dl = dr. Elementu délky
přǐrad́ıme směr ~t mı́̌ŕıćı radiálně od středu, tedy d~l = ~t dl. Situace viz obrázek 5.15.

l

dl

~t

!

~FL

~Fo

Obrázek 5.15: Křivka integrace l s vyznačeným elementem délky d~l a směry sil ~FL a ~Fo.

Pak skalárńı součin je ~F · d~l = ±Fdl – kladné znaménko pro odstředivou śılu a záporné
znaménko pro dostředivou magnetickou śılu. Napět́ı tedy spočteme následovně

U =
1

q

∫
l

~F · d~l = ±1

q

∫
l
Fdl = ±1

q

∫ R

0
F (r) dr (5.30)

a pro konkrétńı śıly dostáváme konkrétńı výrazy:

Uo =
1

q

∫ R

0
mω2r dr =

mω2

q

R2

2
, UL = −1

q

∫ R

0
qωBr dr = −ωBR

2

2
. (5.31)

Pro námi zvolený směr magnetického pole ~B tedy napět́ı vyvolané odstředivou a magnetickou
silou p̊usob́ı proti sobě. Po dosazeńı zadaných č́ıselných hodnot a hmotnosti a náboje elektronu
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me a e za m a q máme

|Uo| = 4, 04 · 10−9 V, |UL| = 0, 377V. (5.32)

Dodatek: Napět́ı mezi středem a vněǰskem kotouče nezáviśı na dráze, po které integrujeme.
Ukážeme to nalezeńım potenciál̊u pro odstředivé a magnetické silové pole v kotouči. Tyto śıly
záviśı pouze na vzdálenosti od středu, tedy F (r), a proto i potenciál bude funkćı pouze r, U(r)
(ṕısmeno U pro potenciál použ́ıváme pro odlǐseńı od napět́ı U). Kladný směr śıly zvoĺıme jako
mı́̌ŕıćı od středu kotouče. Z podmı́nky F = −dU

dr snadno najdeme výsledné potenciály:

Uo = −1

2
mω2r2, UL =

1

2
qωBr2. (5.33)

Jelikož napět́ı je definováno jako práce na jednotkový náboj a práce je dána rozd́ılem potenciál̊u
v počátečńım a koncovém bodě, máme

Uo =
1

q
(Uo(0)− Uo(R)) , UL =

1

q
(UL(0)− UL(R)) ; (5.34)

tyto vedou na již spočtené hodnoty napět́ı.

5.2 Vlastńı a vzájemná indukčnost

5.2.1 5.3 a 5.4 Vlastńı indukčnost válcové ćıvky

Určete vlastńı indukčnost a magnetickou energii solenoidu o poloměru R = 1 cm a délce l =
50 cm s n = 6 závit̊u na 1 cm délky, protéká-li závity proud I = 1A.

Určete vlastńı indukčnost toroidálńı ćıvky malého pr̊uřezu S = 1 cm2 o poloměru středové
kružnice r = 5 cm, s celkovým počtem závit̊u N = 100.

Obrázek 5.16: Válcová ćıvka.

Řešeńı:
Magnetická indukce uvnitř (nekonečně) dlouhé solenoidálńı ćıvky je B = µ0nI, kde n je

hustota závit̊u, n = N/l. Vektor magnetické indukce mı́̌ŕı ve směru osy ćıvky dle pravidla pravé
ruky – palec ukazuje směr proudu tekoućı po válci, prsty pak ukážou směr magnetické indukce
(viz př́ıklad 4.15 – sekce (4.4.3)).

~B

I

Obrázek 5.17: Směr magnetické indukce je dán pravidlem pravé ruky dle směru proudu I.
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Magnetický indukčńı tok Φ jedńım závitem ćıvky je

Φ =

∫
S

~B · d~S =

∫
S
B dS = B

∫
S
dS = BS = µ0nIS, (5.35)

kde S je disk s hranićı vybraného závitu a kde jsme využili toho, že magnetické pole ~B uvnitř
ćıvky mı́̌ŕı kolmo na plochu závitu (tzn. je rovnoběžné s normálovým vektorem ~n k ploše S:
~B · d~S = ~B · ~n dS = BdS) a zároveň je homogenńı, takže je možné ho vytknout z integrálu.
Také viz obrázek 5.18.

~n

~B

S

Obrázek 5.18: Plocha integrace S, normálový vektor ~n a vektor magnetické indukce ~B.

Indukčnost je pak z definice NΦ = LI1:

L =
NΦ

I
= µ0nNS = µ0n

2(lS) = µ0n
2V ; (5.36)

ve výsledku jsme použili objem ćıvky V = lS.
U toroidálńı ćıvky malého pr̊uřezu provedeme aproximaci, že magnetické pole uvnitř ćıvky

je homogenńı (v následuj́ıćım př́ıkladě spočteme pole uvnitř toroidálńı ćıvky přesně) a že jej́ı
objem je přibližně V = 2πrS.

5.2.2 5.5 Vlastńı indukčnost toroidálńı ćıvky

Určete vlastńı indukčnost toroidu obdélńıkového pr̊uřezu o vnitřńım poloměru R1 = 10 cm,
vněǰśım poloměru R2 = 20 cm a výšce h = 5 cm, je-li na něm navinuto N = 1000 závit̊u.

1Tento vztah se nazývá statická definice indukčnosti. Snadno plyne z dynamické definice indukčnosti – vzta-
huj́ıćı změnu proudu ćıvkou k indukovanému napět́ı v ńı:

E = Lİ.

Celkové indukované napět́ı E je dáno součtem indukovaných napět́ı v jednotlivých závitech

E =

N∑
i=1

Ei =

N∑
i=1

dΦ(i)

dt
,

kde jsme vynechali znaménko u Faradayova zákona, které je stejně dané pouze volbou kladných směr̊u. Pokud
jsou magnetické indukčńı toky jednotlivými závity shodné, Φ(i) = Φ, dostaneme dynamickou definici indukčnosti
ve tvaru

N
dΦ

dt
= L

dI

dt
.

Zintegrováńım podle času přijdeme ke statické definici indukčnosti

NΦ = LI.

141



R1

R2

h

R1 R2

Obrázek 5.19: Toroidálńı ćıvka obdélńıkového př̊uřezu.

Řešeńı: Výpočet se bude skládat ze tř́ı hlavńıch část́ı. Nejprve ze symetrie úlohy urč́ıme
možná magnetická pole respektuj́ıćı tuto symetrii, dále urč́ıme magnetickou indukci uvnitř to-
roidálńı ćıvky pomoćı Ampérova zákona a nakonec spočteme magnetický indukčńı tok skrz jeden
závit. Z definice indukčnosti, NΦ = LI (k p̊uvodu tohoto vztahu viz poznámka pod čarou u
minulého př́ıkladu), pak již snadno naṕı̌seme výslednou vlastńı indukčnost.

Zaved’me nyńı cylindrické souřadnice (r, ϕ, z) s počátkem uprostřed toroidu a osou z směřuj́ıćı
ve směru osy toroidu – viz obrázek 5.20.

z

r

'

Obrázek 5.20: Válcové souřadnice (r, ϕ, z) v toroidálńı ćıvce.

Toroidálńı ćıvka má spojitou rotačńı symetrii kolem osy z – představujeme si, že závity jsou
velmi hustě navinuty, a tedy pootočeńı o libovolný úhel nezměńı fyzikálńı situaci. Nahrazu-
jeme tak proud tekoućı jednotlivými dráty po plášti toroidu rovnoměrně rozloženým plošným
proudem.

Poznámka: Ve skutečnosti bude mı́t toroidálńı ćıvka pouze diskrétńı rotačńı symetrii o úhel
2π/N (při rovnoměrném navinut́ı zavity) – a magnetické pole by tedy mělo malé variace při
změně souřadnice ϕ. Použ́ıváme tedy

”
aproximaci“ velmi hustého navinut́ı závit̊u. Dále již bude

vše bez jakéhokoliv zanedbávańı.
Důsledkem rotačńı symetrie je, že velikost magnetické indukce nezáviśı na polárńım úhlu ϕ,

tzn. B = B(r, z).
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Ampér̊uv zákon (v integrálńım tvaru)∮
l

~B · d~l = µ0

∫
S

~j · d~S = µ0Iin (5.37)

vztahuje cirkulaci magnetické indukce podél uzavřené křivky a celkový proud Iin, který je touto
smyčkou obepnutý. Je velmi výhodné ho použ́ıt v př́ıpadech, kdy máme symetrickou fyzikálńı
situaci. Křivku pro levou stranu Ampérova zákona voĺıme jako kružnici o poloměru r jej́ıž osa
je totožná s osou toroidu. Kružnice je umı́stěna v libovolné výšce z uvnitř toroidu, viz obrázek
5.21:

r

l

r

l

Obrázek 5.21: Křivka l z Ampérova zákona.

Ampér̊uv zákon nám umožńı zjistit pouze tangenciálńı složku ~Bt celkového magnetického
pole, jelikož plat́ı (pro značeńı ~Bt, ~B⊥, d~l a ~t viz obrázek 5.22)

~B · d~l = ( ~B⊥ + ~Bt) · d~l = ~Bt · d~l = Bt dl. (5.38)

l

dl

~t

~B

l

dl

~t

~B

~B?

~Bt

Obrázek 5.22: Vektor magnetické indukce ~B a jeho rozklad do tangenciálńıho a normálového směru.
Element délky d~l = ~t dl, kde ~t je jednotkový tečný vektor ke křivce l.

Poznámka: Ve skutečnosti je pole v toroidu čistě tangenciálńı, tzn. ~B⊥ = 0, pomoćı Ampérova
zákona tedy urč́ıme celkové magnetické pole uvnitř toroidu ~B = ~Bt – proč je pole pouze tan-
genciálńı naleznete v dodatku. Zároveň nás ale normálová složka magnetického pole ~B⊥ pro
výpočet magnetického indukčńıho toku nezaj́ımá, jak bude vidět v následuj́ıćım textu.

Levá strana Ampérova zákona dává:∫
l

~B · d~l =

∫
l
Bt dl = Bt

∫
l
dl = 2πrBt, (5.39)
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nebot’ vlivem rotačńı symetrie je magnetické pole v konstantńı vzdálenosti r od osy ćıvky a v
konstantńı výšce z konstantńı. Smyčka l obeṕıná všechny závity toroidu, celkový proud v ńı
uzavřený je t́ım pádem Iin = NI. Výsledkem je vyjádřeńı tangenciálńı složky magnetického
pole v závislosti na poloze v toroidu:

2πrBt = µ0NI → Bt =
µ0NI

2πr
(5.40)

Magnetické pole záviśı pouze na vzdálenosti od osy toroidu (na souřadnici r) a nezáviśı na
vertikálńı pozici v toroidu (na souřadnici z).

Nyńı spočteme magnetický indukčńı tok Φ skrze jeden závit ćıvky

Φ =

∫
S

~B · d~S. (5.41)

Plocha integrace S je obdélńık tvoř́ıćı pr̊uřez ćıvky. Skalárńı součin ~B · d~S, kde d~S = ~n dS, ~n
je jednotkový normálový vektor k plošce dS, uprav́ıme podobně jako u Ampérova zákona, tj.
magnetické pole znovu rozlož́ıme do kolmých směr̊u ~B = ~Bt + ~B⊥, a dostaneme

~B · d~S = ~B · ~n dS = ( ~Bt + ~B⊥) · ~n dS = ~Bt · ~n dS = Bt dS (5.42)

(zachováváme značeńı ~B⊥ a ~Bt dle obrázku 5.22, tzn. vektor ~Bt je rovnoběžný s normálovým
vektorem ~n. Vztahy mezi plochou integrace S, normálovým vektorem ~n a rozkladem ~B =
~Bt + ~B⊥ viz obrázek 5.23).

S

O

z

r

~Bt

~n

R1R2

h

~B

~B?

~Bt

S

~n

Obrázek 5.23: Plocha integrace S a k ńı kolmé vektory ~n a ~Bt.

Obdélńık, jehož hranićı je jeden závit ćıvky, je dán rozsahy souřadnic r ∈ 〈R1, R2〉 a z ∈
〈0, h〉. Element plochy je v kartézských souřadnićıch dS = drdz. Vlastńı integrováńı je po
dosazeńı vyjádřeńı pro Bt źıskané z Ampérova zákona jednoduše:

Φ =

∫
S
Bt dS =

∫ h

0

∫ R2

R1

µ0NI

2πr
dr dz =

µ0NI

2π

∫ h

0
dz

∫ R2

R1

dr

r
=
µ0NI

2π
h ln

R2

R1
. (5.43)

Vlastńı indukčnost toroidu je z definice

L =
NΦ

I
=
µ0N

2h

2π
ln
R2

R1
. (5.44)

Dodatek: Směr magnetického pole. Aneb ~B⊥ = 0. Již brzy.
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5.2.3 5.9 Vzájemná indukčnost I

Dvě ćıvky jsou indukčně vázány vzájemnou indukčnost́ı Lvz. = 5H. Jak se muśı měnit proud
v primárńı ćıvce, aby se v sekundárńı indukovalo konstantńı napět́ı E = 1V ? Může se takto
indukovat trvale?

Řešeńı: Vyjdeme ze vzorc̊u definuj́ıćıch indukčnost a vzájemnou indukčnost vztahuj́ıćı
změny proud̊u jednotlivými ćıvkami a napět́ı na nich indukované:

E1 = L1İ1 + Lvz İ2, E2 = Lvz İ1 + L2İ2. (5.45)

Napět́ı indukované na sekundárńı ćıvce je dáno druhou z rovnic, konkrétně napět́ı indukované
vlivem změny proudu v primárńı ćıvce je dáno prvńım členem pravé strany:

E = Lvz İ1. (5.46)

Tuto jednoduchou diferenciálńı rovnici vyřeš́ıme.

İ1 =
E
Lvz

= konst.

∫
dt
−−→ I1 =

E
Lvz

t+ I0, (5.47)

kde I0 je integračńı konstanta představuj́ıćı proud v čase t = 0 s. Proud v ćıvce bez přestáńı
lineárně roste, takže jistě nemůžeme konstantńı napět́ı E držet trvale.

5.2.4 5.10 Vzájemná indukčnost II

Dvě ćıvky maj́ı indukčnosti L1 = 0, 2H, L2 = 0, 3H a vzájemnou indukčnost Lvz. = 0, 1H.
Jaká bude výsledná indukčnost při zapojeńı těchto ćıvek do série?

Obrázek 5.24: Sériově spojené ćıvky.

Řešeńı: Nejprve zavedeme kladné směry. Proud tekoućı ćıvkou označ́ıme za kladný, jestliže
teče zleva doprava. Napět́ı indukované v ćıvce označ́ıme za kladné, jestliže na levém vývodu
ćıvky naměř́ıme kladný pól a na pravém záporný. Viz obrázek 5.25.

I+

+ −

U+

Obrázek 5.25: Kladný směr proudu a polarita kladně indukovaného napět́ı.

Pokud bychom ve chv́ıli, kdy se na ćıvce indukuje kladné napět́ı, zapojili na ćıvku spotřebič,
proud tekoućı ćıvkou by byl záporný (dle kladně zavedeného směru proudu) – obrázek 5.26.
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+ −

U+

I

I < 0

Obrázek 5.26: Kladně indukované napět́ı vyvolává v ćıvce záporný proud.

Při takto zavedených kladných směrech dostáváme dynamickou definici indukčnosti vzta-
huj́ıćı změnu proudu v ćıvce s napět́ım v ńı indukovaném ve tvaru

E = Lİ, (5.48)

kde kladné znaménko plyne z Lenzova zákona. Ten ř́ıká, že indukované napět́ı p̊usob́ı proti
změně, která ho vyvolala. Pokud tedy máme zvětšuj́ıćı se proud tekoućı ćıvkou, muśı se na
ćıvce indukovat kladné napět́ı, které vyvolává dodatečný proud tekoućı v záporném směru a
tedy oslabuj́ıćı zvětšováńı proudu, které zp̊usobilo indukováńı napět́ı.

Pro vzájemnou indukčnost máme vztahy (kladná znaménka z̊ustávaj́ı vlivem předchoźı ar-
gumentace)

E1 = L1İ1 + Lvz İ2, E2 = Lvz İ1 + L2İ2; (5.49)

tyto vztahuj́ı změny proud̊u jednotlivými ćıvkami k napět́ım indukovaným na jednotlivých
ćıvkách.

Ćıvky můžeme zapojit dvěma zp̊usoby dle obrázku 5.27. Na něm jsou vyznačeny skutečné
směry proud̊u a pouze kladně indukovaného napět́ı (tedy polarity napět́ı na obrázku slouž́ı jen
k vyznačeńı kladného směru, nikoliv k vyznačeńı skutečné polarity indukovaného napět́ı – ta
nám vyjde př́ımo ze vzorc̊u definice vzájemné indukčnosti, kde jsme pečlivě pomoćı Lenzova
zákona určili správné znaménko). V prvńım př́ıpadě se napět́ı sč́ıtaj́ı, ve druhém odeč́ıtaj́ı.

I1 = I I2 = I

+ − + −

I1 = I I2 = −I

+ − + −

Obrázek 5.27: Dva zp̊usoby sériového zapojeńı ćıvek.

Spojené ćıvky se ted’ chovaj́ı jako jedna velká ćıvka skrz ńıž protéká proud I. Můžeme tedy
určit celkovou indukčnost Lcelk spojených ćıvek pomoćı vztahu

Ecelk = Lcelkİ . (5.50)
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V prvńım př́ıpadě plat́ı, že napět́ı se sč́ıtaj́ı Ecelk = E1 + E2 a proudy tečou v souhlasném směru
I1 = I2 = I, ve druhém máme př́ıpadě máme rozd́ıl napět́ı Ecelk = E1 − E2 a nesouhlasně
tekoućı proudy I1 = −I2 = I, viz předchoźı obrázek 5.27. Po dosazeńı ze vzorc̊u pro vzájemnou
indukčnost (5.49) za napět́ı E1 a E2:

E(1)
celk = E1 + E2 = (L1İ + Lvz İ) + (Lvz İ + L2İ) = (L1 + L2 + 2Lvz)İ = L

(1)
celkİ ,

E(2)
celk = E1 − E2 = (L1İ − Lvz İ)− (Lvz İ − L2İ) = (L1 + L2 − 2Lvz)İ = L

(2)
celkİ . (5.51)

Výsledky pro celkovou indukčnost dle zp̊usobu zapojeńı pak jsou

L
(1)
celk = L1 + L2 + 2Lvz, L

(2)
celk = L1 + L2 − 2Lvz. (5.52)

5.3 LR a RC obvody

5.3.1 5.11 a 5.12 RC obvod

Kondenzátor o kapacitě C = 0, 1µF s počátečńım napět́ım U0 = 1000V se vyb́ıj́ı přes odpor R =
10 Ω. Za jakou dobu poklesne velikost náboje na kondenzátoru na úroveň jednoho elementárńıho
náboje?

Kondenzátor o kapacitě C = 100µF je nabit na napět́ı U0 = 10 000V . Vyb́ıj́ıme jej přes odpor
R = 1 kΩ. Za jak dlouho se můžeme kondenzátoru bez nebezpeč́ı dotýkat?

Řešeńı: Časové pr̊uběhy napět́ı na kondenzátoru a proudu v RC obvodu jsou následuj́ıćı:

U(t) = U0e
− t
RC , I(t) = I0e

− t
RC . (5.53)

Velikost náboje na kondenzátoru je z definice kapacity Q = CU a tedy časový pr̊uběh je

Q(t) = CU0e
− t
RC (= Q0e

− t
RC ). (5.54)

Vyjádřeńım času z vztah̊u pro napět́ı (5.53) a náboj (5.54) máme

t = −RC ln
U(t)

U0
= RC ln

U0

U(t)
, t = −RC ln

Q(t)

CU0
= RC ln

CU0

Q(t)
. (5.55)

V prvńım př́ıkladě máme Q(te) = e a výsledný čas je

te = RC ln
CU0

e
. (5.56)

V druhém př́ıkladě je třeba si zvolit hodnotu (ne)bezpečného napět́ı Usmrt k źıskáńı konkrétńıho
výsledku...

tsmrt = RC ln
U0

Usmrt
. (5.57)

5.3.2 5.13 Energie kondenzátoru

Dokažte, že energie roptýlená na odporu během vyb́ıjeńı kondenzátoru je právě rovna energii,
která byla v kondenzátoru nahromaděna.

Řešeńı: Časové pr̊uběhy napět́ı na kondenzátoru a proudu v RC obvodu jsou následuj́ıćı:

U(t) = U0e
− t
RC , I(t) = I0e

− t
RC ; (5.58)
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počátečńı podmı́nky jsou U(0) = U0 a I(0) = I0. Tepelný výkon Ptep generovaný na rezistoru
je dán Jouleovým teplem Ptep = RI2. Výkon je změna energie za čas, P = dE/dt a tedy energii
źıskáme naintegrováńım výkonu dle času. Vyb́ıjeńı začne v čase t = 0 s a formálně dle vztah̊u
pro napět́ı a proud nikdy neskonč́ı. Integrujeme tedy pro t ∈ 〈0,+∞〉:

W =

∫ +∞

0
Ptep dt =

∫ +∞

0
RI(t)2dt = RI2

0

∫ +∞

0
e−

2t
RC = RI2

0

[
−RC

2
e−

2t
RC

]+∞

0

=
1

2
C(RI0)2 =

1

2
CU2

0 . (5.59)

Výsledkem je skutečně energie p̊uvodně uložená v elektrostatickém poli v kondenzátoru.

5.3.3 5.14 LR obvod

Ćıvka má odpor R = 100 Ω. Jsou-li př́ıvody ćıvky zkratovány v době, kdy ćıvkou procháźı
ustálený proud, klesne proud v ćıvce na jednu desetinu p̊uvodńı hodnoty za T = 0, 01 s. Jaká
je vlastńı indukčnost ćıvky?

Řešeńı: Časové pr̊uběhy proudu v RL obvodu a napět́ı indukované na ćıvce jsou následuj́ıćı:

I(t) = I0e
−R
L
t, U(t) = U0e

−R
L
t. (5.60)

Z rovnice pro proud vyjádř́ıme L:

L = − R t

ln I(t)
I0

=
R t

ln I0
I(t)

. (5.61)

Dle zadáńı I(T ) = αI0, kde α = 1
10 . Výsledek tedy je

L = −RT
lnα

. (5.62)

5.4 Obvody se stř́ıdavým proudem

5.4.1 5.15 Nab́ıjeńı baterie

K nabit́ı akumulátoru je potřeba Q = 20Ah (ampérhodin) ustáleného proudu. Za jak dlouho se
akumulátor nabije stř́ıdavým proudem o efektivńı hodnotě Ief = 1A, který usměrńıme dvou-
cestným usměrňovačem?

Řešeńı: Dvoucestně usměrněný stř́ıdavý proud źıskáme překlopeńım záporných p̊ulvln do
kladných hodnot (viz obrázek 5.28).

t

U=I

t

U=I

Obrázek 5.28: Stř́ıdavý proud a dvoucestně usměrněný proud (napět́ı).

Stejnosměrným proudem o velikosti IDC = 1A by se akumulátor zjevně nabil za tDC =
Q/IDC = 20h. Stř́ıdavý proud o efektivńı hodnotě Ief = 1A má amplitudu IAC =

√
2A
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(vysvětleńı viz dodatek). Stač́ı tedy porovnat velikost plochy (náboje) pod jednou p̊ulvlnou
dvoucestně usměrněného proudu s plochou pod stejnosměrným proudem stejné doby trváńı
(viz obrázek 5.29) a trojčlenkou dopočteme výsledek.

1A

p

2A

I

t

Obrázek 5.29: Plochy pod stejnosměrným proudem IDC = 1A a stř́ıdavým proudem IAC =
√

2A.

Plocha pod jednou p̊ulvlnou sinusovky je

QAC =

∫ T/2

0
IAC sinωt dt = IAC

[
− 1

ω
cosωt

]T/2
0

=
IAC
ω

(
1− cos

ωT

2

)
=
IAC
ω

(1− cosπ) =
2IAC
ω

, (5.63)

integrujeme přes jednu p̊ulperiodu, tzn. pro časy t ∈ 〈0, T/2〉, použit́ım ω = 2πf = 2π
T dostaneme

výsledek. Plocha (náboj) pod konstantńım proudem za čas T/2 je

QDC = IDC
T

2
=
πIDC
ω

. (5.64)

Plat́ı nepř́ımá úměra mezi dobou nab́ıjeńı a nábojem přeneseným za jednu p̊ulperiodu:

QDC
QAC

=
tAC
tDC

, (5.65)

tzn. po dosazeńı

tAC =
QDC
QAC

tDC =
IDC
IAC

π

2
tDC . (5.66)

Pro konkrétńı hodnoty proudu IDC = 1A a IAC =
√

2A (tzn. Ief = 1A) máme

tAC =
π

2
√

2
tDC > tDC . (5.67)

Dodatek: Efektivńı hodnota napět́ı a proudu je definována tak, aby se středńı hodnota
výkonu stř́ıdavého napět́ı a proudu dala spoč́ıtat jako prostý součin efektivńıch hodnot, tzn.
〈P 〉 = UefIef .

Okamžitý výkon je dán okamžitými hodnotami napět́ı a proudu na spotřebiči P (t) =
U(t)I(t). Časová středńı hodnota výkonu je definována jako (pro periodické pr̊uběhy napět́ı
a proudu s periodou T )

〈P 〉 =
1

T

∫ T

0
P (t) dt. (5.68)

Pro harmonický pr̊uběh napět́ı a proudu,

U(t) = U0 cosωt, I(t) = I0 cosωt, (5.69)

(U0 a I0 jsou amplitudy tohoto napět́ı a proudu), dostáváme časovou středńı hodnotu výkonu
〈P 〉

〈P 〉 =
1

T

∫ T

0
U0I0 cos2 ωt dt =

1

2
U0I0. (5.70)
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Pokud nyńı definujeme efektivńı hodnoty napět́ı a proudu

Uef =
U0√

2
, Ief =

I0√
2
, (5.71)

můžeme psát 〈P 〉 = UefIef = RI2
ef = U2

ef/R.
Pokud je napět́ı a proud v̊uči sobě fázově posunuté, tj. maj́ı např́ıklad předpisy

U(t) = U0 cosωt, I(t) = I0 cos(ωt+ ϕ0), (5.72)

pak středńı hodnota výkonu vyjde

〈P 〉 =
1

T

∫ T

0
U0I0 cosωt cos(ωt+ ϕ0)dt =

1

2
U0I0 cosϕ0 = UefIef cosϕ0. (5.73)

5.4.2 5.20 Spotřebič

Mějme spotřebič o reálné impedanci R, který při efektivńım napět́ı U
(0)
ef = 120V vyv́ıj́ı výkon

P = 60W . Chceme provozovat tento spotřebič na témž výkonu při efektivńı hodnotě napět́ı
Uef = 240V v śıti f = 50Hz. Jakou indukčnost nebo jakou kapacitu bychom museli předřadit?

???

U(t) = U0 cosωt

R

Obrázek 5.30: Jakou indukčnost nebo kapacitu muśıme předřadit?

Řešeńı: Zde při řešeńı uplatńıme metodu tzv. fázor̊u. Veličině, která má v čase harmonický
pr̊uběh A0 cos(ωt + ϕ0) přǐrad́ıme komplexńı č́ıslo (fázor) Â = A0e

iϕ0 . V obvodu uvažujeme
napět́ı U(t) = U0 cosωt a obecně fázově posunutý proud proud I(t) = I0 cos(ωt + ϕ0) a k nim
př́ıslušej́ıćı fázory Û = U0 a Î = I0e

iϕ0 . Můžeme nyńı definovat impedanci Z jako komplexńı
č́ıslo

Z =
Û

Î
. (5.74)

Pro sériově zapojený rezistor s odporem R, kondenzátor s kapacitou C a ćıvku s indukčnost́ı L
plat́ı, že impedance je rovna

Z = R+ iωL+
1

iωC
(5.75)

(v př́ıpadě nezapojeného kondenzátoru se člen 1
iωC vynechá).

Pro okamžitý výkon v čase t máme vztah P (t) = U(t)I(t). Vystředujeme-li tento výkon v
čase přes jednu periodu dostáváme vztah pro středńı výkon

〈P 〉 =
1

2
U0I0 cosϕ0 = UefIef cosϕ0, (5.76)

(viz dodatek u př́ıkladu 5.15 – sekce 5.4.1). Tento výraz můžeme dále upravit v řeči fázor̊u

〈P 〉 = UefIef cosϕ0 = Re (Ûef Îef ) = Re
U2
ef

Z
= U2

ef Re
1

Z
, (5.77)
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kde Ûef = Uef a Îef = Iefe
iϕ0 . Potřebujeme tedy spoč́ıtat reálnou část převrácené hodnoty

impedance (která se také nazývá admitance). V př́ıpadě sériově předřazeného kondenzátoru
máme

1

Z
=

1

R+ 1
iωC

=
iωC

iωRC + 1
· 1− iωRC

1− iωRC
=

1

1 + ω2R2C2
(ω2RC2 + iωC), (5.78)

výkon na spotřebiči tedy je

〈P 〉 = U2
ef

ω2RC2

1 + ω2R2C2
. (5.79)

Pro sériově předřazenou indukčnost dostáváme

1

Z
=

1

R+ iωL
· R− iωL
R− iωL

=
1

R2 + ω2L2
(R− iωL) (5.80)

a pro výkon máme vztah

〈P 〉 = U2
ef

R

R2 + ω2L2
. (5.81)

Pro př́ıpad, kdy je v obvodu pouze ohmická zátěž, dostáváme
”
obyčejný“ výraz pro výkon

〈P 〉 =
U2
ef

R
. (5.82)

Z tohoto výrazu snadno vyjádř́ıme odpor spotřebiče R pomoćı p̊uvodně připojeného efektivńıho

napět́ı U
(0)
ef :

R =
U

(0)2
ef

〈P 〉
. (5.83)

Dosazeńım tohoto vyjádřeńı pro odpor R do vzorc̊u pro výkon s předřazeným kondenzátorem
(5.79), resp. ćıvkou (5.81), můžeme vyjádřit požadovanou kapacitu, resp. indukčnost. Po chvilce
poč́ıtáńı dostaneme výsledky:

C =
〈P 〉
ω

1

U
(0)
ef

√
U2
ef − U

(0) 2
ef

= 7, 68µF,

L =
1

ω〈P 〉
U

(0)
ef

√
U2
ef − U

(0) 2
ef = 1, 32H. (5.84)
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