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4. ř́ıjna 2024

1 Středńı hodnoty

Necht’ f : R → R je reálná funkce jedné proměnné, f = f(x). Jej́ı středńı hodnota v intervalu
⟨x1, x2⟩ je definována jako integrál

⟨f⟩⟨x1,x2⟩ :=
1

x2 − x1

∫ x2

x1

f(x)dx. (1)

Středńı hodnota přes celé R se definuje limitńım přechodem

⟨f⟩ ≡ ⟨f⟩⟨−∞,∞⟩ = lim
x′→∞

⟨f⟩⟨−x′,x′⟩ ≡ lim
x′→∞

1

2x′

∫ x′

−x′
f(x)dx. (2)

Je-li f periodická s periodou L, můžeme jej́ı středńı hodnotu ⟨f⟩ poč́ıtat jako integrál přes libovolný
integrál délky L, tedy pro libovolné x′ ∈ R máme

⟨f⟩ = ⟨f⟩⟨x′,x′+L⟩ =
1

L

∫ x′+L

x′
f(x)dx. (3)

x′ typicky voĺıme tak, aby byl výpočet co nejjednodušš́ı.

Cvičeńı 1.1. Vypoč́ıtejte ⟨cosωt⟩, ⟨sinωt⟩, ⟨cos2 ωt⟩ a ⟨sin2 ωt⟩.

Řešeńı: Uvažujme nejprve funkci f(t) = cosωt. To je periodická funkce s periodou L = 2π
ω . Jej́ı

středńı hodnotu tedy spočteme jako

⟨cosωt⟩ = ω

2π

∫ 2π
ω

0

cosωt dt =
1

2π
[sinωt]

2π
ω
0 = 0. (4)

Př́ıpad ⟨sinωt⟩ je velmi podobný:

⟨sinωt⟩ = ω

2π

∫ 2π
ω

0

sinωt dt =
1

2π
[− cosωt]

2π
ω
0 = 0. (5)
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Pro daľśı př́ıpad, s využit́ım triku pro výpočet kvadrátu kosinu, dostáváme

⟨cos2 ωt⟩ = ω

2π

∫ 2π
ω

0

cos2 ωt dt =
ω

4π

∫ 2π
ω

0

(1 + cos 2ωt)dt

=
ω

4π
[t− 1

2ω
sin 2ωt]

2π
ω
0 =

1

2
.

(6)

To neńı zas takové překvapeńı, protože vlastně poč́ıtáme středńı hodnotu konstantńı funkce 1
2 plus

středńı hodnotu funkce cos 2ωt přes dvě periody, která je nula z předchoźı části.

Obecně plat́ı ⟨f +g⟩ = ⟨f⟩+ ⟨g⟩ (pokud jsou všechny středńı hodnoty konečné). Stač́ı tedy vźıt
rovnost cos2 ωt+ sin2 ωt = 1, odkud okamžitě plyne

⟨cos2 ωt⟩+ ⟨sin2 ωt⟩ = ⟨1⟩ = 1. (7)

Z předchoźıho výsledku tedy bez práce dostáváme ⟨sin2 ωt⟩ = 1
2 .

2 Komplexńı č́ısla

Komplexńım č́ıslem z ∈ C rozumı́me objekt ve tvaru z = a + ib, kde a, b ∈ R. Symbol i se
nazývá komplexńı jednotka. Definujeme i2 = −1. Je-li z′ = c+ id, definujeme sč́ıtáńı a násobeńı
intuitivně a ve shodě s obvyklými pravidly:

z + z′ = (a+ ib) + (c+ id) := (a+ c) + i(b+ d), zz′ = (a+ ib)(c+ id) := (ac− bd) + i(ad+ bc).

Je-li z = a + ib, ṕı̌seme a = Re z (reálná část) a b = Im z (imaginárńı část). Je-li Re z = 0,
ř́ıkáme, že je z ryze imaginárńı. Ṕı̌seme 0 ≡ 0 + i0.

Komplexńı sdružeńı z̄ k č́ıslu z definujeme jako z̄ = a − ib. Plat́ı zz′ = z̄z̄′. Velikost
|z| komplexńıho č́ısla definujeme jako |z| =

√
a2 + b2. Plat́ı |z| =

√
zz̄. Jak definujeme děleńı

komplexńıch č́ısel? Necht’ z, z′ ∈ C a z′ ̸= 0. Definujeme ho pomoćı formálńıho ”rozš́ı̌reńı zlomku”.

z

z′
=

z

z′
z̄′

z̄′
:=

zz̄′

|z′|2
. (8)

Operace na pravé straně maj́ı smysl, protože pro z′ ̸= 0 je |z′| > 0 a prostě jen násob́ıme komplexńı
č́ıslo zz̄′ reálným č́ıslem |z′|−2. Plat́ı vztahy

Re z =
z + z̄

2
, Im z =

z − z̄

2i
. (9)

Nyńı bychom chtěli definovat komplexńı exponenciálu, tedy komplexńı č́ıslo ez pro každé z ∈ C.
Je-li z = a+ ib, definujeme

ez = ea+ib := ea(cos b+ i sin b). (10)

Komplexńı exponenciálu lze (viz matematická analýza) definovat mocninnou řadou. Pro a = 0 se
vztah nazývá Euler̊uv vzorec. Plat́ı |ez| = ea.

Každé z ∈ C lze psát v goniometrickém tvaru z = |z|eiφ, kde φ ∈ R je řešeńım rovnic

cosφ =
Re z

|z|
, sinφ =

Im z

|z|
. (11)
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φ se nazývá argument komplexńıho č́ısla a je určený jednoznačně až na celoč́ıselného přičteńı
násobku 2π. Geometrický význam tohoto zápisu lze snadno źıskat pomoćı reprezentace komplexńıch
č́ısel v Gaussově rovině, kde reálnou a imaginárńı část vynáš́ıme na kartézské osy:

Re z

Im z

z = a+ ib = |z|eiϕ

a

b

0

ϕ

|z|

Obrázek 1: Gaussova rovina

Sč́ıtáńı komplexńıch č́ısel geometricky odpov́ıdá sč́ıtáńı vektor̊u v rovině. Snadno lze interpre-
tovat i násobeńı. Je-li z = |z|eiφ a z′ = |z′|eiφ′

, dostáváme zz′ = |z||z′|ei(φ+φ′), tedy č́ıslo, jehož
velikost je součin velikost́ı a argument součet úhl̊u.

Násobeńı eiφ tak např́ıklad odpov́ıdá rotaci komplexńıho č́ısla v Gaussově rovině o úhel φ.

Často je užitečné psát goniometrické funkce pomoćı komplexńıch exponenciál. Z Eulerova vzorce
źıskáme vztahy

cosφ = Re[eiφ] =
eiφ + e−iφ

2
, sinφ = Im[eiφ] =

eiφ − e−iφ

2i
. (12)

Pomoćı těchto vztah̊u můžeme definovat cos z a sin z pro libovolné z ∈ C.

Cvičeńı 2.1. Nalezněte reálnou a imaginárńı část č́ısla

w =
a+ ib

c+ id
. (13)

Řešeńı: Děleńı komplexńım č́ıslem se provád́ı rozš́ı̌reńım zlomku a následnou úpravou:

w =
a+ ib

c+ id

c− id

c− id
=

(ac+ bd) + i(bc− ad)

c2 + d2
. (14)

Odtud již snadno vid́ıme, že

Rew =
ac+ bd

c2 + d2
, Imw =

bc− ad

c2 + d2
. (15)

Cvičeńı 2.2. Ukažte, že plat́ı ez = ez̄, speciálně pak eib = e−ib.

Řešeńı: Pro komplexńı č́ıslo z = a+ ib máme ez = ea+ib = ea(cos b+ i sin b) a tedy

ez = ea(cos b− i sin b) = eae−ib = ea−ib = ez̄. (16)

Volbou a = 0 źıskáváme zadaný speciálńı př́ıpad.

Cvičeńı 2.3. Vypoč́ıtejte Re[(C − iD)eiΩt], kde C,D,Ωt ∈ R.
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Řešeńı: S použit́ım Eulerova vzorce

(C − iD)eiΩt = (C − iD)(cosΩt+ i sinΩt)

= (C cosΩt+D sinΩt) + i(C sinΩt−D cosΩt).
(17)

Odtud tedy Re[(C − iD)eiΩt] = C cosΩt+D sinΩt.

*Cvičeńı 2.4. Dokažte platnost vztah̊u Re(iz) = − Im z a Im(iz) = Re z pro každé z ∈ C.
Pomoćı nich dokažte platnost identity cosx = sin

(
x+ π

2

)
pro všechny x ∈ R.

Řešeńı: Uvažujeme-li z = a+ib, pak Re z = a a Im z = b. Pro iz = −b+ia tedy plat́ı Re(iz) = −b
a Im(iz) = a. Zjevně tedy plat́ı

Re z = a = Im(iz), Im z = b = −Re(iz). (18)

Goniometrickou identitu pak dostaneme jako

cosx = Re(eix) = Im(ieix) = Im(ei
π
2 eix) = Im(ei(x+

π
2 )) = sin

(
x+

π

2

)
, (19)

kde jsme si zapsali i = ei
π
2 .

Cvičeńı 2.5. Odvod’te vzorce pro siny a kosiny součtu a rozd́ılu úhl̊u pomoćı triviálńı identity

eiαeiβ = ei(α+β). (20)

Řešeńı: Levou stranu přeṕı̌seme pomoćı Eulerova vzorce a roznásob́ıme:

eiαeiβ = (cosα+ i sinα)(cosβ + i sinβ)

= (cosα cosβ − sinα sinβ) + i(sinα cosβ + cosα sinβ).
(21)

Porovnáńım reálné a imaginárńı části s pravou stranou cos(α+β)+ i sin(α+β) dostáváme kýžené
vzorce. Vzorec pro rozd́ıl źıskáme snadno dosazeńım −β mı́sto β.

*Cvičeńı 2.6. Odvod’te vzorce pro součiny sin̊u a kosin̊u úpravou výrazu

eiα + eiβ = ei
α
2 ei

β
2 (ei

α−β
2 + ei

β−α
2 ). (22)

Řešeńı: Tentokrát začneme úpravou pravé strany. Snadno si všimneme, že ji můžeme psát jako

2ei
α+β

2 cos
α− β

2
= 2 cos

α+ β

2
cos

α− β

2
+ i2 sin

α+ β

2
cos

α− β

2
. (23)

Porovnáńım s levou stranou (cosα+ cosβ) + i(sinα+ sinβ) dostáváme výsledek.

*Cvičeńı 2.7. Dokažte platnost vztah̊u

sin(ix) = i sinhx, cos(ix) = coshx, sinh(ix) = i sinx, cosh(ix) = cosx. (24)
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Řešeńı: Všechny vztahy se dokazuj́ı stejně, dokážeme si jen dva z nich. Máme (z definice kom-
plexńıch sin̊u a kosin̊u)

sin(ix) =
ei(ix) − e−i(ix)

2i
=
e−x − ex

2i

i

i
= i

ex − e−x

2
= i sinhx. (25)

cosh(ix) =
eix + e−ix

2
= cosx. (26)

Zde jsme využili definice komplexńıho hyperbolického kosinu cosh(z) = ez+e−z

2 . Všimněte si, že
plat́ı obecně cosh(iz) = cos z a sinh(iz) = i sin z.

Cvičeńı 2.8. Uvažujte výraz c1e
iωt + c2e

−iωt, kde c1, c2 ∈ C a ωt ∈ R. Jaké jsou podmı́nky na
konstanty c1 a c2, aby byl výraz reálný pro všechna t ∈ R?

Řešeńı: Muśı platit Im(c1e
iωt+ c2e

−iωt) = 0. To nastane, je-li výraz rovný svému komplexńımu
sdružeńı. Dostáváme tedy

c1e
iωt + c2e

−iωt = c̄1e
−iωt + c̄2e

iωt. (27)

To uprav́ıme na rovnici
(c1 − c̄2)e

iωt = (c2 − c̄1)e
−iωt. (28)

Volbou t = 0 dostaneme c1 − c̄2 = c2 − c̄1 a volbou t = π
2ω rovnici c1 − c̄2 = −(c2 − c̄1). To nám

ihned implikuje, že obě strany rovnice muśı být nula a tedy nutně c2 = c̄1. Snadno vid́ıme, že je
to i podmı́nka postačuj́ıćı, protože potom

c1e
iωt + c̄1e

−iωt = 2Re(c1e
iωt) ∈ R. (29)

Cvičeńı 2.9. Řešeńı rovnice harmonického oscilátoru lze psát v ekvivalentńıch tvarech jako

x(t) = A cos(ωt+ φ) = A sin(ωt+ ϕ) = a cosωt+ b sinωt = ceiωt + c̄e−iωt. (30)

Najděte vztah mezi konstantami A, ω, φ, ϕ, a, b a c.

Řešeńı: Vztah mezi φ a ϕ źıskáme snadno z již dokázané identity cosx = sin(x + π
2 ). Odtud

ϕ = φ+ π
2 . S použit́ım součtových vzorc̊u dostáváme

A cos(ωt+ φ) = A(cosωt cosφ− sinωt sinφ) = A cosφ cosωt−A sinφ sinωt. (31)

Máme tedy a = A cosφ a b = −A sinφ. Všimněte si, že pro každé a, b ∈ R můžeme naj́ıt A a φ
splňuj́ıćı tento vztah. Na závěr s použit́ım zápisu sin̊u a kosin̊u pomoćı komplexńıch exponenciál:

a cosωt+ b sinωt = a
eiωt + e−iωt

2
+ b

eiωt − e−iωt

2i

=
1

2
(a− ib)eiωt +

1

2
(a+ ib)e−iωt.

(32)

Vid́ıme, že c = 1
2 (a − ib). Ke každému komplexńımu č́ıslu c ∈ C najdu a, b ∈ R splňuj́ıćı tento

vztah. A máme hotovo.

*Cvičeńı 2.10.
”
Dokažte“ Euler̊uv vzorec pomoćı diferenciálńı identity

d

dx
eλx = λeλx. (33)
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Řešeńı: Uvažujme komplexńı funkci reálné proměnné f(x) = cosx + i sinx. Jej́ı derivaćı po
složkách f ′(x) = − sinx + i cosx = if(x). Plat́ı f(0) = 1. Ale stejnou obyčejnou diferenciálńı
rovnici prvńıho řádu se stejnými počátečńımi podmı́nkami řeš́ı i funkce eix. Z jednoznačnosti

eix = f(x) = cosx+ i sinx (34)

pro všechna x ∈ R a máme dokázáno.

*Cvičeńı 2.11. Zapǐste funkce cos2 x, cos3 x a obecně cosn x, n ∈ N, pouze s využit́ım funkćı
cos kx, k ∈ N0.

Řešeńı: S využit́ım Eulerova vzorce dostáváme

cos2 x =

(
eix + e−ix

2

)2

=
1

4
(e2ix + 2eixe−ix + e−2ix) =

1

4
(2 + 2 cos 2x) =

1 + cos 2x

2
. (35)

Pro třet́ı mocninu je to velmi podobné, dostáváme

cos3 x =

(
eix + e−ix

2

)3

=
1

8
(e3ix + 3e2ixe−ix + 3eixe−2ix + e−3ix)

=
1

8
(2 cos 3x+ 6 cosx) =

3 cosx+ cos 3x

4
.

(36)

Pro obecné n ∈ N dostáváme s použit́ım binomické věty

cosn x =

(
eix + e−ix

2

)n
=

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
(eix)k(e−ix)n−k =

1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)x. (37)

Nyńı je výhodné rozlǐsit n na liché a sudé. Pro liché n má suma sudý počet sč́ıtanc̊u a můžeme si
ji rozdělit na dvě sumy:

1

2n

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)x +

n∑
k=⌊n

2 ⌋+1

(
n

k

)
ei(2k−n)x

 . (38)

V druhé sumě provedeme záměnu sč́ıtaćıho indexu na q = n−k a využijeme symetrii binomických
koeficient̊u

(
n
k

)
=
(
n

n−k
)
. Druhou ze sum tedy můžeme přepsat jako

⌊n
2 ⌋∑

q=0

(
n

q

)
e−i(2q−n)x. (39)

Vid́ıme, že se od prvńı sumy lǐśı jen znaménkem v exponentu. S použit́ım Eulerových vzorc̊u tedy
dostáváme formulku

cosn x =
1

2n−1

⌊n
2 ⌋∑

k=0

(
n

q

)
cos
(
(n− 2k)x

)
. (40)

Pro sudé n je situace podobná až na to, že se suma rozlož́ı na tři členy:

1

2n

n
2 −1∑
k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)x +

(
n

n/2

)
+

n∑
k=n

2 +1

(
n

k

)
ei(2k−n)x

 . (41)
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Záměnou sč́ıtaćıho indexu v třet́ım členu a Eulerovým vzorcem dostáváme tedy nakonec vzorec

cosn x =
1

2n−1

1

2

(
n

n/2

)
+

n
2 −1∑
k=0

(
n

k

)
cos
(
(n− 2k)x

) . (42)

Všimněte si, že posledńı člen je polovičńı oproti dosazeńı k = n/2 do sumy vpravo.

*Cvičeńı 2.12. Sečtěte řadu
N∑
m=0

cosmx. (43)

Řešeńı: S použit́ım linearity funkce Re můžeme psát

N∑
m=0

cosmx = Re

[
n∑

m=0

eimx

]
= Re

[
N∑
m=0

(eix)m

]
. (44)

Nyńı stač́ı použ́ıt známou formulku pro součet geometrické řady
∑N
m=0 a

m = aN+1−1
a−1 pro a = eix.

Tento výraz ještě můžeme upravit jako

aN+1 − 1

a− 1
= a

N
2
a

N+1
2 − a−

N+1
2

a1/2 − a−1/2
= ei

N
2 x
ei

N+1
2 x − e−i

N+1
2 x

ei
x
2 − e−i

x
2

= ei
N
2 x

sin
(
N+1
2 x

)
sin x

2

. (45)

Po dosazeńı do formulky výše tedy dostáváme

N∑
m=0

cosmx =
sin
(
N+1
2 x

)
sin x

2

Re
[
ei

N
2 x
]
=

sin
(
N+1
2 x

)
sin x

2

cos
N

2
x. (46)

Cvičeńı 2.13. Vypoč́ıtejte určité integrály∫ +∞

0

e−ax cos bx dx,

∫ +∞

0

e−ax sin bx dx. (47)

*Vypoč́ıtejte i př́ıslušné neurčité integrály (primitivńı funkce).

Řešeńı: Druhý integrál vynásob́ıme komplexńı jednotkou a přičteme k prvńımu. Z linearity in-
tegrálu potom dostaneme jeden integrál z komplexńı exponenciály:∫

e−ax cos bx dx+ i

∫
e−ax sin bx dx =

∫
e−ax(cos bx+ i sin bx)dx =

∫
e−(a−ib)xdx. (48)

Ten můžeme snadno spoč́ıtat pomoćı běžné formulky.∫
e−(a−ib)xdx = − 1

a− ib
e−(a−ib)x + C, (49)

kde C ∈ C je nějaká komplexńı konstanta. Pro určitý integrál dostáváme∫ +∞

0

e−(a−ib)xdx =

[
− 1

a− ib
e−(a−ib)x

]+∞

0

= − 1

a− ib
= − a+ ib

a2 + b2
. (50)
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Porovnávńım reálné a imaginárńı části dostaneme hledané integrály:∫ +∞

0

e−ax cos bx dx = − a

a2 + b2
,

∫ +∞

0

e−ax sin bx dx = − b

a2 + b2
. (51)

Pro neurčité integrály pokračujeme v úpravách∫
e−(a−ib)xdx = − 1

a− ib
e−(a−ib)x + C = − a+ ib

a2 + b2
e−ax(cos bx+ i sin bx) + C. (52)

Ṕı̌seme-li C = C1 + iC2, porovnáńım reálné a imaginárńı části dostaneme hledané integrály:∫
e−ax cos bx dx = − e−ax

a2 + b2
(a cos bx− b sin bx) + C1, (53)

∫
e−ax sin bx dx = − e−ax

a2 + b2
(a sin bx+ b cos bx) + C2. (54)

3 Malé kmity a metoda mód̊u

Cvičeńı 3.1. Sestavte potenciál pro podélné a př́ıčné kmity závaž́ı na pružinách jako na obrázku.
Délka nenatažených pružin je a0.

mk k

a a

Nalezněte tvary těchto potenciál̊u v aproximaci malých kmit̊u.

Řešeńı: Uvažujme nejprve podélné kmity záváž́ı. Zavedu si souřadnici x popisuj́ıćı výchylku
závaž́ı z rovnovážné polohy ve směru doprava:

xO

a+ x a− x

Potenciálńı energie pružinky má vždy tvar 1
2 tuhost(délka − klidová délka)2. Potenciál podélných

kmit̊u je součtem potenciálńıch energíı (jako funkćı výchylky x) obou pružinek: U(x) = U1(x) +
U2(x). Zde U1(x) =

1
2k(a+ x− a0)

2 a U2 = 1
2k(a− x− a0)

2 a tedy

U(x) =
1

2
k(a+ x− a0)

2 +
1

2
k(a− x− a0)

2. (55)

Připomeňme, co se mysĺı
”
aproximaćı malých kmit̊u“. Obecně pro systém s n stupni volnosti zave-

deme souřadnice (x1, . . . , xn) popisuj́ıćı výchylku z rovnovážné polohy. Ṕı̌seme-li x⃗ = (x1, . . . , xn) ∈
Rn, nalezeneme potenciálovou funkci U = U(x⃗). Potenciál v aproximaci malých kmit̊u je

Um.k.(x⃗) =
1

2

n∑
i,j=1

Uijxixj , Uij =
∂2U

∂xi∂xj

∣∣∣
x⃗=0

. (56)
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Zde máme n = 1 a x1 ≡ x. Matice U má velikost 1× 1 a jej́ı jediný prvek je dán druhou derivaćı
funkce U = U(x) v bodě x = 0. Máme

U ′(x) = k(a+ x− a0)− k(a− x− a0), U ′′(x) = 2k, U ′′(0) = 2k. (57)

Je vždy výhodné ověřit, že prvńı parciálńı derivace U v x⃗ = 0 jsou nulové a tedy, že bod x⃗ = 0 je
skutečně rovnovážnou polohou! Zde U ′(0) = k(a− a0)− k(a− a0) = 0. Matice U má tedy tvar

U =
(
U ′′(0)

)
=
(
2k
)
. (58)

Dosazeńım do vztahu pro potenciál malých kmit̊u dostáváme Um.k.(x⃗) = kx2.

Nyńı uvažujme př́ıčné kmity:

x

O

√
x2 + a2

a

x

Délky obou pružinek pro danou výchylku jsou identické, tzn. U1(x) = U2(x) =
1
2k(

√
x2 + a2−a0)2.

Máme tedy U(x) = k(
√
x2 + a2 − a0)

2 = k(x2 + a2 + a20 − 2a0
√
x2 + a2). Derivace jsou

U ′(x) = k

(
2x− 2a0

x√
x2 + a2

)
, U ′′(x) = 2k

[
1− a0

(
1√

x2 + a2
+ x

(
1√

x2 + a2

)′
)]

. (59)

Po dosazeńı U ′′(0) = 2k(1− a0
a ) a Um.k.(x) = k(1− a0

a )x
2. Všimněte si, že pro a = a0 je U ′′(0) = 0,

a tedy Um.k.(x) ≡ 0. Navzdory tomu má U = U(x) v x = 0 ostré lokálńı minimum! Aproximace
malých kmit̊u má své limity.

Cvičeńı 3.2. Sestavte pohybové rovnice pro podélné kmity soustavy na obrázku. Délka ne-
natažených pružin je a0.

mk k km

a a a

Nalezněte jejich řešeńı metodou mód̊u.

Řešeńı: Zavedeme souřadnice výchylek (x1, x2) jako na obrázku:

x1 x2O1 O2

a+ x1 a− x1 + x2 a− x2

9



Potenciál je tedy dán vztahem

U(x⃗) =
1

2
k(a+ x1 − a0)

2 +
1

2
k(a− x1 + x2 − a0)

2 +
1

2
k(a− x2 − a0)

2. (60)

Parciálńı derivace dávaj́ı:

∂U

∂x1
= k(a+ x1 − a0)− k(a− x1 + x2 − a0) = 2kx1 − kx2, (61)

∂U

∂x2
= k(a− x1 + x2 − a0)− k(a− x2 − a0) = −kx1 + 2kx2. (62)

Odtud již snadno sestav́ıme matici druhých derivaćı v bodě x⃗ = 0:

U =

(
2k −k
−k 2k

)
. (63)

Obě závaž́ı maj́ı hmotnost m a tedy snadno vid́ım, že matice kinetické energie T je tvaru

T =

(
m 0
0 m

)
. (64)

Pohybové rovnice (úlohy malých kmit̊u) pro vektor výchylek x⃗ = x⃗(t) jsou dané maticovou rovnićı

T¨⃗x+ Ux⃗ = 0. Dosazeńım dostáváme(
0
0

)
=

(
m 0
0 m

)(
ẍ1
ẍ2

)
+

(
2k −k
−k 2k

)(
x1
x2

)
=

(
mẍ1 + 2kx1 − kx2
mẍ2 − kx1 + 2kx2

)
. (65)

Metoda mód̊u funguje následovně. Tvrd́ı, že obecné řešeńı pohybových rovnic je superpozićı har-
monických pohyb̊u (mód̊u) ve tvaru x⃗(t) = Aa⃗ cos(ωt+φ), kde ω (vlastńı frekvence módu) je jedno
z řešeńı sekulárńı rovnice

det(U− ω2T) = 0. (66)

A vektor a⃗ odpov́ıdaj́ıćı vlastńı frekvenci ω dostaneme vyřešeńım soustavy lineárńıch rovnic (U−
ω2T)⃗a = 0. V našem př́ıpadě dostáváme sekulárńı rovnici ve tvaru

0 = det

(
2k −mω2 −k

−k 2k −mω2

)
= (2k −mω2)2 − k2 = m2ω4 − 4kmω2 + 3k2. (67)

To je kvadratická rovnice pro ω2, která má dvě řešeńı:

ω2 =
k(2± 1)

m
. (68)

Vlastńı frekvence mód̊u jsou tedy

ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
3k

m
. (69)

Vektory amplitud a⃗ = (a1, a2)
T dostaneme řešeńım lineárńıch rovnic (U − ω2T)⃗a = 0. Pro prvńı

mód: (
0
0

)
= (U− ω2

1T)⃗a =

(
2k −m k

m −k
−k 2k −m k

m

)(
a1
a2

)
=

(
k −k
−k k

)(
a1
a2

)
. (70)

Hledáme tedy vektor jádra a ekvivalentńımi úpravami dostaneme(
k −k
−k k

)
∼
(

1 −1
−1 1

)
∼
(
1 −1
0 0

)
. (71)
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Řešeńım této soustavy je libovolný nenulový vektor splňuj́ıćı a1 = a2, je výhodné si vybrat co
nejjednodušš́ı, třeba a⃗ = (1, 1)T . Prvńı mód tedy odpov́ıdá závaž́ıčk̊um kmitaj́ıćım souhlasně!

Pro druhý mód dostaneme podobně soustavu(
0
0

)
= (U− ω2

2T)⃗a =

(
2k −m 3k

m −k
−k 2k −m 3k

m

)(
a1
a2

)
=

(
−k −k
−k −k

)(
a1
a2

)
. (72)

Opět ekvivalentńımi úpravami(
−k −k
−k −k

)
∼
(
k k
k k

)
∼
(
1 1
1 1

)
∼
(
1 1
0 0

)
. (73)

Jej́ım řešeńım je libovolný vektor splňuj́ıćı a1 = −a2, voĺıme tedy a⃗ = (1,−1)T . Druhý mód je tedy
protiběžné kmitáńı dvou závaž́ıček. Na závěr nejobecněǰśı řešeńı úlohy je dané superpozićı mód̊u,
tedy součtem

x⃗(t) = A1

(
1
1

)
cos

(√
k

m
t+ φ1

)
+A2

(
1
−1

)
cos

(√
3k

m
t+ φ2

)
, (74)

kde konstanty A1, A2, φ1, φ2 ∈ R muśıme źıskat z počátečńıch podmı́nek.

Cvičeńı 3.3. Uvažujte stejný př́ıpad jako výše, jen pro př́ıčné kmity.

Řešeńı: Zavedeme si souřadnice x⃗ = (x1, x2) jako na obrázku:

x1
x2

a a a

√
a2 + x2

1

√
a2 + (x2 − x1)2√

a2 + x2
2

Potenciál najdeme ze známých délek pružinek:

U(x⃗) =
1

2
k

(√
a2 + x21 − a0

)2

+
1

2
k
(√

a2 + (x2 − x1)2 − a0

)2
+

1

2
k

(√
a2 + x22 − a0

)2

. (75)

Před výpočtem parciálńıch derivaćı je výhodné si trošku přeskupit členy:

U(x⃗) =
1

2
k
(
x21+(x2−x1)2+x22−2a0{

√
a2 + x21+

√
a2 + (x2 − x1)2+

√
a2 + x22}+konstanty

)
. (76)

Odtud již dostáváme relativně snadno

∂U

∂x1
= k

[
x1 − (x2 − x1)− a0

(
x1√
a2 + x21

+
−(x2 − x1)√
a2 + (x2 − x1)2

)]
, (77)

∂U

∂x2
= k

[
(x2 − x1) + 2x2 − a0

(
(x2 − x1)√

a2 + (x2 − x1)2
+

2x2√
a2 + x22

)]
. (78)
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Nyńı je potřeba derivovat chytře a rovnou dosazovat x⃗ = 0, což zajist́ı, že už znovu nemuśıme
derivovat odmocniny. Dostaneme

U11 =
∂2U

∂x21

∣∣∣
x⃗=0

= 2k
(
1− a0

a

)
, U12 = −k

(
1− a0

a

)
. (79)

Ze symetrie parciálńıch derivaćı U21 = U12 a ze symetrie úlohy U22 = U11 máme

U =

(
2k′ −k′
−k′ 2k′

)
, k′ = k

(
1− a0

a

)
. (80)

Matice U je tedy úplně stejná jako v předchoźım př́ıkladě, jen nahrad́ıme k za k′. Jelikož matice
kinetické energie T je úplně stejná, můžeme bez obav použ́ıt výsledek předchoźıho cvičeńı.

Cvičeńı 3.4. Nalezněte potenciál pružinového kyvadla (viz obrázek) v aproximaci malých kmit̊u.
Kyvadlo může vykonávat dvourozměrný pohyb ve svislé rovině.

m

k a ~g

Řešeńı: Nejprve si ukažme, že a, tedy délku pružiny v rovnovážné poloze, můžeme nalézt a
vyjádřit pomoćı konstant g, k a m. Necht’ je klidová délka pružiny a0 a zaved’me si souřadnice x, y
vzhledem k závesu kyvadla:

m

k
~g

y

x

Potenciálová energie má tvar U(x, y) = 1
2k
(√

x2 + y2 − a0

)2
−mgy. Hledáme minimum (x0, y0):

0 =
∂U

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= k

(√
x20 + y20 − a0

)
x0√
x20 + y20

, (81)

0 =
∂U

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= k

(√
x20 + y20 − a0

)
y0√
x20 + y20

−mg. (82)

(83)

Prvńı rovnost může nastat pro
√
x20 + y20 = a0, ale to vylučuje platnost druhé z rovnic. Muśı tedy

nastat x0 = 0 a druhá rovnice nám dává

k(y0 − a0)−mg = 0. (84)

To je pochopitelně podmı́nka rovnosti pružné a gravitačńı śıly, odkud a ≡ y0 = m
k g+a0. Nyńı zpět

k úloze malých kmit̊u. Zavedeme souřadnice (x1, x2) jako na obrázku:

12



m

~g

x2

x1

√
(a+ x2)2 + x2

1

Potenciál je dán součtem pružné a gravitačńı potenciálové energie:

U(x⃗) =
1

2
k

(√
(a+ x2)2 + x21 − a0

)2

−mg(a+ x2)

=
1

2

(
k(x22 + x21 − 2a0

√
(a+ x2)2 + x21

)
+ (ka−mg)x2 + konstanty.

(85)

Parciálńı derivace jsou tedy

∂U

∂x1
= k

(
x1 − a0

x1√
(a+ x2)2 + x21

)
, (86)

∂U

∂x2
= k

(
x2 − a0

a+ x2√
(a+ x2)2 + x21

)
+ ka−mg. (87)

Druhé derivace jsou trošku komplikovaněǰśı, protože se nevyhneme daľśımu derivováńı odmocniny
podle x2. Dostaneme

U11 =
∂2U

∂x21

∣∣∣
x⃗=0

= k
(
1− a0

a

)
, (88)

U12 =
∂2U

∂x1∂x2

∣∣∣
x⃗=0

= 0, (89)

U22 =
∂2U

∂x22

∣∣∣
x⃗=0

= k. (90)

Vid́ıme, že člen od gravitačńı śıly úplně zmizel. Matice potenciálńı energie je diagonálńı. Výsledný
potenciál malých kmit̊u má tvar

Um.k.(x⃗) =
1

2
k
(
1− a0

a

)
x21 +

1

2
kx22. (91)

Dı́ky diagonálnosti matice U vyjdou pohybové rovnice nezávislé:

mẍ1 + k
(
1− a0

a

)
x1 = 0, mẍ2 + kx2 = 0. (92)

Tento systém má tedy dva módy – jeden odpov́ıdá kmit̊um ve vodorovném směru x1 s frekvenćı√
k
m (1− a0

a ) a druhý kmit̊um ve svislém směru x2 s frekvenćı
√

k
m . Vodorovné kmitáńı odpov́ıdá

př́ıčným kmit̊um v̊uči pružině a svislé odpov́ıdá podélným kmit̊um. To vysvětluje př́ıtomnost (efek-
tivńı) tuhosti k′ = k(1− a0

a ) a k v úhlových frekvenćıch.

*Cvičeńı 3.5. Nalezněte potenciál pružinového kyvadla (viz obrázek) v aproximaci malých kmit̊u.
Kyvadlo může konat dvourozměrný pohyb ve svislé rovině.
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m

kx kx

ky

ky

a a

a

a

Řešeńı: Zavedeme si souřadnice (x, y) jako na obrázku:

xO

y

√
x2 + (a− y)2

√
x2 + (a+ y)2

√
(a+ x)2 + y2

√
(a− x)2 + y2

Potenciálovou energii dostaneme z trošky těch Pythagorových vět:

U(x⃗) =
1

2
kx

((√
(a+ x)2 + y2 − a0x

)2
+
(√

(a− x)2 + y2 − a0x

)2)
+

1

2
ky

((√
x2 + (a− y)2 − a0y

)2
+
(√

x+ (a+ y)2 − a0y

)2)
=

1

2
kx

(
2x2 + 2y2 − 2a0x

(√
(a+ x)2 + y2 +

√
(a− x)2 + y2

))
+

1

2
ky

(
2y2 + 2x2 − 2a0y

(√
(a+ y)2 + x2 +

√
(a− y)2 + x2

))
+ konstanty.

(93)

Derivaćı U podle x dostáváme

∂U

∂x
= kx

[
2x− a0x

(
a+ x√

(a+ x)2 + y2
+

a− x√
(a− x)2 + y2

)]

+ ky

[
2x− a0y

(
x√

(a+ y)2 + x2
+

x√
((a− y)2 + x2

)]
.

(94)

Nyńı je třeba postupovat chytře. Při daľśı parciálńı derivaci podle x si všimneme, že ošklivé členy
v prvńım řádku jsou složené funkce, které se lǐśı jen záměnou x za −x. Při derivaci a dosazeńı
x⃗ = 0 se tedy nutně odečtou. V druhém řádku zase nemuśıme derivovat odmocniny, protože stejně
dosazujeme x = 0. Výpočet tedy neńı tak strašný:

U11 =
∂2U

∂x2

∣∣∣
x⃗=0

= 2kx + 2ky

(
1− a0x

a

)
. (95)

Ze symetrie úlohy je jasné, že U22 dostaneme záměnou x a y:

U22 =
∂2U

∂y2

∣∣∣
x⃗=0

= 2ky + 2kx

(
1− a0y

a

)
. (96)
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Zbývá spoč́ıtat smı́̌sený člen. Parciálńı derivace ošklivých člen̊u v prvńım řádku daj́ı nulu, protože
výsledek bude úměrný y, a v druhém řádku se odečtou, protože jsou to opět složené funkce, lǐśıćı
se jen záměnou y a −y. Dostaneme tedy U12 = 0.

Výsledná matice U je tedy opět diagonálńı a pohybové rovnice jsou tedy nezávislé rovnice
harmonického oscilátoru ve vodorovném a svislém směru:

mẍ+
[
2kx + 2ky

(
1− a0x

a

)]
x = 0, mÿ +

[
2ky + 2kx

(
1− a0y

a

)]
y = 0. (97)

Z tvar̊u úhlových frekvenćı jednotlivých mód̊u také vid́ıme, že pro vodorovné kmity (rovnice pro
x) jsou vodorovné pružiny podélně kmitaj́ıćı a svislé př́ıčně kmitaj́ıćı, pro svislé kmity (rovnice pro
y) je tomu naopak.

Cvičeńı 3.6. Nalezněte řešeńı pohybových rovnic následuj́ıćı soustavy metodou mód̊u. Povolený
je pouze podélný pohyb. Předpokládejte, že a je klidová délka pružiny.

M
m mk k

a a

Je nalezené řešeńı úplné?
”
Kde se stala chyba“?

Řešeńı: Zavedeme souřadnice jako na obrázku:

x1 x2 x3O1 O2 O3

a− x1 + x2 a− x2 + x3

Nyńı máme x⃗ = (x1, x2, x3) a potenciál má tvar

U(x⃗) =
1

2
k(a− x1 + x2 − a)2 +

1

2
k(a− x2 + x3 − a)2

=
1

2
k(x21 + 2x22 + x23 − 2x1x2 − 2x2x3) + konstanty.

(98)

Potenciál v aproximaci malých kmit̊u dostaneme pomoćı druhých parciálńıch derivaćı a lze si
snadno rozmyslet, že dostaneme přesně kvadratickou formu výše, tedy

Um.k.(x⃗) =
1

2

3∑
i,j=1

Uijxixj =
1

2
k(x21 + 2x22 + x23 − 2x1x2 − 2x2x3). (99)

Můžeme také maticově psát Um.k.(x⃗) =
1
2 x⃗

TUx⃗. Odtud snadno vykoukáme, že matice U má tvar:

U =

 k −k 0
−k 2k −k
0 −k k

 . (100)

15



Hmotnost jednotlivých závaž́ı jsou m, M a m a tedy matice T jest

T =

m 0 0
0 M 0
0 0 m

 . (101)

Nyńı je třeba vyřešit sekulárńı rovnici det(U− ω2T) = 0, která dává

0 = det

k −mω2 −k 0
−k 2k −Mω2 −k
0 −k k −mω2

 = (k −mω2)2(2k −Mω2)− 2k2(k −mω2)

= (k −mω2)
[
(k −mω2)(2k −Mω2)− 2k2

]
= ω2(k −mω2)(mMω2 − k(M + 2m)).

(102)

Tato rovnice má tři řešeńı pro ω2, která jsou snadno k nalezeńı, označme je:

ω0 = 0, ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
k(M + 2m)

mM
. (103)

Nyńı muśıme vyřešit rovnice (U− ω2T)⃗a = 0, abychom dostali vektory poměr̊u amplitud.

(i) ω = 0. Hledáme vektor a⃗ = (a1, a2, a3) řeš́ıćı soustavu rovnic0
0
0

 =

 k −k 0
−k 2k −k
0 −k k

a1a2
a3

 =

 k(a1 − a2)
k(2a1 − a1 − a3)

k(a3 − a2)

 , (104)

ekvivalentńımi úpravami k −k 0
−k 2k −k
0 −k k

 ∼

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

 ∼

1 −1 0
0 1 −1
0 0 0

 . (105)

Dostaneme podmı́nku a1 = a2 = a3 a vhodným kandidátem je tedy a⃗ = (1, 1, 1)T . V tomto
módu závaž́ıčka v̊ubec nekmitaj́ı.

(ii) ω =
√
k/m. Řeš́ıme soustavu0
0
0

 =

 0 −k 0
−k k(2− M

m ) −k
0 −k 0

a1a2
a3

 =

 −ka2
−ka1 + k(2− M

m )a2 − ka3
−ka2

 , (106)

opět ekvivalentńımi úpravami 0 −k 0
−k k(2− M

m ) −k
0 −k 0

 ∼

 0 1 0
−1 2− M

m −1
0 1 0

 ∼

0 1 0
1 0 1
0 0 0

 . (107)

Řešeńım je a2 = 0 a a1 = −a3. Voĺıme např. a⃗ = (1, 0,−1). Prostředńı závaž́ı nekmitá a

krajńı kmitaj́ı protiběžně s úhlovou frekvenćı
√

k
m .

16



(iii) ω =
√

k(M+2m)
mM . Řeš́ıme soustavu0

0
0

 =

− 2m
M k −k 0
−k −M

m k −k
0 −k − 2m

M k

a1a2
a3

 =

 −k( 2mM a1 + a2)
−k(a1 + M

m a2 + a3)
−k( 2mM a3 + a2),

 , (108)

opět ekvivalentńımi úpravami− 2m
M k −k 0
−k −M

m k −k
0 −k − 2m

M k

 ∼

 2m
M 1 0
1 M

m 1
0 1 2m

M

 ∼

1 M
2m 0

0 M
2m 1

0 0 0

 . (109)

Muśı tedy platit a1 = − M
2ma2 a a3 = − M

2ma2. Můžeme volit a2 = 1 a tedy a⃗ = (− M
2m , 1,−

M
2m )T .

Prostředńı závaž́ıčko kmitá a krajńı závaž́ıčka kmitaj́ı souběžně opačným směrem.

Je řešeńı úplné? Kořen ω = 0 je ve skutečnosti dvojný a tedy připoušt́ı ještě jedno daľśı lineárně
nezávislé řešeńı (viz obecná teorie diferenciálńıch rovnic) ve tvaru x⃗(t) := Aa⃗t cos(ωt + φ). Zde
máme ω = 0 a dostáváme tedy x⃗(t) = A cos(φ)⃗at, kde jsme již zjistili a⃗ = (1, 1, 1)T . To ale
odpov́ıdá současnému rovnoměrnému př́ımočarému pohybu všech tř́ı závaž́ıček!

Chyba se tedy stala v tom, že matice U neńı pozitivně definitńı – v bodě (0, 0, 0) neńı stabilńı
rovnovážná poloha. Metodu malých kmit̊u tak striktně vzato nelze použ́ıt.

Cvičeńı 3.7. Uvažujte obecné řešeńı pohybu systému ve tvaru

x⃗(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
= A1

(
1
1

)
cos(ω1t+ φ1) +A2

(
1
−1

)
cos(ω2t+ φ2). (110)

Nalezněte konkrétńı řešeńı pro počátečńı podmı́nky

x1(0) = A ̸= 0, x2(0) = 0, ẋ1(0) = 0, ẋ2(0) = 0. (111)

Řešeńı: Zderivováńım x⃗ dostaneme

˙⃗x(t) =

(
ẋ1(t)
ẋ2(t)

)
= A1ω1

(
−1
−1

)
sin(ω1t+ φ1) +A2ω2

(
−1
1

)
sin(ω2t+ φ2). (112)

Dosazeńım počátečńıch podmı́nek potom dostaneme rovnice(
A
0

)
=

(
A1 cosφ1 +A2 cosφ2

A1 cosφ1 −A2 cosφ2

)
,

(
0
0

)
=

(
−A1ω1 sinφ1 −A2ω2 sinφ2

−A1ω1 sinφ1 +A2ω2 sinφ2

)
. (113)

To je soustava čtyř rovnic pro čtyři neznámé. Sečteńım a odečteńım rovnic dostaneme

A1 sinφ1 = A2 sinφ2 = 0, A1 cosφ1 = A2 cosφ2 =
A

2
. (114)

Jelikož A ̸= 0, druhá sada rovnic nám okamžitě zajist́ı, že A1, A2 ̸= 0 a tedy muśı být z prvńı
sady rovnic φ1, φ2 ∈ {0, π}. Z druhé sady rovnic zjevně pro φi = 0 máme Ai =

A
2 , pro φi = π pak

Ai = −A
2 . Jelikož cos(x) = − cos(x+π), tyto řešeńı jsou ekvivalentńı a můžeme zvolit φ1 = φ2 = 0

a A1 = A2 = A/2. Hledané unikátńı řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky je tedy

x⃗(t) = A/2

(
1
1

)
cos(ω1t) +A/2

(
1
−1

)
cos(ω2t). (115)
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*Cvičeńı 3.8. Nalezněte pr̊uběh proud̊u v obvodu na obrázku:

Řešeńı: Označme si proudy a jejich kladné směry v jednotlivých větv́ıch, směry ob́ıháńı v levé
a pravé smyčce a napět́ı na jednotlivých elementech jako na obrázćıch:

I1 I2

I3

UC1

UL1 UL2

UC2 UC3

Napět́ı na kondenzátoru a ćıvce je dané vztahy

UC =
Q

C
, UL = Lİ. (116)

Derivaćı vztahu pro napět́ı na kondenzátoru podle času dostaneme U̇C = I
C . Dı́váme-li se na

kondenzátory a ćıvky jako na zdroje napět́ı v obvodu, pak znaménková konvence je následuj́ıćı:
pokud směr ob́ıháńı dané smyčky souhlaśı se směrem proudu v př́ıslušné větvi, pak do vzorc̊u pro
napět́ı přidáme minus (pokud nesouhlaśı, necháváme plus). Tzn. pro levou, resp. pravou, smyčku
dostaneme z druhého Kirchhoffova zákona:

−UC1 − UC2 − UL1 = 0, UC2 − UC3 − UL2 = 0. (117)

Po zderivováńı těchto rovnic podle času a dosazeńı za jednotlivá napět́ı (a vynásobeńı minus
jedničkou):

1

C
I1 −

1

C
I3 − LÏ1 = 0, − 1

C
I3 +

1

C
I2 + LÏ2 = 0. (118)

Po dosazeńı za I3 z prvńıho Kirchhoffova zákona pro proudy, I1 = I2 + I3, dostaneme výslednou
sadu diferenciálńıch rovnic pro proudy tekoućı jednotlivými ćıvkami:

0 = LÏ1 +
2

C
I1 −

1

C
I2, (119)

0 = LÏ2 −
1

C
I1 +

2

C
I2. (120)

Tuhle soustavu si můžeme přepsat maticově jako T ¨⃗
I + UI⃗ = 0, kde I⃗ = (I1, I2) a

T =

(
L 0
0 L

)
, U =

1

C

(
2 −1
−1 2

)
. (121)

Ale to je soustava rovnic stejná jako v Cvičeńı 3.2, jen zde m = L a k = 1
C . Již tedy v́ıme, že

obecné řešeńı má tvar

I⃗(t) = A1

(
1
1

)
cos

(√
1

LC
t+ φ1

)
+A2

(
1
−1

)
cos

(√
3

LC
t+ φ2

)
. (122)
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Indukčnost ćıvek zde tedy hraje roli setrvačné hmotnosti – odporu ćıvek v̊uči změnám proudu;
převrácená hodnota kapacity hraje roli tuhosti pružin – č́ım menš́ı je hodnota kapacity kon-
denzátoru, t́ım rychleji se na něm měńı napět́ı při daném proudu a tedy rychleji p̊usob́ı v obvodu
změny proudu.

4 Kmity struny a Fourierovy řady

Cvičeńı 4.1. Zkrát́ıme-li strunu o ∆l = 10 cm, zvýš́ı se jej́ı kmitočet na α = 1,5 násobek.
Vypoč́ıtejte délku struny L. Předpokládejte, že napět́ı struny z̊ustane stejné.

Řešeńı: Struna s pevnými konci délky L v bodech z = 0 a z = L má řešeńı v podobě superpozice
mód̊u:

ψ(z, t) =

∞∑
m=1

Am sin(kmz) sin(ωmt+ φm). (123)

Vztah mezi k a ω je dán disperzńım vztahem ω =
√

T0

ρ0
k a m-té vlnové č́ıslo splňuje km = πm

L .

ρ0 je délková hustota struny a T0 jej́ı napět́ı. Kmitočet f souviśı s úhlovou frekvenćı jako ω = 2πf .

Označme f ′ nový kmitočet a L′ novou délku struny. Máme tedy f ′ = αf a L′ = L−∆l. Podle
disperzńıho vztahu (nezměńıme-li napět́ı ani materiál struny) muśı z̊ustat konstantńı poměr ω a k

(v libovolném ale stejném módu): ωk = ω′

k′ . Po dosazeńı dostaneme rovnici

fL = f ′L′ = αf · (L−∆l). (124)

Odtud snadno vyjádř́ıme L jako L = α
α−1∆l = 3∆l = 30 cm.

Cvičeńı 4.2. Klav́ırńı struna dlouhá L = 1m má pr̊uměr d = 0, 5mm a vydává základńı tón C
o frekvenci f = 256Hz. Objemová hustota této struny je ρ = 9g.cm−3. Jakou silou T0 je struna
napjata?

Řešeńı: Vlnové č́ıslo základńıho tónu je k1 = π
L . Délkovou hustotu dostaneme vynásobeńım

objemové hustoty pr̊uřezem struny, tj. ρ0 = 1
4πd

2ρ. Z disperzńıho vztahu ω =
√

T0

ρ0
k tedy

T0 =
ω2

k2
ρ0 = 4ρ0f

2L2 = πd2ρf2L2 = 3, 14 · (5 · 10−4)2 · 9000 · 2562 ≈ 459, 2N. (125)

To je tedy śıla, kterou p̊usob́ı závaž́ı o hmotnosti cca 46 kg! V piánu je cca 230 strun.

Cvičeńı 4.3. Nalezněte tvary mód̊u pro strunu délky L (nataženou na z ∈ [0, L]) pro volné konce.
Předpokládejte řešeńı ve tvaru módu (stojaté vlny) ψ(z, t) = X(z) cos(ωt + φ). Zapǐste obecné
řešeńı jako superpozici těchto mód̊u. Nechyb́ı v řešeńı něco?

Řešeńı: Funkce ψ muśı splňovat vlnovou rovnici :

∂2ψ

∂t2
=
T0
ρ0

∂2ψ

∂z2
. (126)

Podmı́nka volných konc̊u je definována jako

∂ψ

∂z
(0, t) =

∂ψ

∂z
(L, t) = 0. (127)
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Po dosazeńı ansatzu do vlnové rovnice okamžitě dostáváme(
X ′′(z) +

ρ0
T0
ω2X(z)

)
cos(ωt+ φ0) = 0. (128)

Označme si vlnové č́ıslo k > 0 jako k2 = ρ0
T0
ω2 (dostáváme tedy disperzńı vztah); požadujeme-li

splněńı předchoźı rovnice pro všechny časy, dostaneme obyčejnou diferenciálńı rovnici

X ′′(z) + k2X(z) = 0. (129)

To je rovnice harmonického oscilátoru (v proměnné z). Napǐsme jej́ı řešeńı např. ve tvaru

X(z) = a cos kz + b sin kz. (130)

Výslednou funkci ψ(z, t) = X(z) cos(ωt+φ) muśıme dosadit do okrajové podmı́nky. Snadno ∂ψ
∂z =

X ′(z) cos(ωt+φ). Počátečńı podmı́nky tedy dávaj́ı rovnice X ′(0) = 0 a X ′(L) = 0. Máme X ′(z) =
−ak sin kz + bk cos kz.

Podmı́nka X ′(0) = 0 dá bk = 0 a tedy b = 0. Podmı́nka X ′(L) = 0 pak dává a sin kL = 0 a pro
netriviálńı řešeńı tedy kL ∈ {mπ}m∈N (bereme pouze přirozenoč́ıselné násobky, jelikož konstanta
kL > 0). Vlnové č́ıslo tedy muśı splňovat k = km = mπ

L , m ∈ N. Výsledný tvar m-tého módu je
tedy Xm(z) = Am cos kmz.

Výsledná funkce ψ(z, t) má tvar daný superpozićı těchto mód̊u (nezapomı́nat, že ω je pro každou
hodnotu vlnového č́ısla jiná a daná disperzńım vztahem):

ψ(z, t) =

∞∑
m=1

Am cos
(mπ
L
z
)
cos

(√
T0
ρ0

mπ

L
t+ φm

)
. (131)

Na které řešeńı jsme zapomněli? Jelikož má struna oba konce volné, může kromě kmit̊u vykonávat
rovnoměrný př́ımočarý pohyb jako jeden celek: ψ(z, t) = x0 + v0t. Toto řešeńı neńı ve tvaru
předpokládaného tvaru řešeńı, nemohlo nám tedy vyj́ıt. Pokud bychom vzali obecněji metodu
separace proměnných, kde předpokládáme řešeńı tvaru ψ(z, t) = X(z)T (t) (tedy zobecńıme tvar
časové funkce), vyšlo by nám řešeńı včetně rovnoměrného pohybu. Úplné řešeńı (a nyńı již opravdu
úplně úplné) vlnové rovnice s danými okrajovými podmı́nkami je tedy

ψ(z, t) = x0 + v0t+

∞∑
m=1

Am cos
(mπ
L
z
)
cos

(√
T0
ρ0

mπ

L
t+ φm

)
. (132)

*Cvičeńı 4.4. Stejné zadáńı jako předchoźı př́ıklad s t́ım rozd́ılem, že nyńı uvažujete jeden konec
pevný a druhý volný.

Řešeńı: Postup je zcela analogický předchoźımu př́ıkladu. Lǐśı se pouze okrajové podmı́nky a
tedy i požadavky na tvar funkce X(z) = a cos kz+ b sin kz. BÚNO uvažujme levý konec (na z = 0)
pevný a pravý konec (na z = L) volný, tzn.

ψ(0, t) = 0,
∂ψ(L, t)

∂z
= 0, (133)

neboli pro funkci X(z): X(0) = 0 a ∂X(L)
∂z = 0. Podmı́nka X(0) = 0 dává a = 0 a potom z

∂X(L)
∂z = 0 máme b cos kL = 0. Požadujeme-li netriviálńı řešeńı, muśı být b ̸= 0 a cos kL = 0,
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tedy kL = π
2 + mπ, m ∈ N0 (kL > 0 a tedy m ≥ 0). Př́ıpustná vlnová č́ısla jsou tedy tvaru

km = (π2 +mπ) 1
L . Výsledné řešeńı je pak opět dané superpozićı jednotlivých mód̊u:

ψ(z, t) =

+∞∑
m=0

Am sin kmz cos(ωmt+ φm), (134)

kde km = (π2 +mπ) 1
L a ωm =

√
T0

ρ0
km.

Cvičeńı 4.5. Vypočtěte Fourierovy řady následuj́ıćıch funkćı f s periodou 2L:

a) Obdélńıkové kmity

L0 z

f(z)

−L

A

−A

b) *Pilovité kmity

L0 z

f(z)

−L

A

Řešeńı: Je-li f : R → R periodická funkce s periodou 2L, jej́ı Fourierova řada je funkce fF daná
vztahem

fF (z) =
a0
2

+

∞∑
m=1

am cos
(mπz

L

)
+ bm sin

(mπz
L

)
, (135)

kde koeficienty am a bm jsou dané vztahy

am =
1

L

∫ L

−L
f(z) cos

(mπz
L

)
dz, m ∈ N0, bm =

1

L

∫ L

−L
f(z) sin

(mπz
L

)
dz, m ∈ N. (136)

Je-li funkce f sudá, jsou bm = 0 a je-li lichá, jsou am = 0.

a) Obdélńıkový kmit: funkce f je zřejmě lichá, stač́ı tedy spoč́ıtat koeficienty bm. Máme

bm =
1

L

∫ L

−L
f(z) sin

(mπz
L

)
dz =

2

L

∫ L

0

A sin
(mπz

L

)
dz =

2A

L

[
− L

mπ
cos
(mπz

L

)]L
0

=
2A

mπ

[
− cos

(mπz
L

)]L
0
=

2A

mπ
(1− cosmπ).

(137)
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Na závěr můžeme rozlǐsit sudá a lichá m. Pro sudá m je 1 − cosmπ = 0 a tedy bm = 0. Stač́ı
tedy uvažovat lichá m, tedy m = 2k − 1, k ∈ N, pak 1− cosmπ = 2. Dostáváme

b2k−1 =
4A

(2k − 1)π
. (138)

Výsledná Fourierova řada funkce f má tedy tvar

fF (z) =

∞∑
k=1

4A

(2k − 1)π
sin

(
(2k − 1)πz

L

)
. (139)

b) Pilovitý kmit: funkce f je sudá. Stač́ı tedy spoč́ıtat koeficienty am. Pro m > 0 dostáváme

am =
1

L

∫ L

−L
f(z) cos

(mπz
L

)
dz =

2

L

∫ L

0

f(z) cos
(mπz

L

)
dz =

2

L

∫ L

0

A
(
1− z

L

)
cos
(mπz

L

)
dz

=
2

L

[
A
(
1− z

L

) L

mπ
sin
(mπz

L

)]L
0

+
2

L

∫ L

0

A

L

L

mπ
sin
(mπz

L

)
dz

=
2A

mπL

∫ L

0

sin
(mπz

L

)
dz =

2A

(mπ)2

[
− cos

(mπz
L

)]L
0
.

(140)

Jsme ve stejné situaci jako v předchoźım př́ıkladě – přispěj́ı jen lichá m = 2k − 1 a tedy

a2k−1 =
4A

(2k − 1)2π2
. (141)

Nesmı́me zapomenout na a0, které dostaneme integrálem

a0 =
2

L

∫ L

0

A
(
1− z

L

)
dz =

2

L

[
A

(
z − z2

2L

)]L
0

=
2A

L

(
L− L2

2L

)
= A. (142)

Fourierova řada pilovitého kmitu je tedy

fF (z) =
A

2
+

∞∑
k=1

4A

(2k − 1)2π2
cos

(
(2k − 1)πz

L

)
. (143)

Cvičeńı 4.6. Uvažujte strunu s pevnými konci. Nalezněte konkrétńı řešeńı jej́ıho pohybu, jestliže
ji necháte kmitat tak, že v čase t = 0 je v klidu a má tvar1 ψ(z, 0) = A, kde A je konstanta.

Řešeńı: Řešeńı stojaté vlny s pevnými konci má tvar

ψ(z, t) =

∞∑
m=1

Am sin(kmz) sin(ωmt+ φm). (144)

Necht’ f(z) = ψ(z, 0) je funkce f : [0, L] → R zadávaj́ıćı počátečńı tvar struny a g(z) = ∂ψ
∂t (z, 0)

počátečńı rychlost struny g : [0, L] → R. Dosazeńım řešeńı dostáváme rovnice:

f(z) =

∞∑
m=1

Am sinφm sin
(mπz

L

)
, (145)

g(z) =

∞∑
m=1

Amωm cosφm sin
(mπz

L

)
. (146)

1Striktně vzato nesplňuje ψ v čase t = 0 okrajové podmı́nky. Lze si představovat, že u obou konc̊u funkce
popisuj́ıćı strunu velmi prudce klesne do 0.
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Abychom vyřešili tyto podmı́nky, je třeba nalézt konstanty Am a φm. Vid́ıme, že pravé strany
připomı́naj́ı Fourierovu řadu liché periodické funkce. Stač́ı tedy naj́ıt jednoznačné liché rozš́ı̌reńı
funkce f , funkci f̄ : R → R splňuj́ıćı:

(i) f̄ je periodická s periodou 2L;

(ii) f̄ je lichá;

(iii) f̄ zúžená na interval [0, L] dává funkci f .

Najdeme-li koeficienty fm Fourierova rozvoje funkce f̄(z) =
∑+∞
m=1 fm sin

(
mπz
L

)
, porovnáńım koe-

ficient̊u dostaneme
fm = Am sinφm, m ∈ N. (147)

Podobně najdeme liché rozš́ı̌reńı ḡ funkce g a označ́ıme-li gm koeficienty jej́ıho Fourierova rozvoje,
źıskáme vztahy

gm = Amωm cosφm, m ∈ N. (148)

Pojd’me si tuto soustavu vyřešit v tomto př́ıpadě. Podle zadáńı máme f(z) = A pro všechna
z ∈ [0, L] a g(z) = 0 pro všechna z ∈ [0, L]. Vid́ıme, že jako liché rozš́ı̌reńı f̄ dostáváme obdélńıkový
kmit z předchoźıho př́ıkladu a g ≡ 0 (a tedy i gm = 0). Dostáváme tedy soustavu rovnic:

0 = A2k sinφ2k, k ∈ N, (149)

4A

(2k − 1)π
= A2k−1 sinφ2k−1, k ∈ N, (150)

0 = Amωm cosφm, m ∈ N. (151)

Můžeme tedy volit A2k = 0, k ∈ N a φ2k libovolné. Jelikož nutně A2k−1 ̸= 0, dostáváme z posledńı
sady rovnic cosφ2k−1 = 0. Odsud tedy φ2k−1 ∈ {π2 + nπ}n∈Z. Můžeme volit φ2k−1 = π

2 , protože
v každém př́ıpadě sinφ2k−1 ∈ {−1, 1} a znaménko bychom jen museli schovat do amplitudy. Ze
zbývaj́ıćı rovnice tedy

A2k−1 =
4A

(2k − 1)π
. (152)

Výsledné řešeńı vlnové rovnice s touto počátečńı podmı́nkou má tedy tvar

ψ(z, t) =

∞∑
k=1

4A

(2k − 1)π
sin

(
(2k − 1)πz

L

)
sin(ω2k−1t). (153)

Cvičeńı 4.7. Uvažujte strunu s pevnými konci. Nalezněte konkrétńı řešeńı jej́ıho pohybu, jestliže
je v čase t = 0 v rovnovážné poloze a zároveň do ńı udeř́ıte klad́ıvkem tak, že úseku struny délky
∆z se středem v bodě L/2 uděĺıte rychlost v0.

Řešeńı: S použit́ım značeńı z předchoźıho př́ıkladu máme f(z) ≡ 0 a g(z) (a jej́ı liché prodloužeńı
ḡ(z)) má tvar
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L0 z

v0

−v0

∆z
g(z)ḡ(z)

L
2

Muśıme tedy naj́ıt Fourierovu řadu lichého rozš́ı̌reńı ḡ funkce g. Koeficienty rozvoje gm maj́ı tvar

gm =
2

L

∫ L

0

g(z) sin
(mπz

L

)
. (154)

Do integrálu zjevně přispěje jen úsek [L−∆z
2 , L+∆z

2 ]. Dostaneme integrál

gm =
2v0
L

∫ L+∆z
2

L−∆z
2

sin
(mπz

L

)
dz =

2v0
L

[
− L

mπ
cos
(mπz

L

)]L+∆z
2

L−∆z
2

=
2v0
mπ

(
cos

(
mπ

2
− mπ∆z

2L

)
− cos

(
mπ

2
+
mπ∆z

2L

))
.

(155)

Nyńı je ještě výhodné použ́ıt součtový vzorec ve tvaru:

cos(α− β)− cos(α+ β) = 2 sinα sinβ, α =
mπ

2
, β =

mπ∆z

2L
. (156)

Odtud tedy dostáváme zjednodušený výraz pro gm:

gm =
4v0
mπ

sin
(mπ

2

)
sin

(
mπ∆z

2L

)
. (157)

Vid́ıme, že pro sudá m opět dostáváme g2k = 0. Pro lichá m = 2k − 1 muśıme vyřešit, co dává

sin (2k−1)π
2 . Pro lichá k ∈ {1, 3, 5, . . . } dostaneme sin π

2 = 1 a pro sudá k dostaneme sin 3π
2 = −1.

Můžeme tedy zkráceně psát sin (2k−1)π
2 = (−1)k−1. Odtud

g2k−1 =
4v0

(2k − 1)π
(−1)k−1 sin

(
(2k − 1)π∆z

2L

)
. (158)

Porovnáńım koeficient̊u tedy dostaneme soustavu rovnic

0 = Am sinφm, (159)

0 = A2kω2k cosφ2k, (160)

g2k−1 = A2k−1ω2k−1 cosφ2k−1. (161)

Můžeme tedy volit A2k = 0 a φ2k libovolné. Dále φ2k−1 = 0, což zajist́ı cosφ2k−1 = 1 a zbývaj́ıćı
sada rovnic potom urč́ı A2k−1 = g2k−1

ω2k−1
. Dostáváme tedy výslednou funkci

ψ(z, t) =

∞∑
k=1

4v0(−1)k−1

(2k − 1)πω2k−1
sin

(
(2k − 1)π∆z

2L

)
sin

(
(2k − 1)πz

L

)
sinω2k−1t. (162)
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*Cvičeńı 4.8. Počátečńı úloha pro strunu s volnými konci. Modifikujte postup pro hledáńı
konkrétńıho řešeńı ze zadaných počátečńıch podmı́nek pro strunu délky L s volnými konci. Obecné
řešeńı z metody separace proměnných vyjde např́ıklad tvaru

ψ(z, t) = x0 + v0t+

+∞∑
m=1

Am cos kmz sin(ωmt+ φm), kde km =
mπ

L
a ωm =

√
T0
ρ0
km.

Řešeńı: Dosad’me výše uvedené řešeńı do počátečńıch podmı́nek ψ(z, 0) = f(z) a ∂ψ(z,0)
∂t = g(z):

ψ(z, 0) = x0 +

+∞∑
m=1

(Am sinφm) cos kmz = f(z),

∂ψ(z, 0)

∂t
= v0 +

+∞∑
m=1

(Amωm cosφm) cos kmz = g(z). (163)

Toto jsou rovnice pro neznámé Am, φm, z0 a v0. Vid́ıme, že bychom potřebovali rozložit funkce
f a g do superpozice cosin̊u a konstantńıho členu. Ale přesně takhle vypadá Fourierova řada sudé
funkce! Stač́ı tedy uvažovat sudá prodloužeńı funkćı f , g, označme je znovu f̄ , ḡ, s vlastnostmi:

(i) f̄ , ḡ jsou periodické s periodou 2L;

(ii) f̄ , ḡ jsou sudé;

(iii) f̄ , ḡ zúžené na interval [0, L] dávaj́ı funkci f , g.

Jejich Fourierovy řady jsou tedy tvaru

f(z) =
f0
2

+

+∞∑
m=1

fm cos
mπz

L
, g(z) =

g0
2

+

+∞∑
m=1

gm cos
mπz

L
, (164)

kde

fm =
2

L

∫ L

0

f(z) cos
mπz

L
dz, gm =

2

L

∫ L

0

g(z) cos
mπz

L
dz, m ∈ N0. (165)

Po dosazeńı těchto rozvoj̊u do počátečńıch podmı́nek a porovnáńım řad člen po členu dostaneme
rovnice

x0 =
f0
2
, Am sinφm = fm (m ∈ N), v0 =

g0
2
, Amωm cosφm = gm (m ∈ N). (166)

Vyřešeńım rovnic pro Am a φm dostaneme

Am =

√
f2m +

g2m
ω2
m

, sinφm =
fm
Am

, cosφm =
gm

Amωm
. (167)

Úhel φm ∈ [0, 2π) je jednoznačně dán hodnotou svého sinu a cosinu. Výsledné konkrétńı řešeńı
pohybu je pak tvaru

ψ(z, t) =
f0
2

+
g0
2
t+

+∞∑
m=1

√
f2m +

g2m
ω2
m

cos kmz sin(ωmt+ φm). (168)
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5 Postupné a stojaté vlny

Cvičeńı 5.1. Dvě zněj́ıćı ladičky vydávaj́ı 20 ráz̊u za 10 sekund. Jedna ladička má kmitočet
f = 256Hz. Jaká je frekvence druhé ladičky.

Řešeńı: Naše ucho slyš́ı superpozici dvou harmonických vln. Pro jednoduchost předpokládejme,
že maj́ı stejnou amplitudu. Tedy x1(t) = A cos(ω1t+ φ1) a x2(t) = A cos(ω2t+ φ2). Potom

x(t) = x1(t) + x2(t) = A (cos(ω1t+ φ1) + cos(ω2t+ φ))

= 2A cos

(
(ω1 + ω2)t+ φ1 + φ2

2

)
cos

(
(ω1 − ω2)t+ φ1 − φ2

2

)
.

(169)

Výsledek je tedy součinem dvou funkćı – kmitáńı s pr̊uměrem frekvenci fp = f1+f2
2 a kmitáńı s

frekvenćı fm = f1−f2
2 . Toto

”
pomalé kmitáńı“ moduluje amplitudu

”
rychlých kmit̊u“ dvakrát za

svoji periodu, viz obrázek.

t

x
2A

Frekvence ráz̊u fr je tedy dvojnásobná oproti fm! fr = f1 − f2.

Jelikož nev́ıme, která ladička je naladěna na vyšš́ı frekvenci, dostáváme dvě možnosti:

f ′ = f ± fr. (170)

Máme fr = 2Hz a druhá z ladiček má tedy 254 nebo 258 Hertz̊u.

Cvičeńı 5.2. Jaká je amplituda, perioda, fázová rychlost a vlnová délka vlny, vyjádřené v soustavě
SI rovnićı

ψ(z, t) = 4 · 10−2 sin(2π(8t+ 5z)). (171)

Řešeńı: Amplituda je č́ıselný faktor před harmonickou funkćı, a tedy A = 4 · 10−2m = 4 cm.
Perioda je čas, za který proběhne daným mı́stem (z = const) celá vlna. Źıskám ji tedy př́ımo ze
vztahu 2π8T = 2π. Odtud T = 1/8 s. Pochopitelně mám také 2πf = ω = 2π8 s−1 a T = 1/f .

Pro určeńı fázové rychlosti si zafixujme hodnotu fáze φ(z, t) = 2π(8t + 5z) = φ0 = konst.
Vid́ım, že z si můžu vyjádřit jako funkci času: z(t) = 1

2π5 (φ0 − 2π8t). Mı́sto s konstantńı fáźı
se tedy pohybuje rovnoměrně př́ımočaře (v tomto př́ıpadě v protisměru osy z) fázovou rychlost́ı
v = ω

k = 2π8
2π5 m · s−1 = 8

5 m · s−1.

Vlnová délka je vzdálenost, kterou uraźı libovolné mı́sto s konstantńı fáźı za periodu, tedy
λ = v · T = ω

k · 2π
ω = 2π

k . Zde je vlnové č́ıslo k = 2π5m−1, odkud λ = 1
5 m = 20 cm.

Cvičeńı 5.3. Superpozice ve stejném směru postupných vln je postupná vlna. Ukažte, že součet

A1 cos(ωt− kz + φ1) +A2 cos(ωt− kz + φ2) (172)

se dá napsat jako A cos(ωt− kz + φ). Určete hodnoty A a φ.
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Řešeńı: S použit́ım linearity funkce Re můžeme součet přepsat jako

A1 cos(ωt− kz + φ1) +A2 cos(ωt− kz + φ2) = Re
[
(A1e

iφ1 +A2e
iφ2)ei(ωt−kz)

]
. (173)

Komplexńı č́ıslo A1e
iφ1 +A2e

iφ2 tedy stač́ı napsat v goniometrickém tvaru Aeiφ. Pak dostaneme

Re
[
Aei(ωt−kz+φ)

]
= A cos(ωt− kz + φ). (174)

Určeme konstanty A a φ. Máme

A2 = |A1e
iφ1 +A2e

iφ2 |2 = (A1e
iφ1 +A2e

iφ2)(A1e
−iφ1 +A2e

−iφ2)

= A2
1 +A2

2 +A1A2(e
i(φ1−φ2) + e−i(φ1−φ2))

= A2
1 +A2

2 + 2A1A2 cos(φ1 − φ2).

(175)

Argument φ je pak určen řešeńım rovnic

cosφ =
Re[Aeiφ]

|Aeiφ|
=

Re
[
A1e

iφ1 +A2e
iφ2
]

A
=
A1 cosφ1 +A2 cosφ2

A
, (176)

sinφ =
Im[Aeiφ]

|Aeiφ|
=

Im
[
A1e

iφ1 +A2e
iφ2
]

A
=
A1 sinφ1 +A2 sinφ2

A
. (177)

Cvičeńı 5.4. Superpozice proti sobě postupných vln je stojatá vlna. Ukažte, že součet

A cos(ωt− kz + φ1) +A cos(ωt+ kz + φ2) (178)

je tvaru X(z) cos(ωt+ φ). Určete tvar funkce X(z) a hodnotu konstanty φ.

Řešeńı: Př́ıklad je jednoduchou aplikaćı součtového vzorce

cosα+ cosβ = 2 cos

(
α− β

2

)
cos

(
α+ β

2

)
. (179)

Zde máme α = ωt+ kz + φ2, β = ωt− kz + φ1, a tedy dostaneme

2A cos

(
kz +

φ2 − φ1

2

)
cos

(
ωt+

φ2 + φ1

2

)
. (180)

Odtud tedy dostáváme φ = (φ1 + φ2)/2 a funkce X(z) má tvar

X(z) = 2A cos

(
kz +

φ2 − φ1

2

)
. (181)

Cvičeńı 5.5. Dva zdroje na ose z v mı́stě z = −d a z = d kmitaj́ı dle předpisu x1(t) = x2(t) =
A cos(ωt) a vyśılaj́ı vlny do obou směr̊u. Určete postupné vlny od jednotlivých zdroj̊u a diskutujte
charakter jejich superpozice.
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Řešeńı: Máme-li zdroj kmitáńı daný časovou závislost́ı x = x(t) a umı́stěný v z = z0, š́ı̌ŕı vlna
ve tvaru ψ(z, t) = x(t− t0(z)), kde t0(z) je čas, za který čelo vlny doraźı od zdroje na mı́sto
z. Je-li rychlost š́ı̌reńı daná, snadno dostaneme

t0(z) =
|z − z0|

v
, (182)

kde v je daná fázová rychlost. Budeme tedy poč́ıtat superpozici dvou vln:

ψ1(z, t) = x1

(
t− |z + d|

v

)
= A cos(ωt− k|z + d|),

ψ2(z, t) = x2

(
t− |z − d|

v

)
= A cos(ωt− k|z − d|).

(183)

kde jsme zavedli k = ω/v. Kv̊uli absolutńı hodnotě budeme zkoumat superpozici ve třech r̊uzných
úsećıch:

(i) z > d. Dostáváme skládáńı dvou postupných vln ve stejném směru, jen s odlǐsnou fáźı:

ψ(z, t) = (ψ1 + ψ2)(z, t) = A
(
cos(ωt− kz − kd) + cos(ωt− kz + kd)

)
= 2A cos(kd) cos(ωt− kz).

(184)

Výsledkem je tedy postupná vlna v kladném směru osy z, jej́ıž amplituda 2A cos kd záviśı na
vzdálenosti zdroj̊u d.

(ii) z < −d. Zde je situace úplně stejná, jen

ψ(z, t) = (ψ1 + ψ2)(z, t) = A
(
cos(ωt+ kz + kd) + cos(ωt+ kz − kd)

)
= 2A cos(kd) cos(ωt+ kz).

(185)

Toto jsme taky mohli uhádnou ze symetrie úlohy z ↔ −z. Výsledkem je tedy postupná vlna
v záporném směru osy z.

(iii) z ∈ [−d, d]. Tady dostaneme superpozici protiběžných postupných vln:

ψ(z, t) = (ψ1 + ψ2)(z, t) = A
(
cos(ωt− kz − kd) + cos(ωt+ kz − kd)

)
(186)

Podle předchoźıho př́ıkladu je superpozićı stojatá vlna (φ1 = φ2 = −kd):

ψ(z, t) = 2A cos(kz) cos(ωt− kd). (187)

Cvičeńı 5.6. Mějme homogenńı strunu nataženou od z = 0 do z = +∞. Struna má délkovou
hustotu ρ = 0, 1 g cm−1 a je napjata silou T = 400N . Počátek struny z = 0 vykonává harmonický
pohyb o frekvenci f = 100Hz s amplitudou A = 1 cm. Jaká je časová středńı hodnota toku energie?

Řešeńı: Počátek struny lze tedy považovat za zdroj, který kmitá s časovou závislost́ı x(t) =
A cos(ωt+ φ). Na struně tedy vznikne postupná vlna ψ(z, t) = x(t− z

v ). Zde tedy

ψ(z, t) = A cos
(
ω
(
t− z

v

)
+ φ

)
= A cos(ωt− kz + φ), (188)

kde k = ω
v . Tok energie S je dán vztahem

S = −T ∂ψ
∂t

∂ψ

∂z
= TωkA2 sin2(ωt− kz + φ). (189)
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Dosazeńım za vlnové č́ıslo z disperzńıho vztahu dostaneme S =
√
Tρ · ω2A2 sin2(ωt − kz + φ).

Veličině Z =
√
Tρ se ř́ıká impedance. Odtud

⟨S⟩ = Zω2A2⟨sin2(ωt− kz + φ)⟩. (190)

Už jsme spoč́ıtali, že ⟨sin2(ωt)⟩ = 1
2 . Časová středńı hodnota periodické funkce přes periodu nemůže

záviset (z definice) na fázovém posunu. Je-li g(t) = f(t+ φ), máme

⟨g⟩ = 1

T

∫ a+T

a

f(t+ φ)dt =
1

T

∫ a+φ+T

a+φ

f(t)dt = ⟨f⟩. (191)

Odtud tedy

⟨S⟩ = 1

2
Zω2A2 = 2π2f2A2Z = 2 · 9, 85 · 104 · 10−4 ·

√
400 · 10−2 ≈ 39, 5W. (192)

Cvičeńı 5.7. Ukažte, že vektor toku energie na struně, po které se š́ı̌ŕı dvě proti sobě postupuj́ıćı
vlny, je roven součtu tok̊u př́ıslušných jednotlivým vlnám. Návod: Uvažujte d’Alembertovo řešeńı
a ukažte, že interferenčńı člen v tomto př́ıpadě vymiźı.

Řešeńı: Máme spoč́ıtat tok energie pro vlnu tvaru ψ(z, t) = ψ1(z, t) + ψ2(z, t), kde ψ1(z, t) =

F (z − vt), ψ2(z, t) = G(z + vt) a v = ω
k =

√
T
ρ je fázová rychlost daná materiálem a napět́ım

struny. Výpočet dosazeńım do definice toku potom dává

S(z, t) = −T ∂ψ
∂t

∂ψ

∂z
= −T ∂(ψ1 + ψ2)

∂t

∂(ψ1 + ψ2)

∂z
=

= −T ∂ψ1

∂t

∂ψ1

∂z
− T

∂ψ2

∂t

∂ψ2

∂z
− T

(
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂z
+
∂ψ2

∂t

∂ψ1

∂z

)
= S1(z, t) + S2(z, t)− T

(
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂z
+
∂ψ2

∂t

∂ψ1

∂z

)
. (193)

Př́ımým dosazeńım ověř́ıme, že interferenčńı člen vymiźı:

∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂z
+
∂ψ2

∂t

∂ψ1

∂z
= −vF ′(z − vt)G′(z + vt) + vG′(z + vt)F ′(z − vt) = 0. (194)

Odtud S(z, t) = S1(z, t) + S2(z, t).

Cvičeńı 5.8. Dvě harmonické postupné vlny se š́ı̌ŕı stejným směrem na struně v superpozici. Maj́ı
stejnou vlnovou délku a úhlovou frekvenci. Jestliže intenzita (časová středńı hodnota toku energie)
každé z vln je I, jaký muśı být fázový posun těchto vln, aby výsledná intenzita byla 0, I, 2I, 4I.

Řešeńı: Výše jsme spočetli, že intenzita I = ⟨S⟩ pro harmonickou postupnou vlnu ψ(z, t) =
A cos(ωt− kz + φ) vyjde jako I = 1

2Zω
2A2.

Máme tedy dvě postupné vlny ψ1(z, t) = A1 cos(ωt−kz+φ1) a ψ2(z, t) = A2 cos(ωt−kz+φ2).
Předpokladem je I1 = I2 = I, odkud ihned vyplývá A1 = A2. Superpozićı je opět postupná vlna.
S použit́ım součtových vzorc̊u vyjde

ψ(z, t) = 2A cos
φ2 − φ1

2
cos

(
ωt− kz +

φ1 + φ2

2

)
. (195)
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Výsledná intenzita má být α · I, dostaneme tedy rovnici

α · 1
2
Zω2A2 =

1

2
Zω2

(
2A cos

φ1 − φ2

2

)2

. (196)

Spousta člen̊u se okamžitě pokrát́ı a my dostaneme vztah

α = 4 cos2
φ1 − φ2

2
. (197)

Označme ∆φ = φ1 − φ2. Nyńı zbývá nalézt jednotlivá řešeńı. Fázový posun ∆φ stač́ı hledat v
intervalu [0, 2π) (a tedy ∆φ

2 ∈ [0, π)). Dostáváme postupně:

(i) α = 0. Destruktivńı interference. Řeš́ıme tedy 0 = cos2(∆φ/2). Odtud ∆φ = π.

(ii) α = 1. Řeš́ıme tedy 1/4 = cos2(∆φ/2). Muśıme tedy splnit cos(∆φ/2) = ±1/2. To nastane
pro ∆φ/2 ∈ {π3 ,

2π
3 }, a tedy pro ∆φ ∈ { 2π

3 ,
4π
3 }.

(iii) α = 2. Řeš́ıme 1/2 = cos2(∆φ/2) a tedy rovnici cos(∆φ/2) = ±
√
2
2 . Do nastane pro ∆φ/2 ∈

{π4 ,
3π
4 }. Tedy ∆φ ∈ {π2 ,

3π
2 }.

(iv) α = 4. Konstruktivńı interference. Řeš́ıme 1 = cos2(∆φ/2), neboli cos(∆φ/2) = ±1, což dává
∆φ = 0.

6 Vlnové baĺıky, relace neurčitosti, grupová rychlost

Cvičeńı 6.1. Nalezněte tvar vlnového baĺıku f(t) pro spektrum tvaru B(ω) = 0 a

A(ω) =

{
A0 pro ω ∈ [ω0 − ∆ω

2 , ω0 +
∆ω
2 ],

0 jinak .
(198)

Ukažte, jak souviśı š́ı̌rka spektra ∆ω s délkou trváńı baĺıku ∆t zde definovanou jako vzdálenost
prvńıch nulových bod̊u amplitudové obálky vlnového baĺıku.

Řešeńı: Zdroj vlnového baĺıku je zadán pomoćı svých spektrálńıch funkćı A(ω) a B(ω) spojitou
Fourierovou transformaćı:

f(t) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωt+B(ω) sinωt dω. (199)

Funkce A(ω) a B(ω) lze źıskat zpět z funkce f vztahy

A(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) cosωt dt, B(ω) =

1

π

∫ ∞

−∞
f(t) sinωt dt. (200)

Zde tedy poč́ıtáme integrál

f(t) =

∫ ∞

0

A(ω) cosωt dω =

∫ ω0+
∆ω
2

ω0−∆ω
2

A0 cosωt dω

= A0
1

t
[sinωt]

ω0+
∆ω
2

ω0−∆ω
2

=
A0

t

[
sin

(
ω0 +

∆ω

2

)
t− sin

(
ω0 −

∆ω

2

)
t

]
=

2A0

t
cosω0t sin

∆ω · t
2

= A0∆ω
sin ∆ω·t

2
∆ω·t
2

cosω0t.

(201)
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Výsledný časový pr̊uběh signálu viz obrázek.

t

x(t)

t+t−

A∆ω

Výsledná postupná vlna v nedisperzńım prostřed́ı by pak byla ψ(z, t) = f(t − z
v ). Š́ı̌rku vlnového

baĺıku ∆t źıskám jako vzdálenost prvńıch nul amplitudové obálky A0∆ω
sin ∆ω·t

2
∆ω·t

2

, tedy ∆t = t+−t−,

kde t± jsou řešeńım rovnice sin ∆ω·t±
2 = 0, resp. ∆ω·t±

2 = ±π. Mám tedy t± = ± 2π
∆ω a odtud

∆ω ·∆t = 4π. (202)

Cvičeńı 6.2. Mějte obdélńıkový puls f(t) tvaru

f(t) =

{
A0 pro ω ∈ [−∆t

2 ,
∆t
2 ],

0 jinak .
(203)

Nelezněte jeho spektrum. Ukažte, jak souviśı délka trváńı pulsu ∆t s š́ı̌rkou jeho frekvenčńıho
spektra ∆ω, zde definovanou jako prvńı nula frekvenčńıho spektra.

Řešeńı: Podobně jako pro Fourierovy řady je snadné uvidět, že pro sudé funkce je B(ω) = 0 a
pro liché A(ω) = 0. Zadaná funkce f je sudá, stač́ı tedy spoč́ıtat A(ω):

A(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) cosωt dt =

2

π

∫ ∞

0

f(t) cosωt dt =
2

π

∫ ∆t
2

0

A0cosωt dt

=
2A0

πω
[sinωt]

∆t
2

0 =
A0

π

sin ∆t ω
2

∆t ω
2

.

(204)

Prvńı nula spektrálńı funkce tedy nastane v bodě ω0, kde sin
∆t ω0

2 = 0, tedy pro ∆t ω0

2 = π. Jelikož
zde ∆ω = ω0, dostáváme vztah

∆t ·∆ω = 2π. (205)

*Cvičeńı 6.3. Uvažujte tlumené kmitáńı f(t) ve tvaru

f(t) =

{
0 pro t < 0,
e−αt cos(ω0t) jinak .

(206)

Nalezněte jeho spektrum.

31



Řešeńı: Výsledek źıskáme př́ımým výpočtem, tedy

A(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) cosωt dt =

1

π

∫ ∞

0

e−αt cosω0t cosωt dt

=
1

2π

∫ ∞

0

e−αt
(
cos(ω + ω0)t+ cos(ω − ω0)t

)
dt

(207)

Nyńı využijeme výsledk̊u cvičeńı 2.13, kde jsme zjistili∫ ∞

0

e−ax cos bx dx =
a

a2 + b2
. (208)

Dosazeńım do tohoto vzorce tedy dostáváme

A(ω) =
1

2π

(
α

α2 + (ω + ω0)2
+

α

α2 + (ω − ω0)2

)
. (209)

Pro druhou spektrálńı funkci dostaneme podobným výpočtem

B(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
f(t) sinωt dt =

1

π

∫ ∞

0

e−αt sinωt cosω0t dt

=
1

2π

∫ ∞

0

e−αt
(
sin(ω + ω0)t− sin(ω − ω0)t

)
dt

=
1

2π

(
ω + ω0

α2 + (ω + ω0)2
+

ω − ω0

α2 + (ω − ω0)2

)
.

(210)

Cvičeńı 6.4. Wi-Fi svým vyśıláńım zab́ırá rozsah frekvenćı 20 MHz (š́ı̌rka kanálu). Odhadněte,
jakou bude mı́t přenosovou rychlost. Využijte relace neurčitosti.

Řešeńı: Wifi signál si představujeme jako pośıláńı vlnových baĺık̊u, které můžeme generovat
daným frekvenčńım rozsahem. Známe tedy š́ı̌rku spektra ∆ω = 2π∆f . Délka trváńı vlnového
baĺıku ∆t splňuje relace neurčitosti ∆ω ·∆t ≥ π. To nám dá dolńı odhad pro ∆t, tedy

∆t ≥ π

∆ω
. (211)

Přenos pomoćı Wi-Fi signálu si představujeme jako pośıláńı baĺık̊u v pravidelném časovém inter-
valu, kde posláńı = 1 a neposláńı = 0. Aby byly jasně rozlǐsené, nejkratš́ı interval, s kterým je
můžeme vyśılat, je ∆t. Viz obrázek:

∆t

1 0 1 1

Za jednu sekundu tedy můžu vyslat nejvýše N = 1
∆t bit̊u. Dostávám tedy horńı odhad přenosové

rychlosti N = 1
∆t ≤

∆ω
π = 2∆f = 40 · 106 b/s = 40Mbit/s.

*Cvičeńı 6.5. Odhadněte maximálńı frekvenci trylku ftr dvou tón̊u vzdálených o p̊ultón v
závislosti na frekvenci jednoho z tón̊u v trylku f . Využijte relace neurčitosti. Proč se na tubu
netrylkuje?
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Řešeńı: Trylkováńı, tzn. rychlé stř́ıdavé hrańı dvou bĺızkých tón̊u, o frekvenci ftr si můžeme
představovat jako stř́ıdavé pośıláńı dvou vlnových baĺık̊u. Předpokládejme, že oba tóny zněj́ı stejně
dlouho. Časová š́ı̌rka obou baĺık̊u tak bude ∆t = 1

2ftr
. Viz obrázek:

∆t

Spektrum každého z baĺık̊u bude mı́t maximum okolo př́ıslušné úhlové frekvence tón̊u ω1 a ω2.
Obě spektra budou mı́t minimálńı š́ı̌rku danou relacemi neurčitosti ∆ω ≥ π

∆t . Výsledná spektrálńı
funkce je jejich superpozićı:

ωω1 ω2

∆ω ∆ω

Podmı́nkou rozlǐsitelnosti obou tón̊u bude, že se spektrálńı
”
kopečky“ nepřekrývaj́ı, což nám dá

podmı́nku ω2 −ω1 ≥ ∆ω. Celkově tedy dostáváme odhad ω2 −ω1 ≥ 2πftr. V řeči frekvenćı potom
f2 − f1 ≥ ftr. Vyšš́ı frekvence je o p̊ultón výše. Uvažujeme-li dobře temperované laděńı, máme
tedy f2 = 12

√
2 · f1. Výsledný odhad tedy čińı

ftr ≤ (
12
√
2− 1)f1. (212)

Pro informaci, máme 12
√
2 ≈ 1, 06 a tedy přibližně ftr ≤ 0, 06 · f1. Základńı tón tuby je obvykle cca

32Hz. Maximálńı frekvence trylku na tubě je teda cca 1,9 Hz!

Cvičeńı 6.6. Lineárńı disperzńı vztah je tvaru ω = vk, kde v = konst. Takovému prostřed́ı se
ř́ıká nedisperzńı prostřed́ı. Určete fázovou a grupovou rychlost.

Řešeńı: Fázová rychlost vφ se z disperzńıho vztahu ω = ω(k) źıská předpisem vφ(k) = ω(k)
k .

Grupová rychlost vg potom derivaćı podle vlnového č́ısla vg(k) =
dω
dk (k). Zde tedy vφ = vg = v.

Cvičeńı 6.7. Určete fázovou a grupovou rychlost pro elektromagnetické vlny v plazmatu. Toto
prostřed́ı je popsané disperzńım vztahem ω2 = ω2

min+ c2k2. Je fázová nebo grupová rychlost větš́ı
než rychlost světla? Co to znamená?
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Řešeńı: Máme

vφ(k) =
ω

k
=

1

k

√
ω2
min + c2k2 =

√
c2 +

(ωmin
k

)2
= c ·

√
1 +

(ωmin
ck

)2
> c. (213)

Grupová rychlost potom

vg(k) =
dω

dk
=

c2k√
ω2
min + c2k2

= c · 1√
1 + (ωmin

ck )2
< c. (214)

Velikost fázové rychlosti může být bez problémů větš́ı než c – to by odpov́ıdalo rychlosti š́ı̌reńı
monochromatické vlny s konstantńı amplitudou – což nenese žádnou informaci. Naopak grupová
rychlost – rychlost š́ı̌reńı vlnových baĺık̊u – je menš́ı než rychlost světla.

Cvičeńı 6.8. Uvažujte světlo v látce o indexu lomu n, tento je definován jako n = c
vφ

. Index lomu

v látce je pro jednoduchý model elektron̊u popsán jako

n(ω) = 1 +
α

ω2
0 − ω2

,

kde α > 0 a uvažujeme pouze ω < ω0. Určete grupovou rychlost a ukažte, že je menš́ı než rychlost
světla.

Řešeńı: Z definice indexu lomu dostaneme fázovou rychlost ve tvaru

vφ(ω) =
c

n(ω)
. (215)

Zároveň v́ıme, že fázová rychlost je dána vztahem vφ = ω/k. Můžeme si tedy snadno vyjádřit
disperzńı vztah k = k(ω) ve tvaru

k(ω) =
ω

vφ
=
n(ω)

c
ω. (216)

Tuto inverzńı podobu (oproti vztahu ω = ω(k)) preferujeme, jelikož máme zadanou funkci indexu
lomu n(ω) jako funkci úhlové rychlosti ω. Potom muśım poč́ıtat převrácenou hodnotu grupové
rychlosti (abychom mohli derivovat inverzńı funkci):

1

vg(ω)
=

1
dω
dk

=
dk(ω)

dω
. (217)

Odtud dostáváme
1

vg
=
dk

dω
=

1

c

(
n(ω) + ω

dn(ω)

dω

)
. (218)

V našem konkrétńım př́ıpadě je dn
dω = 2αω

(ω2
0−ω2)2

a tedy

dk

dω
(ω) =

1

c

(
1 +

α(ω2
0 + ω2)

(ω2
0 − ω2)2

)
>

1

c
. (219)

Po dosazeńı tedy dostáváme finálńı výraz pro grupovou rychlost vg jako funkci ω:

vg(ω) =
c

1 +
α(ω2

0+ω
2)

(ω2
0−ω2)2

< c. (220)

Cvičeńı 6.9. Ukažte, že pro světlo v prostřed́ı s indexem lomu n(λ0), kde λ0 je vlnová délka světla
ve vakuu, plat́ı

1

vg
=

1

vφ
− λ0

c

dn

dλ0
. (221)
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Řešeńı: Vlnová délka světla ve vakuu je λ0 = 2π
k0
, kde k0 je vlnové č́ıslo ve vakuu dané disperzńım

vztahem ω = ck0. Můžeme si tedy vlnovou délku vyjádřit pomoćı úhlové frekvence ω jako λ0 = 2πc
ω .

Touto substitućı dostaneme funkci indexu lomu od proměnné ω: n(λ0(ω)) = n( 2πcω ).

Z předchoźıho př́ıkladu v́ıme

1

vg
=
dk

dω
=

1

c

(
n(ω) + ω

dn(ω)

dω

)
. (222)

Prvńı člen na pravé straně je 1
vφ

= n
c . V druhém členu si vyjádř́ıme ω jako funkci vlnové délky ve

vakuu ω = 2πc
λ0

a funkci indexu lomu muśıme nyńı derivovat jako složenou funkci:

dn

dω
=

dn

dλ0

dλ0
dω

=
dn

dλ0

d

dω

(
2πc

ω

)
= −2πc

ω2

dn

dλ0
. (223)

Po dosazeńı těchto výsledk̊u dostáváme hledaný vztah

1

vg
=

1

vφ
− λ0

c

dn

dλ0
. (224)

7 Odrazy

*Cvičeńı 7.1. Odvod’te telegrafńı rovnice pro napět’ové a proudové vlny u(z, t) a i(z, t) na homo-
genńım vedeńı ve tvaru

−∂u
∂z

= Ri+ L
∂i

∂t
, − ∂i

∂z
= Gu+ C

∂u

∂t
, (225)

kde L je indukčnost vedeńı na jednotku délky, [L] = H.m−1, C kapacita, [C] = F.m−1, R je
odpor, [R] = Ω.m−1, a G je svodová vodivost, [G] = Ω−1.m−1, na jednotku délky. Rovnice
odvod’te analýzou náhradńıho obvodu vedeńı délky ∆z:

L∆zR∆z

1
G∆z C ∆z

∆z

u(z, t) u(z + ∆z, t)

i(z, t) i(z + ∆z, t)

Řešeńı: Při zvoleném směru proudu dojde na odporu a ćıvce k úbytku napět́ı. Dostaneme tedy
následuj́ıćı rovnici:

u(z +∆z, t) = u(z, t)−R∆z · i(z, t)− L∆z · ∂i
∂t

(z, t). (226)

Vyděleńım ∆z a úpravou tedy dostaneme

u(z +∆z, t)− u(z, t)

∆z
= −R · i(z, t)− L · ∂i

∂t
(z, t). (227)
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Limita ∆z → 0 nám tedy dává kýženou rovnici. Rovněž dojde k úbytku proudu, kde část G∆z ·
u(z + ∆z, t) vytéká přes svodový odpor a C∆z · ∂u∂t (z + ∆z, t) nab́ıj́ı kondenzátor. Dostanu tedy
rovnici

i(z +∆z, t) = i(z, t)−G∆z · u(z +∆z, t)− C∆z · ∂u
∂t

(z +∆z, t). (228)

Vyděleńım ∆z dostávám

i(z +∆z, t)− i(z, t)

∆z
= −G · u(z +∆z, t)− C · ∂u

∂t
(z +∆z, t). (229)

Limita ∆z → 0 tedy dává druhou rovnici.

Cvičeńı 7.2. Uvažujte ideálńı homogenńı vedeńı, kde R = G = 0. Ukažte, že z telegrafńıch rovnic
plynou vlnové rovnice pro funkce u(z, t) a i(z, t). Nalezněte d’Alembertovo řešeńı splňuj́ıćı p̊uvodńı
telegrafńı rovnice.

Návod #1: uvažujte ansatz v podobě d’Alembertových řešeńı

u(z, t) = F (z − vt) +G(z + vt), i(z, t) = α1F (z − vt) + α2G(z + vt). (230)

Návod #2: dosad’te d’Alembertovo řešeńı pro u do telegrafńıch rovnic a vyřešte pro i.

Poznámka: Koeficient úměrnosti mezi napět’ovou a proudovou vlnou se nazývá impedance Z.

Řešeńı: Telegrafńı rovnice ideálńıho vedeńı maj́ı nyńı tvar

−∂u
∂z

= L
∂i

∂t
, − ∂i

∂z
= C

∂u

∂t
. (231)

Parciálně zderivujeme prvńı rovnici podle z a dosad́ıme z druhé rovnice:

∂2u

∂z2
= −L ∂

∂t

(
∂i

∂z

)
= LC

∂2u

∂t2
. (232)

To je ovšem vlnová rovnice pro u ve tvaru

∂2u

∂t2
= v2

∂2u

∂z2
, (233)

kde v = 1√
LC

. Analogickým zp̊usobem źıskáme vlnovou rovnici pro proud i: zderivujeme druhou

rovnici podle z a dosad́ıme z prvńı:

∂2i

∂z2
= −C ∂

∂t

(
∂u

∂z

)
= LC

∂2i

∂t2
→ ∂2i

∂t2
=

1

LC

∂2i

∂z2
. (234)

Návod #1: Tyto rovnice maj́ı obecné řešeńı v d’Alembertově tvaru, pro napět́ı u(z, t) = F (z−
vt)+G(z+vt) pro libovolné dvakrát diferencovatelné funkce F,G : R → R. Výsledné vlnové rovnice
vyšly nezávislé pro funkce u a i, ale p̊uvodńı telegrafńı rovnice u a i svazuj́ı! Nemůžeme tedy vźıt
jakékoliv d’Alembertovo řešeńı pro i! Řešeńı pro i nalezneme vyřešeńım telegrafńıch rovnic po
dosazeńı nalezeného tvaru u:

∂i

∂t
= − 1

L

(
F ′(z − vt) +G′(z + vt)

)
, (235)

∂i

∂z
=

√
C

L

(
F ′(z − vt)−G′(z + vt)

)
. (236)
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Druhou rovnici snadno vyřeš́ıme integraćı podle z, dostaneme

i(z, t) =

√
C

L

(
F (z − vt)−G(z + vt)

)
+ i0(t). (237)

Po dosazeńı do prvńı rovnice dostaneme d
dt i0(t) = 0, odkud vid́ıme, že až na konstatńı hodnotu

proudu i0 = konst., která neńı zaj́ımavá, a voĺıme proto i0 = 0, muśı mı́t i tvar

i(z, t) =

√
C

L

(
F (z − vt)−G(z + vt)

)
. (238)

Vid́ıme, že impedance je daná vztahem Z = U
I =

√
L
C . Všimněte si, doleva postupuj́ıćı proudová

vlna má opačné znaménko! Výsledné tvary napět’ových a proudových vln na telegrafńım vedeńı
tedy jsou

u(z, t) = F (z−vt)+G(z+vt), i(z, t) =
1

Z
F (z−vt)− 1

Z
G(z+vt), v =

1√
LC

, Z =

√
L

C
. (239)

Návod #2: Dosad́ıme-li předepsané ansatzy do telegrafńıch rovnic, dostaneme:

−F ′(z − vt)−G′(z + vt) = L
(
α1(−v)F ′(z − vt) + α2vG

′(z + vt)
)
,

−
(
α1F

′(z − vt) + α2G
′(z + vt)

)
= C

(
(−v)F ′(z − vt) + vG′(z + vt)

)
. (240)

Po úpravě

0 =
(
1− α1vL

)
F ′(z − vt) +

(
1 + α2vL

)
G′(z + vt),

0 =
(
α1 − vC

)
F ′(z − vt) +

(
α2 + vC

)
G′(z + vt). (241)

Pro obecné vlny jsou F ′(x) a G′(x) lineárně nezávislé funkce, aby se tedy jejich lineárńı kombinace
mohli rovnat nule, muśı se rovnat nule př́ıslušné koeficienty u nich stoj́ıćı, to vede na podmı́nky
pro konstanty α1 a α2:

1

vL
= α1 = vC, − 1

vL
= α2 = −vC. (242)

Po dosazeńı v = 1√
LC

dostaneme konzistentně α1 = 1
Z =

√
C
L = −α2. Tedy stejný výsledek jako v

prvńım návodu.

Cvičeńı 7.3. Homogenńı vedeńı o impedanci Z je zakončeno svodovým odporem velikosti Rs. Na-
lezněte koeficient odrazu R pro napět’ové vlny přicházej́ıćı po vedeńı. Diskutujte speciálńı př́ıpady
Rs = 0 (zkrat), Rs = +∞ (nezapojený odpor) a R = 0 (nic se neodráž́ı). Použijte harmonických
postupných vln.

Řešeńı: Telegrafńı vedeńı je tedy zakončeno následuj́ıćım zp̊usobem:

Z Rs

i(z, t)

u(z, t)
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Uvažujeme napět’ovou harmonickou dopadaj́ıćı ud a odraženou ur vlnu tvar̊u:

ud(z, t) = ei(ωt−kz), ur(z, t) = Rei(ωt+kz), (243)

kde R ∈ C je koeficient odrazu kóduj́ıćı změnu amplitudy odražené vlny (a př́ıpadný fázový posun,
pokud vyjde komplexńı; R = |R|eiφ). Př́ıslušné dopadaj́ıćı id a odražené ir proudové vlny dle
výsledk̊u předchoźıho cvičeńı jsou

id(z, t) =
ud(z, t)

Z
=

1

Z
ei(ωt−kz), ir(z, t) = −ur(z, t)

Z
= − 1

Z
Rei(ωt+kz). (244)

Funkce celkového napět́ı a proudu na vedeńı pak je u(z, t) = ud(z, t) + ur(z, t) a i(z, t) = id(z, t) +
ir(z, t). Uvažujme zakončeńı vedeńı v mı́stě z = 0. Okrajová podmı́nka tohoto zakončeńı je jed-
noduše dána Ohmovým zákonem – úbytek napět́ı na zakončovaćım rezistoru je dán součinem jeho
odporu Rs a proudu j́ım protékaj́ıćım: u(0, t) = Rs i(0, t), ∀t ∈ R. Po dosazeńı tvar̊u jednotlivých
vln:

eiωt +Reiωt = Rs

(
1

Z
eiωt − 1

Z
Reiωt

)
. (245)

Exponenciály můžeme vykrátit a máme 1 + R = Rs

Z (1 − R). Z této rovnice snadno vyjádř́ıme
výsledný koeficient odrazu

R =
Rs − Z

Rs + Z
. (246)

Pro zkrat (Rs = 0) ihned dostaneme R = −1 a pro nezapojený odpor (Rs = +∞) se hod́ı koeficient

odrazu zapsat ve tvaru R =
1− Z

Rs

1+ Z
Rs

a tedy pak R = 1. Podmı́nka pro R = 0 je Rs = Z – tedy je

třeba vedeńı zakončit svodovým odporem stejné velikosti jako je impedance daného vedeńı.

Cvičeńı 7.4. Homogenńı vedeńı o impedanci Z1 = 50Ω je napojeno na vedeńı o impedanci
Z2 = 100Ω. Nalezněte koeficienty pr̊uchodu a odrazu pro napět’ové a proudové vlny pocházej́ıćı z
prvńıho vedeńı na druhé. Pokud na rozhrańı dopadá pulz o amplitudě 15V , jaká bude amplituda
prošlé a odražené vlny?

Návod: Sestavte př́ıslušné podmı́nky napojeńı. Použijte harmonické postupné vlny.

Řešeńı: Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıkladě. Nyńı ovšem potřebujeme popisovat
napět́ı a proud na dvou r̊uzných vedeńıch, označme je u1,2 a i1,2.

Z1 Z2u1(z, t) u2(z, t)

i1(z, t) i2(z, t)

Potom na levém vedeńı máme dopadaj́ıćı a odraženou vlnu, tedy u1 = ud + ur a i1 = id + ir, na
pravém vedeńı máme prošlou vlnu, u2 = up a i2 = ip. Tvary jednotlivých napět’ových a proudových
vln jsou pak

ud(z, t) = ei(ωt−k1z), ur(z, t) = Rei(ωt+k1z), up(z, t) = P ei(ωt−k2z), (247)

id(z, t) =
1

Z1
ei(ωt−k1z), ir(z, t) = − 1

Z1
Rei(ωt+k1z), ip(z, t) =

1

Z2
P ei(ωt−k2z), (248)
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kde jsme zavedli koeficient odrazu R a koeficient pr̊uchodu P a dále vlnová č́ısla na jednotlivých
vedeńıch k1 a k2. Koeficienty P a R urč́ıme z podmı́nek napojeńı na rozhrańı, umı́stěme si ho
do z = 0. Na rozhrańı se zde neděje nic speciálńıho. Proud i napět́ı v z = 0 tedy muśı spojitě
navazovat:

u1(0, t) = u2(0, t), i1(0, t) = i2(0, t). (249)

Po dosazeńı tvar̊u jednotlivých vln obdrž́ıme rovnice

(1 +R)eiωt = Peiωt,
1

Z1
(1−R)eiωt =

1

Z2
Peiωt. (250)

Ze spojitosti napět́ı máme 1+R = P , z rovnice pro proudy 1−R = Z1

Z2
P . Vyřešeńım těchto rovnic

dostaneme

R =
Z2 − Z1

Z2 + Z1
, P =

2Z2

Z2 + Z1
. (251)

Pro zadané hodnoty máme tedy R = (100 − 50)/(100 + 50) = 1/3 a tedy P = 4/3. Amplitudy
prošlé a odražené vlny tedy budou 20V a 5V .

Cvičeńı 7.5. Homogenńı vedeńı o impedanci Z1 = 50Ω je napojeno na vedeńı o impedanci
Z2 = 100Ω následuj́ıćımi dvěma zp̊usoby:

Z1 Z2Rs Z1 Z2Rb

Nalezněte koeficienty pr̊uchodu a odrazu pro napět’ové vlny tyto dvě situace. Za jakých podmı́nek
nedocháźı k odrazu? Použijte harmonické postupné vlny. Zapǐste podmı́nky napojeńı a vyřešte je.

Řešeńı: Rozd́ıl oproti předchoźı úloze je pouze v podmı́nkách napojeńı. Zde může docházet ke
skokové změně proudu, resp. napět́ı. Napět’ové a proudové vlny budou vypadat zcela stejně jako v
předchoźı úloze.

Uvažujme prvńı z př́ıpad̊u. Zde napět́ı na rozhrańı je spojité, ale část proudu odtéká přes
svodový odpor:

u1(0, t) = u2(0, t), i1(0, t) = i2(0, t) + is(t), (252)

kde svodový proud is(t) je dán z Ohmova zákona is(t) =
u1,2(0,t)
Rs

– ve zlomku můžeme volit bud’

u1 nebo u2, jelikož tyto jsou si v mı́stě napojeńı rovny; a jelikož u2 má jednodušš́ı vyjádřeńı než u1,
volme svodový proud ve tvaru is =

u2

Rs
. Po dosazeńı tvar̊u vln z předchoźıho př́ıkladu dostaneme

rovnice

1 +R = P,
1

Z1
(1−R) =

1

Z2
P +

1

Rs
P. (253)

Druhou z rovnic uprav́ıme na tvar 1−R = Z1(
1
Z2

+ 1
Rs

)P . Jejich řešeńım jsou koeficienty

R =
Rs(Z2 − Z1)− Z1Z2

Z1Z2 +RsZ1 +RsZ2
, P =

2Z2Rs
Z1Z2 +RsZ1 +RsZ2

. (254)

Požadujeme-li, aby R = 0, pak dostaneme podmı́nku Rs(Z2 − Z1) = Z1Z2, tzn. Rs = Z1Z2

Z2−Z1
.

Fyzikálně je možné pouze Rs > 0 a tedy, abychom v tomto napojeńı dvou vedeńı mohli eliminovat
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odrazy, je třeba aby platilo Z2 > Z1. Tedy pro eliminaci odraz̊u pro zadané hodnoty impedanćı
muśıme volit Rs =

50·100
100−50 = 100Ω.

Uvažujme nyńı druhý př́ıpad. Zde jsou spojité proudy, ale napět́ı má skok vlivem úbytku napět́ı
na bočńım odporu Rb:

u1(0, t) = u2(0, t) + ub(t), i1(0, t) = i2(0, t), (255)

kde úbytek napět́ı ub vyjádř́ıme pomoćı Ohmova zákona ub(t) = Rb i1,2(0, t) – ze spojitosti proudu
v mı́stě napojeńı je opět jedno, jestli použijeme funkci i1 nebo i2, voĺıme opět pro jednodušš́ı tvar
i2. Dosad’me do podmı́nek napojeńı tvary napět’ových a proudových vln:

1 +R = P +Rb
1

Z2
P,

1

Z1
− 1

Z1
R =

1

Z2
P. (256)

Po úpravě máme rovnice 1 +R = (1 + Rb

Z2
)P , 1−R = Z1

Z2
P . Jejich řešeńım jsou koeficienty

R =
Z2 − Z1 +Rb
Z1 + Z2 +Rb

, P =
2Z2

Z1 + Z2 +Rb
. (257)

Podmı́nky vymizeńı odraz̊u, R = 0, vede na velikost bočńıho odporu Rb = Z1 − Z2. Opět z
požadavku Rb > 0 plyne, že v tomto zapojeńı můžeme eliminovat odrazy pouze pro vedeńı splňuj́ıćı
Z1 > Z2. Pro zadané hodnoty impedanćı toto zapojeńı tedy použ́ıt nemůžeme.

Cvičeńı 7.6. Uvažujte tři na sebe navazuj́ıćı prostřed́ı prostřednictv́ım dvou rozhrańı, jedno v
z = 0 a druhé v z = L. Označme amplitudové koeficienty pr̊uchodu a odrazu jako Tij a Rij
představuj́ıćı koeficienty pr̊uchodu a odrazu při přechodu z i-tého do j-tého prostřed́ı. Vlnová č́ısla
v jednotlivých prostřed́ıch jsou k1, k2, k3. Uvažujte harmonickou dopadaj́ıćı vlnu tvaru Aei(ωt−k1z).
Nalezněte celkový koeficient odrazu R ∈ C, tzn. celkovou odraženou vlnu tvaru ARei(ωt+k1z) =
A|R|ei(ωt+k1z+φ) vzniklou nekonečnou superpozićı odražených vln mezi dvěma rozhrańımi. Na
rozhrańıch požadujte spojitost funkćı fáze jednotlivých vln.

Na závěr specializujte výsledek, uvažujete-li vztahy 1 +Rij = Tij a Rij = −Rji.

Řešeńı: Zde máme př́ımo zadané amplitudové koeficienty pr̊uchodu a odrazu na jednotlivých
rozhrańıch. Zbývá si rozmyslet, co znamená požadavek spojitosti funkćı fáze na rozhrańı. Uvažujme
zat́ım pro jednoduchost jedno rozhrańı na z = L mezi prostřed́ımi s vlnovými č́ısly k1 a k2.
Uvažujeme-li dopadaj́ıćı, odraženou a prošlou vlnu tvar̊u

ψd(z, t) = ei(ωt−k1z+ϕd), ψr(z, t) = R12e
i(ωt+k1z+ϕr), ψp(z, t) = T12e

i(ωt−k2z+ϕp), (258)

kde uvažujeme v jednotlivých vlnách obecné fázové posuvy ϕd, ϕr a ϕp. Funkce fáze jednotlivých
vln jsou tedy tvaru

φd(z, t) = ωt− k1z + ϕd, φr(z, t) = ωt+ k1z + ϕr, φp(z, t) = ωt− k2z + ϕp. (259)

Požadavek spojitosti těchto fáźı při odrazu a pr̊uchodu na souřadnici z = L vede na požadavky

φd(L, t) = φr(L, t), φd(L, t) = φp(L, t), (260)

ωt− k1L+ ϕd = ωt+ k1L+ ϕr, ωt− k1L+ ϕd = ωt− k2L+ ϕp. (261)

Z těchto vztah̊u snadno vyjádř́ıme fázové posuvy odražené a prošlé vlny:

ϕr = ϕd − 2k1L, ϕp = ϕd + (k2 − k1)L. (262)
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Při odrazu mimo z = 0 tedy docháźı k posuv̊um fáze odražených a prošlých vln! Tyto je třeba
přidávat při každém odrazu, resp. pr̊uchodu, jak uvid́ıme dále. Naopak pro z = 0 neńı třeba nic
řešit, plat́ı totiž ϕr = ϕd a ϕp = ϕd – posuny fáze z̊ustávaj́ı stejné jako u dopadaj́ıćı vlny.

Také jsme mohli naopak vyj́ıt z faktu, že pro rozhrańı na z = 0 se neděje nic zvláštńıho (tzn.
fáze nemuśıme řešit) a zavést substituci z′ = z+L a t́ım rozhrańı přenést do z′ = L, potom bychom
dostali

ψd(z, t) = ei(ωt−k1z) = ei(ωt−k1z
′+k1L), (263)

ψr(z, t) = R12 e
i(ωt+k1z) = R12 e

i(ωt+k1z
′−k1L) = R12 e

−2ik2Lei(ωt−k1z
′+k1L), (264)

ψp(z, t) = T12 e
i(ωt−k2z) = T12 e

i(ωt−k2z′−k2L) = T12 e
i(k2−k1)Lei(ωt−k1z

′+k1L), (265)

kde jsme u odražené a prošlé vlny v posledńı úpravě vytknuli posun fáze oproti dopadaj́ıćı vlně.

Postupme k řešeńı úlohy se dvěma rozhrańımi. Položme A = 1, ušetř́ıme si t́ım psańı. Označme

nyńı ψ
(n)
r (z, t) vlnu, která se odrazila zpět do prvńıho prostřed́ı a na druhém rozhrańı se odrazila

právě n-krát. Viz obrázek:

ψd

1

1. rozhrańı 2. rozhrańı

... ...

ψ
(0)
r

ψ
(1)
r

ψ
(2)
r

ψ
(n)
r

...

...
...

...

...

ψ′

ψ′′

ψ′′′

Jednotlivé vlny źıskáme započ́ıtáńım př́ıslušných amplitudových koeficient̊u na jednotlivých roz-
hrańıch a za každý odraz na druhém rozhrańı muśıme přidat fázi ∆φ = −2k2L. Máme tedy

ψ(0)
r (z, t) = R12 e

i(ωt+k1z). (266)

Vlnu ψ
(1)
r (z, t), která se na druhém rozhrańı odraźı právě jednou, dostaneme z vlny prošlé prvńım

rozhrańım ψ′(z, t) = T12 e
i(ωt−k2z), odrazem od druhého rozhrańı ψ′′(z, t) = R23T12 e

i(ωt+k2z−2k2L)

a nakonec pr̊uchodem přes prvńı rozhrańı zpátky, tedy

ψ(1)
r (z, t) = T21R23T12 e

i(ωt+k1z−2k2L). (267)

Dál postupujeme analogicky. Pro źıskáńı ψ
(2)
r (z, t) muśıme vźıt vlnu ψ′′(z, t), odrazit ji doprava od

prvńıho rozhrańı (a źıskat tak vlnu ψ′′′(z, t) = R21R23T12e
i(ωt−k2z−2k2L)), odrazit ji od druhého

rozhrańı (přidáme R23e
−2ik2L) a nechat proj́ıt zpět do prvńıho prostřed́ı (přidáme T21). Dostaneme

ψ(2)
r (z, t) = T21R21R

2
23T12 e

i(ωt+k1z−4k2L). (268)

Odtud už můžeme vykoukat obecnou formulku – za každý
”
vnitřńı odraz“ přibývá faktorR21R23e

−2ik2L.
Dostáváme

ψ(n)
r (z, t) = T21R

n−1
21 Rn23T12 e

i(ωt+k1z−2nk2L). (269)
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Pro źıskáńı celkové odražené vlny ψr(z, t) muśıme jednotlivé př́ıspěvky seč́ıst, ψr(z, t) =
∑+∞
k=0 ψ

(k)
r (z, t).

Dostáváme tedy řadu

ψr(z, t) = ψ(0)
r (z, t) +

+∞∑
k=1

ψ(k)
r (z, t) =

[
R12 +

T21T12
R21

∞∑
k=1

(
R21R23e

−2ik2L
)k]

ei(ωt+k1z). (270)

Výraz v hranatých závorkách je hledaný celkový koeficient odrazu R. Výraz značně zjednoduš́ıme
sečteńım geometrické řady pomoćı vzorce

∑+∞
k=1 x

k = (
∑+∞
k=0 x

k) − 1 = 1
1−x − 1 = x

1−x pro x =

R21R23e
−2ik2L:

R = R12 +
T21T12
R21

R21R23e
−2ik2L

1−R21R23e−2ik2L
= R12 +

T21T12R23e
−2ik2L

1−R21R23e−2ik2L
. (271)

Uvažujeme-li na závěr vztahy R21 = −R12, T12 = 1 + R12, T21 = 1 − R12 dostaneme výraz pro
celkový koeficient odrazu R pouze v závislosti na odrazivostech na jednotlivých rozhrańıch R12 a
R23:

R = R12 +
(1−R2

12)R23e
−2ik2L

1 +R12R23e−2ik2L
=

R12 +R23e
−2ik2L

1 +R12R23e−2ik2L
. (272)

*Cvičeńı 7.7. Nalezněte celkový koeficient pr̊uchodu T ∈ C, tzn. celkovou prošnou vlnuATei(ωt−k3z)

pro situaci popsanou v předchoźım cvičeńı.

Řešeńı: Postup řešeńı bude velmi podobný předchoźımu př́ıkladu. Již tedy v́ıme, jak se chovaj́ı

fáze při pr̊uchodu a odrazu na rozhrańı v mı́stě z = L. Nyńı označme ψ
(n)
p vlnu, která se prošla do

třet́ıho prostřed́ı, ale cestou se na druhém rozhrańı odrazila právě n-krát, viz obrázek:

ψd

1

1. rozhrańı 2. rozhrańı

... ...

...

...
...

...
...

ψ′

ψ′′

ψ′′′

ψ
(0)
p

ψ
(1)
p

ψ
(2)
p

ψ
(k)
p

Vlna ψ
(0)
p (z, t) vznikne z vlny ψ′(z, t) = T12 e

i(ωt−k2z) (viz předchoźı př́ıklad) pr̊uchodem na druhém
rozhrańı:

ψ(0)
p (z, t) = T23T12e

i(k3−k2)Lei(ωt−k3z), (273)

kde jsme přidali kromě amplitudového koeficientu T23 také fázový posun ∆φ = (k3 − k2)L za
pr̊uchod na rozhrańı v mı́stě z = L (viz prvńı část předchoźıho př́ıkladu). Analogicky źıskáme vlnu

ψ
(1)
p (z, t) z vlny ψ′′′(z, t) = R21R23T12e

i(ωt−k2z−2k2L):

ψ(1)
p (z, t) = T23R21R23T12e

−2ik2Lei(k3−k2)Lei(ωt−k3z). (274)
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Každá následuj́ıćı prošlá vlna bude mı́t o jeden odraz na vnitřńıch stranách rozhrańı nav́ıc, tedy

ψ(2)
p (z, t) = T23R

2
21R

2
23T12(e

−2ik2L)2ei(k3−k2)Lei(ωt−k3z). (275)

Snadno již vykoukáme výraz pro k-tou prošlou vlnu

ψ(k)
p (z, t) = T23R

k
21R

k
23T12(e

−2ik2L)kei(k3−k2)Lei(ωt−k3z). (276)

Nyńı pro źıskáńı celkové prošlé vlny ψp(z, t) muśıme jednotlivé př́ıspěvky seč́ıst:

ψp(z, t) =

+∞∑
k=0

ψ(k)
p (z, t) =

[
T12T23e

i(k3−k2)L
+∞∑
k=0

(
R21R23e

−2ik2L
)k]

ei(ωt−k3z). (277)

Výraz v hranatých závorkách je náš hledaný celkový koeficient pr̊uchodu T . Výraz opět zjed-
noduš́ıme sečtěńım nekonečné geometrické řady,

∑+∞
k=0 x

k = 1
1−x pro x = R21R23e

−2ik2L, tzn.

T =
T12T23e

i(k3−k2)L

1−R21R23e−2ik2L
. (278)

Uvažujeme-li na závěr R21 = −R12, T12 = 1 +R12 a T23 = 1 +R23 dostaneme

T =
(1 +R12)(1 +R23)e

i(k3−k2)L

1 +R12R23e−2ik2L
. (279)

Cvičeńı 7.8. Je dána matice přechodu D. Nalezněte koeficienty pr̊uchodu P a odrazu R pro vlnu
dopadaj́ıćı z prvńıho (levého) prostřed́ı do druhého (pravého).

Řešeńı: Matice přenosu D ∈ C2,2 je definována rovnićı(
A1R

A1L

)
= D

(
A2R

A2L

)
, (280)

kde A1R a A1L jsou amplitudy harmonických postupných vln postupuj́ıćıch doprava (resp. doleva)
v prostřed́ı vlevo od rozhrańı, A2R a A2L podobně vpravo od rozhrańı, viz obrázek.

ψ1R

A1L

ψ1L

A2R

ψ2R

ψ2L

A2L

A1R

Matici D bychom źıskali řešeńım podmı́nek napojeńı vlnových funkćı na rozhrańı. Pro nalezeńı P
a R uvažujeme A1R = 1, A1L = R, A2R = P a A2L = 0:

1

ψd

R

ψr

P
ψt

∅
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Dostaneme tedy (
1
R

)
= D

(
P
0

)
, (281)

Označme si známe prvky matice D jako

D =

(
d11 d12
d21 d22

)
. (282)

Dosazeńım do maticové rovnice tedy dostáváme soustavu rovnic

1 = d11P, R = d21P. (283)

Odtud tedy P = 1/d11 a R = d21/d11.

Cvičeńı 7.9. Jsou dány koeficienty pr̊uchodu a odrazu, T a R, pro vlnu dopadaj́ıćı z prvńıho
do druhého prostřed́ı, a koeficienty T ′ a R′ pro vlnu dopadaj́ıćı z druhého prostřed́ı do prvńıho.
Nalezněte př́ıslušný tvar matice přenosu D. Specializujte tvar této matice předpokládáte-li, že
R′ = −R a 1 +R = T (a 1 +R′ = T ′).

Řešeńı: Koeficienty T , R, T ′ a R′ určuj́ı amplitudy vln v následuj́ıćıch dvou situaćıch:

1

ψd

R

ψr

T
ψt

∅

∅

T ′

ψt

R′

ψr

ψd

1

Tzn. z definice matice přenosu D (viz předchoźı př́ıklad) máme maticové rovnice(
1
R

)
= D

(
T
0

)
,

(
0
T ′

)
= D

(
R′

1

)
. (284)

Rozepsáno do složek (označeńı prvk̊u matice stejně jako v předchoźım př́ıkladě) dostaneme

1 = d11T 0 = d11R
′ + d12

R = d21T T ′ = d21R
′ + d22. (285)

Z levé sady rovnic snadno nalezneme d11 = 1
T , d21 = R

T , dosazeńım do pravých rovnic hned máme

d12 = −R′

T a d22 = T ′ − RR′

T = TT ′−RR′

T . Celkově

D =
1

T

(
1 −R′

R TT ′ −RR′

)
. (286)

Pro vztahy R′ = −R, T = 1 +R a T ′ = 1 +R′ = 1−R dostaneme

D =
1

1 +R

(
1 R
R 1

)
. (287)

Cvičeńı 7.10. Uvažujte rozhrańı definovaná ve cvičeńı 7.6. Napǐste matice přenosu pro jednotlivá
rozhrańı analýzou odraz̊u harmonických vln na jednotlivých rozhrańı za využit́ı výsledku cvičeńı
7.9. Tyto matice složte a pomoćı výsledku př́ıkladu 7.8 se přesvědčte, že celkový koeficient odrazu
R pro dvě rozhrańı vyjde stejně jako ve cvičeńı 7.6.
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Řešeńı: Naj́ıt matici přenosu D1 pro rozhrańı v z = 0 je snadné. Zde nedocháźı k žádným
fázovým posuv̊um a stač́ı tedy př́ımo využ́ıt výsledek předchoźıho cvičeńı a jen dosadit správné
amplitudové koeficienty:

D1 =
1

T12

(
1 −R21

R12 T12T21 −R12R21

)
. (288)

Pro rozhrańı v z = L muśıme myslet na to, že z požadavku spojitosti fáze plyne dodatečný fázový
posun při odrazu nebo pr̊uchodu skrze toto rozhrańı. V prvńı části cvičeńı 7.6 jsme si odvodili,
že pro dopadaj́ıćı vlnu zleva na druhé rozhrańı se při odrazu přidá fáze e−2ik2L a při pr̊uchodu
ei(k3−k2)L. Tzn. koeficienty R a T zde nabydou tvaru

R = R23e
−2ik2L, T = T23e

i(k3−k2)L. (289)

Ještě muśıme určit tvary koeficient̊u R′ a T ′ pro vlnu dopadaj́ıćı na druhé rozhrańı zprava. Opět to
nebudou pouze amplitudové koeficienty R32 a T32, ale je třeba přidat fáze za odraz, resp. pr̊uchod,
na rozhrańı z = L. Proved’me stručně stejnou analýzu jako v prvńı části př́ıkladu 7.6. Uvažujeme-li
dopadaj́ıćı vlnu zprava na druhé rozhrańı a odraženou a prošlou vlnu tvar̊u

ψd(z, t) = ei(ωt+k3z), ψr(z, t) = R32e
i(ωt−k3z+ϕr), ψp(z, t) = T32e

i(ωt+k2z+ϕp), (290)

Požadavek spojitosti funkćı fáźı těchto vln při odrazu a pr̊uchodu na souřadnici z = L vede na
požadavky

φd(L, t) = φr(L, t), φd(L, t) = φp(L, t), (291)

ωt+ k3L = ωt− k3L+ ϕr, ωt+ k3L = ωt+ k2L+ ϕp. (292)

Z těchto vztah̊u snadno vyjádř́ıme fázové posuvy odražené a prošlé vlny:

ϕr = 2k3L, ϕp = (k3 − k2)L. (293)

Koeficienty odrazu a pr̊uchodu pro vlnu dopadaj́ıćı zprava tedy jsou

R′ = R32e
2ik3L, T ′ = T32e

i(k3−k2)L. (294)

Matice přenosu pro druhé rozhrańı pak má tvar (opět dle výsledku cvičeńı 7.9):

D2 =
1

T23ei(k3−k2)L

(
1 −R32e

2ik3L

R23e
−2ik2L (T23T32 −R23R32)e

2i(k3−k2)L

)
. (295)

Celkovou matici přenosu źıskáme vynásobeńım jednotlivých matic, D = D1D2 a dle výsledku
cvičeńı 7.8 je celkový koeficient odrazu R = d21

d11
. Nemuśıme tedy poč́ıtat všechny prvky matice D,

ale stač́ı pouze dva:

d11 =
1

T12T23ei(k3−k2)L
[
1−R21R23e

−2ik2L
]
,

d21 =
1

T12T23ei(k3−k2)L
[
R12 +R23e

−2ik2L(T12T21 −R12R21)
]
. (296)

Po dosazeńı do vztahu pro R a drobné úpravě:

R =
d21
d11

=
R12(1−R21R23e

−2ik2L) +R23T12T21e
−2ik2L

1−R21R23e−2ik2L
= R12 +

R23T12T21e
−2ik2L

1−R21R23e−2ik2L
. (297)

A to je přesně výsledek př́ıkladu 7.6.

*Cvičeńı 7.11. To samé jako v předchoźım cvičeńı ale pro celkový koeficient pr̊uchodu T .
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Řešeńı: Matice přenosu jednotlivých rozhrańı už máme nalezené v předchoźım cvičeńı. Dle
cvičeńı 7.8 je koeficient pr̊uchodu dán vztahem T = 1

d11
. Tento prvek matice jsme si už ale poč́ıtali

v předchoźım př́ıkladu. Máme tedy

T =
1

d11
=

T12T23e
i(k3−k2)L

1−R21R23e−2ik2L
. (298)

A to je přesně výsledek cvičeńı 7.7.

*Cvičeńı 7.12. Uvažujte napojeńı dvou strun se stejným napět́ım v z = L. Matice přenosu je

D =
1

2

(
(1 + k2

k1
)ei(k1−k2)L (1− k2

k1
)ei(k1+k2)L

(1− k2
k1
)e−i(k1+k2)L (1 + k2

k1
)e−i(k1−k2)L

)
. (299)

Nalezněte matici přechodu pro dvě rozhrańı tř́ı strun. Rozhrańı jsou na z = 0 a z = L. Nalezněte
celkový koeficient odrazu R.

Řešeńı: Jsou-li D1 a D2 matice přenosu na dvou rozhrańıch, dostaneme matici přenosu z prvńıho
do třet́ıho rozhrańı prostým vynásobeńım, tedy D = D1D2. Zde máme tedy

D1 =
1

2

(
1 + k2

k1
1− k2

k1

1− k2
k1

1 + k2
k1

)
, D2 =

1

2

(
(1 + k3

k2
)ei(k2−k3)L (1− k3

k2
)ei(k2+k3)L

(1− k3
k2
)e−i(k2+k3)L (1 + k3

k2
)e−i(k2−k3)L

)
. (300)

K výpočtu R potřebujeme dle př́ıkladu 7.8 znalost pouze d11 a d21. Dostáváme

d11 =
1

4

[(
1 +

k2
k1

)(
1 +

k3
k2

)
ei(k2−k3)L +

(
1− k2

k1

)(
1− k3

k2

)
e−i(k2+k3)L

]
=

1

4
ei(k2−k3)L

k1 + k2
k1

k2 + k3
k2

(
1 +

k1 − k2
k1 + k2

k2 − k3
k2 + k3

e−2ik2L

)
.

(301)

Pro koeficient d21 vyjde

d21 =
1

4

[(
1− k2

k1

)(
1 +

k3
k2

)
ei(k2−k3)L +

(
1 +

k2
k1

)(
1− k3

k2

)
e−i(k2+k3)L

]
=

1

4
ei(k2−k3)L

k1 + k2
k1

k2 + k3
k2

(
k1 − k2
k1 + k2

+
k2 − k3
k2 + k3

e−2ik2L

)
. (302)

Po vyděleńı obou výraz̊u tedy dostáváme výraz ve tvaru

R =
d21
d11

=
k1−k2
k1+k2

+ k2−k3
k2+k3

e−2ik2L

1 + k1−k2
k1+k2

k2−k3
k2+k3

e−2ik2L
. (303)

Vid́ıme, že označ́ıme-li Rij =
ki−kj
ki+kj

(což tak přesně vyjde pro napojeńı strun se stejným napět́ım),

dostaneme výsledek př́ıkladu 7.6.

8 Vlny v prostoru

Cvičeńı 8.1. Ukažte, že harmonická postupná rovinná vlna tvaru ψ(r⃗, t) = Aei(ωt−k⃗·r⃗), kde A ∈ C,
k⃗ = kn⃗, |n⃗| = 1 a k > 0, splňuje trojrozměrnou vlnovou rovnici za předpokladu splněńı jistého
disperzńıho vztahu. Nalezněte tento vztah.
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Řešeńı: Trojrozměrná vlnová rovnice pro funkci ψ = ψ(r⃗, t) má tvar

∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ ≡ v2

(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2

)
, (304)

kde v = konst. Do levé strany snadno dosad́ıme, dostaneme

∂2ψ(r⃗, t)

∂t2
= −ω2Aei(ωt−k⃗·r⃗) = −ω2ψ(r⃗, t). (305)

Na pravé straně máme součet tř́ı druhých derivaćı. Stač́ı spoč́ıtat jednu z nich, zbytek uhodneme2:

∂2ψ(r⃗, t)

∂x2
= −k2xAei(ωt−k⃗·r⃗), tedy

∂2ψ(r⃗, t)

∂x2i
= −k2iAei(ωt−k⃗·r⃗) = −k2i ψ(r⃗, t). (306)

Dosazeńı do vlnové rovnice tedy vede na

ω2 = v2(k2x + k2y + k2z) = v2 |⃗k|2 = v2k2. (307)

Dostáváme disperzńı vztah ve tvaru ω = vk. Pokud tedy ω a |⃗k| splňuje výsledný disperzńı vztah,
je zadaná vlna řešeńı 3D vlnové rovnice.

Cvičeńı 8.2. Nalezněte disperzńı vztah vlnové rovnice tvar̊u

∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ − ω2

0ψ,
∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ − α∆(∆ψ). (308)

pro harmonickou rovinnou postupnou vlnu.

Řešeńı: Postupujeme stejně jako v minulém př́ıkladě. V prvńım př́ıpadě se pravá strana po

dosazeńı modifikuje na −(v2k2 + ω2
0)Ae

i(ωt−k⃗·r⃗). Disperzńı vztah je tedy

ω2 = v2k2 + ω2
0 . (309)

V druhém př́ıpadě na pravé straně vyjde −(v2k2 + αk4)Aei(ωt−k⃗·r⃗), jelikož ∆(∆ψ) = −k2∆ψ =
(−k2)2ψ. Disperzńı vztah dává

ω2 = v2k2 + αk4. (310)

Cvičeńı 8.3. Ukažte, že postupná rovinná vlna tvaru ψ(r⃗, t) = F (n⃗ · r⃗ − vt), kde |n⃗| = 1 a
F : R → R je libovolná dvakrát diferencovatelná funkce, splňuje trojrozměrnou vlnovou rovnici.

2Anebo to spoč́ıtáme pořádně:

∂ψ

∂xi
=
∂(−ik⃗ · r⃗)

∂xi
Aei(ωt−k⃗·r⃗) = −ikiAei(ωt−k⃗·r⃗),

∂k⃗ · r⃗
∂xi

=

3∑
j=1

∂kjxj

∂xi
=

3∑
j=1

kjδji = ki.

Potom

∆ψ =

3∑
i=1

∂2ψ

∂x2i
=

3∑
i=1

∂

∂xi

(
∂ψ

∂xi

)
=

3∑
i=1

(−iki)2Aei(ωt−k⃗·r⃗) = −|⃗k|2ψ.
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Řešeńı: Opět jednoduše ověř́ıme dosazeńım do vlnové rovnice. Levá strana rovnice dává:

∂2ψ

∂t2
(r⃗, t) = v2F ′′(n⃗ · r⃗ − vt). (311)

Na pravé straně analogicky jako v př́ıkladu 8.1 (tedy použ́ıváme ∂n⃗·r⃗
∂xi

= ni):

v2∆ψ(r⃗, t) = v2(n2x + n2y + n2z)F
′′(n⃗ · r⃗ − vt). (312)

Ale |n⃗| = 1, což dává hledaný výsledek.

*Cvičeńı 8.4. Ukažte, že sférická vlna tvaru ψ(r⃗, t) = 1
r e
i(ωt−kr) splňuje vlnovou rovnici za

předpokladu lineárńıho disperzńıho vztahu ω = vk.

Řešeńı: Na přednášce jste napsali Laplace̊uv operátor pro funkci, která záviśı jen na vzdálenosti
r od počátku (tento jednodušš́ı postup je na konci tohoto řešeńı). My to zkuśıme

”
pěšáckým

zp̊usobem“ v kartézských souřadnićıch. Nejtěžš́ı úkol je spoč́ıtat Laplace̊uv operátor vpuštěný na
skalárńı funkci φ(r⃗) = 1

r e
−ikr. Tato funkce je součinem funkćı f(r⃗) = 1

r a g(r⃗) = e−ikr. Obecně
plat́ı pravidlo

∆(fg) = div grad(fg) = div(f grad g + g grad f) = f∆g + g∆f + 2(grad f) · (grad g). (313)

Na cvičeńı z elektřiny a magnetismu jste spoč́ıtali, že grad(rα) = α rα−2r⃗. Odtud snadno

grad f = −r−3r⃗. (314)

Dosazeńım do ∆ = div grad a s použit́ım vzorce pro divergenci součinu skalárńıho a vektorového
pole (div(fF⃗ ) = f div F⃗ + (grad f) · F⃗ ) dostaneme

∆f = −div(r−3r⃗) = −(grad r−3) · r⃗ − r−3 div r⃗ =
3

r5
r⃗ · r⃗ − 3

r3
= 0. (315)

Pro funkci g je výpočet podobný, dostaneme

grad g = −ike−ikr grad r = −ik 1
r
e−ikr r⃗. (316)

Zap̊usobeńım divergenćı potom

∆g = − ik grad

(
1

r
e−ikr

)
· r⃗ − ik

1

r
e−ikr div r⃗

= − ik

(
−r−3r⃗e−ikr + r−1(−ik)1

r
e−ikr r⃗

)
· r⃗ − ik

3

r
e−ikr

= − k2e−ikr − 2ik

r
e−ikr.

(317)

Po dosazeńı tedy celkově dostaneme

∆φ = f∆g + 2(grad f) · (grad g) + g∆f =
1

r

(
−k2e−ikr − 2ik

r
e−ikr

)
+ 2(−r−3r⃗) · (−ik 1

r
e−ikr r⃗) = −k2φ(r⃗).

(318)
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Vlnová funkce má tvar ψ(r⃗, t) = eiωtφ(r⃗). Po dosazeńı do vlnové rovnice dostaneme

−ω2eiωtφ(r⃗) = −v2k2eiωtφ(r⃗). (319)

Při použit́ı disperzńıho vztahu tedy vid́ıme, že zadaná sférická vlna splňuje vlnovou rovnici.

Pokud vyjdeme z toho, že známe tvar Laplaceova operátoru pro funkci závislou jen na radiálńı
souřadnici φ(r):

∆φ(r) =
d2φ

dr2
+

2

r

dφ

dr
, (320)

pak stač́ı spoč́ıtat jednoduše

dφ

dr
= − 1

r2
e−ikr − ik

1

r
e−ikr,

d2φ

dr2
=

2

r3
e−ikr + ik

2

r2
e−ikr − k2

1

r
e−ikr. (321)

Potom již po dosazeńı snadno vyjde

∆φ = −k2 1
r
e−ikr = −k2φ(r). (322)

Cvičeńı 8.5. Superpozice prostorových vln. Uvažujte dvě rovinné postupné harmonické vlny se
stejnou vlnovou délkou λ a r̊uznými amplitudami, mezi jejichž směry postupu je úhel ∆φ. Uvažujte
rovinné st́ıńıtko, které je kolmé na

”
pr̊uměrný směr“ postupu těchto vln. Nalezněte pr̊uběh intenzity

(tzn. časové středńı hodnoty kvadrátu) výsledné superpozice na st́ıńıtku. Určete vzdálenost ∆y
interferenčńıch maxim.

Řešeńı: Uvažujeme tedy dvě vlny tvaru

ψ1(r⃗, t) = A1 cos(ωt− k n⃗1 · r⃗), ψ2(r⃗, t) = A2 cos(ωt− k n⃗2 · r⃗), (323)

kde n⃗1 · n⃗2 = cos∆φ. Je výhodné vyřešit problém v souřadnićıch, kde oba směrové vektory lež́ı v
rovině z = 0, a st́ıńıtko je rovina x = 0. Viz obrázek:

y

x

~n1

~n2

~n∆ϕ

V těchto souřadnićıch máme

n⃗1 =

(
cos

∆φ

2
, sin

∆φ

2
, 0

)
, n⃗2 =

(
cos

∆φ

2
,− sin

∆φ

2
, 0

)
. (324)

Také nás zaj́ımá hodnota superpozice jen na st́ıńıtku, tedy pro r⃗ = (0, y, z). Dostáváme

ψ(r⃗ = (0, y, z), t) = ψ1(r⃗ = (0, y, z), t) + ψ2(r⃗ = (0, y, z), t)

= A1 cos

(
ωt− ky sin

∆φ

2

)
+A2 cos

(
ωt+ ky sin

∆φ

2

)
. (325)
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Intenzita vlny je dána časovou středńı hodnotou kvadrátu vlny, I = ⟨ψ2⟩. Po dosazeńı

I = A2
1

〈
cos2(ωt+ . . .)

〉
+A2

2

〈
cos2(ωt+ . . .)

〉
+ 2A1A2

〈
cos

(
ωt− ky sin

∆φ

2

)
cos

(
ωt+ ky sin

∆φ

2

)〉
=

1

2
A2

1 +
1

2
A2

2 +A1A2

〈
cos (2ωt) + cos

(
2ky sin

∆φ

2

)〉
=

1

2
A2

1 +
1

2
A2

2 +A1A2 cos

(
2ky sin

∆φ

2

)
,

(326)

kde jsme použili součtový vzorec cos a cos b = 1
2 (cos(a+ b) + cos(a− b)). Intenzita se tedy měńı

”
harmonicky“ podél osy y a z̊ustává konstantńı podél osy z – dostali jsme tedy na st́ıńıtku řadu
interferenčńıch proužk̊u. Vzdálenost těchto proužk̊u urč́ıme nalezeńım poloh jednotlivých interfe-
renčńıch maxim ym a poté ∆y = ym+1 − ym. Poloha interferenčńıch maxim ym je dána vztahy

cos

(
2kym sin

∆φ

2

)
= 1 ⇔ 2kym sin

∆φ

2
= 2πm, ⇔ ym =

πm

k sin ∆φ
2

=
mλ

2 sin ∆φ
2

, m ∈ Z.

(327)
Vzdálenost sousedńıch maxim na st́ıńıtku je tedy ∆y = λ

2 sin ∆φ
2

. Pro malý úhel ∆φ můžeme psát

∆y ≈ λ
∆φ .

Cvičeńı 8.6. Uvažujte rovinné rozhrańı dvou transparentńıch prostřed́ı s indexy lomu n1 a n2.
Uvažujte dopadaj́ıćı a prošlou harmonickou postupnou vlnu. Vlnové vektory k⃗1 a k⃗2 lež́ı v rovině
kolmé na rovinu rozhrańı a s normálovým vektorem sv́ıraj́ı úhel ϑ1, resp. ϑ2. Na základě podmı́nky
k⃗1∥ = k⃗2∥ (tato podmı́nka plyne z podmı́nky spojitosti tečných složek elektrického pole na rozhrańı,

E⃗1∥ = E⃗2∥) odvod’te Snell̊uv zákon lomu.

Řešeńı: Pro účel této úlohy si nakresĺıme podobný obrázek jako minule, tedy

y

x

~k1

~n

~k2ϑ1
ϑ2

ϑ1

Vlnové vektory si tedy můžeme vyjádřit pomoćı výše zavedených úhl̊u jako

k⃗1 = k1(cosϑ1, sinϑ1, 0), k⃗2 = k2(cosϑ2, sinϑ2, 0). (328)

Složky vlnových vektor̊u rovnoběžné s rozhrańım jsou tedy velmi jednoduché, k⃗1∥ = (0, k1 sinϑ1, 0)

a k⃗2∥ = (0, k2 sinϑ2, 0). Odtud tedy dostaneme podmı́nku k1 sinϑ1 = k2 sinϑ2. Index lomu je dán

poměrem rychlosti světla a fázové rychlosti, tedy ni = c
vi

= cki
ω . Odtud již dostáváme známý

Snell̊uv zákon lomu:
n1 sinϑ1 = n2 sinϑ2. (329)
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Uvažujeme-li n1 > n2 (druhé prostřed́ı je opticky řidš́ı), dostáváme pro druhý úhel vztah sinϑ2 =
n1

n2
sinϑ1. Pro dostatečně velký úhel ϑ1 tak nastane situace, kdy je pravá strana vetš́ı než jedna a

ϑ2 tak v̊ubec nelze naj́ıt. To znamená, že do druhého prostřed́ı se neš́ı̌ŕı postupná vlna (docháźı k
tzv. totálńımu odrazu). Kritický úhel ϑc je tedy daný vztahem sinϑc =

n2

n1
.

Cvičeńı 8.7. Mějme stejné zadáńı jako v předchoźı úloze. Uvažujte nyńı rozhrańı těchto dvou
prostřed́ı: transparentńı prostřed́ı o indexu lomu n a ionosféru s plazmovou frekvenćı ωp. Odvod’te
př́ıslušný zákon lomu.

Řešeńı: Lehce modifikujeme postup z předchoźıho př́ıkladu. Tam jsme si odvodili podmı́nku
k1 sinϑ1 = k2 sinϑ2. Nyńı ale máme na jedné straně ionosféru, kterou považujeme za plazma; jej́ı
disperzńı vztah je tedy ω2 = ω2

p + c2k2. Uvažujme pro jednoduchost pouze ω > ωp, tak aby se
prošlá vlna mohla v ionosféře š́ı̌rit. Vlnová č́ısla v jednotlivých prostřed́ıch tedy můžeme vyjádřit
vztahy

k1 =
ω

c
n, k2 =

√
ω2 − ω2

p

c
. (330)

Po dosazeńı dostáváme zákon lomu ve tvaru

n sinϑ1 =

√
1−

(ωp
ω

)2
sinϑ2. (331)

Index lomu je vždy n ≥ 1 a odmocnina na pravé straně
√
1− (ωp/ω)2 ≤ 1. Vyjádř́ıme-li sinus

druhého úhlu: sinϑ2 = n√
1−(ωp/ω)2

sinϑ1, můžeme opět prozkoumat mezńı hodnotu úhlu ϑ1, při

kterém bude ϑ2 = π
2 ; který vycháźı

sinϑc =
1

n

√
1−

(ωp
ω

)2
. (332)

Cvičeńı 8.8. Ukažte, že elektromagnetická stojatá vlna tvaru

E⃗ = (A cosωt cos kz, 0, 0), B⃗ =

(
0,

1

c
A sinωt sin kz, 0

)
, (333)

kde ω = ck, splňuje Maxwellovy rovnice ve vakuu. Určete hustotu elektrické a magnetické energie
a Poynting̊uv vektor.

Řešeńı: Vakuové Maxwellovy rovnice (bez náboj̊u a proud̊u) maj́ı tvar

div E⃗ = 0, div B⃗ = 0, rot E⃗ = −∂B⃗
∂t
, rot B⃗ =

1

c2
∂E⃗

∂t
. (334)

Prvńı dvě rovnice jsou triviálně splněny:

div E⃗ =
∂Ex
∂x

= 0, div B⃗ =
∂By
∂y

= 0. (335)
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V druhé sadě rovnic dostáváme

rot E⃗ =

(
0,
∂Ex
∂z

,−∂Ex
∂y

)
= (0,−Ak cosωt sin kz, 0), (336)

rot B⃗ =

(
−∂By
∂z

, 0,
∂By
∂x

)
=

(
−1

c
kA sinωt cos kz, 0, 0

)
, (337)

−∂B⃗
∂t

=

(
0,−1

c
ωA cosωt sin kz, 0

)
, (338)

1

c2
∂E⃗

∂t
=

(
− 1

c2
ωA sinωt cos kz, 0, 0

)
. (339)

Vid́ıme, že Maxwellovy rovnice opravdu splńıme, je-li ω = ck. Hustota elektrického a magnetického
pole jsou dány vztahy

wE =
1

2
ϵ0E

2, wB =
1

2µ0
B2. (340)

Po dosazeńı tedy dostáváme

wE =
1

2
ϵ0A

2 cos2 ωt cos2 kz, wB =
1

2µ0c2
A sin2 ωt sin2 kz =

1

2
ϵ0A sin2 ωt sin2 kz. (341)

Snadno dosad́ıme do vztahu pro Poynting̊uv vektor:

S⃗ =
1

µ0
E⃗ × B⃗ =

(
0, 0,

1

µ0c
A2 cosωt sinωt cos kz sin kz

)
=

(
0, 0,

A2

4µ0c
sin 2ωt sin 2kz

)
.

(342)

Cvičeńı 8.9. Larmorova formule. Ukažte, že integraćı Poyntingova vektoru S⃗ radiačńıho pole
E⃗rad od urychleného náboje,

E⃗rad(r⃗, t) = − 1

4πε0

q

c2
a⃗⊥(tr)

r
,

přes sféru poloměru r dostanete Larmorovu formuli pro celkový vyzařovaný výkon P vyśılané
elektromagnetické vlny,

P (t, r) =
µ0q

2

6πc
a2(tr).

Retardovaný čas tr je tr = t− r
c . Poynting̊uv vektor má tvar S⃗ = 1

µ0
E⃗ × B⃗ =

√
ε0
µ0
E2 n⃗, kde n⃗ je

směr š́ı̌reńı kolmý na myšlenou sféru.

Řešeńı: Viz skripta kapitola 6.3.6.

Cvičeńı 8.10. Uvažujte vlnovod obdélńıkového pr̊uřezu a = 5 cm a b = 10 cm. Jakou nejmenš́ı
frekvenci f0 může mı́t elektromagnetická vlna, aby prošla vlnovodem bez tlumeńı. Vypočtete
fázovou a grupovou rychlost (jako násobek c), jej́ıž frekvence je f = 5

4f0. Jaký nejvyšš́ı mód
m0 lze vybudit pro š́ı̌ŕıćı se vlnu této frekvence? Pro vlnu s frekvenćı f = 4

5f0 určete vzdálenost,
na ńıž amplituda vlny poklesne e-krát.
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Řešeńı: Obdélńıkový vlnovod je nekonečná trubka obdélńıkového pr̊uřezu jako na obrázku:

y

x z

b

a

O

Stěny jsou z dokonale vodivého materiálu. Vyřešeńım Maxwellových rovnic s okrajovými podmı́nkami,
kde předpokládeme závislost E⃗ pouze na (y, z, t), vyjde uvnitř elektrické pole E⃗ = (Ex, 0, 0), kde
Ex = Ex(y, z, t) je superpozićı mód̊u ve tvaru

Ex(y, z, t) = E0 sin
(mπy

b

)
ei(ωt−kz), (343)

kde konstanty ω, k a m ∈ N splňuj́ı disperzńı vztah

ω2 =
(mπc

b

)2
+ c2k2. (344)

Vid́ıme, že pro dané m má tato rovnice reálné řešeńı pro vlnové č́ıslo k jen pro ω > ωmin(m), kde
ωmin(m) = mπc

b . Nejnižš́ı hodnotu dostáváme pro m = 1, což je nejmenš́ı z úhlových frekvenćı,
kterou se může cokoliv vlnovodem š́ı̌rit bez tlumeńı, ω0 = πc

b . Odtud f0 = ω0

2π = c
2b . V našem

př́ıpadě je

f0 =
3.108

2 · 0, 1
Hz = 1, 5GHz. (345)

Fázová rychlost je daná pod́ılem vφ = ω/k. Odtud tedy

vφ(k) = c

√
1 +

m2ω2
0

k2c2
. (346)

Potřebujeme si ale vyjádřit vφ = vφ(ω), muśıme tedy do pravé strany dosadit za k z disperzńıho
vztahu:

vφ(ω) = c

√
1 +

m2ω2
0

ω2 −m2ω2
0

= c

√
ω2

ω2 −m2ω2
0

=
c√

1−
(
mω0

ω

)2 . (347)

Máme naj́ıt hodnotu fázové rychlosti pro ω = 5
4ω0, tedy f = 1, 875GHz. Jelikož fmin(m) = m ·

1, 5GHz, je možné vybudit pouze nejnižš́ı mód m = 1 a dostáváme

vφ

(
5

4
ω0

)
=

5

3
c. (348)

Grupovou rychlost jako funkci k dostaneme zderivováńım disperzńıho vztahu podle k s výsledkem

vg(k) =
c√

1 +
ω2

0m
2

c2k2

. (349)

Po dosazeńı za k z disperzńıho vztahu dostaneme grupovou rychlost jako funkci ω s přesně
převrácenou závislost́ı než u fázové rychlosti:

vg(ω) = c

√
ω2 −m2ω2

0

ω2
= c

√
1−

(
m
ω0

ω

)2 m=1
=

3

5
c. (350)

53



Rovněž jsme už odpoveděli na otázku, jaký největš́ı mód lze vybudit – pouze prvńı. Je-li frekvence
ω < ωmin(m), pak nelze naj́ıt reálné k splňuj́ıćı disperzńı vztah. Ansatz k = −iκ vede na ω2 =
m2ω2

0 − c2κ2, kde κ pak vystupuje v exponenciálně tlumené stojaté vlně neš́ı̌ŕıćı se vlnovodem:

Ex(y, z, t) = E0 sin
(mπy

b

)
eiωte−κz. (351)

Po vyjádřeńı z disperzńıho vztahu koeficient κ vyjde

κ =
1

c

√
m2ω2

0 − ω2. (352)

Nejméně se tlumı́ vlna pro m = 1, zde máme ω = 3
5ω0 a tedy κ = 3ω0

5c = 6πf0
5c . Řeš́ıme tedy úlohu

e−κz = e−1, tedy κz = 1. Odkud z = κ−1 = 5c
6πf0

≈ 5
3π · 10−1m ≈ 5 cm.

9 Polarizace

Cvičeńı 9.1. Jak se změńı intenzita kruhově polarizovaného světla po pr̊uchodu polarizátorem?

Řešeńı: Postupná elektromagnetická vlna š́ı̌ŕıćı se ve směru osy z má obecně elektrickou složku
v komplexifikovaném tvaru (na daném mı́stě z = z0) tvaru

E⃗(t) = Ex0 x⃗ e
i(ωt+φ1) + Ey0 y⃗ e

i(ωt+φ2) =

(
Ex0e

iφ1

Ey0e
iφ2

)
eiωt =

ˆ⃗
E eiωt, (353)

kde x⃗ a y⃗ označuj́ı jednotkové vektory ve směrech os x a y.

Orientace polarizátoru je určena osou propustnosti popsanou jednotkovým směrovým vektorem
n⃗. Je-li E⃗in dopadaj́ıćı vlna a E⃗out prošlá vlna, jsou jednotlivé vlny vztaženy jako

E⃗out = (E⃗in · n⃗) n⃗. (354)

To se dá přepsat jednoduše v řeči př́ıslušných komplexńıch vektor̊u
ˆ⃗
Ein a

ˆ⃗
Eout, dostaneme

ˆ⃗
Eout = Pn⃗

ˆ⃗
Ein, (355)

kde Pn⃗ je matice projektoru na osu se směrem n⃗. Explicitně pro n⃗ = (nx, ny) dostáváme

Pn⃗ =

(
n2x nxny
nxny n2y

)
. (356)

Intenzita elektrického pole je daná předpisem

I =

√
ε

µ
⟨E⃗2⟩ = 1

2

√
ε

µ

(
E2
x0 + E2

y0

)
=

1

2

√
ε

µ

(
|Ê1|2 + |Ê2|2

)
, (357)

kde
ˆ⃗
E = (Ê1, Ê2)

T . Typicky při výpočtu intenzity nebudeme psát faktor
√

ε
µ , budeme tedy

uvažovat vztah I = ⟨E⃗2⟩, to odpov́ıdá pouze změně jednotek, ve kterých intenzitu měř́ıme.

Zde je dopadaj́ıćı světlo kruhově polarizované. To je charakterizované podmı́nkami Ex0 = Ey0 =
E0 a φ1 −φ2 = ±π

2 . Rozdělme nyńı výpočet podle toho, jestli chceme př́ıklad poč́ıtat
”
vektorově“

anebo
”
maticově“:
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Vektorově: Kruhově polarizované světlo můžeme zapsat

E⃗in = E0x⃗ cos(ωt+ φ) + E0y⃗ cos(ωt+ φ± π
2 ) = E0x⃗ cos(ωt+ φ)∓ E0y⃗ sin(ωt+ φ). (358)

Vstupńı intenzita pak je

Iin = ⟨E⃗2⟩ = 1

2
E2

0 +
1

2
E2

0 = E2
0 . (359)

BÚNO můžeme uvažovat směr propustnosti polarizátoru ve směru n⃗ = x⃗ = (1, 0)T . Tedy akce
lineárńıho polarizátoru bude

E⃗out = (E⃗in · x⃗) x⃗ = E0 x⃗ cos(ωt+ φ). (360)

Jednoduše spočteme výstupńı intenzitu

Iout = ⟨E⃗2
out⟩ =

1

2
E2

0 =
1

2
Iin. (361)

Maticově: Pro kruhově polarizované světlo má vektor
ˆ⃗
Ein tvar

ˆ⃗
Ein = E0e

iφ

(
1

e±i
π
2

)
= E0e

iφ

(
1
±i

)
∼ E0

(
1
±i

)
, (362)

kde jsme v posledńı úpravě odstranili společnou fázi, která neovlivňuje polarizačńı stav. Vid́ıme,
že intenzita vstupuj́ıćı vlny je jednoduše

Iin =
1

2

(
|Ê1|2 + |Ê2|2

)
=

1

2
(E2

0 + E2
0) = E2

0 . (363)

BÚNO můžeme uvažovat směr propustnosti polarizátoru ve směru n⃗ = x⃗ = (1, 0)T . Potom
projektor nabude tvaru

Pn⃗ =

(
1 0
0 0

)
. (364)

Světlo za polarizátorem
ˆ⃗
Eout tedy

ˆ⃗
Eout = Pn⃗

ˆ⃗
Ein = E0

(
1
0

)
. (365)

Výstupńı intenzita tedy je

Iout =
1

2

(
|Ê1|2 + |Ê2|2

)
=

1

2
E2

0 =
1

2
Iin. (366)

Cvičeńı 9.2. Jak se změńı intenzita nepolarizovaného světla po pr̊uchodu lineárńım polarizátorem?

Řešeńı: Úplně nepolarizované světlo intenzity Iin si lze představit např́ıklad jako lineárně polari-
zovanou vlnu, jej́ıž směr n⃗ = n⃗(t) se zcela náhodně měńı v čase. Označme jako θ(t) úhel, který sv́ırá
směr n⃗ s osou propustnosti lineárńıho polarizátoru. Podle Malusova zákona je okamžitá intenzita
prošlé vlny

Iout(t) = Iin cos
2 θ(t). (367)

Př́ıstroj, kterým měř́ıme intenzitu Iout(t) však nedokáže měřit okamžitou intenzitu (světlo svoji
polarizaci měńı př́ılǐs rychle), ale pouze jej́ı středńı hodnotu přes dobu měřeńı př́ıstroje troz:

Iout = Iin⟨cos2 θ(t)⟩troz (368)
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Jelikož se θ(t) měńı zcela náhodně, každý úhel je zastoupen zcela rovnoměrně. Časovou středńı
hodnotu můžeme nahradit pr̊uměrem přes úhly:

Iout = Iin · 1

2π

∫ 2π

0

cos2 θ dθ =
1

2
Iin. (369)

Cvičeńı 9.3. Uvažujte lineárně polarizované světlo E⃗ = E0 x⃗ cosωt. Dejte mu do cesty N po-
larizátor̊u, každý s osou propustnosti otočenou o π

2N oproti předchoźımu (a prvńı oproti rovině
dopadaj́ıćıho světla). Jaká bude intenzita prošlého světla pro N = 1, N = 2 a obecné N ∈ N? Jaká
je limita pro N → +∞?

Řešeńı: Na přednášce jste si odvodili, že dopadá-li světlo lineárně polarizované ve směru n⃗1 na
lineárńı polarizátor s osou propustnosti n⃗2, budou vstupńı a výstupńı intenzita vztaženéMalusovým
zákonem:

Iout = Iin cos
2 θ, (370)

kde θ je úhel sv́ıraný vektory n⃗1 a n⃗2. Intenzita p̊uvodńı vlny je I0 = ⟨E⃗2⟩ = 1
2E

2
0 .

(i) Pro N = 1 dojde k jednomu otočeńı o úhel π2 . Výsledná intenzita je I
(1)
out = I0 cos

2 π
2 = 0.

(ii) Pro N = 2 dojde k dvěma otočeńım o úhel π4 . Výsledná intenzita je daná výrazem

I
(2)
out =

(
I0 cos

2 π
4

)
cos2 π4 =

1

4
I0. (371)

(iii) Pro obecné N ∈ N dojde k N otočeńım o úhel π
2N . Výsledná intezita je tedy

I
(N)
out = I0 cos

2N
(
π
2N

)
. (372)

Plat́ı3 limk→+∞ cosk
(
π
k

)
= 1 a tedy limN→+∞ I

(N)
out = I0.

Cvičeńı 9.4. Uvažujte obecně elipticky polarizované světlo. Vlož́ıte mu do cesty polarizátor s osou
propustnosti n⃗ = x⃗+y⃗√

2
. Ukažte, že pro intenzitu výstupńıho světla plat́ı

Iout =
1

2
(Ix + Iy) + Ixy, (373)

kde Iout = ⟨E2
out⟩, Ix = ⟨E2

x⟩, Iy = ⟨E2
y⟩, Ixy = ⟨ExEy⟩.

3Tuto limitu lze spoč́ıtat např́ıklad takto:

lim
k→+∞

cosk
(
π
k

)
= lim

k→+∞
exp

(
π

ln cos π
k

π
k

.
)

Nyńı stač́ı ukázat, že limx→0
ln cos x

x
= 0. Použit́ım l’Hospitalova pravidla

lim
x→0

ln cosx

x
= lim

x→0
−

sinx

cosx
= 0.
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Řešeńı: Z d̊uvodu definic jednotlivých intenzit se v tomto př́ıkladě vyplat́ı pracovat s obecným
výrazem pro elektrické pole v rovině xy a nerozepisovat ho podrobně do př́ıslušných harmonických
vln.

Vektorově: Obecně elipticky polarizované světlo má tvar E⃗ = Exx⃗+Ey y⃗. Po pr̊uchodu pola-
rizátorem dostaneme

E⃗out = (E⃗ · n⃗) n⃗ =

(
Ex√
2
+
Ey√
2

)
n⃗, (374)

jelikož x⃗ · n⃗ = y⃗ · n⃗ = 1
2 . Výsledná intenzita je pak

Iout = ⟨E⃗2
out⟩ =

〈(
Ex + Ey√

2

)2

n⃗2

〉
=

1

2
⟨E2

x + E2
y + 2ExEy⟩ =

1

2
(Ix + Iy) + Ixy. (375)

Maticově: Obecně elipticky polarizované světlo má tvar

E⃗ =

(
Ex
Ey

)
. (376)

Projektor na osu n⃗ má tvar

Pn⃗ =

(
n2x nxny
nxny n2y

)
=

1

2

(
1 1
1 1

)
. (377)

Po pr̊uchodu polarizátorem tedy dostaneme

E⃗out = Pn⃗E⃗ =
1

2

(
Ex + Ey
Ex + Ey

)
. (378)

Výsledná intenzita je pak

Iout = ⟨E⃗2
out⟩ =

〈
2
1

4
(Ex + Ey)

2

〉
=

1

2
⟨E2

x + E2
y + 2ExEy⟩ =

1

2
(Ix + Iy) + Ixy. (379)

Cvičeńı 9.5. Indexy lomu krystalického křemene pro světlo o vlnové délce ve vakuu λ0 = 500 nm
jsou n1 = 1, 544 a n2 = 1, 553. Určete nejmenš́ı tloušt’ku čtvrtvlnové destičky vyrobené z tohoto
materiálu.

Řešeńı: Máme-li dva na sebe kolmé směry n⃗1 a n⃗2 tak, že se světlo v krystalu v prvńım směru
š́ı̌ŕı s indexem lomu n1 a v druhém s n2, můžeme přicházej́ıćı vlnu psát ve tvaru

E⃗in = E1n⃗1e
i(ωt+φ1) + E2n⃗2e

i(ωt+φ2). (380)

Cestou skrz destičku o tloušt’ce d se fáze v jednotlivých vlnách změńı o k1d, resp. k2d, na vlnu
tvaru

E⃗out = E1n⃗1e
i(ωt+φ1−k1d) + E2n⃗2e

i(ωt+φ2−k2d). (381)

Rozd́ıl fáźı δφ se pr̊uchodem změńı na φ1−φ2+∆φ, kde ∆φ = (k2−k1)d. Pro studium polarizace

jsou konkrétńı hodnoty fáźı irelevantńı, proto lze vektor elektrického pole E⃗out psát jako

E⃗out = E1n⃗1e
i(ωt+φ1+∆φ) + E2n⃗2e

i(ωt+φ2) (382)

(do obou exponenciál jsme přičetli fázi +k2d). Máme disperzńı vztah k = n
c ω a pro vakuum k0 = ω

c
a k0 = 2π

λ0
a tedy ∆φ = (n2 − n1)

ω
c d = 2π

λ0
(n2 − n1)d. Voĺıme-li směry tak aby n2 > n1, vyjde tedy

∆φ > 0 a přič́ıtá se k vlně ve směru n⃗1.
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Čtvrtvlnová destička má posunout fázi o čtvrt vlny, tedy ∆φ = π
2 . Řeš́ıme tedy rovnici

π

2
=

2π

λ0
(n2 − n1)d. (383)

Odtud d = λ0

4(n2−n1)
= 5·10−7

4·9·10−3 ≈ 0, 014 mm.

Cvičeńı 9.6. Zapǐste matici D∆φ pro vlnovou destičku s osou n⃗1 = x⃗+y⃗√
2

(a k ńı kolmému směru

n⃗2 = x⃗−y⃗√
2
).

Řešeńı: Protože vlnová destička jen přičte fázi ∆φ komponentě vlny ve směru n⃗1 (tedy ose
př́ıslušej́ıćı menš́ımu indexu lomu), je matice vlnové destičky daná předpisem

D∆φ = ei∆φPn⃗1
+ Pn⃗2

. (384)

Matice projektoru na obecnou osu n⃗ = (nx, ny)
T je tvaru

Pn⃗ =

(
n2x nxny
nxny n2y

)
(385)

a tedy pro směry n⃗1 a n⃗2 dostaneme konkrétně

Pn⃗1
=

1

2

(
1 1
1 1

)
, Pn⃗2

=
1

2

(
1 −1
−1 1

)
. (386)

Dosazeńım do výše zmı́něného vztahu tedy dostáváme

D∆φ =
1

2

(
ei∆φ + 1 ei∆φ − 1
ei∆φ − 1 ei∆φ + 1

)
= ei

∆φ
2

(
cos ∆φ

2 i sin ∆φ
2

i sin ∆φ
2 cos ∆φ

2

)
. (387)

Všimněte si, že z hlediska polarizace můžu komplexńı jednotku před matićı zapomenout – měńı mi
fáze obou složek stejně, je tedy irelevantńı, můžu tedy psát výsledné D∆φ:

D∆φ ∼
(
cos ∆φ

2 i sin ∆φ
2

i sin ∆φ
2 cos ∆φ

2

)
. (388)

Cvičeńı 9.7. Uvažujte lineárně polarizované světlo E⃗ = E0x⃗ cos(ωt). Dejte mu do cesty p̊ulvlnovou
destičku s osou orientovanou ve směru n⃗ = x⃗+y⃗√

2
. Jaký polarizačńı stav bude mı́t světlo po pr̊uchodu

destičkou? Jak se změńı intenzita?

Řešeńı: Vektorově: Jelikož elektrické pole vstupuj́ıćıho světla neńı rozepsané ve směru osy
vlnové destičky n⃗ = x⃗+y⃗√

2
(a k ńı kolmé x⃗−y⃗√

2
), nemůžeme zat́ım jen jednoduše př́ıč́ıst fázi π jakožto

akci vlnové desticky. Muśıme si nejdř́ıv vstupńı světlo do těchto směr̊u přepsat, tzn. chtěli bychom
naj́ıt následuj́ıćı koeficienty lineárńı kombinace α a β:

x⃗ = α
x⃗+ y⃗√

2
+ β

x⃗− y⃗√
2
. (389)

Po přepsáńı (
1− α√

2
− β√

2

)
x⃗+

(
β√
2
− α√

2

)
y⃗ = 0 (390)
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Vektory x⃗ a y⃗ jsou lineárně nezávislé, tedy závorky muśı být nulové a tedy α = β = 1√
2
. Př́ıpadně

můžeme přepsáńı udělat bez výpočtu: x⃗ = 1
2 (x⃗+ x⃗+ y⃗− y⃗) = 1√

2

(
x⃗+y⃗√

2
+ x⃗−y⃗√

2

)
. Vstupńı světlo lze

tedy zapsat ve tvaru

E⃗ =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt+
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt. (391)

Akci vlnové destičky nyńı provedeme triviálně:

E⃗out =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cos(ωt+ π) +
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt, (392)

přičteńım fáze π do elektrického pole ve směru x⃗+y⃗√
2
. Použit́ım vzorce cos(x+π) = − cosx můžeme

psát

E⃗out = −E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt+
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt = −E0y⃗ cosωt ∼ E0y⃗ cosωt. (393)

(v posledńı úpravě jsme posunuli celkovou fázi o π, abychom se zbavili znaménka minus, tato
úprava neměńı polarizačńı stav). Po pr̊uchodu vlnovou destičkou dostanete lineárně polarizované
světlo s rovinou polarizace ve směru osy y⃗, tedy otočenou o 90◦ oproti p̊uvodńı! Nav́ıc má stejnou
amplitudu jako p̊uvodńı světlo, tud́ıž nedošlo ke ztrátě intenzity (narozd́ıl od př́ıkladu 9.3)!

Maticově4: Stač́ı dosadit ∆φ = π do předchoźıho př́ıkladu abychom dostali matici

Dπ =

(
cos π2 i sin π

2
i sin π

2 cos π2

)
=

(
0 i
i 0

)
∼
(
0 1
1 0

)
, (394)

kde jsme v posledńı rovnosti vynásobili matici komplexńı jednotkou eiπ = −i (celková fáze neměńı
polarizačńı stav), abychom nalezli co nejjednodušš́ı tvar matice Dπ. Naše vstupńı světlo má pola-

rizačńı vektor
ˆ⃗
E = (E0, 0)

T . Prošlá vlna tedy

ˆ⃗
Eout = Dπ

(
E0

0

)
=

(
0
E0

)
→ E⃗out = E0y⃗ cosωt. (395)

Zjistili jsme, že prošlá vlna je lineárně polarizovaná s rovinou polarizace ve směru osy y⃗, tedy
otočenou o 90◦ oproti p̊uvodńı! Nav́ıc má stejnou amplitudu jako p̊uvodńı světlo, tud́ıž nedošlo ke
ztrátě intenzity (narozd́ıl od př́ıkladu 9.3)!

Cvičeńı 9.8. Kruhový polarizátor je lineárńı polarizátor následovaný čtvrtvlnovou destičkou s
osami natočenými o π/4 oproti ose propustnosti lineárńıho polarizátoru. Ukažte, že v závislosti
na volbě os vlnové destičky dostaneme levotočivý nebo pravotočivý kruhový polarizátor, který
jakékoliv světlo přicházej́ıćı ze strany lineárńıho polarizátoru převád́ı na koresponduj́ıćı kruhově
polarizované světlo.

Ukažte, že levotočivě polarizované světlo š́ı̌ŕıćı se ze strany vlnové destičky se pohlt́ı v pra-
votočivém polarizátoru.

Řešeńı: Zvolme si BÚNO osu lineárńıho polarizátoru ve směru x⃗. Čtvrtvlnovou destičku pak
můžeme orientovat bud’ s osou ve směru x⃗+y⃗√

2
(a k ńı kolmou x⃗−y⃗√

2
) anebo obráceně, tj. s osou ve

směru x⃗−y⃗√
2

(a k ńı kolmou x⃗+y⃗√
2
). Dle volby natočeńı tedy osa čtvrtvlnové desticky sv́ırá s osou x

úhel ±π
4 .

4Zde se řešeńı zdá o mnoho kratš́ı než vektorovým zp̊usobem, ale je to t́ım, že jsme si již všechno předpoč́ıtali v
př́ıkladu 9.6.
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Vektorově: Z př́ıkladu 9.7 v́ıme, že světlo vstupuj́ıćı do vlnové destičky lze zapsat ve tvaru

E⃗in =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt+
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt. (396)

Čtvrtvlnová destička přičte fázový posun π
4 do vlny v př́ıslušném směru. Přičteńı fáze v komponentě

x⃗−y⃗√
2

můžeme také zapsat jako odečteńı fáze v komponentě x⃗+y⃗√
2
. Můžeme tedy zapsat akce vlnové

destičky pro obě možnosti jako

E⃗out =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cos(ωt± π
2 ) +

E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt, (397)

kde znaménka u fázového posunu ±π
2 koresponduj́ı se znaménkem úhlu osy vlnové destičky ±π

2 .
Použit́ım vzorce cos(x± π

2 ) = ∓ sinx můžeme psát

E⃗out = ∓E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

sinωt+
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt, (398)

což je zjevně kruhově polarizované světlo (má stejnou amplitudu v obou směrech a u jednoho je
sinus a u druhého cosinus). Které z nich je levotočivé a které pravotočivé? Vyneseme-li si do roviny

xy vektor elektrického pole E⃗out v malém kladném čase ωt = +ε:

y

x

y

~E(t)
z

cos ε

+ sin ε

− sin ε

~x+~y√
2

~x−~y√
2

V malém kladném čase mı́̌ŕı vektor elektrického pole téměř celý do směru x⃗−y⃗√
2

a dle znaménka

u sinωt mı́̌ŕı trochu do/proti směru vektoru x⃗+y⃗√
2
. Vid́ıme tedy, že pro kladné znaménko se E⃗

otáč́ı proti směru hodinových ručiček, jedná se tedy o levotočivě polarizované světlo, pro záporné
znaménko jde o otáčeńı po směru hodinových ručiček, tedy o světlo pravotočivě polarizované.
Pravotočivý polarizátor je tedy ten, kde vlnová destička měla osu orientovanou ve směru x⃗+y⃗√

2
, a

levotočivý ve směru x⃗−y⃗√
2
.

Zbývá poslat levotočivě polarizované světlo do pravotočivého polarizátoru z druhé strany. Za
vstupńı světlo tedy vezměme

E⃗in =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

sinωt+
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt (399)

a pošleme ho do otočeného pravotočivého polarizátoru, takže prvńı naraźı na čtvrtvlnovou destičku
a poté na lineárńı polarizátor. Zde je d̊uležité si uvědomit, že při otočeńı vlnové destičky se změńı
směr jej́ı osy! Tzn. otočený pravotočivý polarizátor má vlnovou destičku s osou ve směru x⃗−y⃗√

2
.

Světlo po pr̊uchodu touto destičkou bude

E⃗out =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

sinωt− E0√
2

x⃗− y⃗√
2

sinωt = E0y⃗ sinωt (400)
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(použili jsme znovu cos(x + π
2 ) = − sinx), což je lineárně polarizované světlo ve směru y⃗ a to se

plně pohlt́ı v lineárńım polarizátoru s osou propustnosti x⃗.

Maticově: Pro čtvrtvlnovou destičku s osou n⃗+ = x⃗+y⃗√
2

jsme si př́ıslušnou matici D∆φ již

odvodili ve cvičeńı 9.6. Stač́ı dosadit ∆φ = π
2 :

Dπ
2 ,n⃗+

=

(
cos π4 i sin π

4
i sin π

4 cos π4

)
=

√
2

2

(
1 i
i 1

)
. (401)

Pokud má vlnová destička osu orientovanou ve směru n⃗− = x⃗−y⃗√
2

(která je kolmá ke směru n⃗+ =
x⃗+y⃗√

2
) muśıme prohodit matice Pn⃗1

a Pn⃗2
v řešeńı př́ıkladu 9.6, tedy:

Dπ
2 ,n⃗− =

1

2

(
1 + ei

π
2 1− ei

π
2

1− ei
π
2 1 + ei

π
2

)
= . . . = ei

π
4

(
cos π4 −i sin π

4
−i sin π

4 cos π4

)
∼

√
2

2

(
1 −i
−i 1

)
. (402)

Můžeme tedy celkově psát

Dπ
2 ,n⃗± =

√
2

2

(
1 ±i
±i 1

)
. (403)

Světlo vstupuj́ıćı do destičky má polarizačńı vektor tvaru
ˆ⃗
Ein = (E0, 0)

T . Za vlnovou destičkou
pak dostaneme světlo

ˆ⃗
Eout = Dπ

2 ,n⃗±
ˆ⃗
Ein =

√
2

2

(
1 ±i
±i 1

)(
E0

0

)
=
E0√
2

(
1
±i

)
=
E0√
2

(
1

e±i
π
2

)
. (404)

Obě složky maj́ı stejnou amplitudu a jsou fázově posunuté o ±π
2 – jedná se tedy v obou př́ıpadech

o kruhově polarizované světlo. Levotočivost/pravotočivost rozhodneme přepisem do vektorového
tvaru

E⃗out =
E0√
2

(
x⃗ eiωt + y⃗ ei(ωt±

π
2 )
)
Re
=

E0√
2

(
x⃗ cosωt+ y⃗ cos(ωt± π

2 )︸ ︷︷ ︸
∓ sinωt

)
. (405)

Smysl otáčeńı elektrického pole je znázorněn v následuj́ıćım obrázku:

y

x

y

~E(t)

z

cos ε

+ sin ε

− sin ε

Pro + sinωt (a tedy osu vlnové destičky n⃗− = x⃗−y⃗√
2
) máme otáčeńı proti směru hodinových ručiček,

tedy levotočivě polarizované světlo. Pro − sinωt (osu n⃗+ = x⃗+y⃗√
2
) po směru hodinových ručiček –

pravotočivě polarizované světlo.

Pošleme nyńı levotočivě polarizované světlo, tzn. se vstupńım vektorem

ˆ⃗
Ein = E0

(
1

e−i
π
2

)
= E0

(
1
−i

)
(406)
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do otočeného pravotočivého polarizátoru (tzn. toho, kde měla vlnová destička osu ve směru n⃗+).
Otočeńı samozřejmě změńı pořad́ı optických element̊u – nejprve světlo dopadá na vlnovou destičku
a poté na lineárńı polarizátor. Otočeńı ale má také za následek, že osa vlnové destičky změńı směr
na n⃗−! Akce otočeného pravotočivého polarizátoru je tedy

ˆ⃗
Eout = Px⃗Dπ

2 ,n⃗−
ˆ⃗
Ein =

E0√
2

(
1 0
0 0

)(
1 −i
−i 1

)(
1
−i

)
=
E0√
2

(
1 0
0 0

)(
0

−2i

)
=

(
0
0

)
. (407)

Nic tedy neprojde.

Cvičeńı 9.9. Do optického př́ıstroje vstupuje lineárně polarizované světlo ve směru x⃗ s intenzitou
I0. Určete elektrické pole (a pojmenujte př́ıslušné polarizačńı stavy) a intenzitu světla za každým
z optických element̊u v následuj́ıćım př́ıstroji skládaj́ıćım se po řadě z následuj́ıćıch optických
element̊u:

1.) polarizátor s osou n⃗ = x⃗+y⃗√
2
;

2.) p̊ulvlnová destička s osou n⃗ = y⃗;

3.) polarizátor s osou y⃗;

4.) čtvrtvlnová destička s osou n⃗ = x⃗−y⃗√
2
.

Řešeńı: Vektorově: Vstupńı světlo má elektrické pole tvaru E⃗0 = E0x⃗ cosωt, jeho intenzita je
I0 = ⟨E⃗2

0⟩ = 1
2E

2
0 . Po pr̊uchodu lineárńım polarizátorem źıskáme pole

E⃗1 = (E⃗ · n⃗) n⃗ = E0

(
x⃗ · x⃗+y⃗√

2

) x⃗+ y⃗√
2

cosωt =
E0√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt, (408)

tedy lineárně polarizované světlo s rovinou polarizace ve směru x⃗+y⃗√
2
. Intenzita je pak I1 = ⟨E⃗2

1⟩ =
E2

0

2
1
2 = 1

2I0. Dále světlu stoj́ı v cestě vlnová destička s osou n⃗ = y⃗, pole E⃗1 stač́ı rozepsat jako

E⃗1 =
E0

2
x⃗ cosωt+

E0

2
y⃗ cosωt (409)

a pak přič́ıst fázi π (p̊ulvlnová destička) ke složce ve směru y⃗:

E⃗2 =
E0

2
x⃗ cosωt+

E0

2
y⃗ cos(ωt+ π)︸ ︷︷ ︸

− cosωt

=
E0√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt. (410)

Za vlnovou destičkou máme tedy lineárně polarizované světlo s rovinou polarizace danou směrovým

vektorem x⃗−y⃗√
2
. Jeho intenzita je I2 = ⟨E⃗2

2⟩ =
E2

0

2
1
2 = I1 – vlnová destička intenzitu neměńı.

Polarizátor s osou propustnosti n⃗ = y⃗ jednoduše anihiluje složku elektrického pole ve směru x⃗:

E⃗3 = (E⃗2 · y⃗) y⃗ = −E0

2
y⃗ cosωt ∼ E0

2
y⃗ cosωt (411)

(zbavili jsme se znaménka minus, protože představuje jen celkový posun fáze o π). Intenzita je

I3 = ⟨E⃗2
3⟩ =

E2
0

4
1
2 = 1

4I0. Na závěr světlo procháźı čtvrtvlnovou destičkou s osou n⃗ = x⃗−y⃗√
2
. Muśıme
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tedy nejprve pole E⃗3 zapsat ve směrech x⃗−y⃗√
2

a (k ńı kolmému) x⃗+y⃗√
2
. Provedeme analogický výpočet

jako v př́ıkladu 9.7 a dostaneme y⃗ = 1
2 (y⃗ + y⃗ + x⃗− x⃗) = 1√

2

(
x⃗+y⃗√

2
− x⃗−y⃗√

2

)
, tedy

E⃗3 =
E0

2
√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt− E0

2
√
2

x⃗− y⃗√
2

cosωt. (412)

Čtvrtvlnová destička přičte fázi π2 do části vlny ve směru x⃗−y⃗√
2
:

E⃗4 =
E0

2
√
2

x⃗+ y⃗√
2

cosωt− E0

2
√
2

x⃗− y⃗√
2

cos
(
ωt+ π

2

)︸ ︷︷ ︸
− sinωt

=
E0

2
√
2

(
x⃗+ y⃗√

2
cosωt+

y⃗ − x⃗√
2

sinωt

)
. (413)

Zjevně se jedná o kruhově polarizované světlo. Pravotočivost/levotočivost rozhodneme podle smyslu
otáčeńı elektrického pole:

y

x

y

~E(t)

z

cos ε

+ sin ε

~x+~y√
2

~y−~x√
2

Vektor elektrického pole se tedy toč́ı proti směru hodinových ručiček a jedná se tedy o levotočivě

kruhově polarizované světlo. Jeho intenzita je I4 = ⟨E⃗2
4⟩ =

E2
0

8

(
1
2 + 1

2

)
= 1

4I0 (opět, vlnová destička
neměńı intenzitu).

Maticově: Vstupńı světlo má polarizačńı vektor tvaru

ˆ⃗
E0 = E0

(
1
0

)
(414)

a vstupńı intenzita je I0 = 1
2

(
E2

0 + 02
)
= 1

2E
2
0 . Polarizátor s osou propustnosti ve směru x⃗+y⃗√

2

zap̊usob́ı pomoćı projektoru

ˆ⃗
E1 = P x⃗+y⃗√

2

ˆ⃗
E0 =

1

2

(
1 1
1 1

)(
E0

0

)
=

1

2

(
E0

E0

)
=

E0

2
√
2

(
1√
2
1√
2

)
. (415)

Za polarizátorem je tedy lineárně polarizované světlo s rovinou polarizace ve směru x⃗+y⃗√
2
. Intenzita

je I1 = 1
2
1
4

(
E2

0 + E2
0

)
= 1

2I0. Půlvlnová destička zap̊usob́ı dále jako

ˆ⃗
E2 = Dπ,y⃗

ˆ⃗
E1 =

[
eiπPy⃗ + Px⃗

] ˆ⃗
E1 =

[
eiπ
(
0 0
0 1

)
+

(
1 0
0 0

)](
1
2E0
1
2E0

)
=

(
1 0
0 −1

)(
1
2E0
1
2E0

)
=

1

2

(
E0

−E0

)
.

(416)
Intenzita po pr̊uchodu destičkou I2 = 1

2

(
1
4E

2
0 + 1

4E
2
0

)
= 1

2I0 – vlnová destička intenzitu neměńı.

Opět mezi komponenty polarizačńıho vektoru
ˆ⃗
E2 neńı žádný fázový posun, tud́ıž se jedná o
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lineárně polarizované světlo tentokrát s rovinou polarizace ve směru x⃗−y⃗√
2
. (můžeme psát

ˆ⃗
E2 =

E0

2
√
2
( 1√

2
,− 1√

2
)T ).

Polarizátor s osou propustnosti n⃗ = y⃗ zap̊usob́ı následovně

ˆ⃗
E3 = Py⃗

ˆ⃗
E2 =

(
0 0
0 1

)(
E0

2

−E0

2

)
=

(
0

−E0

2

)
∼ E0

2

(
0
1

)
. (417)

Opět se jedná o lineárně polarizované světlo s rovinou polarizace ve směru y⃗ s intenzitou I3 =
1
2

(
02 +

E2
0

4

)
= 1

4I0.

V posledńım kroku máme čtvrtvlnovou destičku s osou n⃗ = x⃗−y⃗√
2
. Komplementárńı směr je tedy

n⃗′ = x⃗+y⃗√
2
. Jej́ı matice je tedy dána vztahem Dπ

2
= ei

π
2 Pn⃗ + Pn⃗′ . Explicitně

Dπ
2 ,n⃗

= ei
π
2
1

2

(
1 −1
−1 1

)
+

1

2

(
1 1
1 1

)
=

1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)
=

1√
2

(
1+i√

2
1−i√

2
1−i√

2
1+i√

2

)
(418)

=
1√
2

(
ei

π
4 e−i

π
4

e−i
π
4 ei

π
4

)
=

1√
2
ei

π
4

(
1 −i
−i 1

)
∼ 1√

2

(
1 −i
−i 1

)
.

Výsledné světlo pak je

ˆ⃗
E4 = Dπ

2 ,n⃗
ˆ⃗
E3 =

1√
2

(
1 −i
−i 1

)(
0
E0

2

)
=

E0

2
√
2

(
−i
1

)
=

E0

2
√
2

(
e−i

π
2

1

)
. (419)

Mezi jednotlivými komponentami elektrického pole (se stejnou amplitudou) je fázový rozd́ıl π
2 ,

jedná se tedy o kruhově polarizované světlo. Po rozepsáńı do vektorového zápisu

E⃗4 =
E0

2
√
2

(
x⃗ ei(ωt−

π
2 ) + y⃗ eiωt

)
Re
=

E0

2
√
2

(
x⃗ cos(ωt− π

2 )︸ ︷︷ ︸
sinωt

+y⃗ cosωt
)

(420)

nyńı snadno rozhodneme o smyslu otáčeńı elektrického pole:

y

x

y

~E(t)

z

cos ε

+ sin ε

~x

~y

Jedná se tedy o levotočivě polarizované světlo, jelikož se vektor elektrického pole v rovině xy otáč́ı

proti směru hodinových ručiček. Výsledná intenzita je I4 = 1
2
E2

0

8 (1 + 1) = 1
4I0 – vlnová destička

opět neměńı intenzitu.

*Cvičeńı 9.10. Jakým hodnotám Stokesových parametr̊u P1, P2 a P3 odpov́ıdá lineárně, resp.
kruhově polarizované světlo. Výsledky zakreslete.
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Řešeńı: Stokesovy parametry jsou pro elektrické pole E⃗(t) = (Ex(t), Ey(t)) dány následuj́ıćımi
výrazy:

P1 =
⟨E2

x⟩ − ⟨E2
y⟩

⟨E2
x⟩+ ⟨E2

y⟩
, P2 =

⟨2ExEy⟩
⟨E2

x⟩+ ⟨E2
y⟩
, P3 =

⟨2Ex(ωt− π
2 )Ey⟩

⟨E2
x⟩+ ⟨E2

y⟩
. (421)

Uvažujme světlo lineárně polarizované ve směru n⃗, tedy E⃗(t) = E0n⃗ cosωt. Odtud

Ex(t) = E0nx cosωt, Ey(t) = E0ny cosωt. (422)

Odtud zjist́ıme, že plat́ı vztahy

⟨E2
x⟩ = E2

0n
2
x⟨cos2 ωt⟩ =

1

2
E2

0n
2
x, ⟨E2

y⟩ =
1

2
E2

0n
2
y. (423)

Při výpočtu P2 potřebujeme středńı hodnotu

⟨2ExEy⟩ = ⟨2E2
0nxny cos

2 ωt⟩ = E2
0nxny. (424)

Konečně, pro výpočet P3 potřebujeme středńı hodnotu〈
2Ex(ωt− π

2 )Ey
〉
= 2

〈
E2

0nxny cosωt cos(ωt− π
2 )
〉

= 2E2
0nxny⟨cosωt sinωt⟩

= E2
0nxny⟨sin 2ωt⟩ = 0.

(425)

Nyńı zbývá dosadit do Stokesových parametr̊u, dostáváme

P1 = n2x − n2y, P2 = 2nxny, P3 = 0. (426)

Zaṕı̌seme-li si nx = cos θ a ny = sin θ, pak P1 = cos 2θ, P2 = sin 2θ, P3 = 0. V prostoru Stokesových
parametr̊u (P1, P2, P3) tedy dostáváme jednotkovou kružnici v rovině P3 = 0. Všimněte si, že
danému bodu na kružnici odpov́ıdaj́ı právě dva směry n⃗ a −n⃗, Stokesovy parametry jsou tedy
určeny jednoznačně rovinou polarizace daného světla!

Kruhově polarizované světlo je dané např́ıklad vektorem E⃗(t) = E0(cosωt,± sinωt). Odtud

⟨E2
x⟩ = ⟨E2

0 cos
2 ωt⟩ = 1

2
E2

0 = ⟨E2
0 sin

2 ωt⟩ = ⟨E2
y⟩. (427)

Pro výpočet P2 potřebujeme středńı hodnotu

⟨2ExEy⟩ = ±E2
0⟨cosωt sinωt)⟩ = 0. (428)

Konečně, pro výpočet P3 potřebujeme spoč́ıtat〈
2Ex(ωt− π

2 )Ey
〉
= ±2E2

0⟨sin2 ωt⟩ = ±E2
0 . (429)

Po dosazeńı do Stokesových parametr̊u tedy dostáváme P1 = 0, P2 = 0 a P3 = ±1. Kruhově
polarizovanému světlu tedy odpov́ıdaj́ı póly sféry o poloměru 1.

*Cvičeńı 9.11. Světlo dopadaj́ıćı na lineárńı polarizátor je směśı lineárně polarizovaného a nepo-
larizovaného světla. Otoč́ıte-li polarizátorem o 60◦ oproti natočeńı s maximálńı prošlou intenzitou,
dostanete intenzitu polovičńı. Určete poměr intenzit nepolarizovaného a lineárně polarizovaného
světla ve směsi.
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Řešeńı: Intenzita dopadaj́ıćıho světla Id je součtem Id = Ip + In, kde Ip je intenzita lineárně
polarizovaného a In intenzita nepolarizovaného světla. Interferenčńı člen lze zanedbat, jelikož se
jedná o superpozici nekoherentńıch vln. V závislosti na úhlu θ k rovině lineárně polarizovaného
světla je intenzita prošlého světla Io(θ) = Ip cos

2 θ + 1
2In (dle Malusova zákona a př́ıkladu 9.2).

Prošlá intenzita je největš́ı pro θ = 0. Ze zadáńı tedy máme rovnici Io(0) = 2Io(±π
3 ). Po dosazeńı

Ip +
1

2
In = 2

(
1

4
Ip +

1

2
In

)
=

1

2
Ip + In. (430)

Odtud Ip = In – ve směsi je stejný poměr lineárně polarizovaného a nepolarizovaného světla.

*Cvičeńı 9.12. Směr polarizace lineárně polarizovaného světla se rychle měńı (mnohem rychleji,
než je rozlǐsovaćı doba měř́ıćıho př́ıstroje) mezi následuj́ıćımi dvěma stavy: n⃗ = (cos θ0,± sin θ0),

kde θ0 <
π
2 . Vypočtěte Stokesovy parametry. Určete mı́ru polarizace |P⃗ | = |(P1, P2, P3)| v závislosti

na θ0.

Řešeńı: Máme tedy elektrické pole, ve kterém se rychle stř́ıdaj́ı následuj́ıćı dva stavy E⃗+ a E⃗−:

E⃗±(t) = E0

(
cos θ0
± sin θ0

)
cosωt. (431)

Středńı hodnoty složek elektrického pole přes rozlǐsovaćı dobu př́ıstroje budou dány aritmetickým
pr̊uměrem středńıch hodnot přes periodu dvou stav̊u uvedených výše, tedy schematicky

⟨E2⟩troz =
1

2

(
⟨E+2⟩T + ⟨E−2⟩T

)
. (432)

Konkrétně pak

⟨E2
x⟩troz =

1

2

(
⟨E+

x
2⟩T + ⟨E−

x
2⟩T
)
=

1

2

(
cos2 θ0

1

2
+ cos2 θ0

1

2

)
=

1

2
cos2 θ0. (433)

Úplně stejným výpočtem vyjde ⟨E2
y⟩ = 1

2 sin
2 θ0. Pro smı́̌sené členy pak vyjde

⟨2ExEy⟩troz =
1

2

(
⟨2E+

x E
+
y ⟩T + ⟨2E−

x E
−
y ⟩T

)
=

1

2

(
2E2

0 cos θ0 sin θ0⟨cos2 ωt⟩T − 2E2
0 cos θ0 sin θ0⟨cos2 ωt⟩T

)
= 0. (434)

Posledńı středńı hodnota potřebná pro výpočet P3 je

⟨2Ex(ωt− π
2 )Ey⟩ =

1

2

(
2E2

0 cos θ0 sin θ0⟨sinωt cosωt⟩T − 2E2
0 cos θ0 sin θ0⟨sinωt cosωt⟩T

)
= 0.

(435)

Celkově dostáváme

P1 = cos2 θ0 − sin2 θ0 = cos 2θ0, P2 = 0, P3 = 0. (436)

Vid́ıme, že Stokesovy parametry vyjdou podobně jako světlo polarizované ve směru osy x⃗ anebo
y⃗, ale vektor P⃗ = (P1, P2, P3) nelež́ı na jednotkové sféře, protože |P⃗ | = | cos 2ϑ0|. Mı́ra polarizace

se tedy zmenšuje se zvětšuj́ıćım se úhlem ϑ0, až pro θ0 = π
4 vyjde |P⃗ | = 0, což odpov́ıdá nepola-

rizovanému světlu (pak opět roste, jelikož pro θ0 = π
2 dostáváme lineárně polarizované světlo ve

směru osy y⃗).
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10 Interference

*Cvičeńı 10.1 (Fabry-Pérot̊uv etalon). Uvažujte výsledek cvičeńı 7.5, tj. koeficient celkového
odrazu na dvou rozhrańıch

R =
R12 +R23e

−2ik2L

1 +R12R23e−2ik2L
, (437)

kde R12 a R23 jsou koeficienty odrazu jednotlivých rozhrańı, k2 je vlnové č́ıslo v prostřed́ı mezi
rozhrańımi a L je vzdálenost mezi rozhrańımi. Nyńı uvažujte, že jsou rozhrańı tvořena stejnými
polopropustnými zrcadly, tj. R12 = R23 = r. Nalezněte vztah mezi vlnovou délkou λ a vzdálenost́ı
mezi zrcadly L, při kterém je celková odrazivost R = |R2| nulová.

Řešeńı: Po dosazeńı tedy řeš́ıme rovnici

0 =
r(1 + e−2ik2L)

1 + r2e−2ik2L
. (438)

Jelikož je jmenovatel vždycky r̊uzný od nuly a uvažujeme r ̸= 0, dostaneme jednoduchou podmı́nku
1 + e−2ik2L = 0. Odtud dostáváme rovnici

−2k2L ∈ {π + 2nπ | n ∈ Z} (439)

To nám dává podmı́nku k2L ∈ {−π
2 + nπ | n ∈ Z}. Protože máme k2L > 0, dostáváme

k2L ∈ {π
2
+ nπ | n ∈ N0} (440)

Nyńı se jen použije vztah mezi vlnovým č́ıslem a vlnovou délkou, tedy k2 = 2π
λ . Po dosazeńı tedy

L
2π

λ
∈ {π

2
+ nπ | n ∈ N0} (441)

Po vyděleńı rovnice 2π dostáváme finálńı vztah

L

λ
∈ {2n− 1

4
| n ∈ N}. (442)

Cvičeńı 10.2 (Skleněný kĺın). Rovinné plochy skleněného kĺınu o indexu lomu n = 1, 5 sv́ıraj́ı
velmi malý úhel φ = 0, 1′. Na kĺın dopadá kolmo světlo o vlnové délce λ = 500nm. Vypočtěte
vzdálenost interferenčńıch proužk̊u.

Návod: Nalezněte úhel mezi vystupuj́ıćımi paprsky a použijte výsledek př́ıkladu 8.5.

Řešeńı: Světlo dopadá kolmo na podložku. Nakresĺıme si obrázek:
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ϕ

ϕ

ϕ′

ϕ− ϕ′

2ϕ− ϕ′

ϕ′′

Úhly odklonu od kolmic źıskáme s troškou trigonometrie. Např́ıklad úhel φ̄ odklonu od kolmice k
podložce dostaneme součtem úhl̊u v trojúhelńıku:

π = φ+ (
π

2
− φ′) + (

π

2
− φ̄). (443)

Odtud φ̄ = φ−φ′. Podobně pro druhý úhel 2φ−φ′. Protože předpokládáme, že všechny úhly jsou
velmi malé, použijeme přibližně Snell̊uv zákon lomu:

sin(φ) = n sin(φ′), sin(φ′′) = n sin(2φ− φ′). (444)

Protože jsou všechny úhly maličké, můžeme všude použ́ıt aproximaci sin(x) ≈ x. Dostáváme tedy

φ = nφ′, φ′′ = n(2φ− φ′). (445)

Odtud tedy φ′′ = (2n− 1)φ. Celkový úhel, který sv́ıraj́ı odražené paprsky je potom přibližně

∆φ = φ+ φ′′ = 2nφ. (446)

V př́ıkladu 8.5 nám vyšlo, že vzdálenost interferenčńıch maxim na st́ıńıtku (kolmém na pr̊uměr
obou směr̊u) je dán vztahem

∆y =
λ

∆φ
=

λ

2nφ
=

500 · 10−9

2 · 3
2 · 1

600 · π
180

=
18 · 10−3

π
m ≈ 5, 73mm. (447)

*Cvičeńı 10.3 (Vzduchový kĺın). Vzduchový kĺın je ohraničen dvěma dokonale rovinnými skleněnými
deskami s indexem lomu n = 1, 5, které sv́ıraj́ı velmi malý úhel φ. Tento úhel je dán t́ım, že mezi
skleněné desky byl vložen ve vzdálenosti L = 10cm od jejich dotýkaj́ıćıch se okraj̊u proužek alo-
balu tloušt’ky d = 0.02mm. Na kĺınovou vrstvu dopadá kolmo sod́ıkové světlo (λ = 589nm). Určete
vzdálenost interferenčńıch proužk̊u v a) odraženém a b) prošlém světle.

Řešeńı: Pro situaci a) máme následuj́ıćı obrázek:
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ϕ

ϕ1

ϕ1

ϕ2

ϕ2

ϕ̂

Uvažujeme obecněǰśı situaci úhlu φ1. Všimněte si, že dvojitě zalomené světlo je rovnoběžné s t́ım
p̊uvodńım. Muśıme určit pouze úhel φ2. To je opět troška trigonometrie. Úhel φ̂ který sv́ırá paprsek
dopadaj́ıćı na spodńı hranol s kolmićı splňuje rovnici

φ+ (
π

2
− φ1) + (

π

2
+ φ̂) = π, (448)

odkud φ̂ = φ1 − φ. Úhel φ2 potom splňuje rovnici

φ+ (
π

2
− φ2) + (

π

2
− φ̂) = π. (449)

Odtud tedy φ2 = φ− φ̂ = 2φ− φ1. Celkový úhel mezi oběma paprsky je tedy

∆φ = φ1 + φ2 = 2φ. (450)

Vid́ıme, že vzdálenost interferenčńıch maxim ∆y = λ
2φ v̊ubec nezáviśı na n ani na úhlu dopadu ϑ1!

Pro situaci b) máme lehce modifikovaný obrázek:

ϕ

ϕ1

ϕ1

ϕ2

ϕ̂

ϕ̂

ϕ3

ϕ3
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Stač́ı tedy zjistit úhel φ3, pod kterým dopadá dvakrát odražený paprsek na spodńı hranol. Ten
snadno źıskáme z rovnice

φ+ (
π

2
+ φ2) + (

π

2
− φ3) = π, (451)

tedy φ3 = φ+ φ2 = 3φ− φ1. Výsledný úhel mezi dvěma paprsky je ∆φ = φ̂+ φ3 = 2φ.

Cvičeńı 10.4 (Mýdlová brána alias interference na tenké vrstvě). Máte rovinnou mýdlovou blánu
tloušt’ky d o indexu lomu n. Pozorujete-li odraz světla pod úhlem ϑ na mýdlové bláně, vlivem
konstruktivńı interference pro určitou vlnovou délku světla λ vid́ıte blánu zbarvenou. Nalezněte
podmı́nku pro konstruktivńı interferenci pro parametry (d, ϑ, λ, n).

Řešeńı: Muśıme spoč́ıtat rozd́ıl tzv. optických vzdálenost́ı, které uraźı oba paprsky. Optická
vzdálenost je změna fáze podél skutečně uražené vzdálenosti ℓ. Pro rovinnou postupnou vlnu je to
jednoduše kℓ, kde k je vlnové č́ıslo daného prostřed́ı. V našem př́ıpadě porovnáváme dva paprsky
na obrázku:

d

yϑ

ϑ′

x

ϑ

Porovnáváme tedy optické vzdálenosti od mı́sta vyznačeného přerušovanou čarou do mı́sta vy-
značeného punt́ıkem. Vlnové č́ıslo š́ı̌reńı ve vzduchu je dané vztahem k = 2π

λ , vlnové č́ıslo v prostřed́ı
s indexem lomu n je jeho násobek nk.

Skutečnou trajektorii uraženou jednou odraženým paprskem označme jako y. Tu lze vypoč́ıtat
z pravoúhlého trojúhelńıku, jemuž je y odvěsnou:

y = 2x sin(ϑ). (452)

Vzdálenost x naopak dostaneme z pravoúhlého trojúhelńıka s odvěsnami d a x, tedy

x = d tg(ϑ′) = d
sin(ϑ′)√

1− sin2(ϑ′)
= d

1
n sin(ϑ)√

1− 1
n2 sin

2(ϑ)
= d

sin(ϑ)√
n2 − sin2(ϑ)

(453)

Dohromady tedy dostáváme výraz pro y ve tvaru

y =
2d sin2(ϑ)√
n2 − sin2(ϑ)

(454)

Optická vzdálenost pro prvńı paprsek je potom

φ1 =
2π

λ
y + π. (455)
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Je snadné zapomenout na člen π. Prvńı vlna se totiž odráž́ı na rozhrańı vzduch - mýdlo, kde
koeficient odrazu je R = 1−n

1+n < 0. Odražená vlna tedy nakouṕı dodatečnou fázi π jenom svým
odrazem.

Na druhou stranu, vzdálenost y′ uražená druhým z paprsk̊u je daná dvojnásobkem přepony
obou trojúhelńık̊u:

y′ = 2
d

cos(ϑ′)
=

2dn√
n2 − sin2(ϑ)

(456)

Optická dráha uražená druhým paprskem je tedy

φ2 = nky′ =
2dn2

n2 − sin2(ϑ)
(457)

Hledaný rozd́ıl optických drah ∆φ = φ2 − φ1 je potom

∆φ =
4πd

λ

(n2 − sin2(ϑ))√
n2 − sin2(ϑ))

− π =
4πd

λ

√
n2 − sin2(ϑ)− π. (458)

Konstruktivńı interference obou světel nastává pro ∆φ = 2mπ, m ∈ Z. Dostáváme tedy podmı́nku

4πd

λ

√
n2 − sin2(ϑ) = (2m+ 1)π, m ∈ Z. (459)

Proč se nám vlivem konstruktivńı interference jev́ı bublina zbarvená? Je-li n, d a ϑ dané (d́ıváme se
na rovinu bubliny pod nějakým úhlem), ve světle převáž́ı složky s vlnovou délkou λ dané vztahem:

λ =
4d

2m+ 1

√
n2 − sin2(ϑ). (460)

11 Difrakce

Cvičeńı 11.1. Maximum jakého nejvyšš́ıho řádu můžete pozorovat v zeleném světle o vlnové délce
λ = 550nm pro difrakčńı mř́ıžku s 5000 vrypy na 1cm?

Řešeńı: Necht’ d je vzdálenost sousedńıch vryp̊u na mř́ıžce. Úhel θm, pod kterým pozorujeme
maximum m-tého řádu na st́ıńıtku je dán vztahem

sin θm = m
λ

d
. (461)

Odtud dostaneme podmı́nku na maximálńı řád maxima ve tvaru mλ
d < 1, tedy

m <
d

λ
. (462)

Hustota počtu vryp̊u v našem př́ıpadě n = 5.105 m−1. Vzdálenost sousedńıch vryp̊u je potom
d = 1/n a dostáváme podmı́nku

m <
1

nλ
=

1

550 · 5 · 10−4
=

1

2,75 · 10−1
≈ 3,6. (463)

Odtud vid́ıme, že pozorujeme maxima nejvýše třet́ıho řádu.

Cvičeńı 11.2. Mohou se překrývat spektra 1. a 2. řádu a spektra 2. a 3. řádu vznikaj́ıćı na
difrakčńı mř́ıžce, osvětĺıme-li ji b́ılým světlem složeným z vlnových délek 400–700 nm?
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Řešeńı: Vzdálenost m-tého maxima od osy difrakčńı mř́ıžky záviśı na vlnové délce vztahem
ym(λ) = mLλ

d . Řeš́ıme tedy nejprve podmı́nku, zda může nastat situace y1(λ1) ≥ y2(λ0), kde
λ0 = 400 nm a λ1 = 700 nm. Po dosazeńı tedy dostáváme požadavek

1
Lλ1
d

≥ 2
Lλ0
d
, (464)

odkud vyjde podmı́nka λ1 ≥ 2λ0. Pro zadané hodnoty toto nastat nemůže a prvńı a druhé spektrum
se nikdy nepřekrývaj́ı. Pro druhé a třet́ı maximum dostaneme nerovnici

λ1 ≥ 3

2
λ0, (465)

kterou výše zmı́něné vlnové délky splńı. Spektrum 2. a 3. řádu se tedy mohou překrývat. O tom
jestli skutečně budou rozhodnou parametry difrakčńı mř́ıžky (spektrum 2. a 3. řádu v̊ubec nemuśı
být vidět).

*Cvičeńı 11.3. Difrakčńı mř́ıžka má 500 vryp̊u na 1 mm. Vypoč́ıtejte tzv. disperzi, tj. veličinu
dθ
dλ , v okoĺı zeleného světla (λ = 500 nm) pro prvńı a druhý řád.

Řešeńı: Pro mř́ıžku je úhlová závislost maxima m-tého řádu dána vztahem sin θm = mλ
d . Odtud

tedy θm(λ) = arcsin(mλ
d ). Disperzi pro m-tý řád tedy dostaneme derivaćı:

dθm
dλ

(λ) =
1√

1− (mλd )2
· m
d

=
m√

d2 −m2λ2
. (466)

Hustota počtu vryp̊u n je v tomto př́ıpadě n = 5·105 m−1. Odtud d = 20·10−7 m. Vlnová délka je
λ = 5·10−7 m. Č́ıslo pod odmocninou je tedy

d2 −m2λ2 = (400− 25m2) · 10−14. (467)

Pro m = 1 a m = 2 tedy dostáváme

dθ1
dλ

(λ) =
1√
375

· 107 m−1 ≈ 5,16·10−5 m−1,
dθ2
dλ

(λ) =
2√
300

· 107 m−1 ≈ 11,5·10−5 m−1. (468)

Cvičeńı 11.4. Žluté světlo vyzařované atomy sod́ıku je dominované tzv. sod́ıkovým dubletem,
jehož vlnové délky jsou λ1 = 589,0 nm a λ2 = 589,6 nm. Jaká je minimálńı hodnota počtu
vryp̊u/štěrbin mř́ıžky, aby bylo možné tyto dvě vlnové délky rozlǐsit ve spektru prvńıho řádu.

Řešeńı: Úhly, pod kterými pozorujeme maxima prvńıho řádu pro obě vlnové délky označme θ1
a θ2. Plat́ı přibližný vztah

θ1 =
λ1
d
, θ2 =

λ2
d
. (469)

Pro difrakčńı mř́ıžku jsou š́ı̌rky difrakčńıch maxim (vzdálenost mezi prvńımi nulami intenzity okolo
maxima) dané vztahy

δθ =
2λ

Nd
, (470)

kde N je celkový počet vryp̊u na difrakčńı mř́ıžce. Aby se dala spektra obou vlnových délek rozlǐsit,
muśı se obě p̊ulky š́ı̌rek

”
vej́ıt“ mezi dvě maxima. Dostaneme tedy vztah

1

d
(λ2 − λ1) = θ2 − θ1 ≥ 1

2

(
δθ(λ1) + δθ(λ2)

)
=

1

Nd
(λ2 + λ1). (471)
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Odtud můžeme vyjádřit konstantu N jako

N ≥ λ2 + λ1
λ2 − λ1

=
589,6 + 589,0

0,6
≈ 1964,3. (472)

Mř́ıžka tedy muśı obsahovat alespoň 1965 vryp̊u.

Cvičeńı 11.5. Laserovému paprsku o vlnové délce λ = 632,8 nm postavte do cesty vlas pr̊uměru
d. Na st́ıńıtku ve vzdálenosti L = 6 m pozorujete difrakčńı maxima ve vzdálenosti ∆l = 3 cm.
Jaký je pr̊uměr vlasu?

Řešeńı: Dle Babinetova principu je interferenčńı vzor pro vlas stejný jako pro konečně velikou
štěrbinu o š́ı̌rce d. Pro štěrbinu konečné š́ı̌rky d to vyjde stejně jako pro dvě tenké štěrbiny d od
sebe. Vzdálenost sousedńıch maxim je tedy

∆l ≈ L ·∆θ = L
λ

d
. (473)

Odsud můžeme vyjádřit d jako funkci zbývaj́ıćıch proměnných a dostaneme

d =
Lλ

∆l
=

6 · 632, 8 · 10−9

3 · 10−2
m = 2 · 632,8 · 10−7 m = 126µm. (474)

Cvičeńı 11.6 (Difrakčńı obrazec obdélńıkové štěrbiny). Nalezněte difrakčńı obrazec (pr̊uběh in-
tenzity na st́ıńıtku) obdélńıkové štěrbiny o rozměrech a, b.

Řešeńı: Dopadá-li rovinná vlna elektrického pole (ve směru osy z) na přepážku s otvorem B,

je intenzita elektrického pole E⃗ = E⃗(x, y) na rovnoběžném st́ıńıtku v kolmé vzdálenosti L daná
Fraunhoferovým integrálem

E⃗(x, y) =
E⃗0

R
ei(ωt−kR)

∫
B

ei
k
R (xX+yY )dXdY, (475)

kde napravo je plošný integrál přes plochu otvoru B a R = R(x, y) =
√
L2 + x2 + y2. Viz obrázek:

X

Y

x

y

Z, z

B

R

(x, y)

L
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V tomto př́ıkladě je B obdélńık se středem v (X,Y ) = (0, 0) o stranách a a b. Plošný integrál je v
tomto př́ıpadě velmi jednoduchý, máme vypoč́ıtat∫

B

ei
k
R (xX+yY )dXdY =

(∫ a
2

− a
2

ei
kx
R XdX

)(∫ b
2

− b
2

ei
ky
R Y dY

)
. (476)

Oba integrály daj́ı podobný výsledek, spočtěme si jen jeden z nich:∫ a
2

− a
2

ei
kx
R XdX =

R

ikx

(
ei

kx
R

a
2 − e−i

kx
R

a
2

)
=

2R

kx
sin

(
kx

R

a

2

)
. (477)

Výsledné elektrické pole je tedy po dosazeńı

E⃗(x, y) = E⃗0e
i(ωt−kR) ab

R

sin
(
kxa
2R

)
kxa
2R

sin
(
kyb
2R

)
kyb
2R

. (478)

Intenzita I = I(x, y) je časová středńı hodnota kvadrátu (reálné části) tohoto pole:

I(x, y) =
〈
Re[E⃗(x, y)]2

〉
=
E2

0a
2b2

2R2

(
sin(kxa2R )

kxa
2R

)2(
sin(kyb2R )

kyb
2R

)2

. (479)

Výsledek můžeme zapsat pomoćı dvou úhl̊u definovaných vztahy sin θx = x
R a sin θy = y

R . Potom
dostaneme

I(x, y) =
E2

0a
2b2

2R2

(
sin(ka2 sin θx)

ka
2 sin θx

)2(
sin(kb2 sin θy)

kb
2 sin θy

)2

. (480)

Pro pr̊uběh intenzity na ose x můžeme dosadit y = 0 (resp. spoč́ıtat limy→0) s výsledkem

I(x) =
E2

0a
2b2

2R2

(
sin(ka2 sin θx)

ka
2 sin θx

)2

. (481)

Pr̊uběh této intenzity je (v proměnné sin θx) znázorněn na následuj́ıćım obrázku:

sin θx

I

0 λ
a

2λ
a− 2λ

a
−λ
a

3λ
a− 3λ

a

Cvičeńı 11.7 (Difrakčńı obrazec dvou štěrbin). Najděte difrakčńı obrazec dvou štěrbin š́ı̌rky D,
jejiž středy jsou ve vzdálenosti d.
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Řešeńı: Zkoumáme jednorozměrný problém, tedy pr̊uběh intenzity v závislosti na x na řezu
y = 0. Výsledek źıskáme modifikaćı předcházej́ıćıho výpočtu.

X

Y

x

y

Z, z

d

D

D

Spočtěme nejprve zvlášt’ elektrická pole od jednotlivých štěrbin E⃗±(x). Tyto se lǐśı od elek-
trického pole jedné štěrbiny posunut́ım meźı v integrálu přes X. Oproti předchoźımu př́ıkladu
tedy poč́ıtáme:∫ ± d

2+
D
2

± d
2−

D
2

ei
kx
R XdX =

R

ikx
e±i

kx
R

d
2

(
ei

kx
R

D
2 − e−i

kx
R

D
2

)
=
D

2
e±ik

d
2 sin θ sin(

1
2kD sin θ)

1
2kD sin θ

, (482)

kde nyńı R(x) =
√
L2 + x2 a sin θ = x

R . Druhý integrál pro y = 0 dává
∫ b

2

− b
2

dY = b. Máme tedy

E⃗±(x) = E⃗0
bD

2R
ei(ωt−kR)e±i

1
2kd sin θ

sin( 12kD sin θ)
1
2kD sin θ

. (483)

Výsledné elektrické pole je superpozićı těchto dvou, dostáváme

E⃗(x) = E⃗+(x) + E⃗−(x) = E⃗0
bD

R
ei(ωt−kR) cos

(
1

2
kd sin θ

)
sin( 12kD sin θ)

1
2kD sin θ

. (484)

Pr̊uběh intenzity snadno spočteme jako

I(x) =
〈
Re[E⃗(x, y)]2

〉
=
E2

0b
2D2

2R2
cos2

(
1

2
kd sin θ

)
·
(
sin( 12kD sin θ)

1
2kD sin θ

)2

. (485)

Pr̊uběh intenzity na ose x pro d = D
5 má tento tvar (šedě je pro srovnáńı intenzita jedné štěrbiny

š́ı̌rky D):
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sin θ

I

0 λ
D

2λ
D− 2λ

D
− λ
D

3λ
D− 3λ

D

*Cvičeńı 11.8 (Difrakčńı obrazec kruhového otvoru). Sestavte difrakčńı integrál pro kruhový
otvor pr̊uměru D. Výsledek zapǐste pomoćı Besselovy funkce Jn(x), jej́ıž integrálńı definice je

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π
ei(x sin(u)−nu)du. (486)

Návod: Zaved’te polárńı souřadnice v rovině st́ıńıtka i přepážky. Uvědomte si, že výsledek nemůže
záviset na hodnotě polárńıho úhlu v rovině st́ıńıtka a položte ho roven vhodné konstantě. Integrujte
nejprve podle úhlové proměnné. Použijte rekurentńı vztah

d

dx
[xnJn(x)] = xnJn−1(x) (487)

pro n = 1.

Řešeńı: Označme si (r, φ) polárńı souřadnice v st́ıńıtku a (ρ, ϕ) v rovině přepážky. Máme

x = r cosφ, y = r sinφ, X = ρ cosϕ, Y = ρ sinϕ. (488)

X

Y

x

y

Z, z

r

ϕ

(x, y)

(X,Y )

ρ

φ
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Všimněte si, že R =
√
L2 + x2 + y2 =

√
L2 + r2. Nesmı́me zapomenout na změnu elementu plochy,

máme dS = dXdY = ρ dρ dϕ. Pokládáme φ = π
2 a tedy dosazujeme x = 0 a y = r, Y = ρ sinϕ.

Difrakčńı integrál pak má tvar

E⃗(r) =
E⃗

R
ei(ωt−kR)

∫
B

ei
k
R rρ sinϕρ dρ dϕ︸ ︷︷ ︸

f(r)

. (489)

Samotný integrál přes otvor f(r) zaṕı̌seme konkrétně takto:

f(r) :=

∫ D
2

0

ρ

∫ π

−π
ei

k
R rρ sinϕdϕ dρ. (490)

Vnitřńı úhlový integrál je až na nasobeńı 2π přesně Besselova funkce J0 vyč́ıslená v bodě krρ
R ,

dostaneme tedy

f(r) = 2π

∫ D
2

0

ρ J0

(
krρ

R

)
dρ. (491)

Nyńı si zavedeme substituci u = krρ
R a dostaneme

f(r) =
2πR2

k2r2

∫ krD
2R

0

uJ0(u) du. (492)

Z rekurentńıho vztahu výše ale v́ıme, že uJ0(u) =
d
du [uJ1(u)]. Potom snadno

f(r) =
2πR2

k2r2
[uJ1(u)]

krD
2R
0 =

2πR2

k2r2
krD

2R
J1

(
krD

2R

)
=
πRD

kr
J1

(
krD

2R

)
. (493)

Všimněte si, že funkce f(r) je reálná. Výslednou intenzitu tedy již źıskáme triviálně jako

I(r) =
〈
Re[E⃗(r)]2

〉
=

E2
0

2R2
f(r)2 =

E2
0π

2D2

2k2r2
J1

(
1

2
kD sin θ

)2

=
E2

0π
2D4

8R2

(
J1(

1
2kD sin θ)

1
2kD sin θ

)2

=
2E2

0S
2

R2

(
J1(

1
2kD sin θ)

1
2kD sin θ

)2

,

(494)

kde jsme opět definovali úhel θ tentokrát vztahem sin θ = r
R a S = 1

4πD
2 je plocha kruhového

otvoru. Pr̊uběh intenzity pak má následuj́ıćı tvar (šedě je pro srovnáńı intenzita pro štěrbinu š́ı̌rky
D), α ≈ 1, 22:

sin θ

I

0 λ
D

2λ
D− 2λ

D
− λ
D

3λ
D− 3λ

D
α λ
D
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