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Kapitola 0

Matematicky aparat

0.1 Rozmeérova analyza

Zadani: Pomoci rozmérové analyzy se pokuste ,uhddnout® vzorec pro drahu télesa pri
volném padu.

Reseni: Nejprve musime odhadnout, na kterych veli¢indch bude dréha pfi volném padu
zaviset. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze padajici téleso je na zacatku pohybu
v klidu a urazilo nulovou drahu. Urazend dréaha bude jisté zaviset na dobé padu ¢, dale na
tthovém zrychleni g a také by tfeba mohla zaviset na hmotnosti télesa m. Obecné tedy
predpokladame vztah pro drahu s:

s=Ct*mPg,
kde C' je néjaka bezrozmérna konstanta. Rozmérova analyza prosté tika, ze veli¢ina na
levé i pravé strané ma stejnou jednotku. Jakkoli se to muze zdat trividlni, jednda se o
velmi dobrou kontrolu spravnosti, které muze v mnoha ptipadech odhalit nesmyslnost

odhadu néjaké zavislosti. Pouzijme znaceni ze skript pro néjakou obecnou jednotku ¢asu
T, hmotnosti M a délky L. Pak musi platit:

L' =TMP(LT™3" =T M°LY.

Okamzité tak dostavame hodnoty exponentu: 5 = 0 (draha volného padu tedy ve vysledku
na hmotnosti ¢astice nezalezi, alespon pro pad ve vakuu), v = 1 a @ = 2. Dostavame
tedy vzorec:

s = Cgt?.

Hodnotu konstanty C' nam jiz rozmérova analyza nepomuze odhadnout. Jednoduchy
experiment, kdy naptiklad pustime maly pfedmét z vysky 2 m a méiime cas, by nam
umoznil urcit hodnotu C' = %

0.2 Povrch a objem koule

Zadani: Vypocitejte povrch a objem koule ve sférickych soutradnicich.



Reseni: Ve skriptech miizeme najit vzorce pro diferencialy plochy a objemu ve sférickych
soutradnicich a to:

dS = r*sin(6) df dy,
dV = r?sin(0) df dp dr.

Podivejme se kratce na to, jak muzeme tyto vzorce odvodit. U diferencialu plochy nas
zajima, jak velkd plocha je dana ptirustky dhlu df a dop ve vzdéalenosti r od stredu.
Ptejme se nejprve, jaka je délka oblouku, ktery opise bod na poloméru r pii otoceni v
soutadnici ¢ o df. Jednd se o cast kruznice, jejiz cely obvod je 27 a opsand c¢ast této
kruznice odpovida tomu, jakou casti z plného uhlu 27 je pravé thel df. Oblouk tedy
bude mit délku QWT% = rdf. U pootoceni ve sméru souiadnice ¢ je situace podobna,
ale celkova délka opisované kruznice zavisi na uhlu 6. Jednoduchy obrazek ukaze, ze
délka opisované kruznice je 27rsin(f) a vysledny diferencidlni oblouk pak rsin(f)de. U
diferencialu objemu pak jen pfibude zména dr v radidlnim sméru.

Povrch koule o poloméru R uréime integraci diferencialu plochy na poloméru R pfes celou
kouli, tedy pres cely rozsah souradnic 6 € (0,7) a ¢ € (0, 27):

27 ™
S = /dS:/ / R?sin(0) dp df.
o Jo

Vuéi soutradnicim 6 a ¢ je R konstanta, kterou muzeme vytknout pred integral. Jelikoz
integrand je sou¢inem vyrazu v proménnych 6 a ¢ (soucinem vyrazu sin(f) a jednotky),
muzeme vypocet prevést na soucin dvou integralu:

S = 32/0 Wdcp /07T sin(0)dd = R*[¢]2" [~ cos(8)]F = R*2m(—(—1) + 1) = 47 R>.

Poznamenejme, Ze tento postup by selhal, pokud by integrand byl napiiklad tvaru s
a podobné, tedy ne ve tvaru soucinu. (Napifklad s integrandem sin(p+6) bychom si jesté

poradili pouzitim souctovych vzoret.)

V piipadé objemu postupujeme analogicky, jen musime integrovat tiikrdt (navic pres
soufadnici r € (0, R)):

27 I R 2 i R
V= /dV :/ / / r? Sin(@)dgpd@dr:/ dgp/ sin(@)d@/ ridr =
o Jo Jo 0 0 0
oy

3

,
=212 |—| = 7R3
2|5 =

0.3 Ortogonalita matice rotace

Zadani: Ovétte, ze transformaé¢ni matice rotace kolem osy z je ortogonalni, tedy ze pro

cosyp sing 0
a=| —sing cosep 0
0 01



plati a) 377 | ajau = 051 (pro Vi, k) a b) || = deta = 1.

Poznamka: Povsimnéte si, ze zde (na rozdil od skript) striktné oznac¢ujeme celou matici
jako « a jeji prvek i-tém radku v j-tém sloupci jako ay;.

Reseni a) — po prvcich: Mizeme systematicky projit viechny kombinace indexti j a k
a overit, ze zadand rovnost plati. Naptiklad pro 7 =1 a kK = 2 mame:

3
g Q1 Qo = Q11012 + Qo1 Qlgg + Q3130 =
i=1

= cospsiny + (—sing)cosp + 0 =0 = d9,
coz je v poradku. Podobné bychom postupovali i v dalsich osmi piipadech.

Reseni a) — maticoveé: Rychlejsi zpusob je vyuziti maticového po¢tu. Danou rovnost
muzeme prepsat:

3 3
E : E T T
QO = Oéjl-Oéik = (Oé a)jk’
i=1 i=1

kde o je matice transponované k matici . Podminka ortogonality tedy ik, Ze soucin
matice o’ a o musi ddt jednotkovou matici. Podle pravidel pro maticové ndsobeni jed-
noduse dostaneme:

cosp —sing 0 cosp sing 0 1 00
afa=1| sing cosp 0 —singp cosp 0O | =101 0
0 01 0 01 00 1

Reseni b): Podle pravidla pro poc¢itani determinantu matice o rozmérech 3 x 3 (Sarusovo
pravidlo) dostavame:

cosp sinp 0
la] =| —sing cosgp 0 |=cos’0+0+0—0—0—(—sin’¢) = 1.
0 0 1

0.4 Sumacni pravidlo

Zadani: Rozepiste nebo vypocitejte vyrazy (predpokladédme, Ze « je transformacéni matice
z predchoziho prikladu, ¢ je Kroneckerovo delta, ¢ Levi-Civituv symbol, a obecna matice
3 x 3 a x; napiiklad kartézské souradnice):

Reseni: Einsteinovo sumaéni pravidlo ifkd, ze pokud se ve vyrazu néktery index vy-
skytuje pravé dvakrat, je tieba pres tento index scitat pres vSechny pripustné hodnoty
indexu (v nasem piipadé od 1 do 3).

Kroneckerovo delta d;; nabyva hodnot 0 nebo 1 v zavislosti na tom, zda se indexy shoduji
nebo neshoduji:

5 — 1 pro =7,
Y1 0 proi#j.
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Levi-Civituv symbol €;;;, je nenulovy pouze pro permutace indexu 123 — pro tyto nabyva
hodnot +1 v zavislosti na sudosti/lichosti dané permutace:

€123 = €231 = €312 = 1, €132 = €321 = €213 = —17

kdykoliv se vyskytnou dva stejné indexy (napf. €;12 nebo €313), nabyva symbol nulové
hodnoty.

3 , C e , :
L. ajz; =), ajr; = ajxy + ajpxs + ajzrs. Vyraz neni mozné nijak déle upravit.

2. djpxy = Zk 10k = 05121 + 029 + 0303 = 0;;7; = ;. Bez ohledu na to, jakou
hodnotu méa j, bude §;; nenulové pouze pro j = k a pfitom hodnota §;; je 1 (zde
se pfes index j nescitd, protoze mame tii indexy j ve vyrazu d;;x;!). Obecné vzdy,
kdyz mame ve vyrazu Kroneckerovo delta a pres jeden jeho index se s¢ita (napf.
zde §j; a scitdme pies k), muzeme z vyrazu deltu odstranit a soucasné ve vsech
ostatnich Castech vyrazu zameénit séitaci index (zde k) za nescitaci index u delty
(zde j), tedy piisté rovnou d0,,x) = ;.

3. T = Zizl Q1pTE = 01121 + Q19 + aq3x3 = cos(p)zy + sin(p)zy. (Pouzili jsme
matici v z piikladu 0.3.)

4. 52222521(5“:(511+(522+(533:1+1+1:3

5. 05045 = 2?21 Z?Zl 0ij0i5 = 011011 + 012012 + 013013 + 021021 + 022022 + ... = 1 4+ 0+
0+0+1+04+0+0+1= 3. Zde jsme provedli vypocet vypsanim vsech Clent.
Mnohem jednodussi je vsak pouzit pravidlo uvedené na konci bodu 2 a ptredchozi
V}'Isledek, tedy 5ij5ij = 5jj = 3.

0. €ijr€ijr = Z?:l Z?:l Zizl €ijk€ijk = €123€123 + €132€132 T €213€213 + €231 €231 +€312€312 1
€391€321 = 1- 1+ (—=1)-(=1)+1+1+1+1=6. Ve vyrazu jsme rovnou vypustili
vSechny nulové ¢leny s alespon dvéma stejnymi indexy.

0.5 Velikosti vektoru

Zadani: Urcete velikosti nédsledujicich vektoru:

Reseni: Velikost obecného vektoru ¢ = (vy, vg, v3) muzeme spocitat jako |0] = \/v? + v3 + v3,
coz lze také zapsat pomoci skaldrniho sou¢inu jako |0] = V- ¥.

-

Yektor
i= (1,0, )

E sou deﬁnovémy jako jednotkové vektory ve smeéru soutadnych os, tzn.

( ,0), k= (0,0,1).

a
J=

L |7+ 27] = [(1,0,0) +2(0,1,0)| = |(1,0,0) + (0,2,0)] = [(1,2,0)] = VIZ+27 = VS

nebo alternativné |7 4 27| = \/(;—i- 27) - (1 +27) = \/z i4+2-7+2]-1+4]-] =

VIF0+0+4=+/05.
2. i —3k| = (1,0, =3)| = /12 + (—3)2 = V10.
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3. 120 — 37| = |(2,-3,0)] = V13.
A [i+7—2k =](1,1,-2)|=vI+1+4=6.

0.6 Souciny vektoru

Zadani: Urcete:

Reseni: Pro vypocet potfebujeme vektorové souciny jednotkovych vektoru ve smérech
soufadnych os (z 7, k:) Pro libovolné vektory plati a x b= —bxada také vektorovy soucin
dvou rovnobéznych vektoru je nulovy, tedy spemalne ax a = () 7 defini¢nich vlastnosti
vektorového sou¢inu nalezneme i X j = k J x k’q— ia kxi= j. Tyto vztahy si snadno

zapamatujeme p0m001 ,,zakladnlho“ vztahu 7 X 7 = k a pomoci fetézového pravidla, kdy
cyklicky zaménujeme i — 7 — k— i

0.7 Velikost vektoru

Zadani: Vypocitejte: ‘;— %’

Reseni:
- Z+2; 52—2—2] 1 16+4 \/ﬁ
i = | =5l 20l =T =

0.8 Velikost vektoru pomoci skal. souc¢inu

Zadani: Vypocitejte: |d — a-b

Reseni: Poznamenejme, 7ze se automaticky predpoklddd znaceni a = |d|. Vztah mezi
skalarnim souc¢inem a tihlem o mezi vektory je @ -b = abcos a.. Pro libovolny vektor plati
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1 - 1
= 5\/4a2+4c?- b+ b2 = g\/4a2 + 4abcos(m/3) + b =

1 1 1 23
= 4 J4-144-1-2- 2 +4=-+12="2"",
3\/ + 5 " 3 3

0.9 Velikost vektoru pomoci skal. souc¢inu 2

Zadani: Vypocitejte: |2m — i, jsou-li m a 7 jednotkové vektory, které sviraji tihel 7 /4.

Reseni: Analogicky predchozimu pifkladu

= \/(QT?L —n)-(2m—1n) = \/4m2 — 4mncos(n/4) + n? =

:\M—4%§+1:V5—m@.

0.10 Podminka kolmosti

Zadani: Dokaite, 7e vektor @ je kolmy k vektoru b, plati-li |@ + b| = |@ — b|

Reseni: Budeme upravovat zadanou rovnost. Jelikoz se jednd o nezaporné veliciny,
muzeme obé strany bez problému umocnit:

(@+0)(@+b) = \/(@—b)(@—b)
(@+b)(@+b) = (@—b)(@—b)
a®+2a-b+b*=a®—2a-b+ b
i b=0.
Dand rovnost tedy vyzaduje nulovost skalarniho sou¢inu a a l;, coz je ekvivalentni kolmosti
téchto vektoru.

0.11 Zjednoduseni 1

Zadani: Urcete (@ x b)2 + (@ - b)>.

Reseni: Druhou mocninou vektoru je myslen skalarni sou¢in tohoto vektoru se sebou
samym neboli druhd mocnina jeho velikosti. Vyuzitim definic skaldarntho a vektorového
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soucinu:

—, -,

(@x b2+ (@-b)2 =@ x>+ |@-b|* = (absinp)® + (abcos p)? =

= a’b*(sin® ¢ + cos® ) = a*V*.

0.12 Zjednoduseni 2

Zadani: Upravte (@ + b) x (@ — b).
Reseni: Vektorovy souéin muzeme roznasobit (linearita v obou argumentech) a pouzitim
vztahi d x d=bxb=0adxb=—bxa:

- -

(@+b)x (@—b)=axd+bxa—axb—bxb=0+bxa+bxa+0=2bxa.

0.13 ZjednodusSeni 3

Zadani: Upravte i x (i 4+ + k) + (F+ k) x (7 — 2)).
Reseni: Rozngsobenim vektorového souéinu a pouzitim vztaht uvedenych v feseni pitkladu
0.6:

0.14 Shodné vyrazy

Zadani: Které z téchto vyrazi: @(b - @), (@- b)é, (¢- @)b, (@- &b, (- b)d jsou stejné?

Reseni: Je dulezité si uvedomit, ze vysledkem skaldrniho soucinu je éislo. v kazdém
vyrazu je tedy vektor nasobeny ¢islem. Vektory a, l;, ¢ maji obecné ruzné sméry a proto
se obecné nebudou rovnat ani jakékoli jejich nasobky. Naproti tomu je skaldrni soucin
komutativni a také je jedno, zda nasobime vektor ¢islem zprava nebo zleva. Proto jsou
vzdy shodné vyrazy, které jsou nasobkem stejného vektoru. Konkrétné je shodny prvni s
poslednim a tfeti se ¢tvrtym.

0.15 Jednotkovy vektor 1

Zadani: Urcete k vektoru @ = (1,3,5) vektor jednotkovy. (Rozumi se jednotkovy ve
stejném sméru.)

Reseni: Jednotkovy vektor ve sméru vektoru @ dostaneme jednoduse tak, ze vektor @
e %]c‘ﬂ = 1. Zde tedy |d| = V12 4+ 32 + 5% =

|al

vydélime jeho velikosti. Pak bude platit:

, . 1
v/35 a hledany vektor je \/—?5(1, 3,5).
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0.16 Jednotkovy vektor 2

Zadani: Urcete jednotkovy vektor ve sméru @ — g, kde @ = (3,2,0) a b= (2,1,1).

Reseni: Nejprve jednoduse uréime vektor @ — b = (3,2,0) — (2,1,1) = (1,1,—1), pak
uréime jeho velikost |@ — b| = /T + 1+ 1 = /3 a vysledny jednotkovy vektor tedy je

(L1, -1).

0.17 Jednotkovy vektor 3

ZadAn{: Urcete jednotkovy vektor ve sméru @+ b, kde @ = (3,3,1) a b= (1,-3,2).

Reseni: Nejprve jednoduse uréime vektor @ + b = (3,3,1) + (1,-3,2) = (4,0,3), pak
urcime jeho velikost |@+b| = /16 + 9 = 5 a vysledny jednotkovy vektor tedy je %(4, 0,3).

0.18 Jednotkovy vektor 4

Zadani: Najdéte jednotkovy vektor kolmy k roviné urcené vektory a = 2% — 2] + 4k a
b=1i+7—2k.

Reseni — obecné poznamky: Nejprve najdeme libovolny kolmy vektor & = (c1, ¢z, c3)
k zadanym @ a b a nasledné z ného snadno ur¢ime vektor jednotkovy.

Reseni — pomoci vektorového sou&inu: Vektorovy soucin vektori @ x b dé vektor
kolmy na oba vektory. Vypocet dle ptrikladu 0.6 nebo 0.19:

axb=(2—2j+4k) x (1 + ] —2k) = (0,8,4).

Velikost vektoru & |¢] = 0+ 64+ 16 = 4+/5. Jednotkovy vektor je pak i\/ig((),l 1)
(opacny vektor je také kolmy k dané roviné).

Reseni — pomoci skaldrniho souéinu: Podminka kolmosti k roviné dané dvéma vek-
tory je ekvivalentni k podmince soucasné kolmosti na oba vektory. Dva vektory jsou
kolmé, pokud je jejich skalarni sou¢in roven nule. Dostavame tedy 0 = @-¢ = 2¢; —2co+4c3
a0=0b.c= c1+ co — 2¢3. Prictenim dvojnésobku druhé rovnice k prvni dostaneme ¢; = 0
a dosazenim do druhé rovnice ¢y = 2¢3. Obecné tedy mame vektor ¢ = (0, 2c3, ¢3), ktery
muzeme zvolit napiiklad jako ¢ = (0,2,1). Jeho normovanim dostaneme vysledek jako v
predchozim postupu, tj. j:\/ig(O, 2,1).

0.19 Vektorovy soucin

Zadani: Urcete a x I;, kde @ = 27 — j ab= 27 + k.



Reseni: Pouzitim vztahu a vlastnosti vektorového sou¢inu popsanych v reseni prikladu

0.6 snadno odvodime obecny vzorec pro vektorovy souc¢in dvou obecnych vektoru a =
(al, as, ag) a b = (bl, bQ, bg)i

i x b= (a2bs — asba, azby — arbs, arby — asby)

(vSimnéte si toho, ze druhou a tfeti slozku vektoru dostaneme opét cyklickou zdménou
indexi 1 — 2 — 3 — 1). Vypoctem dle tohoto vzorce dostaneme:

(2,-1,0) x (0,2,1) = (=1 — 0,0 — 2,4 — 0) = (=1, —2,4).

0.20 Skalarni soucin

Zadani: Urcete @ - b, kde @ = i+7ja b= %4 — k.

Reseni: Skalarni sou¢in muzeme pocitat v souradnicich jako @ - b = a1b; + asbs + asbs,

kde @ = ((Il,ag,ag), g: (bl,bg,bg).

(1,1,0)- (2,1,=1) =1-241-140-(=1) =2+1 = 3.

0.21 Jednotkovy vektor 5

Zadani: Urcete Jednotkovy vektor ve sméru vyslednice vektoru @ = 2i —i—j l;, b =
z—2]—|—2k: C——22—|—j—/€

Reseni: Vyslednice vektori je prosté jejich souctem, tedy G+b+¢ = (2,1, 1)+(1,-2,2)+
(—=2,1,—1) = (1,0, 2). Urcime jeho velikost |@+b+c] = /T + 4 = /5 a jednotkovy vektor
tedy bude =(1,0,2) = J=(i + 2k).

0.22 Hledani vektoru a uhlu

—

ZadAn{: Je dén soucet a rozdil dvou vektori: @ + b = (4,2,1), d—b = (2,3,1). Urcete
vektory @ a b a thel mezi @ a (@ + b).

Reseni: Sectenim rovnic dostaneme 2@ = (6,5,2), a tedy @ = (3,5/2,1) a odectenim
dostaneme b = (1,—1/2,0). Déle plati a-(a+0b) = |d||d + b|cosp. Dostavame tedy

_ 1245+1 B e 1o
coS(p—%\/36+25+4\/16+4+1 \ﬁf 0974a<p—arccosmﬁ_13_

0.23 Plocha trojihelnika

Zadani: Pomoci vektorového poctu urcete plochu trojihelnika s vrcholy
A(2,3,5), B(4,2,—1),C(3,6,4).
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Reseni: Nejprve si uréime napiiklad vektory AB = (4,2,-1) — (2,3,5) = (2,—1,-6) a
AC = (3,6,4)—(2,3,5) = (1,3, —1). Velikost jejich vektorového soucinu je dvojndsobkem
plochy trojihelnika, a tedy S = 1| ABx AC| = 3|(2, 1, —6)x (1,3, —1)| = 3|(1+18, —6+
2,6+ 1)| = 1|(19, —4,7)| = 1/426.

0.24 Objem rovnobézZnosténu

Zadani: Urcete objem rovnobéznosténu, jehoz strany jsou dany vektory a = i+ 2}, b=
45,¢ = j + 3k.
Reseni: Objem rovnobéznosténu odpovidd smisenému soucinu:

-, - —, - -

V=(@xb) -¢=((42))x4)) - (G+3k)=(4k+0) - (j+3k) =0+ 12k - k = 12.

0.25 Krychle

Zadani: Pomoci skaldrniho soucinu vektoru urcete uhly, které sviraji télesové thlopiicky
krychle.

Reseni: Jelikoz velikost thla nezavisi na velikosti krychle, mtzeme si zvolit krychli o
strané délky 1. Krychli umistime ptirozené do soustavy soutradnic tak, ze jeden vrchol je v
pocatku soustavy, hrany jsou rovnobézné s osami a vSechny souradnice bodu krychle jsou
nezéaporné. Jedna télesové ihlopiicka pak bude ve sméru vektoru a@ = (1,1,1)—(0,0,0) =
(1,1,1) a dalsf napifklad b = (1,1,0) — (0,0,1) = (1,1, —1).
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Potom plati @ - b = abcos o, a tedy cosp = % = 3. Tomu odpovidd thel

(© = arccos (%) = 70, 53° a druhy thel je doplnék do 180°.

0.26 Kosinova a sinova véta

Zadani: Pomoci vektorového poctu dokazte kosinovou vétu a sinovou vétu.

Reseni: Mé&jme libovolny trojihelnik ABC' a ozna¢me jako @ vektor z B do C, jako b
vektor z C' do A a jako ¢ vektor z A do B.

Potom plati @+ b+ =0, a tedy @ = —b— & Odtud také plati @-d@ = (=b— @) - (—b— &),
coz mizeme upravit na a? = b* + 2 +2b- & = b> 4 2+ 2be cos(m — ) = b? 4+ 2 — 2bc cos a.
Kvuli volbé orientaci vektoru je totiz thel mezi bac doplnkovy k « a nikoli pfimo a.
Tim jsme dostali kosinovou vétu.

Jelikoz @ = —b — ¢, je vektor @ rovnobézny s vektorem b+ ¢ atedy 0 = @ x (I;—l— c) =
dxb+dx¢c Odtud —d@ x b= d x ¢, a proto se musi rovnat velikosti | — a@ x b

. o . . 1/ s , . . . b ¢
tedy absin(m — ) = acsin(m — f3), coz davé po tpravé sinovou vétu 8 = -

X
By

:|c_i ,

Analogicky bychom dostali véty pro jiné kombinace a,b a c.
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0.27 Rozklad vektoru

Zadani: Najdéte slozky vektoru @ do sméru daného jednotkovym vektorem 7 a do sméru
kolmého.

Reseni: Jednoduchy obrazek nam ukaze, ze velikost projekce ve sméru vektoru 7 je
a cos p, coz je presné hodnota skalarniho souc¢inu (7 - @).

(- @)

Pokud touto hodnotou vynasobime jednotkovy vektor 7, dostaneme ptimo pozadovanou
slozku rozkladu (7i-@)7i. Druh4 slozka bude mit velikost a sin ¢, coz je velikost vektoru (77 x
@). Dalsim vektorovym vyndsobenim vektorem 7 jiz nezménime velikost (je jednotkovy a
kolmy k 7 x @) a dostaneme vektor spravného sméru, tedy vysledek je (7 x @) x 1.

Poznamka: Kolmou slozku muzeme také ziskat jednoduchym odectenim ¢dsti rovnobézné
s vektorem 7i: @ — (71 - @)7.

0.28 Neasociativita vektorového souc¢inu

Zadani: Jsou dany vektory @ = i+ 7, b=2i— 37+ /2, d=4j— 3k. Vypocitejte (@ x 5) X C,
ax (bx?a).
Reseni: Pocitdme pomoci pravidel v Feseni pitkladu 0.6.

(@xb)x = (=3k —j+2k+17)x (47— 3k) = (i — j — 5k) x (4] — 3k) =
— 4k + 3 + 30 4 207 = (23,3,4),

ax (bxd)=(i+])x (8k+ 6] +9i — 4i)
— 6k — 8] — bk + 81 = (8,—8,1).

(4 7) x (5i + 67 + 8k) =
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Kapitola 1

Kinematika ¢astice

1.1 Pohyb po primce

Zadani: Céstice se pohybuje piimocare po ose z podle zdkona = = At 4+ Bt?, kde A =
5cm.s !t a B =6 cm.s™2. Urcete okamzitou rychlost ¢éstice zacatkem desaté a koncem
dvanacté sekundy a stiedni rychlost v intervalu mezi témito okamziky:.

Reseni: Pro lepsi prehlednost budeme pouzivat vyjadreni s uvedenim nezgvislé proménné,
tedy z(t) = At + Bt?. Rychlost v daném case t ziskdme derivovanim dréhy podle ¢asu:

(t) = dsz) = [z(t)]' = (At + Bt2) = A + 2Bt.

(Speciélné derivace podle ¢asu budeme nékdy znacit teckou misto ¢arky, [z(t)] = Z(t))
Rychlosti v danych casech pak uz dostaneme pouhym dosazenim jako:

v(9s)=A+2B-9s=113 cm.s ",
v(128) = A+2B-12 s =149 cm.s™ .

Primérnou rychlost na daném intervalu dostaneme obecné tak, ze celkovou urazenou
drahu vydélime ¢asem potfebnym na jeji prekonani. Zde tedy:

r(12s) —2(9s) 924 cm —531 cm 393 cm

= =131 cm.s™ .
38 38 3s 31 em.s

U =

Postup pouzity vyse pro ziskani okamzité a prumeérné rychlosti je univerzalni. Muzeme
si vSimnout, ze v této konkrétni situaci bychom dostali hodnotu stfedni rychlosti také
tak, ze bychom jednoduse zprumeérovali dvé hodnoty rychlosti v krajnich bodech. To ale
funguje jen, pokud se rychlost méni linedrné (piipadné je konstantni). Muzete si ovérit,
7e napifklad pokud bychom méli v(t) = Ct? (C je konstanta, tfeba 4 cm.s™3), primérna
rychlost na intervalu uz nebude prumérem rychlosti v krajnich bodech!

18



1.2 Letadlo ve vétru

Zadani: Pilot letadla je od svého cile vzddlen 200 km na zapad a pritom vane se-
verozapadni vitr o rychlosti 30 km.h~!. Urcete vektor rychlosti letadla, chce-li pilot
dosahnout svého cile za 40 minut.

Reseni: Celou tilohu budeme fesit jako rovinny problém. Zanedbévéme tedy kiivost Zemé
a pristani. Vitr chdpeme jako pohyb celé masy vzduchu, ve které se letadlo nachazi. Z
pohledu vztazné soustavy spojené se zemi tedy letadlo vykonava dva pohyby. Jednak je
to pohyb s masou vzduchu rychlosti danou vanoucim vétrem, jednak pohyb letadla vuci
tomuto vzduchu.

Zavedme vztaznou soustavu spojenou se Zemi s pocatkem v misté letadla na zacatku
uvazovaného pohybu, osou x smérem na vychod (tedy smérem k cili letadla) a osou y
na sever. V téchto souradnicich (a vzdy v kilometrech) mame vychozi bod O = (0,0),

cilovy bod C' = (C,, C,) = (200,0). Pokud by panovalo bezvétii, pak letadlo musi letét

rychlosti v = 3 = % = 300 km/h pfimo na vychod, tzn. ve sméru osy x a vektorove

by tedy rychlost byla 7 = (300, 0).

Na letadlo ale nyni pusobi vitr a vektor rychlosti vétru je nésledujici @ = (ug,u,) =
(30-cos T, —30-sin T) = (15v/2, —15v/2) (severozdpadnf vitr vane ze severozdpadu na ji-
hovychod). Ozna¢me hledany vektor rychlosti letadla vje; = (Vjets, Viety ). Pak musi platit,
7e U = Ui + 1 — tedy ze pilot musi kompenzovat pusobeni vétru tak, aby vyslednice rych-
losti letadla vici vzduchu a rychlosti masy vzduchu dala puvodni ,bezvétrnou* rychlost.
Vyjaditme G, = ¥ — i@ = (300 — 15v/2,15v/2) = (278, 8;21,2) km/h.

Tato rychlost predstavuje rychlost letadla vuci okolnimu vzduchu (tzn. ve vztazné sou-
stavé okolniho vzduchu). Rychlost 4., méii letadlo pomoci Pitotovych trubic. Rychlost ¥
bude méfena napt. pomoci GPS a udava tedy rychlost letadla vuéi zemi (tzn. ve vztazné
soustavé spojené se zemi).

1.3 Brouci

Zadani: Po ramenech pravého thlu lezou dva brouci. Prvni z bodu A vzdaleného od
vrcholu pravého thlu o vzdalenost [g rychlosti vy smérem k vrcholu, druhy po druhém
rameni z vrcholu smérem od ného rychlosti vy. Ve kterém okamziku si budou brouci
nejblize, jak budou od sebe daleko a jaké budou pii tom jejich vzdalenosti od vrcholu?
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Reseni: Soufadnice budou voleny tak, ze po ose x se pohybuje prvni brouk a po ose y
druhy s tim, ze bod A a druhy brouk po zahdjeni pohybu lezi na kladnych polooséch.

Poloha prvniho brouka bude popsana vektorem 73 (t) = (l19 — v1t,0) a poloha druhého
brouka 7% (t) = (0,vat). Vektor vzdjemné polohy bude 75(t) = 7(t) — 71(t) = (=l +
vit, vot) a jeho velikost [(t) = |r12(t)| je vzdédlenost brouku. Ta ma nasledujici vyjadient:

L=/ (=l +v1t)? + (vat)? = \/(110)2 + (v + V)12 — 2ulyt.

Minimalni hodnotu vzdalenosti nalezneme tak, ze derivace funkce v tomto bodé musi byt
nulova. Pro zjednoduseni vyuZijeme toho, Ze vyraz [> bude nabyvat extrému ve stejnych
bodech[l] jako I:

(ZQ(t)>/ = 2(1)% —+ U%)t — 21)1110.

Vzd4lenost tedy bude minimaln{ v ¢ase T', ve kterém je derivace nulové: 2(vi + v3)T —

2v1l19p = 0, odkud T = % Dosazenim dostaneme vzdalenost pii nejvétsim piiblizeni
1 2

I(T) = —lwvz_ Vydilenosti broukii od vrcholu pak dostaneme pifmo jako jejich od-

\/ v%-‘,—v%

povidajici souradnice = a y z vektoru 7 (T') = ( hovy O) ay(T) = (O lm”—m)

U%—i—v% ) ’ U%-FU%

V ramci kontroly spravnosti si muzeme ovérit, ze vsechny vysledky maji spravny fyzikalni
rozmér (T m4 rozmér ¢asu, lyg rozmér délky a v; a vy maji rozmeér délky.casu=t).

1.4 Vzajemna poloha castic

Zadani: Dvé céstice se pohybuji rychlostmi o vektorech v, = (2,0), v = (0,3) (v
prislusnych jednotkéch). V ¢ase ¢ = 0 se nachézely v bodech 79 = (—3,0), 7 = (0, —3).
Urcete vektor vzajemné polohy c¢astic, ¢as a délku maximalniho sblizeni.

Reseni: Uloha je zcela analogické predeslé dloze s brouky. Poloha prvniho bodu bude
popséna vektorem 7 (t) = (—34-2t,0) a poloha druhého bodu 75 (t) = (0, —34-3t) a vektor
vzajemné polohy je 7io(t) = 7a(t) — 71 (t) = (3 — 2t, —3 + 3t). Vzdjemnd vzdalenost bude
I(t) = |F2t)] = V9—12t+ 42+ 9 — 18t + 9 = /18 — 30t + 13{2. Druhd mocnina
vzdalenosti tedy je I2(t) = 18 — 30t + 13t%. Tu zderivujeme a derivaci polozime rovnu
nule 0 — 30 + 2 - 137 = 0. Odtud dostavdame ¢as maximélniho ptiblizeni 7' = 15/13 a

dosazenim dostdvame vzdélenost pii maximalnim piiblizeni I(T) = \/iﬁ

IPfesnéji feceno, jelikoz (I12(t))" = 2I(t)I’(t) mohlo by I nabyvat extrémii ve vice bodech, pokud by
nékde platilo I(¢) = 0
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1.5 Vzajemna poloha castic 2

Zadani: Dvé castice se pohybuji rovnomérné primocare, prvni z bodu A= (0,1) rych-
losti ¥7 = (3,—2), druhd z bodu B = (0, —1) rychlosti v, = (6,4), v8e v piislusnych
jednotkéach. Urcete prusecik trajektorii, vektor vzajemné polohy, okamzik maximalniho
sblizeni a velikost tohoto sblizeni.

Reseni: Odlozme uréeni pruseciku trajektorif na pozdéji. Zbytek tlohy je analogii predchozich
dvou. Poloha prvniho bodu bude popséna vektorem 7 () = (3t, 1 — 2¢) a poloha druhého
bodu 7, (t) = (6t, —1 + 4t) a vektor vzajemné polohy je 75(t) = ra(t) — 71 (t) = (3t, —2 +
6t). Opét urcime vzdjemnou vzdélenost [(t) = |Fa(t)] = V4 — 24t + 45t2. Zderivujeme
kvadrat vzdalenosti a polozime ho roven nule: 0 — 24 4+ 907" = 0, odkud mame ¢as ma-

ximalniho sblizeni T' = % a dosazenim dostaneme odpovidajici vzdalenost [ = %.

Zbyva urcit polohu pruseciku trajektorii. Trajektorie rovnomérné primocarého pohybu je
primka, a tedy chceme urcit prusecik dvou piimek. Polohové vektory bodu, které jsme
urcili, jsou vlastné parametrickym vyjadienim piimek trajektorii, kde roli parametru
hraje cas t. Pti hledani pruseciku se musi rovnat z-ové i y-ové slozky obou polohovych
vektoru. Musime vSak mit na paméti, ze kazda ¢dstice prochazi prusecikem v jiném case!
Oznacme okamzik pruchodu prvniho bodu prusecikem trajektorii jako t;, ¢as pruchodu
druhého bodu jako ty a slozky polohovych vektoru 7} = (z1,y1) a 7 = (29, y2). Potom
musi platit 7] (t1) = 7(t2) (z definice ¢asu t; a ty). Mame tedy dvé rovnice:

3t1 - 6t2,
1 =2t = =1+ 4t,.

Tuto soustavu jednoduse vyfesime a dostaneme t; = 1/2 a t; = 1/4 a dosazenim dosta-
neme souradnice pruseciku jako xq(t1) = xa(t2) = 3/2 a y1(t1) = ya(t2) = 0.

1.6 Pohyb castice

Zadani: Pohyb ¢astice je uréen parametricky jako o = At? + By, y = Ast? + Bo, kde
Ay =20 cm.s™2, By =5 cm, Ay = 15 cm.s™2, By = —2 cm. Najdéte rychlost a zrychlen{
castice v okamziku t = 2 s.

Reseni: Vektor polohy tedy je 7 = (At? + By, Ast? + by). Jeho derivaci dostaneme
vektor rychlosti 7(t) = ©(t) = (2A1t,2A5t), ktery staci vycislit v case t = 2 s, tedy
7(2 s) = (80 cm.s™!,60 cm.s™'). Dalsim zderivovanim pak dostaneme zrychleni 7(t) =
a(t) = (241,2A,), které ma v case t = 2 s hodnotu @(2 s) = (40 cm.s™2,30 cm.s™2).

1.7 Trajektorie pohybu

Zadani: Urcete rovnici trajektorie, rychlost a zrychleni néasledujicich pohybu ¢astice za-
danych parametrickymi rovnicemi:
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a) x(t) = 4sin(Zt), y(t) = 3sin(5t)
b) a(t) = 4cos(Et), y(t) = 3sin(Tt)
¢) w(t) = 4sin(5)t, y(t) = 3sin(5)t
d) z(t) = 4cos?(%t), y(t) = 3sin*(Zt)

Reseni: Ve viech piipadech budeme postupovat analogicky. Nejprve najdeme rovnici
trajektorie tak, ze z rovnic pro x(t) a y(¢) vhodnymi upravami vylou¢ime ¢as ¢t. Pro
urceni vektoru rychlosti a zrychleni stac¢i zadané parametrické vzorce derivovat jednou,
resp. dvakrat, podle casu.

a) Z prvni rovnice si vyjadifme sin(3t) = § a dosazenim do druhé dostdvame rovnici
primky y = %x. Pohyb tedy bude probihat po této ptimce, ale ne nutné po celé piimce.
Jelikoz funkce sin(5t) nabyva hodnot od —1 do 1, bude pohyb probihat v soufadnici x
v intervalu (—4,4) a v soufadnici y v intervalu (—3,3). V obou soutadnicich se jedna o
harmonicky pohyb a celkové je i pohyb po dané tisec¢ce harmonicky.

Vektor rychlosti bude mit tvar #(t) = (4 - cos(2t)Z, 3% cos(Zt)) a vektor zrychleni a(t) =

(—m?sin(5t), —3% sin(5t)).

b) Zde pouzijeme goniometricky vzorec sin? p + cos? p = 1. Umocnime tedy x(t) i y(t) na
druhou, rovnici pro z Vydehme Sestnécti a rovnici pro y deviti a secteme, ¢imz dostaneme

rovnici elipsy: %= + y =1.
Vektor rychlostl bude mit tvar 0(t) = (—2msin(5t), 3 cos(

2
(—m2 cos(Zt), — 2 sin(Zt)).
Jelikoz pohyb probiha po elipse, jisté neni pfimocary. Jesté by vSak mohl byt rovnomérny.
U ptimocarého pohybu se neméni smér vektoru rychlosti a u rovnomérného se zase neméni
jeho velikost. (Obecné tedy neplati, ze u rovhomérného pohybu musi byt nulové zrychleni

— viz rovnomérny pohyb po kruznici.) Velikost rychlosti zde je:

Zt)) a vektor zrychleni d(t) =

— 2 qin2 I 9 2 2 — - ? 2 E
v(t) \/47r sin (2t))+47r Ccos 7T\/ sin? + 7 cos (2t)

- w\/g (sinz(gt) + cos2(gt)) + Zsmz(zt)) = W\/Z + ZsinQ(gt)).

Vyraz jsme upravovali proto, aby bylo zfejmé, Ze se jeho hodnota meéni s casem ft.

4
nezavisi.) V nasem piipadé se tedy jednd o nerovnomérny pohyb.

(Napiiklad vyraz 7r\/ Lsin®(5t) + £ cos?(3t) také obsahuje t, ale jeho hodnota na t

c) V tomto piipadé se ve vzorcich pro x a y vyskytuje pouze konstantni hodnota sin(3) = 1
nezavisla na t. Mame tedy z(t) = 4t a y(t) = 3t. Z prvni rovnice vyjddiime ¢t = § a
dosadime do druhé. Trajektorie je tedy popséna rovnici y(x) = 33:. (Dodejme, ze i kdy-
bychom nevy¢islili hodnotu vyrazu sin(%), vyraz by se vykratil.) Pohyb tedy probiha na
piimce a souradnice polohy céstice mohou nabyvat libovolnych hodnot (uvazujeme sa-
moziejmé i zaporné ¢asy t < 0).

Vektor rychlosti bude mit tvar ¢(¢) = (4,3) a vektor zrychleni bude nulovy d(t) = (0,0).
Jedna se tedy o rovnomérny piimocary pohyb.
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d) Pro nalezeni trajektorie rovnou rovnici pro = vydélime ¢tyfmi, rovnici pro y tfemi a
vysledky secteme. Vysledek upravime na y(z) = —%x + 3. Pohyb tedy probiha na c¢ésti
piimky, pticemz z € (0,4) a y € (0, 3).

Pro prehlednost napted uréime samostatné prvni slozku vektoru rychlosti @(t) = 4 -
2cos(Gt)(—sin(5t))5 = —2msin(7t), kde jsme vyuzili vzorec sin 2ac = 2sin o cos . Ana-
logicky dostaneme i druhou slozku a celkové 0(t) = (—2m sin(nt), 27 sin(rt)). Dalsi deri-

vaci dostaneme vektor zrychleni jako @(t) = (—2n2 cos(7t), 372 cos(t)).

Velikost vektoru rychlosti je v(t) = 7T\/ 4sin®(wt) + ¥ sin®(wt) = 5 |sin(xt)|. Pohyb je
tedy nerovnomeérny a podle ptredpisu pro z(t) a y(t) pozname, ze se nejednd ani o pohyb

harmonicky.

1.8 Parametrizace harmonického pohybu

Zadani: Napiste parametrické rovnice pro pohyb céstice, ktera kona harmonicky pohyb
po usecce, jejiz nosnd primka mé tvar y = = — 4. Rovnovazné poloha lezi v bodé A =
(2, —2), amplituda je rovna s, = 2v/2, tihlova frekvence w = 7/4, v okamziku t = 0 je
¢astice v bodé (4,0) (vSe v piislusnych jednotkéch).

Reseni: Stacf urcit vyraz pro z(t) a pak vysledny vzorec pro y(t) dostaneme jednoduse
jako y(t) = x(t) — 4. Jelikoz m& byt pohyb harmonicky, mame dany tvar z(t) = A, +
sz sin(wt + ), kde s, je amplituda ve sméru x (ta se lis{ od celkové amplitudy pohybu v
roviné so!), A, = 2 ozna¢uje x-ovou slozku rovnovazné polohy. Trajektorie pohybu svira
s osou z uhel 7 a tedy pro amplitudu s, bude platit s, = spcos § = 2V/2 - ‘/75 = 2. Nyni
urcime ¢, tak, aby platila pocatecni podminka x(0) = 2 + 2sin(§ - 0 + o) = 4, tedy
musime mit oy = 5. Vysledné tedy:

2(t) = 2 + 2sin (%t + g) .yt =a(t) —4=—2+2sin (%H g) .
Miuzeme jesté vyuzit toho, ze sin(a + §) = cos a a psat

x(t) =2+ 2cos (%t) : y(t) = =2+ 2cos <%t> :
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Je vsak tfeba mit na paméti, ze podle nasi konvence je ve vzorci standardné sinus, a tedy
pokud se ptdme, jaka je pocatecni faze pohybu, je to ¢y = 7 a nikoli nula. (Jedna se ale
skuteéné jen o konvenci nazvoslovi.)

1.9 Polarni souradnice

Zadani: Urcete rychlost a zrychleni ¢astice v polarnich souradnicich, je-li pohyb zadan
parametricky jako x = at, y = bt, jde a, b jsou konstanty.

Reseni: Pokud bychom méli rychlost a zrychleni uréit v kartézskych soufadnicich, byli
bychom hned hotovi, jelikoz v,(t) = ©(t) = a, v,(t) = y(t) = b a a,(t) = &(t) = 0,

vvvvvv

v, (1)

(1), vp(t) = r(t)e(t),
a,(t) =7(t) —

(t) = r(t)e(t)?, ag(t) = 2i(t)p(t) + r(t)E(1).

Neplati tedy, ze by napiiklad rychlost a zrychleni ve sméru ¢ byla ddna prosté jako (t)
a @(t)!

Pro pouziti vySe uvedenych vzorcu musime nas pohyb prevést do polarnich souradnic. Z
Pythagorovy véty plati 7(t) = v/z(t)2 + y(t)2 = Va® + b2 t. (Pfedpokladdme ¢ > 0.) Uhel

¢ muzeme urc¢it ze vztahu tan(o(t)) = % = 2 a tedy ¢(t) = arctan(2). Ve vysledku

a
nés ani nebude zajimat samotna hodnota ¢(t), ale pouze jeji derivace, kterd bude nulova,
jelikoz ¢(t) je konstantni. (To je vidét i z toho, ze rovnice trajektorie je y = 2a, a ¢dstice
se tedy pohybuje po dané piimce smérem od pocétku.)

Pouzitim vzorcu dostévame:

1.10 Nerovnomeérny pohyb po kruznici

Zadani: Urcete charakter pohybu ¢éstice (trajektorii, rychlost, zrychleni) daného para-
metricky jako x = [ cos [ty sin(wt + ¢o)], y = Usin [¢hg sin(wt + o).

Reseni: Uréeme nejprve rovnici trajektorii vylou¢enfm ¢asu t. Obé rovnice umocnime na
druhou a secteme. Pouzitim vzorce cos? a + sin? a = 1 dostaneme x2 + 32 = 12 (je tiplné
jedno, jak slozity je argument o funkci sin o a cos? a, zde a = 1)y sin(wt + ¢g)). Pohyb
tedy probihd po kruznici, coz naznacuje, ze by mohlo byt snazsi pracovat v polarnich
soutadnicich. (V zaddni se nefikd, v jakych soutadnicich mame rychlost a zrychleni urcit,
v principu to samoziejmé jde ,uderivovat“ i v kartézskych souradnicich.)

Jelikoz pohyb probihd po kruznici daného poloméru [, bude ziejmé r(t) = [ ve vSech
casech, a tedy 7(t) = 0. Soutadnici ¢ vlastné vidime rovnou. Jelikoz vztah mezi kartézskymi
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a polarnimi souradnicemi je z = rcosy a y = rsiny, je ziejmé (t) = g sin(wt + o).
Nyni uz staci jen pocitat:

v (t) = 7(t) =0,

Vp(t) = r(t)(t) = lihow cos(wt + o),

a,(t) = 7 (t) — r(t)p(t)* = 0 — lpgw® cos®(wt + o),
a,(t) = 2r(t)p(t) + r3(t) = 0 + (—lbow? sin(wt + ¢y)).

Céstice vykondva harmonicky pohyb po oblouku kruznice o poloméru I, ktery probihd v

rozsahu thlu (—y, o).
Y
AV

1.11 Rovnomeérné zrychleny pohyb po kruznici

Zadani: Céstice se pohybuje po kruznici o poloméru r = 5 cm se stfedem v pocatku
soufadné soustavy, s konstantnim thlovym zrychlenim ¢ = 2 s72 a v okamziku t =
0 je v bodé A o soutradnicich (0,5) cm. Urcete teéné a normalové zrychleni. Reste v
polarnich soutradnicich. (Podle vysledku se v tiloze navic predpokladd nulovd pocatecni
thlova rychlost w(0) = 0, kterd je na rozdil od pocateéni polohy pro piiklad relevantni.)

Reseni: Specidlné v piipadé pohybu po kruznici a pii této volbé souradné soustavy (tzn.
ze pocatek lezi ve stredu kruhového pohybu) plati, Ze velikost zrychleni v souradnici ¢
odpovida tetnému zrychleni (|a;| = |a,|) a velikost zrychleni v soufadnici r odpovida
zrychlen{ normélovému (|a,| = |a,|). Pro tento pohyb plat{ a, = —a,, nebot radidln{
polérni soutadnice sméfuje ,ven* z kruznice, zatimco zde smér norméalového zrychleni
smétuje ,,dovniti“ kruznice.
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Pfipomenme, Ze obecné jsou a, a a, vztaZena k poldrnim soufadnicim, zatimco a; a
a, se vztahuji k pohybu c¢astice a zadny jednoduchy vzajemny vztah nemusi existovat.
(Napiiklad u jiného specidlniho piipadu — ¢dstice pohybujici se po piimce prochdzejici
pocétkem — by platilo a, = a;.)

Souradnice r je konstantni a tedy jejl’ derivace je nulova. U soufadnice ¢ je situace

vvvvvv

a;=a, =21 +rp =0+re =10 cm.s 2

Jesté potiebujeme spocitat a, = —a, = —F + r¢?. Potfebujeme spocitat tthlovou rych-

lost w(t) = (t). Plati, ze thlové zrychleni je derivaci ihlové rychlosti (¢ = w), stejné
dw(t)

5 - Obé strany

jako je ,normalni“ zrychleni derivaci rychlosti. Mame tedy rovnici ¢ =
zintegrujeme podle ¢asu a dostaneme:

/dt/
et +C =w(t

kde C' je integraéni konstanta. (Vysledek samoziejmé plati jen pro konstantni e!) Hodnotu
C uréime z pocatecnich podminek w(0) = 0. Tim dostaneme w(0) = e¢-0+C = 0, a
tedy konstanta je v tomto piipadé nulova. Uhlové rychlost se tedy bude ménit s ¢asem
jako w(t) = et, stejné jako normalni rychlost pii rovnomérné zrychleném pohybu. Nyni
jiz muzeme spocitat:

a, =7 —rp® =0 —r(et) = —re’t> = —20t* cm.s™ .

coZ napi. pro t = 1s ddvd a, = —a, = 20 cm.s~2.

1.12 Harmonicky pohyb 1

Zadani: Urcete amplitudu a fazovou konstantu harmonického pohybu, je-li doba kmitu
T = 3,14 s a v okamziku t = 0 je vychylka xy = 10 cm a rychlost vy = 0,4 m.s™!.
Reseni: Harmonicky pohyb méd obecné predpis z(t) = Asin(wt + ¢g). Uhlovou rychlost
muzeme urcit z periody T jako w = 2% Hodnoty amplitudy A a fazovou konstantu
(pocétecni fazi) o musime urcit fesenim soustavy dvou rovnic pro polohu a rychlost v ¢ase
t = 0. Obecny predpis rychlosti dostaneme derivaci jako v(t) = &(t) = Aw cos(wt + ¢p).
V case t = 0 tedy mame:

xo = Asin(py),
vo = Aw cos(pg).

Druhou rovnici vydélime w. Déle obé rovnice umocnime na druhou a secteme, ¢imz do-

staneme 3 + UO = A% atedy A = /22 + Ug = 0,22 m. Nakonec rovnice podélime a

dostaneme % = tan(pg) = 0‘“ , tedy o = arctan (”1)“) =0, 46.
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1.13 Harmonicky pohyb 2

Zadani: Céstice kond harmonicky pohyb. Jeji maximalni rychlost je 6 m.s~! a maximaln{
zrychleni 24 m.s~2. Uréete dobu kmitu, frekvenci, thlovou frekvenci a amplitudu.

Reseni: Harmonicky pohyb mé obecné predpis:

x(t) = Asin(wt + ¢p).

Zderivovanim podle ¢asu dostaneme vyrazy pro okamzitou rychlost v(t) a zrychleni a(t):

v(t) = &(t) = Aw cos(wt + ¢y),
= i(t) = — Aw?sin(wt + ).

Pro maximalni rychlost tedy plati |v,,| = Aw (nastava pro cos(wt + ¢o) = £1) a pro
maximalni zrychlen{ |a,,| = Aw? (nastavéa pro sin(wt + ¢g) = #1). Podélenim rovnic
pro rychlost a zrychleni dostaneme rovnou w = ‘5—: = 4 s7!, ze které snadno spocitdme
frekvenci jako f = 3= = 0,64 s1=0,64HzaT = % = 1,57 s. Ze vztahu v,, = Aw pak

c 2 1wz . 1. 7 . 2
vyjaddiime maximéln{ amplitudu A = Y= = *» =1 5 m.
w am

1.14 Kruh se zlabky

Zadani: Méjme kruznici poloméru R lezici ve svislé roviné. Z jejiho vrcholu vychézeji
z1abky ve sméru tétiv k obvodu kruznice (viz obrazek ve skriptech). Do zlabku soucasné
vlozime malé kulicky a vypustime. Dokazte, ze vSechny kulicky dosdhnou obvodu kruznice
za stejnou dobu. Ulohu poprvé fesil v 17. stoleti cesky ucenec Jan Marcus Marci z Kron-
landu.

Reseni: Tato tiloha patif spise do kapitoly o dynamice (studiu pficin pohybu). P¥i volném
padu z klidu urazi ¢éstice za ¢as t drahu s(t) = %th, kde zrychleni pohybu ¢ je dano
pusobenim tihové sily.

Pokud si udélame obrazek celé situace a jako ¢ oznacime tihel mezi smérem zlabku a
svislym smérem, bude na c¢éstici pusobit pouze prumét tihové sily do smeéru zlabku —
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F, cos p. Jelikoz se sila zmensi o cos p, pifslusné se zmensi i zrychleni kulicky: a(yp) =
gcos. Pohyb podél zlabku pak bude uréen vztahem s(t) = %th cos ¢. Pro urceni
délky zldbku vyuzijeme rovnoramenny trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou pruseciky zlabku
s kruznici a stred kruznice. Polovina délky zlabku pak bude % = Rcosp. Vidime, Ze se
zvétsujicim se thlem ¢ se délka zlabku zmensuje stejné, jako pusobici zrychleni, a tedy
¢as potfebny na opusténi kruhu bude stejny pro vSechny thly . Explicitni vypocet ukaze
konkrétni hodnotu trvani pohybu. Z rovnice s(t) =,

1
§gt2 cos @ = 2R cos g,

vyjadiime t:

1.15 Vrh vzhuru a volny pad

Zadani: Téleso je vrzeno svisle vzhuru pocateéni rychlosti vy. Zaroven je z vysky h volné
pusténo druhé téleso. Obé télesa dopadnou na zem soucasné. Z jaké vysky bylo pusténo
druhé téleso?

Reseni: U prvniho télesa dochdzi k rovnomérnému pifmocarému pohybu smérem nahoru,
pricemz za Cas t téleso urazi drahu vgt. Zaroven vsak pada k zemi volnym padem, kterym
za Cas t spadne dolu o %th. Vyska télesa nad zemi v zavislosti na case pak je z1(t) =
vot — % gt?. Téleso se bude nachézet na zemi, pokud bude platit 21 (¢) = 0. Jednim fesenim
je ztejme t,.,, = 0 na zacatku pohybu. Nas ale zajima druhé teSeni rovnice t,.,, = 2w

Druhé téleso jen pada volnym padem z vysky h, takze jeho vyska je ddna pfedpisem
2(t) = h — $gt*. Na zemi se bude nachdzet, pokud z(t) = 0. Nynf staci dosadit za cas t

2 o 21)(2)
zem g

z predchoziho vypoctu hodnotu t,.,, a vyjadrit vysku h. Dostaneme h = % gt

1.16 Pruchod dvéma body

Zadani: Téleso je vrzeno v okamziku t = 0 svisle vzhuru. Uréitym mistem ve vysce h
prochazi v okamziku t; smérem vzhuru a v okamziku t, smérem dolu. Urcete vysku h a
pocateéni rychlost vy.

Reseni: Poloha télesa ve svislém sméru se bude vyvijet jako z(t) = vot — %gt? Ve dvou
casech t; a ty tedy musi platit:

1
vol1 — 59152 = h,

1
Uotz — —gt% = h.

2
Jednd se o rovnice pro vy a h. Odeétenim obou rovnic vylouéime h: vo(t —ts) = 2g(t3—13),
ti—t2)(t1+t titt . , .
tedy vy = %( L tf)ft;+ 2 — 4 12+ 2 Dosazenim za vy do prvni rovnice pak dostaneme
_glatta)y 1 42 _ ghity
h = I tl 2975 =5
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Alternativni feSeni: Muzeme také najit explicitni vyjadieni pro t; a t a z nich vyjadrit
h a vy. Casy t; a ty jsou fesenim kvadratické rovnice

1 2. 2h
) =gt — ~gtP=h — 20T
2 g g

QUO:i: /41)0 U
t12 = O

Nyni mame opét dvé rovnice pro nezndmé h a vy (pomoci znamych casu t1 a ty). Jejich
sectenim vyloucime h: t; +t, = QZO, tzn. vo = $(t1 +t2). Pokud ¢asy vynasobime, tak dle

vzorce (A — B)(A + B) = A? — B% mame

Explicitné

Hledand vyska tedy je h = $t1ts.

1.17 Vrh dolu

Zadani: Jakou rychlosti vg je nutno hodit téleso z vysky h, aby dopadlo o cas 7 diive,
nez pii volném padu.
Reseni: Oznaéme dobu volného padu jako T'. Tato je déna rovnici z(T) = 0, kde

1

2(t) = h — —gt*.

2
VyfeSenim rovnice dostaneme 7' = , / %. Vyska télesa vrzeného dolu rychlosti vy se vyviji
v case takto: .

Zyo (1) = h — vgt — §gt2.

Pozadujeme, aby doba padu byla T — 7, tzn. aby z,,(7" — 7) = 0, explicitné

1
O=h—v(T—71)— ig(T—T)Q.

Vyjadienim vy dostaneme

h
T—71

Vo =

- %Q(T = 7).

Dosazenim za h = 1gT? dospé&jeme k vyjédreni

1 1 gr 2T — 1
— —g(T? — (T —71)? ==
vo 29( ( T))T—T 2 T—r1

a po dosazeni za T a upravé mame vysledek (mohli jsme samoziejmé rovnou dosadit za
T v prvnim vyrazu pro vy, ale takto jsou tpravy jednoduéél'):

\/8h
\/8h 2gT

29

Vo =



1.18 Vrcholy trajektorii I

Zadani: Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu z pocatku soustavy souradnic s touz
pocatecni rychlosti vy a proménnym elevacnim thlem «. Dokazte, ze vrcholy trajektorii
lezi na elipse

2
2vg

224+ 422 -9 =0,

Reseni: Pocatecni rychlost c¢astice si rozdélime na rychlost ve vodorovném sméru vg, =
Vo cos a a rychlost ve svislém sméru vy, = vgsina. Ve svislém sméru samoziejmeé jestée
pusobi gravitace. Poloha télesa v zavislosti na ¢ase pak je:

1
x(t) = (vocos ) t, 2(t) = (vosina) t — §gt2.

Vrchol trajektorie je dan nulovou vertikdlni rychlosti, 2(t) = vosina — gt = 0. Céstice
tedy prochazi vrcholem v case t, = %. Dosazenim tohoto ¢asu do parametrického

vyjadieni pohybu ziskame soutadnice vrcholu:

2 .
ty _ UYpsinacosa

x, = z(t,) = (vg cos 04)5
9

oty 1 (t,\? 1u2sin?a
2y = 2(ty) = (vo sma)E — 39 <§) = 507

Kftivku tvorenou vrcholy trajektorii pro proménny elevaéni thel o ziskame tak, ze ze
vztaht pro soufadnice vrcholt tento hel vylou¢ime. Umocnénim 22, prepsanim cos® o =

. , . 2 ;1 .
1 — sin? @ a dosazenim sin® o = 222» ziskdme
0

4 2

Vg 22, 292, 2052y

12} 0 92 1— 92 0 —4z3,
9% g Yo g

coz je hledana rovnice.

Poznamka: Jelikoz mame rovnici kiivky jiz v zadani, mohli jsme si uSetiit praci a
soutadnice vrcholu do rovnice kiivky pouze dosadit a ukazat, ze je splnéna:

) , 202 visin®acos’a  lugsin*a 202 1v2sina
244 — 2z, = > =22
9 g 4 g 92 9
Vi sin® o Vi sin® a

=2 (sin®a+ cos® a) — = 0.

2 2

9 g
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1.19 Vrcholy trajektorii I1

Zadani: Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu z poc¢atku soustavy souradnic pod
tymz elevacnim tihlem o a proménnou pocatecni rychlosti vy. Dokazte, ze vrcholy trajek-
torii lezi na primce

1
z= §(tg a)x.

Reseni: Priklad je zcela analogicky predchozimu. Nyni ze vztahil pro souradnice vrcholu
z feseni predchoziho pitkladu vylucujeme proménnou vg. Zjevné staci uvazovat podil 2=:

1sin’a
Zy 2 g 1
7 Smacose —tga.
v, shewsa )

Poznamka: Alternativou je opét jen dosadit do zadané rovnice:

1 l1v2sin®a  1sina vicosasina
2y — =(tga)x, = = - = = 0.
2 2 g 2 cos g

1.20 Strelba na cil

Zadani: Cil lezi v sikmé vzdalenosti d = 6000 m pod polohovym tdhlem ¢ = 30°. (Zde d
je sikma vzddalenost z pocatku pifmo k cili.) Jakd musi byt minimélni poc¢atecni rychlost
stiely, aby byl cil zasazen? Jaky elevacni tihel odpovidé této rychlosti? (Viz obrazek ve
skriptech.)

T
>

Reseni: Rychlost si opét (jako v pifkladech 1.18 a 1.19) rozlozime na vy sin a ve svislém
sméru a vy cos  ve vodorovném sméru. Cil ma pak polohu x. = dcosp a z, = dsingp
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Aby byl cil zasazen, musi v néjakém cCase t byt obé souradnice strely rovny souradnicim
cile, tedy
. ) o,
dsin(p) = (vgsina)t — §gt ,
d cos(p) = (vg cos a)t.

Z rovnic nyni potiebujeme eliminovat ¢as t a ziskat tak vyraz pro vy. Ze druhé rovnice
vyjadiime t = Udocc'% a dosadime do prvni, ¢imZ z rovnic odstranime ¢as. Po tpravéach
muzeme vyjadrit

sgdcos® ¢ _ jgdcos’p

vy = . . = . :
cosa(sinacosp —sinpcosa)  cosasin(a — ¢)

Nyni musime najit thel a, pro ktery je vy minimélni. (Protoze je vy > 0, muzeme bez

obav zkoumat v2 a vyhnout se derivaci odmocniny (viz ptiklad 1.3).) Zderivujeme tedy

vE(a) podle a a polozime derivaci rovnou nule. Pro obecnou funkei f(z) a konstantu C

! !
plati <%> =-C }{(S% , a tedy tato derivace je rovna nule pravé tehdy, kdy je rovna nule

f'(x). Proto v nasem vyrazu pro v2 staci zderivovat jmenovatel a vysledek polozit roven
nule. Tak dostaneme (za pouziti souc¢tového vzorce)

cos acos(a — @) — sinasin(a — ) = cos(2a — ¢) = 0.

Resenim pak je 2a — ¢ = 7 (jelikoz a € (0,%), tak nds zajima jen kofen 7 rovnice
cosz = 0) a tedy amin = 7+ 5 = 5 = 60° (coz odpovida vysledku ve skriptech,

tg o = v/3). Potfebnou minimalni rychlost pak dostaneme dosazenim za o jako

1 3
[Laod. 3 /3
Umin = Q‘i] ] 14 = §gd = 300 m.s_l.
2 2

1.21 Lissajousovy obrazce

Zadani: Pohyb castice je déan rovnicemi a) z = Acos(wt), y = Bcos(2wt), b) x =
Acos(wt), y = Bcos(3wt). Urcete tvar trajektorie.

Reseni: a) Rovnici pro y upravime pouzitim vzorcii cos 2 = cos? a — sin® v a cos? o +

sin® @ = 1 jako y = B(cos?(wt) — sin*(wt)) = 2B cos*(wt) — B = 252% — B a to je hledand
rovnice trajektorie.

32



b) Postupujeme analogicky, jen je tfeba napred pouzit souc¢tovy vzorec
cos(a+ ) = cosarcos f — sin asin 3

pro cos(2wt + wt) a vzorec sin2a = 2sinacosa (a také predeslé vzorce) a dosazovat z
rovnice pro x:

y = B(cos(2wt) cos(wt) — sin(2wt) sin(wt))
= B ((2 cos®(wt) — 1) cos(wt) — 2 cos(wt)(1 — cos®(wt)))

-#((25-1) 525 (- %)

Ve vysledku tak dostaneme rovnici y = j—gﬁ — %x.

V obou pripadech vidime, ze |z| < A a |y| < B, jelikoz sinus a cosinus nabyvaji hodnot
od —1 do 1.
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Kapitola 2

Dynamika c¢astice

2.1  Kladky

Zadani: Urcete zrychleni télesa silu napéti vlaken v soustavach na obrazku. Hmotnosti
kladek a vldken povazujte za nulové, treni vlaken o kladky zanedbejte.

Poznamka (k zaddni): Pro pevné uchycenou kladku jsou predpoklady nulového tieni
vldkna a nulové hmotnosti kladky rovnocenné. Stacilo by tedy predpokladat jen jedno z
toho. Ve druhé tloze ovsem mame kladku pohyblivou — v té je naopak nutné predpokladat
hmotnost kladky nulovou (jinak o ni nemame zadné informace, museli bysme si napiiklad
predstavovat, ze hmotnost my mé prava kladka i téleso dohromady). Pfi konzistentnim
predpokladu nulovych hmotnosti kladek pak jiz neni tfeba dodavat, ze vldkna maji na
kladkach nulové tieni.

Reseni (soustava vlevo): (jednoduchda kladka) JelikoZ jiz méame nacrtek véetné vsech
sil, které na télesa pusobi, staci jen pouzit 2. Newtonuv zdkon:

F =ma. (2.1.1)

Ptesto, ze pohyb probiha v roviné, je ve své podstaté jednorozmeérny. Proto se vektorova
povaha sil promitne pouze ve znaménku pred velikosti sil. Zvolme si naptiklad smér dolu
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jako kladny smér pohybu. Pohybové rovnice tedy budou:

mia; = myg — Iy,

Moty = Mmag — F,.

Mame tedy dvé rovnice pro tfi nezndmé (ay, as, T') a potiebujeme tedy dostat dalsi rovnici,
které vychézi z omezeni, ze se vlakno nemuze deformovat. Pokud se téleso 1 pohybuje
se zrychlenim velikosti a; smérem k zemi, potom se téleso 2 pohybuje se stejné velkym
zrychlenim smérem od zemé, tedy ay = —a;. Tim dostdavame 2 rovnice pro pouze 2
neznamé a; a F,:

mia; = myg — Iy,

—maoay = maog — F,.

Resenfm soustavy pak je:

. mq — Mo Fo— 2m1m2
a) = ——4, n—=—--—"74g.
my + Mo my + Mo

Poznamka: Muzeme si povSimnout, ze vysledné zrychleni muzeme také napsat jako
my_
a = = 9 odkud vidime, ze pohyb je zavisly pouze na poméru hmotnosti téles.

mo

Reseni (soustava vpravo): (dvojita kladka) Zde opét staéi napsat pohybové rovnice
pro jednotliva télesa a uvédomit si, jaky je vztah mezi jejich zrychlenimi. Pokud opét
oznacCime jako a = ay velikost zrychleni télesa 1 které bereme jako kladné pii pohybu
doli, bude platit ay = —§ (vysvétleni viz poznamka nize). Druhé téleso se tedy pohybuje
polovi¢ni rychlosti opacnym smérem.

Pohybové rovnice tedy v tomto pripadé budou:

mia = myg — I,

—mgg = mMaog — 2Fn

Jejich fesenim jiz dostaneme vysledek:

2(2m1+m2) Fo— 3m1m2

I

4my +my Cr—

Poznamka k a; = —5: Pokud se nechceme spokojit s prostym konstatovanim, ze ,je to
vidét“, muzeme vztah mezi zrychlenimi jednotlivych téles odvodit rigorézné. Oznac¢me si
jako z1(t) délku useku od télesa 1 ke kladce (zdvislou na ¢ase), r polomér kladky, ()
vzdalenost mezi kladkami, h vzdélenost stiedu levé kladky od stropu a [ délku provazku,
viz obrazek.

35



Potom plati: | = z1(t) + 7r 4+ x(t) + 7 + 22(t) + h. Derivaci tohoto vztahu podle
casu dostaneme 0 = @1(t) + 2@5(¢) (jelikoz I, 7, h jsou konstanty) a dalsi derivaci jiz
0= aq (t) + 2&2(75)

Poznamka (k vysledku): Zrychleni a bude kladné (téleso 2 bude stoupat) praveé tehdy,
kdyz bude platit 2m; > ms. To znamena, ze staci, aby téleso 1 mélo poloviéni hmotnost
oproti télesu 2. Pravé proto se dvojitd kladka vyuziva. Chceme-li zvedat tézké téleso,
zaveésime jej na volnou kladku, a poté staci pusobit poloviéni silou nez pii vytahovani
na jednoduché kladce. Musi nam vSak rukama projit dvojnéasobna délka vldkna, tedy
vykonand préace je pochopitelné stejna.

Poznamka (k zaddni): V obrdzku jsou jiz zndzornény sily, které na télesa pusobi.
Jisté stoji za kratké zamysleni otazka, pro¢ ma sila napéti pusobici na obé télesa stejnou
velikost. Prvni véc je, ze obecné F, nebude mit stejnou velikost jako myg (to je vidét
i z extrémniho pfipadu my = 0, kdy by sila velikosti mig méla zpusobovat nekoneéné
zrychleni nehmotného provézku a télesa). Ze zakona akce a reakce plati, ze jak provéazek
pusobi na téleso silou Fj,, tak téleso pusobi na konec provazku opacné orientovanou silou
stejné velikosti F),. Nyni si muzeme predstavit provazek jako slozeni nekoneéné mnoha
,malych kousku“ provazku. Sousedni kousky na sebe vzajemné pusobi silami napéti v
provazku. Viz obrazek, kde jsou znazornéné sily pusobici na vybrany kousek provazku
(oznaceny ¢islem 2) - levy sousedni kus provazku (s ¢islem 1) pusobi napétovou silou F
a pravy sousedni (s ¢islem 3) pusobi silou F.

Pro nehmotné vldkno musi mit sily od sousednich kousku vzdy pfesné stejnou velikost,
jinak by, z Newtonovy pohybové rovnice, doslo opét k nekonecnému zrychlovani kouskt
(nehmotného) provazku. Takto se sila napéti F,, pfenese beze zmény az ke druhému
télesu. Pro hmotné vldkno tato argumentace neplati a napétové sily by nebyly na jednom
a druhém konci stejné.
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2.2 Dalsi télesa na vlakné

Zadani: Urcete zrychleni télesa silu napéti vldken v soustavach na obrazku. Tteni téles
o podlozky zanedbejte.

Poznamka (k zadani): Jako v pitkladu 2.1 opét zanedbdvame hmotnosti vldken a
hmotnosti kladek/tfeni na vldken na kladkach.

Reseni (soustava vlevo): Neni zde vitbec nic nového oproti pifkladu 2.1. Pohybové
rovnice budou:

ma = mg — F,,
Ma = F,,

kde kladny smér zrychleni a mifi smérem dolu pro téleso hmotnosti m a doprava pro
téleso hmotnosti M. ReSenim soustavy pak dostaneme vysledek:

m mM

= FTL:
“ m+Mg’ m—+ M

g.

Reseni (soustava vpravo): Zde je jedind novinka v tom, Ze je tfeba u télesa hmotnosti
M rozlozit tihovou silu do sméru vlakna, které bude mit vliv na jeho pohyb a na silu
kolmou k podlozce. (Sila kolma k podlozce by obecné vyvolavala odporovou silu vzniklou
tfenim, kterou zde ale zanedbdvame.) Pohybové rovnice jsou:

ma =mg — F,,
Ma = F,, — Mgsina.
Kladny smér zrychleni je zvolen pro levé téleso doli a pro téleso na naklonéné roviné

podél roviny vzhuru. Resenim soustavy pak dostaneme vysledek:

m — M sin « ~ mM(1+sina)
m+M 7" m+ M '

Poznamka (k vysledku): Vsimnéme si, ze kdybychom v prikladu 2.1 (a) pouzili hmot-
nost mo = M sin«, nedostali bychom stejny vysledek jako zde. K setrvac¢nosti totiz
prispiva celd hmotnost M.
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2.3 Brzdéni télesa

Zadani: Téleso o hmotnosti m pohybujici se pifimocaie rychlosti vy ma byt zabrzdéno
konstantni silou velikosti /' na draze s. Urcete tuto silu.

Reseni (dynamicky — pomoci prace): Ulohu mizeme jednoduse vyfesit pies praci
(energii). Vime, ze téleso ma kinetickou energii £ = %mv% a na jeho zabrzdéni tedy
musime vykonat stejné velkou praci. Pro préaci vykonanou konstantni silou pusobici ve
sméru pohybu plati A = F's. Mame tedy vztah:

E, = A,
1
—muvs = Fs,
2
_mug
2

coz je pozadovany vysledek.

Reseni (kinematicky): Alternativné miizeme tilohu fesit kinematickym zptisobem. Vime,
ze pohyb bude rovnomérné zrychleny (zpomaleny) se zrychlenim velikosti a = % (Zrych-
leni jsme dostali z 2. Newtonova zdkona.) Dobu pohybu urc¢ime tak, ze chceme dostat
nulovou rychlost, tedy musi platit 0 = vy — at, tedy ¢ = *2*. Ma-li ddle teleso zastavit na
dané dréze s, musi platit s = fat?, kam staci dosadit za ¢:
1 F (vgm)*  mug
"Taom F2  2F°

odkud opét mame F' = m2—1§ Vyuzili jsme zde zjednoduseni v tom, Ze jsme pohyb rov-
nomérné zpomaleny z rychlosti vg na 0 nahradili pohybem z klidu rovnomérné zrychlenym
do vy. Pokud bychom to neudélali a psali s = vyt — %atz, dostali bychom pochopitelné
stejny vysledek.

2.4 Koeficient smykového treni

Zadani: Po naklonéné roviné s thlem sklonu « se smyka téleso a pohybuje se pritom
konstantni rychlosti. Urcete koeficient smykového tieni.

fFilax

Reseni: Pro odporovou silu F} vyvolanou tfenim plati, ze pusobi vzdy proti sméru pohybu
a jeji velikost je:

Ft:thlak7
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kde f je koeficient smykového tieni a Fij,. tlakova sila, tedy sila pusobici kolmo na
podlozku, po které se téleso smyka. Jelikoz pohyb probiha konstantni rychlosti, musi byt
nulové zrychleni, a tedy nulova vyslednice sil. To nastane v pripadé, kdy se odporova sila
tfeni F}; presné vyrovna slozce tihové sily ve sméru pohybu, jejiz velikost zde je mgsin a.
Tlakova sila je dana druhou ¢asti rozkladu tihové sily a tedy musi platit:

mgsina = F, = fmgcosa,

odkud méame vysledek f = tga.

2.5 Raketa

Zadani: Raketa o hmotnosti m = 20 t dosdhne vysky h = 5 km za ¢ = 10 s. Jaky je
vykon P jejich motoru?

Ocekavané teseni: Predpokladame, ze je veskery vykon motoru vyuzit na ziskani po-
tencidlni energie. Pro potencidlni energii v tihovém poli mame vztah

E, = mgh,

kde m je hmotnost télesa, h vyska od hladiny nulového potencialu a g tihové zrychleni.
Hladinu nulového potencidlu si zvolime na zemi v misté, odkud raketa startuje. Je-li
vykon P konstantni, potom plati:
pP=—,
t
kde A je vykonana prace a t ¢as pohybu. Celkem méame:
mgh = E, = A = Pt,
tedy P = ngh. Dosazenim zadanych hodnot dostaneme vysledek ze skript N = 98 MW
(kde byla pouzita hodnota g = 9,8 m.s™2).
Poznamka k fyzikalnosti feSeni: Ve skutecnosti jsme spocitali spise prumérny vykon
motoru béhem daného pohybu. Okamzita hodnota vykonu by byla konstantni jen pro
konstantni rychlost béhem celého pohybu (P = Fv = mgv). Nicméné, ur¢ité musime
navic predpokladat, ze poc¢atecni a koncova rychlost rakety je stejna, jinak by se energie
motoru uklddala nejen do potencidlni energie ale i do kinetické energie (piipadné, pokud

by koncova rychlost byla mensi nez pocatecni, tak by se naopak ¢ast kinetické energie
pouzila misto energie motoru).

2.6 Odraz

Zadani: Téleso o hmotnosti m = 50 g pohybujici se rychlosti vy = 20 m.s™! narazilo na

pevnou sténu pod thlem 60°. Jakou prumérnou silou pusobilo na sténu, slo-li o pruzny
raz a trval-li naraz 0,1 s.
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Reseni (dynamicky — pomoci impulsu sily): Nejprve je dobré si pohyb rozdélit
do sméru rovnobézného se sténou (kde se nic nedéje) a sméru kolmého (kde dochézi ke
zméné). Predpoklad pruzného rdazu ndm iikd, ze se zachovava kinetickd energie télesa,
a tedy jeho rychlost po odrazu bude mit stejnou velikost jako pti dopadu, jen se zméni
jejl smeér. Typicky se uloha fesi pomoci impulsu sily I, coz je veli¢ina popisujici ¢asovy
ucinek sily a v ptripadé konstantni sily pro ni plati vztah:

[ = Ft,

kde t je doba pusobeni sily. V nasem piipadé misto F' budeme psat (F') — tedy konstantni
hodnotu stfedni velikosti pusobici sily. Dale plati, ze impuls sily je roven zméné hybnosti,
tedyfl] Ap = I. Mame tedy:

(FYt=1=Ap=m(v —v) =2muycos a,

kde m je hmotnost télesa, v' vodorovna slozka rychlosti po odrazu, v je vodorovné slozka
rychlosti pted odrazem, vy velikost puvodni (celkové) rychlosti (sikmé ke sténé) a a thel
dopadu (tedy i odrazu) méreny od kolmice ke sténé. Dostavame tedy vztah

2mug cos o

(F) = 2

a dosazenim zadanych hodnot mame vysledek (F) = 10 N.

Reseni (kinematicky): Opét se budeme zabyvat jen pohybem ve sméru kolmém ke
sténé. V zadani neni ur¢eny konkrétni prubéh pohybu — piisné vzato tedy tuto tlohu
nemuzeme Tesit kinematicky. Ale feseni pres impuls sily ukazalo, ze na konkrétnim prubéhu
stejné nezalezi. Zkusme tedy vzit néjaky ,jednoduchy®“ pohyb jen jako jednoduchou
zkousku konzistence. Vezméme napiiklad rovnomérné zrychleny pohyb se zrychlenim

a = % (2. Newtonuv zdkon). Vime, ze se rychlost musi zménit z v = —wvgcosa na
v = vy cosa. Plati tedy v/ — v = 2vgcosa = at = %t, odkud dostavame stejny vysledek

jako v dynamickém feSeni.

LObecné je impuls sily vektorové veli¢ina I (stejné jako je hybnost vektorovd velicina p. Vztah mezi

impulsem sily a zménou hybnosti je pak obecné Ap = I. V tomto ptikladé méame zménu hybnosti pouze
ve vodorovném smeéru a efektivné tedy fesime jednorozmérny problém.
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2.7 Strela brzdéna sténou

Zadani: Stiela hmotnosti m = 20 g narazi rychlosti v; = 600 m.s~! na sténu tloustky

d = 12 em a vylet{ z nf rychlost{ vy = 50 m.s~!. Jakd prumérnd sila (F) pusobila na
stfelu uvniti stény?

Reseni (dynamicky — pomoci prace): Vyjdeme z toho, Ze zména kinetické energie
sttely se musi rovnat praci, kterd je na ni vykondna: AE, = A. Pro prumérnou (a tedy
konstantni) silu (F') plati A = (F)d. Dohromady mame:

1
§m(vf —v3) =AE, = A= (F)d,
kde v; je puvodni rychlost stiely a v, rychlost stiely po prichodu sténou. Celkové dosta-
neme:

(F) = 25 (v} = 03),

kam staci dosadit a dostaneme vysledek (F) = 29,8 kN.

Reseni (kinematicky): Zde plati stejnd pozndmka jako u kinematického feseni pitkladu
2.6. Konkrétni prubéh pohybu nemame zadany, ale zaroven z dynamického feseni vime,
ze na ném nezalezi. Uvazujme tedy napiiklad rovnomérné zpomaleny pohyb se zrychlenim
(F) ¢ I 1,42 Gacnd af — 11 .

a musi platit d = v1t — jat® a soucasné at = v; — vy. Dostaneme tedy:

a = o
vp—vy 1 (v —v9)? 1L, .,
d=wn e L :%(v1 —v3),

a staci jiz jen vyjadiit a a dosadit (F') = ma.

2.8 Zrychlovani vlaku

Zadani: Jakou praci je tieba vykonat, aby vlak o hmotnosti m = 300 t zvétsil svou
rychlost z v; = 36 km/h na vy = 54 km/h.

Reseni: Potiebnd préace se rovna zméné kinetické energie vlaku, tedy:
A:—m(UQ—vf),
kde v7 je puvodni rychlost vlaku, vy pozadovana rychlost a m hmotnost vlaku. Nyni staci

jen dosadit v; = 10 m.s™! a vy = 15 m.s~! a dostaneme vysledek A = 18,75 MJ.

2.9 Automobil v zatacce

Zadani: Urcete nejmensi koeficient smykového tfeni mezi koly automobilu a asfaltem,
aby viuz mohl projet zatdcku poloméru r = 200 m rychlosti v = 100 km/h.
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Reseni: Aby automobil mohl projet zatacku, nesmi odstfedivé sila, kterd na néj pii
prujezdu pusobi, prevysit maximalni odporovou silu tieni, ktera jej drzi na pozadované
draze. Velikost odstredivé sily je F, = m% (m je hmotnost automobilu) a maximélni
velikost sily tieni je Fy = fFyu. = fmg, kde f je hledany koeficient smykového trent,
Flan tlakova sila, kterou automobil tla¢i na asfalt, zde tihova sila, a g je tihové zrychleni.
Musi tedy platit:

1}2
—F<Ft fmg7
7“

odkud dostavame vysledek pro minimélni koeficient smykového tieni f = g =0, 39, kde
jsme pouzili g = 9,8 m.s~2.

Poznamka: V teseni jsme se na pohyb automobilu divali z pohledu neinercialni rotujici
vztazné soustavy, kterd rotuje spolu s automobilem (pociatek soustavy je umistén ve
stfedu pomyslné kruznice tvorici zatdcku). V této rotujici neinercidlni soustavé se au-
tomobil nepohybuje a pusobi na néj nepravd,/zdanlivd (nemuzeme urcit jejiho puvodce)
odstiedivé sila F,. Tato musf byt vyrusena prave tieci silou Ft, aby Vysledmce sil pusobici
na automobil byla nulova (a mohl se tedy nepohybovat), tzn. F + Ft =0.

Z pohledu inercialni vztazné soustavy spojené se zemi automobil vykonava kruhovy po-
hyb. Tento zakfiveny pohyb je zpusobovén (pravou) dostiedivou silou Fy, kterd je tvorena
(suplovéna) tfeci silou F;. Pozadujeme tedy Fy = F;.

2.10 Kolotoc

Zadani: Sedadlo kolotoce na zaveésu délky [ se otaci kolem svislé osy thlovou rychlosti
w. Urcete tihel «, ktery svira zavés s osou.

Reseni: Veskerd fyzika dlohy je vlastné vyfesena v obrdzku. Na situaci se divdme z po-
hledu rotujici neinercialni soustavy s po¢atkem umisténym ve sloupu kolotoce. V takovéto
soustaveé se sedadlo kolotoc¢e nepohybuje a pusobi na néj zdénliva/neprava odstrediva sila
F,. Kli¢ova myslenka pro urc¢eni thlu zavésu je ta, ze vyslednice tihové a odstredivé sily
pusobi ve sméru zavésu. Pravé v tom pripadé muze byt tato vyslednice plné vykom-
penzovana tahovou silou zavésu, kterd muze pusobit pouze ve sméru zavésu. Kdyby tato
vyslednice méla jiny smér, zavés by ji kompenzoval jen ¢astecné a dochazelo by ke zméné

42



uhlu o mezi zavésem a osou. Nyni jiz jednoduSe preneseme tihel o do trojuhelniku o
stranach F, = mg, F, a F' a dostdvame:

FE, mw’r Wqlsina

F, mg g

a tedy a = arccos ( u )

Vysledné mame cos o = 72 2

le Y

Poznamka (k vysledku): Vidime, Ze pro malou rychlost otaceni tyto rovnice pro hel «
nemaji feseni. Musi totiz platit, ze lwiz < 1. Tzn. koloto¢ se musi tocit alesponnt minimalni
uhlovou rychlosti wy,;, = ﬂ . Pro w = wpin dostavame a = 0, tedy koloto¢ visici svisle
dolu. V pripadé, ze se toci jesté pomaleji, koloto¢ stale visi svisle dolu, odstrediva sila
neni jednoduse dost velka, aby mohla zpusobit, ze vyslednice gravitac¢ni a odsttedivé bude
smétrovat ve sméru zavésu pro libovolné maly thel a.

Poznamka (k feSeni): Alternativné muzeme tlohu opét (podobné jako v prikladu 2.9)
resit z pohledu inercialni soustavy spojené se zemi. V tomto pripadé se sedacka kolotoce
pohybuje po kruhové draze a tento pohyb je zpusobovan dostiedivou silou E. Nyni
tedy pozadujeme, aby vyslednici gravitacni sily a sily zavésu byla pravé dostiediva sila
potfebna k udrzeni kruhového pohybu s thlovou rychlosti otaceni w. Pozadujeme F, =
ﬁg + F, (qu je sila zavésu). V rotujici neinercidlni soustavé jsme naproti tomu meéli
F + ﬁg +F, = 0, tzn. ze vyslednice vSech sil ptisobicich na téleso je nulova.

2.11 Napéti vlakna

Zadani: Kulicku o hmotnosti m = 100 g zavésenou na niti délky [ = 30 cm roztoc¢ime
ve svislé roviné dvéma zpusoby: 1./ s konstantni obvodovou rychlost{ v = 210 cm.s™?, 2./
tak, Ze ji udélime v nejvyssim bodé trajektorie te¢nou rychlost v = 210cm.s~t. Jakou
silou bude tazena nit v nejnizsim a nejvyssim bodé trajektorie v obou piipadech?

Poznamka 1 (k zadéni): Prvni piipad je pomérné tézko predstavitelny s niti. Asi by
bylo 1épe uvazovat pevnou tycku (klidné hmotnou — centrifuga na pouti), jelikoz pro
dosazeni popisovaného pohybu je tfeba na téleso pusobit silou tecnou k pohybu (tedy
kolmou na zavés), coz se s niti déld tézko. (Pfi pohybu dolu je tfeba téleso brzdit, pfi
pohybu nahoru branit jeho zpomalovani.)

Reseni 1. pfipadu: V tomto piipadé je obvodové rychlost konstantni, takze po celé
draze na téleso musi pusobit dostrediva sila velikosti Fy; = m%, kde v je obvodova
rychlost télesa. V hornim bodé musi tuto silu tvofit gravitacni sila F, = mg spolecné s
napétim vldkna F,: Fy = F,+ ;. V dolnim bodé naproti tomu musi napéti vlakna jednak
Lvyrusit® gravitaéni silu a jesté suplovat dostfedivou silu potiebnou pro dany kruhovy
pohyb: F,, = F; + F,. Mame tedy napétovou silu v hornim bodé F,,.... a spodnim bodé
F, nspodni -

2
:Fd+Fg:mU7+mg:2,45 N,
'U2
Fnhorni:Fd_Fg:mT_mg:O,49N’

F,

Mspodni
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kde jsme pouzili hodnotu ¢ = 9,81 m.s™2.
Poznamka (rotujici vztazna soustava): Priklad by opét (jako v piikladech 2.9 a 2.10)

Sel fesit i v rotujici neinercidlni soustavé. Pak na kulicku pusobi odstiediva sila F, = m%.
V hornim bodé se od velikosti této sily odec¢ita gravitacéni sila, tato vyslednice pak musi
byt vykompenzovéna napétovou silou vldkna, F,, = F, — F,. V dolnim bodé se gravitacn{

se gravitacni a odstrediva sila scitaji, F,, = F, + Fj.

Reseni 2. piipadu: Pifpad je analogicky pfedchozimu s tim rozdilem, Ze se obvodové
rychlost télesa méni. V hornim bodé dostaneme stejny vysledek jako v prvnim ptipadeé.
Ve spodnim bodé je obvodova rychlost vy vétsi nez puvodni v. K jejimu uréeni pouzijeme
zakon zachovani energie. Plati, Ze celkova kineticka energie ve spodnim bodé je rovna
sou¢tu puvodni kinetické energie a potencialni energie, kterou téleso ztratilo, tedy:

1 1
§mv§ = §mv2 + 2mygl,
vy = v* + 4gl.
Potom pro sily dostavame:
v2 v? + 4gl

FsgzmTQ+mg:m 7

02
Fo :mT —mg = 0,49 N,

+mg = 6,37 N,

kde jsme opét pouzili hodnotu ¢ = 9,81 m.s~2.

2.12 Odstredivka

Zadani: Odstredivka mé tvar koule o poloméru R a otaci se kolem svislé osy s kon-
stantni ihlovou frekvenci w. Urcete vysku h, do které vystoupi mala kulicka hmotnosti
m, vlozime-li ji do odstifedivky. Jakou silou bude tlacit na sténu odstredivky? Jak se
zméni situace v pripadé odstredivky kuzelového tvaru?

44



Reseni pro kouli: Kulicka vlivem tfeni ziskd rychlost odstfedivky a bude kolem osy
otaceni obihat také s thlovou frekvenci w. Pfejdeme do neinercialni vztazné soustavy ro-
tujici s thlovou rychlosti w (s pocatkem v misté osy otaceni). Na kulicku pak bude pusobit
odsttediva sila F,. Kulicka vystoupd v odstiedivce do takové vysky, kdy vyslednice
odstiedivé sily F, a tihové sily F, bude pusobit kolmo na sténu odstiedivky. Z obrazku
tedy staci vyjadrit:

odkud jiz dostaneme
h=R- L

w?’
Velikost tlakové sily dostaneme analogickym postupem:

mrw? _ r

=sina = —
F R’
tedy F' = mRuw?.

Poznamka: Ziskany vysledek pro vysku A samoziejmé plati pouze v pripadech, kdy

dostaneme h > 0, tedy pro w? > %. Pro w < % mame jedinou stabilni rovnovaznou

polohu h = r = 0. PovSimnéte si, ze je také feSenim nasich rovnic, jen jsme toto feSeni
opomenuli. Teprve pro w > % zacne existovat nové stabilni rovnovaznd poloha (ta, kterou
jsme nalezli) a z polohy ,na dné“ se stane labilni rovnovazna poloha — pii sebemensim
vychylenf z nf se kulicka vyhoupne do polohy R — 4.

Reseni pro kuzel: Uvazujme déle odstiedivku tvaru kuzele, jejiz plast svird s osou
rotace uhel a. (Ijhel a je tedy nyni jiny thel, nez v predchozim piipadé.)

vyslednice odstredivé a tihové sily kolma ke sténé odstredivky. Mame tedy:

mg ; r
= o = —7
mrw? & h

tedy h = T2;2 a déle vyjadiime r = htg a a celkem dostaneme

h_ g

T w2tgla’
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Nasli jsme polohu, kde bude kulicka stacionarni. Da se ovSsem ukézat, Ze tato poloha je
labilni. Jakmile kulicku vychylime dolu, tihova sila prevazi a misto aby vyslednice tlacila
kulicku nazpét, zatlaci ji do vrcholu kuzele. Analogicky pri vychyleni nahoru kulicka
odleti pry¢.

Tlakova sila F' je tentokrat dana

mrw? h mrw?vh2 + r2
=cosaq = ———. tzn. F = .

F Vh2 + 2 h

1
tgla

Po dosazeni r = htga a h = % dostaneme vysledek F' = -*&

2.13 Odlepeni od koule

Zadani: Z nejvyssiho mista dokonale hladké koule poloméru R pustime volné hmotny
bod hmotnosti m a nechame jej klouzat po povrchu koule pusobenim tthové sily. V jaké
vysce métrené od vrcholu koule opusti bod kouli a po jaké kiivce se bude dale pohybovat?

Reseni: Hmotny bod opusti kouli v momenté, kdy tlakova sila F; (zde slozka tihové sily
/7 Ve ~ 4 ~ /7 ~ ~ . 7’ Ve 2 ~ 7z
pusobici kolmo na povrch koule) zacne byt mensi nez dostrediva sila Fy = m% potiebna k
udrzeni kruhového pohybu odpovidajicimu klouzani po povrchu koule. K uréeni obvodové
rychlosti v pouzijeme zdkon zachovani energie; v kazdém bodé trajektorie plati:

2

1
mgh = §mv = 0® =2¢h,

kde h je svisld vzdalenost mérend od vrcholu koule. Céstice se odtrhne, pokud bude platit:

v2  2mgh
R—h 2mgh
m =
g R R )
he 2
3

Jelikoz se dale jedna o Sikmy vrh v tithovém poli, bude se ¢astice pohybovat po parabole.
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2.14 Smycka

Zadani: Hmotny bod se pohybuje po hladké draze, ktera lezi ve svislé roviné a prechéazi
v kruhovou smyc¢ku o poloméru R. Z jaké vysky h musime pustit hmotny bod s nulovou
pocatecni rychlosti, aby se v nejvyssim bodé smycky neodtrhl? Jakou rychlost vy mu
musime udélit ve vysce hg?

Reseni: Aby se hmotny bod v nejvyssim bodé neodtrhl, musi byt tihov4 sila v nejvyssim
bodé maximalné rovna dostiedivé sile odpovidajici kruhovému pohybu po draze o po-
loméru R (pokud bude gravitacni sila vétsi, bod se odtrhne; pokud bude mensi, na pomoc
prispécha tlakova sila podlozky tak, aby vyslednice byla presné rovna potiebné dostredivé
sile). Musi tedy platit:

1)2

mﬁdeZFg:mg,
v22gR.

Ze zakona zachovani mechanické energie pak dostavame pro nulovou pocatecni rychlost,
resp. pro pocateéni rychlost vy:

1 1 1
Emv2 =mg(h —2R), resp. Emv2 =mg(ho — 2R) + §mv§.

Spojenim vztahu pak jiz dostaneme

5
h > ER’ resp. vg > \/bgR — 2ghy.

2.15 Céstice na elipse

Zadani: Céstice opisuje v silovém poli elipsu @ = a cos(wt), y = bsin(wt). Uréete praci,
kterou vykona silové pole pusobici na tuto ¢astici za dobu od ¢t = 0 do ¢, konkrétné pak
prot =m/dw,t = 7/2w,t = 7 /w.

Reseni: Price je definovéna jako drahovy tcinek sily: A = ff i dr, kde F je vyslednice
vsech sil pusobici na dané téleso. Plati vztah, Zze vykonana prace A je rovna rozdilu
kinetické energie na konci a na zacatku pohybu: A = T, — T7. My méame silu jedinou a
to sice silové pole, které ptisobi na castici tak, ze vykonava pohyb po elipse. Staci tedy
vypocitat zménu kinetické energie a dostaneme préci silového pole.
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Kineticka energie je T' = %mvz. Rychlost ¢astice bude:
t(t) = —awsin(wt), y(t) = bw cos(wt),

a dosazenim do vzorce pro T' dostaneme kinetickou energii ¢astice v libovolném case t:

1 1 1
T(t) = §mvz(t) = ém( )+ 97 (t) = §mw2 (a®sin®(wt) 4 b* cos*(wt)) .
Nyn{ staci vyéislit 7'(0) = 1mw?b? a pouzit vzorec pro préci:
1
At)=T(t) —T(0) = imwz (a® sin®(wt) 4 b* cos®(wt) — b%) ,

specialné A(r/4w) = Tmw? (a? — b?), A(m/2w) = mw? (a® — b%), A(m/w) = 0. (Préce je
v nékterych ¢dstech pohybu kladnd a v jinych zdporna — ¢éstice predavé energii poli.)

Poznamka Pokud by se ¢astice pohybovala pod vlivem napiiklad dvou sﬂovych poh F 1
a FQ, zmeéna kinetické energie by pak dévala praci vyslednice téchto dvou sil F=F 1+ F2

Pokud bychom se vsak ptali, jak k praci prispivaji jednotlivé sily, jednoduchy postup
vyuzivajici A = AT bychom nemohli pouzit a museli bychom jednotlivé prispévky pocitat

z definice préce:
2 2
Alz/ﬁl-dﬁ A2:/ﬁ2-dﬁ
1 1

pro ukéazku takového vypoctu viz piiklad 2.18.

Poznamka: Mohli bychom se ptat, jak vypada silové pole zakiivujici pohyb ¢astice po
zadané elipse. To uréime jednoduse z druhého Newtonova zakona:

F =ma@ =m& = —mw?(acos(wt), bsin(wt)).

2.16 Jednorozmeérné potencialy

Zadani: Urcete potencialni energii ¢astice, na kterou pusobfi sila ve sméru x nebo r o
slozce a) F, = —mg = konst., b) F, = —kz, ¢) F, = —ka?, d) F, = —ka®, e) F, = -5,
f) F,=—-%.

r3

Reseni: Jednorozmeérné silové pole je vzdy potencidlni. Vztah mezi potencidlem a silovym
polem v obecném poctu dimenzi

~ - ou ou
F=-NU=—(—... —
(8961 8xn)
ma v jednorozmérném pripadé prosté tvar F, = —% (analogicky pro soutradnici r,
F. = —d—) Potencidl U dostaneme jednoduse integrovdnim U(z) = — [ F(z)dz + C,

kde pomoci integracni konstanty C' muzeme nastavit nulovou hladlnu poten01alu. Tak
dostaneme:

a) U(w)=mge+C, b)) Ulx)= %ka L0 o) Ul = ékx?’ e
I _ @ __*
d) U(:L')—4kx +C, e) Ur)= 7’+C’ £y U(r)= 2r2+0'



2.17 Impuls sily a energie

Zadani: Na hmotny bod m pusobil impuls sily 1?, ktery vyvolal zménu rychlosti z ¥, na
Ua, Dokazte, ze zména kinetické energie je rovna %I (V) + Ty).
Reseni: Impulz sily je definovén jako I = f:f F dt, tedy jako casovy tcinek sily, a plati

I =Py — 1 = m(¥ — 7). DThatostavame

- . 1 ., N . 1
I (0 +7,) = §m(v2 — ) (h + V) = im(vg —v?) =Ty, — T1.

N | —

2.18 Nekonzervativni sila

Zadani: Vypoditejte, jakou praci vykond sila F = (2¢2, 422, —6(22 + 32)) (koeficienty v
prislusnych jednotkdach ST) pti pFemisténi ¢astice hmotnosti m z bodu (0, —1,0) do bodu
(0,1,0) po ruznych drahach: a) podél osy y, b) po tfech tsecich podél osy = do bodu
(1,—1,0), podél osy y do bodu (1, 1,0) a podél osy x. Je toto silové pole konzervativni?

Reseni: Prace je sila pusobici po draze, obecné se prace vypocte jako:

2—»
A:/ Fdr,
1

kde meze 1 a 2 symbolicky zna¢i pocatecéni a koncovou polohu pohybu. Pro vlastni vypocet
je nutné si pohyb néjak parametrizovat — napiiklad ¢asem. Vézméme prubéh pohybu ()
(vyjadieni polohy jako funkce ¢asu) a nasledné muzeme pocitat

Az/jﬁ-dfz/fﬁ(t)-mdt:/hﬁ(t)-ﬁ(t)dt.

dt "

Zde piseme ﬁ(t) jako vektor sily pusobici na téleso v ¢ase t — mame silu zaddanu jako
F(7), tedy jako funkci polohy, pak F(t) znac¢i F(r(t)), tedy silu v misté, ve kterém je
¢astice v case t.

Dulezité je poznamenat, ze prace zavisi pouze na trajektorii pohybu a nezavisi na jeho
konkrétnim prubéhu po dané trajektorii. Neni tedy tieba volit parametrizaci tak, jak po-
hyb skutecné probihal, ale staci zvolit co nejjednodussi pohyb kopirujici danou trajektorii.
Toho v nasledujicim vyuzijeme.
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V piipadé a) mame trajektorii isecku, muzeme tedy zvolit napiiklad rovnomeérny primocary

pohyb z bodu (0, —1,0) do bodu (0, 1,0):
7(t) = (0, —1,0) + (0,1,0) t = (0, —1 + £,0), kde € (0,2)s.

Vektor rychlosti je pak konstantni ¢ = (0,1, 0), sila nabude tvaru

—

Ft) = F(7() = (2y(1)*, 4w (), =6(x(t)” +y(1)*)) = (2(1 = £)*,0, =6(1 — 1)°)

a konkrétni vyraz pro praci bude

A:/Qﬁ(t)-17dt:/2(2(1—75)2,0,—6(1—75)2)-(0,1,0)dtz/20dt:OJ.

Préace je nulova proto, ze sila vzdy pusobi kolmo na smér pohybu ¢astice.

V pripadé b) bude prace souctem A = A;+ As+ A3 podél jednotlivych tsecek tvorici celou
trajektorii. Zopakujeme nyni stejny postup jako v ptipadé za a) jen pro jednotlivé tisecky
zv14st. Opét pokazdé zavedeme nejjednodussi mozny pohyb sledujici danou trajektorii —
rovnomérny piimocary pohyb. V prvnim tseku vezmeme 7(t) = (¢, —1,0) pro ¢t € (0, 1).
Pak 7 = (1,0,0), F(t) = (2(—1)2,4¢%, —6(t2 + 1)) a préce bude

1 1 1
Alz/ ﬁ(t)-ﬁdt:/ (2(—1)2,4t2,—6(t2+1))-(l,O,O)dt:/ 2dt =21].
0 0 0

Ve druhém tseku vezméme napifklad polohovy vektor 7(¢) = (1,—1,0) + ( Lo =
(1,—14¢,0) pro t € (0,2), rychlost je pak ¢ = (0,1,0) a sila F(t) = (Q(t 1)%,4,—6(1+
(t — 1)?)) a préace bude

A2:/2F(t)‘UdtZ/z(Q(t—1)2,4,—6(1+(t—1)2)).(lejo)dt:/24dt:8j.

V poslednim tseku méame napiiklad 7(t) = (1—t,1,0) prot € (0, 1), rychlost o = (—1,0,0)
asilu F(t) = (2,4(1 — )%, —6((1 — ¢)* + 1)) a prace tedy

A3:/lﬁ(t)-ﬁdt:/1(2,4(1—t)2,—6((1—t)2+1))-(—1,0,0)dt:/2—2dt:—2J.

Celkove tedy dostdvame praci v piipadé b) A = A; + Ay + A3 =8 J.

Jelikoz vykovana prace se lisi v zavislosti na trajektorii, po které se mezi dvéma body
pohybujeme, silové pole neni konzervativni.

Poznamka: Postup uvedeny v feSeni vyse je zcela obecny — funguje pro jakoukoliv tra-
jektorii, nejen pro jednoduchy ptipad usecek. V tomto ptipadé by ale k vysledku §lo
dospét i jednoduseji. Podivejme se na tii situace, kdy je préaci jednoduché spocitat.

Pokud na ¢astici pusobi konstantni sila ve sméru pohybu castice, prace je déna jako
A = Fs, kde F je velikost pusobici sily a s draha, po které sila pusobila. Pokud je
velikost sily konstantni a jeji smér svirda se smérem pohybu ¢astice konstantni tihel o,
muzeme praci pocitat jako A = F'scos ¢. Navic neni tfeba pozadovat, aby velikost sily a
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zéroven thel ¢ byly konstantni kazdy zvlast. Pro platnost vzorce postacuje, aby soucin
F, = F cos ¢ byl konstantn Tento soucin reprezentuje prumét sily F do sméru pohybu
castice. Presné tento posledni pripad mame ve vSech ¢astech této tlohy:

a) Céstice se pohybuje po ose y, takze bude vzdy = = 0 (na z sfla nezavisi) a vyraz pro
sflu bude mft tvar F = (29,0, —6y?). Vidime, Ze sila pusobi pouze v roviné x,z (jeji
slozka ve sméru y je vzdy nulovd). Z toho je jasné, ze sila pusobi vzdy kolmo ke sméru
pohybu (¢ = %), a tedy prace konana silou bude nulové: A =0 J.

b) V prvnim tseku se ¢dstice pohybuje po piimce s y = —1, sila tedy bude mit tvar
F = (2,422 —6(2® 4+ 1)). Jeji prumét do osy x (do sméru pohybu) je jeji slozka F, =

F-(1,0,0) = 2 — prumét je konstantni. Délka drahy je 1, a prace pak bude A = F, s = 2 J.

Ve druhém tseku se éstice pohybuje po pifmce s z = 1, sila m4 tvar F = (2%, 4, —6(+y?)),
jeji prumét do osy y (do sméru pohybu) je F, = 4 a je opét konstantni. Délka drahy je

2, tim padem préce je A = F, s =8 J.

Ve tietim useku se ¢astice pohybuje po piimce s y = 1, sila nabyva tvaru

F = (2,422, —6(22 4 1)), tedy jeji pramét do osy z (do sméru pohybu) bude mit kon-

stantni velikost 2. Délka drahy je 1, ale ¢astice se nyni pohybuje proti sméru pusobici sily.

Prace tedy bude A = —F,s=-2-1= -2 J.

2.19 Sila zavisla na case

Zadani: Céstice hmotnosti m = 2 kg se muze pohybovat bez tieni podél osy z. V case
t = 0 byla v klidu v bodé z = 0. Po dobu 6 sekund na ni pusobila sila F,(t) = 2 + 6t
(koeficienty v odpovidajicich jednotkach ST). Urcete zrychleni, rychlost, drahu castice a
vykon sily v okamziku ¢ = 6 s.

Reseni: U sily zavislé na case je situace jednoducha. Staci vyjit ze 2. Newtonova zdkona
F = ma = m, tzn. x(t) = %(2 + 6t). Zrychleni po 6 sekundach pohybu tedy bude
a(6s) = 3(2+ 36) =19 m.s™2. Integraci vztahu pro zrychleni dostaneme rychlost:

@(t) = /i(t)dt: /%(2+6t)dt: % <2t+gt2) + C.

Hodnotu integraéni konstanty C' dostaneme z pocatecni podminky:
1
#(0)=—(04+0)+C=C=0,
m

jelikoz castice je na zacatku v klidu, #(0) = 0. V ¢ase t = 6 sekund pak bude rychlost

2Toto tvrzeni snadno plyne z obecného vzorce pro praci. Pokud si vektor d7 zapiSeme Jako dF = tdr,
kde ¢ je jednotkovy teény vektor k trajektorii, pak vyraz F, = F.t predstavuje prumét sily F do sméru
pohybu. Z pfedpokladu je prumét F, konstantni a muzeme ho z integralu vytknout: A = F, f1 dr.
Integrél z jednicky po draze délky s je roven pravé délce drahy: A = Fj,s. Z definice skaldrniho souéinu
muzeme priumét psat jako £, = F cos .
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v(6 s) = #(6 s) = 60 m.s~!. Dalsf integraci pak dostaneme polohu:

x(t) :/g'c(t)dt:/l <2t+gt2) at = - (*+t°) + K.

m m

Hodnotu integracni konstanty K dostaneme z pocateéni podminky

1
=—(0+0)+K=K=0,
m

(0)

jelikoz Céstice je na zacdtku v bodé x(0) = 0. V ¢ase ¢ = 6 sekund pak bude poloha
x(6 s) = 126 m. Okamzity vykon je mozné pocitat jako soucin pusobici sily a okamzité
rychlosti. V naSem pifpadé tedy P(t) = F(t)v(t) = (2 + 6t)= (2t + 3t?) a konkrétné
P(6's) = 2280 W.

2.20 Sila zavisla na poloze

Zadani: Céstice hmotnosti m = 2,4 kg se muze pohybovat bez tfeni podél osy z. V ¢ase
t = 0 byla v klidu v bodé = 0. Pusobenim sily F,(x) = 2+ 6z (koeficienty v piislusnych
jednotkach SI) byla uvedena do pohybu. Urcete zrychleni a rychlost ¢éstice a vykon sily
v bodé x = 6 m.

Reseni: Zrychleni v zavislosti na poloze uréime velmi rychle jako a = % = %. U sily
zavislé na poloze uz nemuzeme vyuzit postup z predchoziho prikladu, protoze uz pro
prvni integraci bychom potiebovali znat vyjadreni z(t), coz samoziejmé nezname. Ulohu
je mozné tesit vyuzitim zakonu zachovani mechanické energie.

V jednorozmérném piipadé je sila vzdy potencidlni, tedy je mozné najit potencidl U(x)

tak, ze plati F(z) = —%:(f). Tento potencidl nalezneme integraci (v proménné x):

Uz) = — /(2 + 62)dz = — (22 + 32%) + Uy,

kde Uy je libovolna konstanta. Tato konstanta slouzi k nastaveni napiiklad nulové hladiny
potencialu. Celkova energie se pak zachovava a tedy plati

1
§mjt2 + U(x) = konst. = F

Celkovou energii jsme oznacili £ a jeji hodnotu urc¢ime z pocate¢nich podminek, ze v case
t=0platilox =0av=0F=3im-0*—(2-0+3-0% + Uy = Up. Zdkon zachovani
energie tedy ma v nasem konkrétnim piipadé tvar

1
imx'Q — (22 + 32%) + Uy = V.

Vidime, ze konstanta U, vystupuje na obou strandch a jeji konkrétni hodnota nemé na
nic vliv. Z této rovnice vyjadiime rychlost a dostaneme:

2
2z + 322).

i= /=
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Pro polohu x = 6 m muzeme zrychleni vypocitat piimo jako a(6 m) = E6m)

15,8 m.s~2, rychlost jsme urécili a staci dosadit v(6 m) = 10 m.s™! a vykon uréime jako
soucin sily a rychlosti, P(x) = F(x)v(x), P(6 m) = 380 W.

Poznamka: Povsimnéte si, ze jsme dostali vyrazy pro zrychleni a rychlost jako funkce
polohy a nikoliv ¢asu! Pokud bychom trvali na urceni funkei a(t) a v(t), museli bychom
tlohu dofesit, tzn. ziskat funkci polohy v zavislosti na ¢ase z(t) a tu nasledné substituovat
do funkei zrychleni a rychlosti: a(x(t)) a v(z(t)). Toto ,dofeseni“ by se provedlo separaci
proménnych (viz piiklad 2.21) z rovnice pro rychlost:

\/ (2x 4+ 32%2) — dt=
,/ 2x+3x2

Néslednou integraci (levou stranu integrujeme podle ¢, pravou stranu podle x)

tre= fa= [
\/ = (2x + 3x22)

bychom ziskali funkci ¢(z) a tu by bylo jesté tieba invertovat pro ziskani funkce x(t) (a
také urcit hodnotu integracni konstanty z poc¢ateénich podminek).

2.21 Sila zavisla na rychlosti

Zadani: Céstice hmotnosti m = 3 kg se muze pohybovat bez tfeni podél osy . V case
t = 0 byla v klidu v bodé = 0 a zacala na ni pusobit sila F,(v) = 2 — 6v. Urcete (i
graficky) zavislost rychlosti a drahy castice na ¢ase. Na jaké hodnoté se rychlost ¢astice
ustali?

Reseni: Vyjdeme z 2. Newtonova pohybového zékona a napiseme zrychleni jako a = ((11;’
dv
m— =2 — 6v.
dt

Tuto rovnici vyfeSime tzv. separaci proménnych. Budeme pracovat s diferencidly jako
malymi nenulovymi veli¢inami. Rovnici upravime tak, aby se na jedné strané vyskytovala
pouze proménnd v a na druhé pouze proménnd t (separujeme proménné):
dv
m
2 —6v

d
m/ Y :/dt.
2 —6v

Na pravé strané vyjde t + C' (C' je integraéni konstanta) a na levé strané pouzijeme
substituci u = 2 — 6v, kde pak du = —6dwv:

dv 1 1 1 1 1
— | Zqu=-=1 — _ZIn(2 — — _ZIn(2 —
/Q—GU G/U Y 6 n(u) 6 n( 6U) 6 n( 61}),

= dt.

Nyni obé strany zintegrujeme:
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(zde jiz integra¢éni konstantu nemusime psat, vznikla pii integraci podle ¢asu na pravé
strané rovnice). Vysledkem integrace tedy je

t+C = —%111(2 — 6v).
Integracni konstantu C' uré¢ime z pocateéni podminky v(t = 0) = 0. Po dosazenti:

C = —%1112.

Vyjadiime nyni rychlost jako funkci casu:

=" B(z - 6v)] S o= (1-e %)

Zévislost polohy na case ziskdme dalsi integract, z(t) = [ v(t) dt:
o(t) = - (t + %e—%> + K.

Z pocatecni podminky z(t = 0) = 0 dostaneme hodnotu integracni konstanty K =
—m/18 (pro zadané m = 3kg mdme K = —1/6). Pokud bude ¢ rust do nekoneé¢na,
budeme mit ve vyrazu pro rychlost e=* = 0, a tedy rychlost se bude ustalovat na hodnoté
1/3 m.s™h

Grafy rychlosti a polohy vypadaji nasledovneé:

2.22 Padajici lano

Zadani: Lano délky [y lezi natazeno na hladké desce stolu. v okamziku ¢ = 0 visi usek
lana délky [ ptes okraj desky a rychlost lana je nulova. V tomto okamziku zacne lano s
desky sklouzavat. Urcete, jak poroste jeho rychlost s ¢asem a jak se bude ménit poloha
konce lana. Muzete fesit i obecnéjsi ilohu a vzit v ivahu tfeni lana o desku stolu.

Reseni: Aby bylo prezentované feseni adekvatni, méli bychom jesté predpoklddat, ze na

hrané stolu je napiiklad néjaky plechovy oblouk, ktery zajistuje zménu sméru pohybu
vodorovné ¢asti lana do sméru kolmo k zemi.
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Zavedeme kartézskou soutadnici z ve svislém sméru s pocatkem v misté ohybu lana, viz
obrazek. Polohu konce lana pak bude oznacovat funkce x(t). Sestavme nyni pohybovou
rovnici. Na lano pusobi gravitaéni sila F, = m(x)g, kde funkce m(z) predstavuje hmotnost
lana visici ze stolu, jestlize konec lana je na soutadnici z. Zjevné plati m(z) = %m, kde
podil % predstavuje podil lana visici ze stolu. Leva strana Newtonova pohybového zakona
bude mit tvar ma = m, jelikoz zrychluje celé lano a k setrvacnosti prispiva celda hmotnost

lana m. Mame tedy rovnici:
x
mT = —mg.
lo
Mame zde vlastné silu zévislou na poloze. My vsak nepouzijeme postup z piikladu 2.20 (a
jeho dodatku), jelikoz postup pro uréeni funkce z(t) je pomérné zdlouhavy. Zde vyuzijeme
toho, ze pusobici sila je linearni funkce v proménné x a mame tedy linearni diferencidlni
rovnici s konstantnimi koeficienty. Tu umime obecné vyftesit a ziskat tak ,rovnou* funkci
x(t). Rovnici si prepiSeme na tvar:
i—dy=o.
lo
Predpokladdme (a u linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty to vzdy za-
funguje) fesenf ve tvaru z(t) = e, kde \ je zatim neurcens konstanta. Dosazenfm do
diferencidlni rovnice dostaneme A2 eM —% eM = 0. Tuto rovnici muzeme vydélit nenu-

lovym vyrazem e, a tak dostaneme takzvanou charakteristickou rovnici

g
N -2 =0
lh

jejiz koreny jsou A = :t\/%. Pro piehlednost zavedme oznaceni x = \/%. Mame tedy

konkrétni hodnoty A, pro néz je funkce eM fesenim zadané diferencidlni rovnice — zde
konkrétné {e™, e7*}. Jelikoz se jednd o diferencidlni rovnici linedrni, je fesenim i libovolna
linedrni kombinace téchto fundamentalnich feseni:

z(t) = Cpe™ +Che™" .

Toto je obecné feseni nasi diferencidlni rovnice. Konstanty C} a Cy (koeficienty linedrni
kombinace) ur¢ime z pocdtecnich podminek: x(0) = [ a v(0) = 0. Rychlost konce lana v
obecném case ma tvar

v(t) = Cire™ —Core™™ .

Z podminky z(0) = [ dostaneme rovnici Cy + Co = [ a z podminky v(0) = 0 rovnici
Ci1k — Cyk = 0. Resenim této soustavy snadno dostaneme C; = Cy = /2 a vysledné
feseni tedy je
[ Kt —kt
x(t) = 3 (e +e7"") = L cosh(kt).
(Rychlost konce lana je v(t) = I8<“5=" = lxsinh(xt).) a @ (t) = Ik = Ik sinh(xt).
Muzeme na zavér dosadit zpét za k = %.

Poznamka: Zvolme nyni pocatek souradné soustavy jinde nez v misté ohybu lana.
Napiiklad v misté, kde je konec lana v case t = 0 (tzn. na ,staré“ soufadnici z = ).
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S timto novym pocdtkem je vyjadieni gravitacni sily tvaru Fj, mg a vysledna pohy-

bova rovnice pak ma tvar (po uprave):

Dostali jsme tzv. nehomogenni rovnici — rovnici s nenulovou pravou stranou ve formé
funkce nezavisejici na neznamé x. Jeji obecné feseni je pak tvaru z(t) = xo(t) +,(t), kde
xo(t) oznacuje feseni tzv. homogenni rovnice (rovnice, kde jsme pravou stranu polozili
rovnu nule) a x, oznacuje partikularni fesenf — libovolné jedno feseni, které spliiuje ne-
homogenni rovnici. Homogenni feseni z((t) jsme uz vlastné nalezli v predchozim postupu
— tam jsme méli pravou stranu rovnou nule ,samu od sebe“. Partikuldrni feSeni zde
nalezneme , metodou uhodnuti“ — vymyslime co nejjednodussi feseni, které spliiuje neho-
mogenni rovnici. Zde mame pravou stranu diferencialni rovnice konstantni a pak snadno
nahlédneme, ze vyhovuje (konstantni) partikuldrni feseni x,(t) = —[. (Pokud bychom
partikularni feseni neuhodli, mohli bychom pouzit obecny postup zvany metoda variace
konstant. Tento postup je ale pomérné zdlouhavy a zde ho rozepisovat nebudeme.) S nové
zvolenym pocatkem mé obecné feseni tvar

z(t) = xp(t) + 2o(t) = =1+ Cy ™ +Che™"" .

(Mohli jsme ho ostatné napsat rovnou jen pomoci translace souradnice x o [.) Nyni (s
noveé zvolenym pocatkem) jsou pocdteéni podminky tvaru z(0) = 0 a v(0) = 0 a vysledné
feseni bude mit tvar

x(t) = [ (cosh(kt) — 1).

Poznamka: 1 v piikladu 2.20 jsme méli silu, ktera byla linearni funkei proménné z! To
znamend, ze by vyse uvedeny postup mohl byt pouzit i v prikladu 2.20 pro ziskani funkce
x(t). Pro obecné (nelinedrni) sily je oviem nutno pouzit postup prezentovany v piikladu
2.20.

2.23 Otaceni na pruziné

Zadani: Téleso hmotnosti m je pfipevnéno na pruziné a otaci se ve vodorovné roviné kon-
stantni tihlovou rychlosti w kolem svislé osy, ktera prochazi koncem pruziny. Nezatizend
pruzina ma délku [y, pruzinova konstanta je k. Urcete polomér [ kruznice, po které se
téleso pohybuje.

<l—>
‘”(W
«-—f—>
F F

p o

Reseni: Polomér otdceni se ustdli ve chvili, kdy se vyrovna odstredivd sila F, = mw?l a
sila pruziny F, = k(I — ly), tedy mw?l = k(I — ly), odkud dostévdme | = L

k—mw? "

26



Poznamka: Vidime, Ze pro w = 0 dostaneme prirozeny vysledek [ = [y. Pokud zvySujeme
rychlost otaceni, nakonec dostaneme ve vysledku nulu ve jmenovateli. Dojde k tomu na

wo = 1/ %. Pro w > wy se sila od pruziny nikdy nevyrovna odstiedivé sile a téleso odleti
m

do nekone¢na (utrhne se z pruziny).

2.24 Hustomeér

Zadani: Hustomeér v podobé valcové trubky prumeéru d o hmotnosti m plave v kapaliné
hustoty p. Ddme mu maly vertikalni impuls a rozkmitame ho tak. Urcete periodu kmitu
hustomeéru.

Reseni: Pri ustdleni je v rovnovaze tithova sila pusobici na hustomér a vztlakova sila dand
jeho ¢dsteénym ponoienim. Zaved me kartézskou soufadnici o mifici smérem doli, kterd

bude odmérovat vychylku hustoméru z rovnovazné polohy. Hustomér vychylime doli o = z

rovnovazné polohy, bude tim vytlacena voda o objemu V =7 (5)2 x, a tedy na hustomér

bude pusobit podle Archimédova zdkona vztlakova sila vétsi o |F| = Vpg = ”Tdegaf.
Jelikoz sila pusobi vzdy proti sméru vychyleni budeme mit F' = —“T‘Fpg:v. Pohybova
rovnice pro vychylku hustoméru z rovnovazné polohy tedy ma tvar

md? wd?pg

mi =———pgr — I+
4 m

z =0,

coz neni nic jiného nez pohybové rovnice harmonického oscilatoru, Z + w?x = 0 s

9 wd?pg
w? =
4dm

Vime, ze plati w =2nf a f = % a tedy

2.25 Tlumeny oscilator

Zadani: Tlumeny harmonicky oscilator ma frekvenci f = 50Hz a dekrement tutlumu
§ = 2,3 s71. Jak se zméni jeho frekvence, vymizi-li tlumeni?
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Reseni: Pro thlovou frekvenci tlumeného oscilatoru plati w = 1/ wi — 62, kde wy je ihlové
frekvence netlumeného oscildtoru a ¢ dekrement utlumu. Vyjadiime-li wy = vw? + 02,

VTP - 50 00134 Ha.

pak frekvence netlumeného oscilatoru bude fy = 52 = o

2.26 Rezonance

Zadani: Téleso hmotnosti m = 200 g kona vynucené harmonické kmity. Amplituda vy-
nucujici sily je Fy = 2N, doba vlastnich kmitu télesa je Ty = 0, 785 s a koeficient utlumu
§ = 4 s71. Uréete rezonanéni frekvenci f, a amplitudu kmiti A, pfi rezonanci.

~ ., . . , . , wg—262

Reseni: Pro rezonancni frekvenci tlumeného oscildtoru plati f, = 3= = o =
(%) —26° . . .. 5o F .

o= =0,90 Hz. Amplituda v rezonanci je A, = = 2 = 0.18 m.

20\/wg =07 2ms, [FE 52

2

2.27 Matematické kyvadlo

Zadani: Pro malé kmity matematického kyvadla, které v okamziku ¢ = 0 vychylime o
uhel g a pustime, urcete thlovou rychlost, tithlové zrychleni, tecné zrychleni a normalové
zrychleni.

Reseni: Uhel kyvadla bude v case dén jako ¢(t) = ¢q cos(wot), kde tihlova frekvence je
Wy = ﬂ , kde [ je délka zaveésu a g je tthové zrychleni. Pak médme tihlovou rychlost w(t) =
@(t) = —wopo sin(wpt), tthlové zrychleni (t) = ¢ = —w o cos(wot), tecné zrychleni (zde
rovné zrychleni v polarni soutradnici @)

a; = a, = 27¢ + 1@ = 0 — lwgpg cos(wot) = —gepg cos(wot)

a normélové zrychleni (zde odpovidajici absolutni hodnoté zrychleni v poldrni soufadnici

r)

an = la,| = | = 1¢?| = |0 — lwgg sin® (wot)| = g sin® (wot).

2.28 Houpacka

Zadani: Houpacka hmotnosti m na zavésu délky [ byla vychylena o tihel py a pusténa.
Urcete maximalni namahani zavésu a rychlost houpacky v dolni poloze.
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Reseni: Rychlost houpacky v dolni poloze ur¢ime ze zachovani energie

§mv2 = mgl(1 — cos ¢y),

tedy v = /2gl(1 — cos(pp)). Sila namahajici zdvés ve spodni poloze je souttem tihové
sily velikosti Fy = mg a odstredivé sily velikosti F|, = m”l—z, tedy celkové
2¢gl(1 — cos yo)

F=mg+m l =mg(3 —2cos ).

2.29 Sekundové kyvadlo

Zadani: Urcete délku sekundové kyvadla na severnim pélu, na rovniku a na zemépisné
sfrce Prahy (kde je tihové zrychleni g = 9,81077 m.s™2).

Reseni: Sekundové kyvadlo je takové, jehoz kyv (polovina periody) trva jednu sekundu,
tedy T' = 2 s. Pritom pro periodu matematického kyvadla plati T' = 277\/5, tedy | =

(%)2 g. Nyni jde jen o to, ze nestac¢i pouzit pribliznou hodnotu tihového zrychleni g =
10 m.s~2 nebo g = 9,8 m.s~2, ale potiebujeme piesnéjsi hodnotu pro konkrétni misto na
Zemi. Hodnotu g na vyznamnych mistech urcité dokazeme dohledat na internetu. Na poélu
je to g, = 9,832 m.s™% a l, = 0,9962 m, na rovniku g, = 9,780 m.s™? a [, = 0,9909 m
a v Praze gp = 9,81373 m.s™2 a [, = 0,9943 m. (Pro Prahu jsme pouzili hodnotu z

wolframalpha.com, ktera je i na ¢eské Wikipedii.)

Poznamka: Je dobré si uvédomit, ze piibliznd hodnota ¢ = 9,8 m.s~2 je tedy adekvatn{
na celé Zemi, kdezto g = 9,81 m.s~2 uz je spravné jen pro nase zemépisné siiky.

Poznamka: Také se nékdy muze hodit samotny vysledek tohoto prikladu — pokud umite
udélat provazek dlouhy 1 m, muzete velmi presné pocitat sekundy.

2.30 Valeni se ve Skarpé

Zadani: Predpoklddejme, ze vase hmotnost je 100 kg. O kolik budete tézsi, kdyz si
lehnete? O kolik budete lehéi, kdyz spadnete do skarpy?

Reseni: Shriime si napted nékteré zékladni poznatky o gravitaénim ptisobeni. Dva hmotné
body o hmotnostech m; a my vzdédlené r od sebe se gravitacné pritahuji silou velikosti
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Fg = k™52, kde £ = 6,67.10~"" m3 kg .52 je takzvana gravitaéni konstanta. (Na

stfedni skole také casto znacena G.)

Daéle plati, ze sféricky symetrické téleso (ne nutné piimo tvaru koule, mohou to byt
tfeba kulové slupky) vytvaii kolem sebe stejné gravitacni pole, jako hmotny bod o stejné
hmotnosti umistény ve stredu télesa. Proto muzeme gravita¢ni silu mezi zemi a hmotnym
bodem na jejim povrchu pocitat jako silu mezi dvéma hmotnymi body, jejichz vzdalenost
je rovna poloméru Zemé. Toto vsak plati pouze v pripadé, ze se nachazime vné télesa. Na-
opak, pokud se nachazime uvnitt sféricky symetrického gravitujiciho télesa, je vyslednice
pusobeni veskeré hmoty, ktera je dale od stfedu nez my, nulova. Budeme-li tedy klesat
ke stfedu Zemé, bude na nas vzdy gravitacné pusobit jen ¢ast Zemé — koule o poloméru,
na kterém se pravé nachazime.

Pokud ¢asto pracujeme s jednim télesem (o hmotnosti my), v jehoz poli se pohybuji jina
télesa (tedy napiiklad pohyby v gravitaénim poli Zemé), ¢asto se ndm bude hodit zavést
gravitacni zrychleni g = k3. Gravitacni silu pusobici na téleso hmotnosti my pak jiz
dostaneme jako Fg = mag.

Nyni jiz mame pripraveno vse k feSeni ptrikladu, u kterého je vsak pouziti vyse uvedenych
myslenek dost hrani¢ni. Pii feSeni budeme sebe povazovat za hmotny bod umistény v

ke stfedu Zemé. Gravitacni zrychleni se tedy zmeéni z gr, 1), = K R, L) RZI iZlO)Q na gr, = /@—IPfQZ.
zZ
2

< ‘ 3 R . < .
Proto nase Vah bude m; = gl;}i Hom = & flO)Qm, tedy oproti nasi hmotnosti m se bude
Z

lisit o m —m; = (1 — %) m = 31 mg, kde jsme pouzili Rz = 6371 km.

Pokud spadneme do skarpy, je to chapano tak, ze se dostaneme [y = 1 m pod povrch Zemé
s tim, ze ve Skarpé lezime a lezeli jsme i na zacatku (abychom dostali vysledek ze skript).
Predpokldddme (opét to neni uplné pravda), ze je Zemé homogenni koule konstantni

hustoty p = A‘f—ZZ = %i\r%% . 'V hloubce [y pod povrchem, na néas tedy bude pusobit jiz jen

koule o hmotnosti M = %W(RZ —1y)3p = (RZR;;O)BM 7. Ve skarpé na nés tedy bude pusobit
zZ

ot ¢ _ M _ Rz—lo _ Rz—lo ~ <
gravitacni zrychleni gr,_;, = Ky dE = KMy ts = Th, 9 anase vaha tak bude

oproti hmotnosti asi o 15 mg nizsi.

2.31 Nahoru a dolu

Zadani: Najdéte takovou vzdalenost h, aby ve vySce h nad zemi a v hloubce h pod zemi
byla gravitacni sila stejna.

3Vahy meii gravitaéni (tthovou) silu F,, kterou na né téleso pusobi. Jsou nakalibrované na urcitou

hodnotu gravitacniho (tthového) zrychleni go a na stupnici pak ukazuji ,hmotnost“ m = %. Pokud se

skuteéné nachézime v gravitatnim (tthovém) zrychleni gg, pak vdhy ukazuji nasi skute¢nou hmotnost

myp. Pokud se nachdzime v gravita¢nim (tihovém) poli g, je gravitaéni (tihova) sila F, = mgg a véhy
g

‘s F
ukdzou ,hmotnost® my = —£ = Lmy.
g0 90
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Reseni: Zde (stejné jako v predchozim pifkladé 2.30) pouzijeme Gaussiv zdkon, ktery
tika, ze sféricky symetrické téleso kolem sebe vytvari gravitacni pole, které je stejné jako
od hmotného bodu o stejné hmotnosti umisténého ve stredu puvodniho télesa. Pokud
se nachézime pod povrchem sféricky symetrického télesa, ke gravitaci ptrispiva ¢ast jen
,pod nami“, gravitacni pusobeni hmoty ,nad nami“ se vzajemné vyrusi. Vyuzitim téchto
informaci muzeme napsat gravitacni zrychleni pomoci Newtonova gravitacniho zakona,

g= % = KTMQ. Pro misto ve vysce h nad zemi méame zrychleni
My
Onada = K779
(Rz + h)?

kde My je hmotnost Zemé. Pro urceni zrychleni v hloubce h pod zemi si nejdiive musime
spoc¢itat hmotnost ¢asti Zemeé lezici hloubéji nez h — funkci M (h). Uvazujeme, ze hustota
Zemé je konstantni: p; = % Pak mame

3 zZ

4 Rz —h)?
M) = pV () = pram(iy = B2y,
A gravitacni zrychleni je pak
M(h)  (Rz —h)My

=K =K
oot =Ry — h)? RS,
Rovnice ¢,.a = gpoa PO Upraveé vypada nasledovné:
h(h®> 4+ Rzh — R) = 0.
Tato rovnice ma jednak trividlni feSeni h = 0 a také feSeni h; o = #Rz. Nase uvahy
plati pouze pro h > 0 a tedy h = %Rz.

2.32 Gravitujici tyc

Zadani: Méjme gravitujici téleso v podobé protahlé homogenni tyce hmotnosti M a délky
[ lezici v ose x. Ve vzdélenosti xy od sttedu tyce lezi na ose x ¢astice hmotnosti m. Urcete
gravitacni silu, ktera na ¢astici pusobi.

Reseni: Jelikoz se nejednd o hmotny bod ani o sféricky symetricky objekt, ktery se
gravitacné jevi jako hmotny bod, budeme muset ty¢ pomyslné rozdélit na nekoneéné malé
tseky a vyslednou puisobici silu uréit integraci. Zavedme pocétek kartézské soufadnice x
v misté hmotného bodu. Pak se ty¢ rozkldd4 na soufadnicich z € (zg — £,z + L).
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M Ja m
- ‘ l 1 < +

I
l l
To+ 3 o Lo~ 3

Maly kousek tyce dr o hmotnosti dM na obecné hodnoté soufadnice = bude k celkové
gravitacni sile ptispivat malym piispévkem

dM maz M Md
dF = Hm = g—rt _ —x,
r? x? [ a?
kde jsme pouzili vztahy r = ¢ a dM = deM (délkova hustota tyce je 7 = % a pak
dM = 7dz).
dz
M =
- - 5

Celkovou velikost sily pak dostaneme integraci od jednoho kraje tyce ke druhému, coz
odpovidd = € (g — £, 29+ L):

zo+L zo+i
F—/OQKdea: mmM[ 1} 2 kmM

b D el T )

0— 3 z

2.33 Gravitujici obruc

Zadani: Méjme gravitujici téleso v podobé homogenni kruznice hmotnosti M a poloméru
R a urcete gravitaci zrychleni na ose kruznice ve vzdalenosti i od roviny kruznice. V jaké
vzdalenosti bude toto zrychleni maximalni?

Reseni: Postup bude podobny jako v pifkladu 2.32. Opét si musime téleso rozdélit na
malé kousky a gravitacni zrychleni od jednotlivych casti nascitat. Vysledné zrychleni na
ose bude zfejmé pusobit ve sméru osy kruznice, jelikoz prispévky do jinych sméru se
vzajemné vyrusi. Maly ptispévek ke zrychleni dg od malého useku kruznice délky dl bude
mit velikost N .

dM =M EM

dg =k = g2k = k2T 5

72 h? + R? h? 4+ R?
kde jsme pouzili vztahy r = v/h2 + R2 a dM = %M (délkova hustota tyce je 7 = %
a pak dM = 7dl) a dl = Rdp (dp je maly 1hel na kruznici odpovidajici malému tseku
délky dl).
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Prumeét dg, do sméru osy kruznice bude mit velikost
h
kde « je thel mezi osou kruznice a primkou spojujici bod na ose s kouskem kruznice.

Celkové gravitacni rychleni ziskame integraci ptes celou kruznici, coz pro soutradnici ¢
znamend ¢ € (0, 2m):

g—/dg /% 2 M h dgp:ni/%dwzﬁL
8 h?+ R?/h? + R? (h? 4+ R2)*? J (h? + R2)**

(Mohli bychom také vyuzit symetrii lohy a integraci se iplné vyhnout.) Vzdalenost h,
ve které je zrychleni maximalni, ziskdme snadno derivaci:
dg(hmaz) M(R? — 2h?)
=K
dh (h? 4+ R2)5/2

dg, = dgcosa = dg

=0 = Dhpe==x

S

2.34 Gravitace ve vySce

Zadani: Urcete gravitacni zrychleni ve vysSce h = 20 km nad zemskym povrchem.

Reseni: Opét (jako v prikladech 2.30 a 2.31) vyuzijeme toho, ze gravitace od sféricky
symetrického objektu je stejna jako od hmotného bodu stejné hmotnosti umisténého ve

sttedu objektu. Mame tedy
My M; R Ry \°
= K = K —
IRzsh = MR, h2 "R (R, +h)? \Ry+h) JR®

kde jsme v druhé rovnosti rozsifili zlomek R%. Pouzitim hodnot Rz = 6371 km a g(Rz) =
9,81 m.s~? dostaneme gp, s = 9,75 m.s~2.

2.35 Druzice

Zadani: Jak velkou rychlost je tfeba udélit néjakému télesu ve vysce h = 500 km nad
zemskym povrchem, aby se pohybovalo jako uméld druzice Zemé po kruhové trajektorii?
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_v?

Rz+h
(toto zduvodnéni plati v rotujici neinercidlni soustavé; v inercidlni soustavé

Reseni: Musi platit, ze se odstfediva sila F, = m rovna sile gravitacni Fgp =

K mMZ
(Rz+h)?
je dostiediva sila F; tvorena gravitacni silou Fg), tedy

2 HMZ /'QMZ R2Z R2Z
v = = =
Rz+h R, Ry+h Rz+h?

kde jsme pouzili g = /f%. Odtud jiz mizeme spocitat v = 7,6 km.s~'. (Dosadili jsme
zZ
hodnoty Rz = 6371km a g = 9,8m.s™2.)

2.36 Gravitace Slunce a Mésice

Zadani: Urcete gravitacni zrychleni na povrchu Slunce a Mésice. Kolikrat jsme lehé¢i na
Meésici? Polomér Slunce je Rg = 6,96.10° m, Mésice Ry = 1,74.10° m.

Reseni: Jednoduse vyjdeme ze vztahu g = % = %, do kterého ale budeme jesté

potiebovat zjistit hmotnosti Slunce a Mésice. Hmotnost Slunce je Mg = 1,99.10% kg
a Mésice My, = 7,35.10%2 kg. Pak dostaneme gg = 274 m.s~2 a gy = 1,62 m.s~2. Na
Mesici jsme tedy asi Sestkrat leh¢i nez na Zemi.

2.37 Téleso na desce

Zadani: Na desce konajici harmonicky pohyb z = Asin(wt) ve vodorovném sméru
spotivd zdvazi hmotnosti m. Koeficient smykového tieni je f = 0,5, w = 10 s™!. Pi
jaké amplitudé A zacne zavazi po desce klouzat?

Reseni: Zrychleni pii daném pohybu je #(t) = —Aw?sin(wt), které méd maximalni
velikost Aw?. Téleso zacne klouzat po podlozce ve chvili, kdy setrvacnd sila velikosti
Fs = ma = mAw? prekond odporovou tieci silu velikosti F; = fF, = mgf. Odtud
dostavame pro hraniéni amplitudu vztah A, = f}—é =5 cm.

2.38 Olovnice ve vlaku

Zadani: V Zeleznicnim voze pohybujicim se se zrychlenim 0,3 m.s~2 nahoru po svahu se
sklonem 10° visi na snufe zavazi. Urcete thel, ktery svird snura se svislym smérem.

Reseni: Oznacéme jako « thel sklonu svahu a jako 3 thel vychyleni, ktery méme uréit.
Zévazi na $nure se ustali ve chvili, kdy bude vyslednice tithové sily a setrvacné sily dané
zrychlovanim vlaku mifit ve sméru zavésu. Viz obrazek, kde @ oznacuje zrychleni vagonu
a ag = —a setrvac¢né zrychleni pusobici na zavazi ve voze.
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Vytvorime si pravouhly trojihelnik mezi vyslednici zrychleni a gravita¢nim zrychlenim
tak, ze tyto vektory ,doplnime® rozkladem setrvacného zrychleni do vodorovného a

svislého sméru (|ds| = |d]) — opét viz obrdzek. Z tohoto trojuhelniku pak jednoduse
vyjadiime
acos o
tg 5=
g+ asino

Po dosazeni hodnot pak dostaneme 3 = 1°43' pfi pouZiti hodnoty ¢ = 9,8 m.s 2.

2.39 Kyvadlo ve vytahu

Zadani: Jaké je zrychleni vytahu, kyva-li v ném matematické kyvadlo délky 1 m s dobou
kmitu a) 7" = 2,3 s, b) T = 1,8 s, ¢) krouzi volné kolem zdvésu, d) T" = 4,2 s s
rovnovaznou polohou kolmo nad bodem zavésu?

Reseni: Dobou kmitu se zde mysli perioda a nikoli doba kyvu, kterd je polovinou peri-
ody. Pro periodu matematického kyvadla plati T = 27r\/g , kde a je zrychleni (v jinych

piipadech ¢asto a = g) a [ délka kyvadla. Odtud dostavame a = (2%)2 [. Jelikoz se vytah
navic nachazi v tthovém poli, bude a = g+ a,, kde a, je zrychleni vytahu smérem nahoru.
V pifpadé a) pak dostdvdme a = 7,4 m.s™? a a, = a — g = —2,3 m.s2, tedy zrychleni
2,3 m.s~? smérem dolt. V pifpadé b) jea = 12,2 ms? aa, =a— g = 2,4 m.s™2, tedy
zrychlenf 2, 4 m.s~2 smérem nahoru. Varianta c) nastane zfejmé ve chvili, kdy se setrvaéné
a tthové zrychleni vyrovnaji, tedy kdyz a, = g smérem doli. Jednda se vlastné o volny
pad vytahu. V piipadé d) dostdvdme velikost zrychleni a = 2,2 m.s™2, ale v opa¢ném
sméru a je tfeba nejprve vynulovat tihové zrychleni. Proto bude a, = a + g = 12 m.s ™2
smérem dolu.

2.40 Vahy ve vytahu

Zadani: Ve vytahu jsou pruzinové vahy, na kterych visi téleso hmotnosti 1 kg. Jakou silu
budou ukazovat vahy v téchto pifpadech: a) vytah stoupd se zrychlenim 4,9 m.s~? miticim
dolu (zastavuje se), b) vytah klesd se zrychlenim 4,9 m.s™? mificim vzhiru (zastavuje
se), ¢) vytah klesd se zrychlenim 1 m.s™? miffcim dolu (rozjizdi se), d) vytah stoupa se
zrychlenim 1 m.s™2 miffcim vzhuru (rozjizdi se)?
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Reseni: Standardné v tthovém poli velikosti ¢ ukazuji vahy silu F = mg. V pifpadé
zrychleného pohybu vytahu nahradime g upravenym zrychlenim a zavislym na zrychleni
vytahu a,, a = g &+ a,. Je dobré si uvédomit, ze sila zavisi pouze na zrychleni vytahu
(velikosti a sméru) a nikoli na samotném sméru pohybu vytahu. Dostavdme tak v piipadé
a) ma = m(g — a,) = 4,9 N, v ptipadé b) ma = m(g + a,) = 14,7 N, v piipadé c)
ma =m(g — a,) = 8,8 N, v pipadé d) ma = m(g + a,) = 10,8 N.

2.41 Coriolisova sila vs. tiha

Zadani: Porovnejte velikost Coriolisovy sily a tihy télesa, které se v zemépisné Sitce
¢ = 50° pohybuje rychlost{ v = 100 km.h™ po poledniku.

Reseni: Coriolisova sila je ddna vztahem Fo=—2m@x7a jeji velikost je tedy Fp =
2mwv sin o, kde « je uhel mezi vektory & a ¢. Vektor thlové rychlosti mifi se sméru
zemské osy. Z vlastnosti vektorového soucinu vime, ze Coriolisova sila bude mitit kolmo
na vektor uhlové rychlosti a vektor rychlosti télesa. Bude tedy mifit ve sméru tecny k
dané rovnobézce. Zemépisna sitka se méii od rovniku a z jednoduchého nacrtku je ziejmé,
ze uhel a = 50° je také 1hel mezi vektorem rychlosti a vektorem thlové rychlosti. Vektor

uhlové rychlosti méa velikost w = 2% = % = 7,3.107° s71. Celkové tedy dostdvame
Fe _ 2mwusina - 3.2.10~4
Fy mg [ :

Dle pravidla pravé ruky muzeme také urcit smér pusobici Coriolisovy sily: pro pohyb
smérem na sever dostavame silu sméfujici na vychod a naopak, viz obréazek.

2.42 Coriolisova sila na rovniku

Zadani: O¢ se zméni tihové zrychleni télesa, které se pohybuje po rovniku rychlosti
1 km.s™! ptisobenim Coriolosovy sily?
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Reseni: Pfi pohybu po rovniku je vektor rychlosti ¢ kolmy k vektoru thlové rychlosti &.
Vztah pro Coriolisovu silu je Fo=—2m@xv=2mixda jeji velikost pro kolmé vektory
je Fo = 2mwv. Dostavame tedy ac = % = 2wv = 0,15 m.s2. Dle pravidla pravé ruky
urc¢ime smeér pusobici Coriolisovy sily (viz obrazek): pokud se téleso pohybuje na zépad,
mifi Coriolisova sila do stfedu zemé; pro pohyb na vychod naopak.

2.43 Pad z Eiffelovy véze

Zadani: Jak se odchyli téleso od paty kolmice pii volném padu z Eiffelovy véze pusobenim
Coriolisovy sily?

Reseni: Pii feseni budeme zanedbéavat efekty vyssich fdda. Budeme tedy uvazovat volny
pad, kdy navic na téleso pusobi Coriolisova sila ve vodorovném sméru a zanedbame
naptiklad to, ze diky vzniklému vodorovnému pohybu by mél vznikat dalsi prispévek od
Coriolisovy sily ve svislém sméru.

Oznac¢me si vysku Eiffelovy véze jako h = 300 m a celkovou dobu padu T" = +/2h/g.

Vertikalni souradnici mifici smérem k zemi budeme oznacovat jako y a soufadnici ve
sméru ze zapadu na vychod jako = (a soufadnice z miii z jihu na sever), viz obrazek.




Vertikalni rychlost tedy bude v,(t) = gt. Pusobenim Coriolisovy sily Fo = 2m|w@ x U] pak
vznikne zrychleni de ve vodorovném sméru ve sméru na vychod (ve sméru osy z):

ac(t) = 2@ x (t)] = 2w, (t) sin (g + a) — 2ugt cosa,

kde o = 49° je thel odpovidajici zemépisné Sitce Pafize a aproximovali jsme vektor
rychlosti ¥ = (0, v,,0). Rychlost ve vodorovném sméru pak dostaneme integraci jako

t2
vz (t) = /ac(t) dt = /2wgt cos avdt = 2w cos o g + O,

kde €7 = 0 (pocatecni rychlost je nulova), jelikoz je pocateéni rychlost ve vodorovném
sméru nulova. Poslednim krokem je pak analogické urceni urazené vzdalenosti

t3
z(t) = /wcosagt2dt =weosagg + Cs,

kde opét Cy = 0 (vodorovny pohyb zacal na soutadnici x = 0). Nyni staci dosadit

T* 2h\**
z(T) —wcosag?—%cosa(;) = 7,5 cm.

2.44 Vertikalni vystrel z déla

Zadani: V 17. stoleti provedl francouzsky matematik a fyzik M. Mersenne pokus s ver-
tikalnim vystielem z déla, aby zjistil, kam néaboj vzhledem k rotaci Zemé dopadne. Byl-li
pokus provadeén na 48° severni sfiky a pocateéni rychlost stiely byla 300 m.s~!, kde mohl
ocekavat misto dopadu?

Reseni: Uloha je obdobna té predchozi. Zde je prirozenéjsi sméfovat osu y vzhuru k
nebi a pak kvuli pravotocivosti souradné soustavy musi napiiklad osa x sméfovat na
zapad (porovnejte se zavedenim os na obrazku u predchoziho ptfikladu). Rychlost télesa
ve svislém smeéru bude v, (t) = vy — gt. Vzniklé Coriolisovo zrychleni dc = 2¢ x & bude
sméfovat na zapad (ve sméru osy x) a jeho velikost bude

ac = a,(t) = 2wsin (g + a) vy (t) = 2w cos a (vy — gt).

(znaménko minus v sinu odpovidd pohybu smérem vzhuru, znaménko plus pohybu smérem
dolu, pouzitim souc¢tového vzorce ale dostaneme vzdy cos «r). Vodorovna rychlost bude

t2
v (t) = /ax(t) dt = /Qw cosa (vg — gt) dt = 2w cos « (vot — 95) + Ch,

kde C7 = 0 (rychlost na poc¢atku pohybu je nulovd) a vysledna poloha

t? B
x(t) = /"Ux(lf) dt = /Qw cos v <v0t — 95) dt = 2w cos a (UDE — gg) + Oy,

kde Cy = 0 (pocétecni poloha je x = 0). Nyni staci vycislit 2(27), kde T = ¢ je doba
stoupani, respektive doba zpétného padu. Tak dostaneme
3

2
z(2T) = 2w cos « %5 = 18,2 m (zapadneé).
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Kapitola 3

Mechanika soustavy castic

3.1 Celkova sila a moment

Zadani: Je dana soustava tii hmotnych bodi o hmotnostech m; = 1 kg, my = 2 kg
a m3 = 3 kg a jejich polohové vektory jako funkce casu: 7(t) = (2t,4¢,5), (t) =
(12 +2,1,0), 7(t) = (1,£2 +2,0). Udaje jsou v metrech a sekundéch. Uréete vyslednici
vnéjsich sil a vysledny moment vnéjsich sil vzhledem k pocatku soutadnic.

Reseni: V tomto pifkladé pouzijeme k FeSeni prvni a druhou vétu impulsovou. Ty znéji:

AP _ e AL _ oo

dat ’ dt ’
tedy ze casova zména celkové hybnosti je rovna vyslednici vnéjsich sil a ¢asova zména
celkového momentu hybnosti je rovna vyslednému momentu vnéjsich sil. Celkova hybnost
a celkovy moment hybnosti soustavy ¢éastic jsou sumy hybnosti a momentu hybnosti

jednotlivych c¢astic:

. N N
P=3 o L=3
a=1 a=1

Hybnosti a momenty hybnosti jednotlivych ¢astic jsou
ﬁa :moﬂ_fom la :Fa Xﬁou
kde m,, 7, a U, jsou hmotnost, polohovy vektor a vektor rychlosti jednotlivych c¢astic.

Vyslednice vnéjsich sil je dana jako vektorovy soucet vnéjsich sil pusobicich na jednotlivé
castice, stejné tak celkovy moment vnéjsich sil je sumou jednotlivych momentu:

=1

Q

Spoctéme tedy (rychlosti a) hybnosti jednotlivych ¢astic:
ﬁl = m1?71 = 1(2, 4, 0), ﬁg = m2’172 = 2<2t, 0, O), ﬁg = m3173 = 3(1, Zt, 0)
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Celkova hybnost tedy je

—

Vyslednici vngjsich sil ziskdme podle prvni véty impulsové zderivovanim celkové hybnosti
podle éasu:c(lj—f = (4,6,0) N = F®). Pro celkovy moment vnéjsich sil si nejprve spocteme
momenty hybnosti jednotlivych castic:

L =7 x 1 = (—20,10,0), Iy =7 x Po=(0,0,—4t), I3 =73 x 73 = (0,0, 6t).

Nyni tyto momenty secteme pro ziskani celkového momentu hybnosti a tento zderivujeme
pro ziskani celkového momentu vnéjsich sil:

—

L=h+b+ls=(-20,10,2t),  —=(0,0,2)N.m = N®©,

Poznamka: Na pravych stranach prvni a druhé véty impulsové vystupuji pouze vnéjsi
sily a jejich momenty. Nejsou tam tedy vubec sily pusobici vzdjemné mezi ¢asticemi, které
se pri odvozovani téchto vét vzajemné vyrusi. Pro platnost prvni véty impulsové je treba
predpokladat platnost zakona akce a reakce, pro platnost druhé véty impulsové je tieba
navic predpokladat, ze sily jsou centralni, tzn. pusobi podél spojnice mezi prislusnymi
dvéma céasticemi.

3.2 Paseraci

Zadani: Dvé lodky pluji proti sobé rovnobéznym smérem. Kdyz se setkaji, vymeén{ si
pytle s pasovanym zbozim o stejnych hmotnostech m = 50 kg. Nasledkem toho se prvni
lod'ka zastavi, v; = 0, a druhd se pohybuje dal rychlost{ vj, = v = 8,5 m.s~! v ptvodnim
sméru. Jaké jsou rychlosti lodék vy, v, pred vymeénou pytlu, jsou li hmotnosti lodék m; =
500 kg, my = 1000 kg?

U1 V2
e <+

mp —m mo — MM

\J

Reseni: (Abychom dostali vysledek jako ve skriptech, musime zadéni chapat tak, ze
hmotnosti lodék my, ms jsou véetné pytlu.) Pouzijeme zékon zachovani hybnosti. (Energie
se zde nezachovéva, na pytle pfi dopadu musi pusobit tteci sily, které je zastavi.)

Systém rozdélime na dvé édsti: prvni lodku a pytel z druhé lodky a dale pak druhou
lod’ku a pytel z té prvni. V téchto ¢dstech se také zachovava hybnost (v takto rozdéleném
systému porad pusobi jen vnitini sily (pii dopadu piislusnych pytla do piislusnych lodék)
a hybnost je tedy v ¢ase konstantn{). Zvolme si kladny smér ve sméru pohybu prvn{ lod'ky
a zapisSme piislusna zachovani hybnosti:

(m1 —m)vy —muy =0, muy — (Mg — m)vg = —mavs,.
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Resenim soustavy pro neznamé vy, v, snadno dostaneme

ma - m -
Vg = ————vh =9 m.s 1, v = ——vy =1 m.s 1,
mo — 1 mip —m
kde rychlosti mif{ opacnymi sméry (protoze smeéry rychlost{ jsme osetfili psanim piislugnych
znamének do zakonu zachovani hybnosti, kladna rychlost v; smérovala v kladném sméru
soufadnice a kladna rychlost v, sméfovala do zdporného sméru souradnice).

Poznamka: Také se zachovava hybnost celého systému — obou lodék a obou pytli:
myvy — Moty = 0 — mavs,.

Souctem zakonu zachovani hybnosti pro dva podsystémy dostaneme tuto rovnici pro
zachovani celkové hybnosti.

3.3 T¥i lodky

Zadani: Tii lodky stejné hmotnosti M jedou za sebou stejnou rychlosti v. Ze stiedni
lod’ky byla rychlosti u vzhledem k této lod'ce vyhozena ve stejnou dobu dvé zdvazi téze
hmotnosti m do piedni a zadni lod’ky. Jaké jsou rychlosti lodék vy, vy, v3 po prehozeni
zavazi?

Reseni: Rychlost prostiedni lodky se ziejmé nezméni, tedy bude vy = v. U dalsich
lodék pouzijeme zdkon zachovan{ hybnosti (vzdy pro jednu lod’ku a jedno zdvazi zv1ast).
Rychlost zavazi (vuci hladiné) bude v + u, a tedy Mv +m(v+u) = (M + m)v; 3, odkud
Uy3 = Mv;\i—/[risziu)

Pozniamka: Neménnost rychlosti prostiedni lod'ky, v, = v, také muZeme ,rigorézné“
ziskat z nasledujictho zakona zachovani hybnosti:

(M +2m)v = Mvg +m(v —u) + m(v + u).

3.4 Granat

Zadani: Granat, ktery byl v klidu, se pti explozi rozdélil na dvé ¢asti o hmotnostech m
a 4m. Céast o hmotnosti m odletéla s kinetickou energii 100 J. Urcete celkovou uvolnénou
kinetickou energii.

Reseni: Pouzijeme zdkon zachovani hybnosti. Jelikoz byl granat na zacatku v klidu, musf

platit 0 = muv; — 4muwy, kde v; a vy oznacuji rychlosti ¢asti po vybuchu, a tedy vy = 7.

Déle vime, ze Fxq = %mv% = 100 J, a tedy celkova energie bude

Ex = Exi + E L+ S = Loz ¢ Lan 2l 5L o B osy
= = —mv7 + =4mv; = —mu; + —4dm— = ——mu; = — = i
K= R ER = o TR = 5 T R Tyt T
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3.5 Strela do dreva

Zadani: Strela hmotnosti m = 10 g byla vystielena do direvéného bloku hmotnosti M = 2
kg lezictho na dfevéné podlozce a uvizla v ném. Ptitom jej posunula o 25 cm. Souéinitel
smykového tfeni bloku o podlozku je f = 0, 2. Urcete praci sily tfeni, rychlost stiely pred
narazem a dobu pohybu bloku.

|

= Y l
|

|
|

Reseni: Velikost sily ttenf bude F = (M +m)gf. Jelikoz tato sila je konstantn{ a piisobila
po draze s = 0,25 m, bude vykonand prace A = Fs = (M+m)gfs = (2+0,01)-9,8-0,2-
0,25 J = 0,985 J. Tato prace udava kinetickou energii, kterou blok ziskal po srazce se
sttelou. Jelikoz se ovsem jednalo o nepruznou srazku, tak tato energie neni rovna ptuvodni
kinetické energii stiely. Cast energie piesla napifklad na tepelnou pifmo pii deformaci
stfely a dfevéného bloku.

Vyuzijeme toho, ze impuls sily udava zménu hybnosti, F't = Ap. Urceme tedy nejprve
dobu pohybu bloku t. Jedna se o pohyb s konstantnim zrychlenim, tedy s = %at2, kde

a=F/(M+m), odkud t = \/23(M—F+m) = 0,505 s. Zména hybnosti je Ap = m(v — 0),
kde v je puvodni rychlost strely (jesté pred srdzkou). Pak dostavame

Ft 1. [2s(M 1
v=""_"p w:_,/%(M%—m)Fil%m.s_l.
m

m m

3.6 Balistické kyvadlo

Zadani: Na obrazku je balistické kyvadlo tvorené bednickou s piskem hmotnosti M
na zaveésu délky [, které se pouziva k urcovani rychlosti stiely. Urcete rychlost stiely
hmotnosti m, kterd pri narazu do balistického kyvadla jej vychyli o thel «a, jestlize:

a) stfela po ndrazu v bedniéce uvizne,
b) stfela po narazu odskoci zpét rychlosti vy,

¢) stiela po ndrazu ztrati rychlost a spadne dolu.
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M(+m)

_Y .
> M
m

Reseni: Celou tlohu si rozdélime na dva procesy. Napied dojde ke srazce stiely s bednou
s piskem. Jedna se obecné o nepruznou srazku, ale muzeme zde vyuzit zakon zachovani
hybnosti. Vysledkem bude bedna v dolni poloze (s uviznutou st¥elou nebo bez ni), kterd
se bude pohybovat néjakou rychlosti w. Nasledné se bedna zhoupne na provazku. Zde se
bude zachovavat mechanicka energie.

V piipadé a) dostaneme ze zdkona zachovani hybnosti mv = (M + m)w, odkud v =
%w. Nyni uréime rychlost bedny po srézce se stielou ze vztahu pro rovnost kinetické
energie ve spodni poloze a potencidlni energie v horni poloze: %(M +m)w? = (M +

m)g(l — lcos ), odkud w = /2¢gl(1 — cos «). Celkové tedy
M
v = +m\/291(1—cosa).
m

V piipadé b) bude mit zdkon zachovani hybnosti tvar mv = Mw—muy, takze v = Zw—wy,
m

kde w urcéime stejné jako v predchozim pripadé a tedy
M
v=—1/2gl(1 — cosa) — .
m

V piipadé ¢) se mame zachovéni hybnosti ve formé mv = Mw a vysledné

M
v=—+/2¢l(1 — cos ).
m

3.7 Vozik s piskem

Zadani: Stanovte zrychleni a rychlost voziku, pusobi-li na néj stald vodorovna sila veli-
kosti F', a je-li na voziku pisek, ktery vypadava otvorem v podlaze. Za jednotku ¢asu se
vysype u pisku. V ¢ase t = 0 byla rychlost voziku rovna nule, hmotnost voziku s piskem

M.

Reseni: Vozik s piskem predstavuje soustavu ¢astic/téles a pro jeho popis vyjdeme z
1. véty impulsové ‘ij—f = ]3(6), kde P je celkova hybnost castic/téles a F© je vyslednice
vnéjsich sil. Jelikoz médme jednorozmérny problém, mame tvar % = F. Zména hybnosti
dP mezi casy t+dt atjedP = P(t+dt)— P(t). V ¢ase t je hmotnost voziku s aktualnim

mnozstvim pisku m a rychlost v. V case t 4 dt se rychlost voziku obecné o trochu zménila
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na rychlost v+dv a navic se od voziku oddeélil maly kus pisku o hmotnosti |dm|E|. Hybnost
v case t + dt je tedy

P(t + dt) = peosic + Poteec = (M — |[dm|)(v + dv) + |dm|(v + dv) = m(v + dv).
Zména hybnosti dP pak je

dP = P(t +dt) — P(t) = m(v + dv) — mv = mdo,

a vysledna pohybovd rovnice mé tvar 4 = m(t)5% = m(t)a(t) = F (zde tedy vysla ,kla-
sickd“ pohybové rovnice, prestoze hmotnost m(t) je ¢asové proménnd, viz také poznamka

pod Fesenim pro piipad, kdy by se pisek nesypal volné).
Jestlize se sype konstantni mnozstvi pisku p za jednotku ¢asu, pak prubéh hmotnosti v

case je jednoduse m(t) = M — ut. Z pohybové rovnice uréime zrychlent:

F F

alt) = m(t) M —pt

Rychlost dostaneme integraci:

v(t):/a(t)dt:/M]thdt:—%ln(M—,ut)JrC.

Pouzitim pocéateéni podminky dostaneme 0 = v(0) = —% In(M) + C, a tedy celkove:

F F F M
v(t) = —Eln(M — ut) + EID(M) = Eln (M — ,ut) :

Poznamka: Pokud by se pisek z voziku nesypal volné, ale byl napriklad odhazovan
néjakou relativni rychlosti u, dostavame obecnéjsi pohybovou rovnici, ktera se nazyva
rovnici Mescerského, viz skripta v fesené tloze pohyb télesa s proménnou hmotnosti.
Vektorovy tvar této rovnice je nasledujici:

di(t) _dm(t) =

mt) =g~ g =

kde  je relativni rychlost, s jakou ¢éstice opoustéji hlavni téleso. V nasem pripadé bylo
u = 0 a dostavame ndmi odvozenou rovnici F' = m(t)a.

3.8 Ztrata energie

Zadani: Dvé koule o hmotnostech m; = 0,5 kg a my = 1 kg pohybujici se proti sobé
rychlostmi v; = 5 m.s™! a vy = 8 m.s™! se nepruzné srazi. Urcete, jak velkd mechanicka
energie se pritom preméni na energii jiného druhu (tepelnou, akustickou atd).

!Bereme absolutni hodnotu, jelikoz se hmotnost voziku zmensuje, dm je tedy zaporné. My budeme
znaménka psat explicitné a pracovat s kladnym |dm)|.
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Reseni: Predpokldddme, ze srdzka je dokonale nepruznd, a tedy ze po srazce vznikne
jediny objekt hmotnosti m; +mao, ktery se bude pohybovat néjakou rychlosti v. Oznacme
jako kladny smeér napiiklad jako smér pohybu prvniho télesa. Vyuzijeme zakon zachovani
hybnosti, ktery bude mit tvar mjv; — mavy = (mq + mgy)v. Odtud dostaneme rychlost
po srazce jako v = Tur2t2. Pokud dosadime zadan¢ hodnoty, vyjde nam rychlost
v zaporna. To znamend pouze to, ze ve vysledku se bude objekt pohybovat ve sméru
puvodniho pohybu druhého télesa a nikoli prvniho. Pro pocitani energie to ale stejné

nehraje roli.

Nyni jiz jednoduse vyjadiime ztratu energie jako rozdil celkové kinetické energie pred
srazkou a po srazce:

1 1 1
AEg = (Eg1 + Eg2) — Ex = L+ gmavy — §(m1 + mg)v
1 1 1 miv; — MoV 2 .
§mlvf + §m2212 §(m1 + my) ( p—— ) = 28,17 J.

3.9 Energie vs. hybnost

Zadani: Dvé koule o hmotnostech m; a moy se pohybuji proti sobé a srazi se. Srazka je
dokonale nepruzna. Pred srazkou byly kinetické energie kouli v poméru :_% =a =20. Za
jaké podminky se budou koule po srazce pohybovat ve sméru puvodniho pohybu druhé

koule?

- 1 2 2
~ , s 7 3 N s 5M1V ~ 7/~ ’ ’

Reseni: Ze zadani vime, Ze plati 3—1 = X1 = . Pfi srdZce se zachovava hybnost

’ Fmovs  mav; k

takze myv; — mave = (Mg + mo)v, kde v je rychlost vysledného télesa po srazce. Kladny

smér jsme zavedli ve sméru pohybu prvniho télesa. Aby se systém po srazce pohyboval

ve sméru puvodniho pohybu druhého télesa, musi byt v < 0, tedy

mivy — Moty < 0
mi1v1 < Mol |2

ma mlv%

<1

mo mgv%

ma

— > Q.

my
(Umocnéni je v poradku, jelikoz obé strany nerovnice jsou kladné.) Vidime tedy, ze (diky
nelinearité kinetické energie v zavislosti na rychlosti) se mohou télesa po srazce pohybovat
ve smeéru toho s nizsi energii, pokud ma dostatecnou hmotnost.

3.10 Pruzna a nepruzna srazka

Zadani: Dvé koule o hmotnostech m; = 5 kg a my = 3 kg se pohybuji proti sobé po téze
piimce rychlostmi v; = 12 m.s™! a vo = 4 ms~! a pifmo na sebe narazi. Uréete jejich
rychlosti po srédzce, je-li rdz a) dokonale pruzny, b) dokonale nepruzny.
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Reseni: Pii dokonale pruzné srazce plati zakon zachovéani kinetické energie. Spolecné se
zakonem zachovani hybnosti mame dveé rovnice pro vypocet rychlosti po srazce. Uvazujme,
ze kladny smér pohybu je pro obé koule stejny (napiiklad pak tedy ze zadani musi byt
vy =12mstavy,=—-4ms}).

Ozna¢me rychlosti po srazce jako v} a v} (kladné sméry pro rychlosti po srazce jsou
shodné s kladnymi sméry pred srazkou). Zakon zachovani hybnosti ddva

myvy + mavy = myvy +mavy,  —  my(vy — v)) = ma(vh — vy).

Déle ze zakona zachovani energie plyne:

1 1,

2 2 1 2
§m1’U1 + 57712’02 = §m1111 + ~Ma¥Uy

2
ma (v} — vff) = ma(vf — v3)

my(vy + v))(vy — v]) = ma(ve + v5) (v — v).

Trividlnim feSenim zdkonu zachovani energie a hybnosti je v] = vy, vl = vy, tzn. Ze
télesa se vubec nesrazi. Uvazujme nyni, ze se télesa srazi a tedy v] # v a vh # vs.
Pak muzeme upravenou rovnici zachovani energie podélit upravenou rovnici zachovani
hybnosti a dostat:

vy + V) = vy + V.

Z této rovnice a ze zakona zachovani hybnosti jiz snadno najdeme vyjadieni pro rychlosti
po srézce v} a vh (napiiklad vyjadienim v) = v;+v] —ve a dosazenim do rovnice zachovani
hybnosti):

, 2maovy +vi(my — my)

/ /
v Vy = V1 + V7 — Vg =
1 ) 2 1 1 2
m1+m2 7n1—i—m2

2myvy + vg(me — my)

1 1 1 1

Po dosazeni v =12 m.s™ a vy = —4 m.s™" mame v; =0 m.s™ avh =16 m.s™".

V piipadé dokonale nepruzné srazky vyuzijeme zakon zachovani hybnosti a fakt, ze se
télesa po srazce pohybuji spolecné, tedy myvy + move = (my + mso)v (opét uvazujeme
kladné smeéry pro obé koule stejny), odkud rovnou v = ™L1mm2t2 — 6 m.s~' (dosazujeme
vy = —4 m.s ).

3.11 Pruzna srazka na niti

Zadani: Dvé ocelové kulicky jsou zavéseny na nitich tak, ze kdyz se dotykaji, jsou jejich
sttedy ve vzdalenosti [ = 1 m od bodu zavésu a nité jsou svislé. Hmotnosti kuli¢ek jsou
my =800 g a my = 200 g.
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a) Lehéi kulicku vychylime o thel 90° a pustime. Réz kulicek je dokonale pruzny. Urcete
vysky hi, ho, do kterych vystoupi kulicky.

b) Co se stane, vychylime-li tézsi kulicku o 90° a pustime?

¢) Pii jakém poméru hmotnosti kulicek budou vysky vystupu obou kulicek po razu
stejné?

Reseni: Nejprve uréime rychlost vychylené koule w tésné pred srdzkou ze zdkona za-
chovani energie: mgl = $mw?, tedy w = /2gl. Pruznou srézku jsme ve v§i obecnosti
vytesili v minulé tloze 3.10. Bud'to tedy pouzijeme obecny vysledek nebo zde provedeme
vypocet v tomto zjednoduseném piipadé znovu.

V piipadé za a) zdkon zachovani hybnosti ddva mow = myv; — move, kde v a vy jsou
rychlosti po srazce (kladné sméry tentokrat uvazujeme opaéné pro kazdou kouli a navic
opaé¢né po srazce (predpoklddame, Ze se koule ,odrazi“), viz obrazek), po tpravé mjv; =
ma(ve + w). (Tuto Upravu opét provaddime proto, ze ndm ndsledné umozni vyhnout se
feseni kvadratické rovnice.)

— -

oo s
V1 V2

T
Zakon zachovani energie bude:

1 5 1 2 1 9
—MW = TNV X%
2 2 1R

mg(w + UQ)(U) - UQ) = M1

w — Vg = Uy,

kde jsme pro ziskani posledniho fadku dosadili ze zdkona zachovani hybnosti a vykratili
mqv1. Snadno vyfesime vzniklou soustavu rovnic pro v; a v, a dostaneme vy = %m )
Vysku, do které koule vystoupd, opét stanovime ze zakona zachovani energie: moghs =
%mgvg, odkud hy = %l = 36 cm. Pomoci vztahu v; = w —v9 snadno uréime druhou
viskn by = 91 = 16 cm.

mi+mg
Piipad b) vyfesime jednoduse tak, ze v predchozich vysledcich prohodime indexy 1 a 2.
Tak dostaneme vysku h; = %l =36 cm a hy = #ﬁm)?l = 256 cm. Vysledek pro
hs je vSak samoziejmé tieba chapat tak, ze kulicka bude obihat celou kruznici, jelikoz je
spoctend vyska veétsi nez 2 m.

Pro feseni ¢) polozime h; = hy a vyuzijeme napiiklad vysledné vzorce pro pripad, kdy na
zacatku vychylujeme kulicku hmotnosti m; (tedy vzorce z b)). Po tupravach dostaneme
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rovnici 3m? + 2mymy — m3 = 0, kterou vydélime vyrazem m3 a dostaneme

mi __
m2

Kofeny této rovnice jsou x = 2—; = j:%, fyzikalné smysluplné je feseni % Vychylena

kulicka tedy musi mit tfetinu hmotnosti té stojici.

3.12 Pritahovani konstantni silou

Zadani: Dvé ¢astice o hmotnostech m; a mso se nachazeji na ose x, prvni v poc¢atku, druha
ve vzdalenosti [ od pocatku. V okamziku ¢ = 0 se zacnou k sobé piiblizovat pusobenim
vzajemné konstantni pritazlivé sily F'. Kdy a kde se srazi a jakou rychlosti?

Reseni: Obé ¢éstice se budou pohybovat s konstantnim zrychlenim, tedy a; = mil a
1.F 42
1Ly
2 mo

as = £ (2. Newtontv zékon). Jejich polohy tedy budou z;(t) = %milﬁ axy(t) =1—

mo Y
(rovnomeérné zrychleny pohyb). Cas srazky T dostaneme z rovnosti 1 (7") = x5(7'), kterd

po upravach d4d T = , /%. Rychlost se urci jednoduse jako vy (T') = a;T a vo(T) =
a>T, odkud dostavame celkovou rychlost srézky vy(T) + va(T) = o/ 2matm2lfl ypie,

mimo
srazky je pak z1(T) = xo(T) = #ﬁw, coz je poloha tézisté castic v case t = 0 (a také v
libovolném jiném case, viz poznamka).
Poznamka: 7 pEVHl, véty impulsové, dd—lf = F () plyne, ze, neptisobi-li vnéjsi sily, je
celkova hybnost P v case konstantni. Jelikoz byly ¢astice na zacatku v klidu, musi byt
celkovd hybnost nulové (a to v libovolném ¢asovém okamziku): 0 = P = myvy (t)+mava(t).

Tento vztah muzeme jesté jednou zintegrovat podle ¢asu:
C miTy (t) + mgxg(t>

C =mixi(t) + meze(t) — O = = ,
! 1() 2 2(> my + me mi + Mo

po vydéleni celkovou hmotnosti m; + mo jsme dostali, ze poloha tézisté je v ¢ase kon-
stantni. Integraéni konstantu C' (resp. C”) uréime z pocdtecnich podminek z1(0) = 0
a x9(0) = [ jako C' = myl (resp. C' = #ﬂlm) Jelikoz je poloha tézisté konstantni a v
okamziku srazky jsou ¢astice na jednom misté, musi ke srazce dojit v tézisti, jehoz polohu

jsme si mohli uré¢it jiz na poc¢atku pohybu bez jakéhokoliv feSeni jeho prubéhu.

Poznamka: Tento ptiklad by Sel také spocitat pres zdkon zachovani energie. Tento postup
je ukazan v nasledujicim prikladu.

3.13 Pritahovani gravita¢ni silou

Zadani: Jak se zméni situace v predchozim prikladé, budou-li se ¢astice pritahovat gra-
vitaénimi silami?
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ResSeni: K feseni nyni vyuzijeme vétu o energii soustavy ¢astic (3. vétu impulsovou),

Cil—f = Q¥ kde E je celkové energie soustavy, E =T +U, a Q© = > Fle) T, je celkovy

~ e~/

mechanické energie £ = T + U = konst. (ten dostaneme pouze, pokud jsou vnitini sily
potenciélni).

Naleznéme nejprve potencial generujici sily pusobici na jednotlivé castice. Castice jsou
pritahovany vzdjemnou gravitacni silou o velikosti
mM1Ma

F,|=k
| g| ($1_$2)2

zéavisejici na polohach x; a x5 obou castic. Na prvni ¢astici pusobi sila ve sméru osy
x, tzn. Fy = |F,|, na druhou ¢éastici proti sméru osy z, tedy F» = —|F,|. Naleznéme
potencidl U(z,x2) jako funkei poloh jednotlivych ¢astic generujici sily pusobici na jed-
notlivé castice, F a Fy jako

ou ou

Fil=——"t =22
! 81:1’ 2 8@

Snadno nahlédneme (naptiklad zintegrovanim predchozich vztahu podle zq, resp. x3), Ze
potencial generujici tyto sily je

mims

Ulxy,20) = K .
(17 2) T, — T

Zakon zachovani energie pak ma tvar:

1 1
E=T+U= §mlv%+ §m2v§ +K e

r1 — T2 ’
Konkrétni hodnotu konstanty F zjistime z pocateénich podminek — zde nulové rychlosti
a polohy xr1 =0 a x, =1, tzn. K = —g™"2,

Vztah mezi rychlostmi v; a vy nalezneme ze zékona zachovani hybnosti (plynouci z prvni

o N _ . o my o )
véty impulsové): myvy +mave = 0, po tprave v, = — iU, TESP. Vg = — vy, Po dosazeni
za napriiklad vy do zdkona zachovani energie mame:

2
1Mo 1 1 ma mq1ms
—K = —mlvf +-—mo | — vf + K .
) 2 2 m T — To

Rychlosti v zdvislosti na polohdch ¢éstic pak vyjdou nasledovné (v; z predchoziho vztahu

m .
a Uy = —m—;vl).

2km3 L1 2km3 L1
To—x1 l 2 To—x1 l

2
’Ul = s ’U2 =
my + Mo my + Mo

Vzéajemna rychlost je pak:

1 1
U:U1+’U2:\/2/'i(m1+m2)<m " —7)
2 — 41
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Pokud jsou castice nekonecné malé, tak v okamziku srazky plati x; = x5 a rychlost zjevné
vyjde nekonecéna. Pokud uvazujeme koule o polomérech r; a rq9, tak v okamziku srazky
plati xo — x1 = r1 4+ r9 a vysledna vzajemna rychlost bude

1 1
v:\/Qﬁ(ml—l-mQ)(T e —7)
1 2

mol
mi+msa’

které zustava na konstantni poloze x; =
Poznamka: Stejny postup pfes energii soustavy castic by Sel vyuzit i v minulém ptikladeé,
ktery jsme spocetli ,kinematickym* zpusobem.

Poznamka: Vzajemna rychlost ¢astic v zavisi pouze na vzajemné vzdalenosti castic x =
9 — x1. Rovnici ‘fi—f = v = v(z) muzeme separovat do tvaru dt = % a tuto zintegrovat a
ziskat tak vyjadreni ¢(z) — tedy ¢asu v zavislosti na relativni poloze ¢astic. Pomoci této
funkce bychom snadno urcili ¢asy srazek pro x = 0, resp. x = ry + ro. Vypocet tohoto

integralu je vsak daleko nad rdmec vypoctu v tomto dokumentu.
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Kapitola 4

Mechanika tuhého télesa

4.1 Teézisté soustav bodu

Zadani: Ctyii ¢dstice o hmotnostech mqy = 1g, mo =2 g, mg = 3 g, my = 4 g, jsou
spojeny nehmotnymi pevnymi tyckami délky a = 10 cm do usporadani na obrazku. Urcete

S Meta (1-042-143-244-3)

Ty = n = a = 2a = 20 cm.

2 =1 Ma 10

b) Nyni jiz musime pouzit vektorové vztahy:

4 —
o 1(0,0) +2(1, 1,1) + 4(0,1 1
7= ez Mala 1000 #2000+ 3L D+40L L oo 5 00m,
> 10 10

a=1 Mq

¢) Zde je zména uz jen v tom, ze vektory maji nyni tii slozky:

S ma, 1(1,0,0) 4+ 2(0,1,0) + 3(0,0,1) + 4(0,0,0) 1
a

D D 10 10

od T do T2.
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Reseni: Upozornéme, ze obé slova ,linedrni“ jsou v zadani potfeba. Prvn{ odrdzi to, ze
hustota je udavana na jednotku délky a nikoli na jednotku objemu. Hustota se dale z
jednoho kraje tycky na druhy méni linearné, tzn. zavedeme-li osu x ve sméru tycky, tak
funkce hustoty musi mit tvar 7(z) = ax+b. Necht je konec tycky s hustotou 71 v pocatku,
druhy konec (s hustotou 73) na soutadnici z = [.

|

Pak plati 7(0) = 7, a 7(I) = 7. ReSenfm téhle jednoduché soustavy rovnic je hodnota
linearni hustoty v obecném bodé tycky:
Ty — T
) ==2Ta+m.

l

Ty¢ si pomyslné rozdélime na infinitesimélné malé dily hmotnosti dm(x) = 7(z) dz.

dz
-
-~ T
[N E—
o dm = rdx !

Muzeme napted ur¢it celkovou hmotnost tyéky naintegrovanim hmotnosti malych dilku
tyce

l I - 2 ! _
m—/dm(ﬂﬁ)—/T2 Dopnde= |22 00 4rp] 1|22 4 1),
0 0 l ) 2 0

/xdm / <7—2_ 1:6—1—7'1) der = — /TQ 51:2—1—7'13:dx
m m m

3

To—T| T T 1,/1 [ 714 21
—— = T = _ chratz
m[ z 34”12}0 m <3(T2 Tl)+2ﬁ) 3mtm

4.3 Tezisté kuzele

Oznacme si vysku kuzele h a polomer jeho podstavy R. Kuzel si pomyslné ,,rozsekame
na vélce infinitezimdlni vysky dz a poloméru r(z) = 7R, kde z je poloha konkrétniho
vélce (polomér vélcu se méni linedrné s z, tzn. r(x) = ax+b, fesenim r(0) = 0ar(h) = R
dospéjeme k hledanému tvaru r(z)).
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dx

z ¥

Hmotnost tohoto malého vélce bude
2 R2

dm(z) = pdV = prr?(z)dz = pr—i—

e dz,

kde p je konstatni objemovéa hustota vélce (vélec je homogenni). Hmotnost valce pak
muzeme vyjadrit jako

h h 2 2 2 r.370
1
M:/ dm(a:):/ prR d:U:p7ri {x—] = -mR*hp(=Vp).
0 0

/ 1 / 2R2d_R2p7rx_4h_R2p7rh2_§h
=g J, v =57 [eem e =S ||, T e

Tezisté se tedy nachézi ve ttech ¢tvrtinach vysky od vrcholu kuZele.

4.4 Moment setrvacnosti krychle

Zadani: Céstice téze hmotnosti m jsou umistény v rozich krychle a spojeny pevnymi ne-
hmotnymi tyckami délky a. Urcete moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k télesové
uhlopticce krychle.

Reseni: Mdme tedy vlastné tuhé téleso tvorené pouze osmi hmotnymi body. Dva hmotné
body, které lezi na ose rotace, k momentu setrvacnosti neptispéji. Prispévek zbyvajicich
Sesti hmotnych bodt bude ve vSech piipadech stejny, a to I} = ma?, kde z je kolm4
vzdalenost bodu od osy rotace. Vzdalenost x uréime z nasledujictho pravothlého trojihelnika.
V roviné obsahujici osu rotace a dany hmotny bod méame pravouhly trojihelnik, jehoz
strany jsou hrana krychle (délky a), sténova tihlopiicka (délky av/2) a télesova tihlopiicka
(délky a+/3), viz obrazek. Nase neznamé x je vyskou tohoto trojihelnika a z podobnosti

trojihelniki dostaneme 7 = “\\f tedy = = \/g a. Pak dostavame I, = m§a2 a celkovy

moment setrvacnosti télesa I = 61; = 4ma?.
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V2a

Poznamka: Dalsim moznym feSenim je si uvédomit, ze ,krychle je koule“. Tzn. ze pro
krychli plati, Zze hlavni momenty setrvacnosti jsou stejné (jako u koule). Je to vidét z
toho, ze krychli je mozné pootoc¢it o nasobky pravych uhlu okolo osy libovolné ze stén —
tim musi dojit k prohozeni hlavnich momentu v tenzoru momentu setrvacnosti, ale jelikoz
vlivem symetrie krychle ,zustala stejnd“, tak hlavni momenty se musi rovnat. Pokud jsou
vSechny hlavni momenty setrvacnosti stejné, znamena to, ze moment setrvacnosti kolem
libovolné osy je stejny jako hodnota hlavnich momentt. Staci si pak vybrat osu identickou
s osou nékteré ze stén a moment setrvacnosti (stejny pro rotaci okolo jakékoliv osy) pak

ihned vyjde
2
> = 4ma®

_ 2
I =8I, = 8m <€“

(@ je polovina délky sténové thlopticky).

I
. R
B |
V2a
N L2
=T |
O [ b
. |
I
I
I
I
I
LR I ]
I
I
I
I
R R °

4.5 Moment setrvacnosti tycky

Zadani: Urcete moment setrvacnosti tycky délky [ a hmotnosti m rotujici kolem osy
kolmé k tycce a prochdzejici a) jejim koncem, b) ve vzdélenosti [/4 od konce.

Reseni: a) Zvolme osu z tak, ze lezi ve sméru tycky, tycka se nachézi v kladnych hod-
notdch a pocatek soufadnic je na zacatku tycky. Linearni hustota tycky je 7 = 1.

Maly kousek tyce na soutadnici x prispiva k celkovému momentu setrvacnosti malym
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pifspévkem dI = 22dm = 2% du, jelikoz hodnota soufadnice x odpovid4 pravé vzdalenosti
kousku tyce od osy rotace.

! dz
\ > l z
———F—>
O{ dm = 7dz
I r=ux

Nyni jiz jen naintegrujeme jednotlivé piispévky dI(x):

! ! 3
1
]a:/ d](x):/ TxQda::Tl—:—mZQ.
; ; 13" 3

V piipadé b) postupujeme obdobné, jen umistime pocdtek do jedné ctvrtiny tycky a
integrujeme od —I/4 do 31/4, tedy

8i/4 mi® (27 1 7
I, = Ar=—— | =+ — | = —mi*.
’ /_l/4 =T (64+64> B

>
l ! 3t
- >
[ I l >.T
‘ %
0, :
IT=x
S

Reseni (Steinerova véta): Alternativné bychom mohli vyuzit Steinerovu vétu: [ =
Iy +ma?, kde Iy je moment setrvacnosti viicéi ose prochézejici tézistém a a je vzdalenost,

je Iy = %le (muzeme si ho identickym postupem jako vyse spocitat). Napiiklad pro
pripad a) by postup byl I, = Iy +m (%)2 = (% + i) mi? = %le.

Poznamka: Steinerovu vétu je mozné pouzit pouze pro vypocet nového momentu se-

napiiklad chtéli prejit od I, k I, pak nelze pouzit Steinerovu vétu piimo! Viz: [, =

=ml? # I, +m (i)2 = (3 + 15) mi* = {Zml*. Pokud bychom piechod skuteéné chtéli

udélat pomoci Steinerovy véty, museli bychom napted ze vztahu I, = Iy + m (%)2

urcit /y (pokud bychom ho neznali) a nésledné urcit I, jako I, = Iy +m (ﬁ)z, tedy
1)2 1)2

Iy=1,—m(5) +m(5)"

4.6 Moment setrvacnosti dutého valce

Zadani: Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho dutého valce o polomérech rq, ry
a hmotnosti M vzhledem k jeho ose rotacni symetrie.
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Reseni: Vyjadieme si napfed hustotu vélce ze vatahu M = pV = phr(r? — r2), kde h
je vyska vélce a ry, resp. ro, je vnitini, resp. vnéjsi, polomér. Pak mame p = %
Nyni muzeme urcit moment setrvac¢nosti integraci po valcovych slupkach — pro né je totiz
vzdélenost hmoty od osy rotace konstantni. Infiniteziméln{ tloustka slupky necht je dr a
jeji hmotnosti je pak dm(r) = p2nrhdr. Kazdé slupka prispiva k celkovému momentu

setrvacnosti prispévkem dI(r) = r2dm(r).

Staci jiz jen naintegrovat od vnitintho poloméru ke vnéjsimu:

72 72 T2 4772 1
I:/ d[(?“):/ r2dm(r):/ r?p2nrhdr = 2prh [T—] :§7Thp(r§—r%)(r§+r§).

r1 r1 r1 4 r1

Po dosazeni za hustotu p pomoci M je vysledek

1
I= §M(Tf +73).

Poznamka: Alternativné muzeme vyuzit vysledek pro moment setrvacnosti plného valce
Iy = %M r2. Necht plny valec o poloméru ry, resp. 79, ma hmotnost m;, resp. msy. Po-
moci hustoty si tyto hmotnosti muzeme vyjadiit jako mio = pVio = pm’iQh. Rozdil
prislusnych momentu setrva¢nosti je pak

1 1 4

1 1
I= §m1r§ — §m27’f = épm“gh?“% - 507”“%}”"% = §P7Th(7“§ — )

a mame tedy stejny vysledek.

Poznamka: To, ze se ve vysledku kvadraty poloméru scitaji muze pusobit neintuitivné.
Vypada to, ze kdyz udélame do valce vétsi diru, moment setrvacnosti se bude zvétsovat.
Nesmime ale zapomenout na to, ze zaroven drzime hmotnost M konstantni a zvétSenim
ry vlastné jen odsouvame hmotu dal od osy rotace. V extrémnim piipadé r; = ro = r
bychom dostali moment setrvaénosti obruée I = Mr?2. Pokud bychom skutecné kus vélce
uvniti odebrali, zvétsil by se polomér ry, ale zaroven by se snizila hmotnost M, a ve
vysledku by se zmensil i moment setrvacnosti; jak je ostatné vidét z vysledku pro [
zapsaného pomoci hustoty p.
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4.7 Valcovy kulovy setrvacnik

Zadani: Je ddn homogenni vélec vysky h a poloméru podstavy R. Jaky musi byt pomér
h/R, aby tento valec byl kulovym setrva¢nikem?

Reseni: Vyuzijeme vysledky odvozené ve skriptech. Kulovy setrvaénik je takovy, jehoz
vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti jsou shodné. Pro valec je moment setrvacnosti
vuci ose vélce I, = %M R? kde M je hmotnost védlce. V osich kolmych (prochdzejicich
tézistém) to je I, = I, = %M <R2 + %2> Pozadavek I, = I, ndm da R? = %2, tedy

L= 3.

4.8 Jojo

Zadani: Urcete, s jakym zrychlenim bude klesat k zemi (a opét stoupat) hracka zvand
jojo a jakou silou bude napinano vlakno.

Reseni: Pohybové rovnice tuhého télesa rotujicitho kolem osy rotace, kterda nemeéni svuj
smér, vypadaji nasledovné:

kde M je celkova hmotnost télesa, v, resp. a je transla¢ni rychlost, resp. zrychleni, télesa,
I je moment setrvac¢nosti vici ose rotace, w, resp. €, je thlova rychlost, resp. zrychleni,
télesa kolem osy rotace a N je celkovy moment vnéjsich sil vuci ose rotace.

Podle obrazku povazujeme jojo za valec. Zanedbavame tedy fakt, ze u redlného joja se
nit namotava do drazky, tedy na mensi polomér. Jojo se bude jednak pohybovat dolu
posuvnym pohybem, jednak bude rotovat okolo svého stredu. Vyslednice vnéjsich sil F'
(ddnarozdilem gravitacni sily F, a zatim nezndmé napétové sily ve vldkné F,,) a translacni
pohybové rovnice maji tvar:

F=F—F =mg—F,, ma =mg — F,,

kde jsme si kladny smér pohybu a sil zvolili smérem dolu.

87



Momenty jednotlivych sil F, pro rota¢ni pohybovou rovnici spocteme jako N, = F, d,,
kde d, je vzdélenost primky, ve které sila ,lezi*, od osy rotace. Pro gravitacni silu je tato
a tedy i piislusny moment. Pro napétovou silu je vzdalenost d = r, tedy polomér joja.
Zavedme nyn{ kladny smér rotace joja za takovy, kdy se jojo odviji a tedy klesi. Potom
napétova sila bude zptisobovat roztaceni joja v kladném sméru a do rotaéni pohybové
rovnice ji dame s kladnym znaménkem:

N = F,r, Ie = F,r.

Poslednim krokem k feSeni je vyjadiit vazbu mezi rychlosti télesa v a jeho rotaci. Jojo po-
klesne vzdy o takovou vzdalenost, jakd délka provazku se odmota. Pro odmotani provazku
délky x se musi jojo otocCit o uhel ¢ = 277 = 275 = 2, kde jsme oznacili obvod vélce
jako o. Mame tedy vztah z = pr (kladné znaménko plyne z toho, Ze mame kladné sméry
translacniho a rota¢niho pohybu zavedené ,shodné“ — otoceni o kladny thel zpusobi
translacni pohyb v kladném sméru). Jeho derivovanim (s vyuzitim toho, ze r je kon-
stantni) dostaneme v = wr a a = er. Tim jsme dostali tfeti potiebnou rovnici do
soustavy rovnic:
ma = mg — F,, le = F,r, re=a,

kde neznamé jsou a, € a F,,. ReSenim této soustavy pro momentu setrvacnosti valce

I = %mr2 dostaneme

a = gg, F, = %mg.
Alternativni feSeni: Ekvivalentné muzeme uvazovat, ze jojo rotuje kolem okamzité
osy prochézejici vzdy mistem odvijeni nité. Nyni bude rotaci zajistovat gravitacni sila
momentem o velikosti mgr. Transla¢ni rovnice se nezméni a rota¢ni rovnice bude mit
tvar
I'e = mgr,

kde I’ je moment setrvacnosti valce vuci ose prochazejici okrajem valce. Tento ziskdme

ze Steinerovy véty: I’ = I + mr?.

4.9 Veédro s rumpalem

Zadani: Urcete, jakou rychlosti bude klesat védro s vodou o hmotnosti m, jehoz zaveés
se odviji z rumpélu hmotnosti M a poloméru r.

Tl

Tl
+

BTl
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Reseni: Postup bude analogicky podrobné popsanému postupu v pifkladu 4.8. Na védro
pusobi tihova sila velikosti mg a sila napéti provazku F), (zatim nezndmé velikosti). Mame
tedy pohybovou rovnici

ma = mg — F,,

kde jsme kladny smér zvolili smérem doltu. Déle je zde rumpal, ktery je roztacen silou F,
a rotac¢ni pohybova rovnice tedy bude

le =1rF,,

kde I = %M r? je moment setrvacnosti valce a kladny smér rotace je volen ve smyslu
odmotavani lana s védrem. Stejné jako v prikladu 4.8 je zde vazba odvijeni spojujici
uhlovy pohyb rumpalu a posuvny pohyb védra: a = er. Tim mame opét tfi rovnice o
tfech nezndmych a jednoduse vyjadiime

2m

a:M+2m

g.

Jelikoz je zrychleni konstantni, rychlost v daném case ¢t bude

2m

"0 = 3 om

gt

za predpokladu, ze pocatecni rychlost v ¢ase ¢t = 0 je nulova.

4.10 Kineticka energie rotacniho pohybu

Zadani: Urcete kinetickou energii obruce, plného valce a koule, které se vali po roviné
postupnou rychlosti v.

Reseni: Pro osu rotace prochéazejici tézistém lze kinetickou energii télesa rozlozit na ¢isté
translacni T}, a ¢isté rotacni energii T}.;:

1 1
T=Ty+To= _mUQ + _Iwza
2 2
kde m je celkova hmotnost télesa, v je jeho translac¢ni rychlost, I je moment setrvacnosti
Vuci ose prochazejici tézistém a w je uhlova rychlost rotacniho pohybu.

Pti valeni télesa neprokluzuji, proto je translacni a rotac¢ni pohyb svazan v = wr, kde r
je polomeér daného objektu (odvozeni viz piiklad 4.8). Dosazenim w = * do vyjadieni pro
kinetickou energii dostaneme:

1 117 1 1
T=-m@+-=vP==(m+=|0?
2 272 2 r?
Po dosazeni pifslusnych momentii setrvacnosti: pro obrué¢ I = mr?, pro vélec I = %mr2

a pro kouli [ = %mr2 dostaneme vysledky:



Alternativni feSeni: Je také mozné uvazovat rotaci okolo okamzité osy v misté dotyku
télesa s rovinou, po které se vali. V dany okamzik ma osa rotace nulovou transla¢ni
rychlost a cela energie bude ulozena v rotacnim pohybu okolo osy vzdalené o vzdalenost
r od tézisté. Ze Steinerovy véty pak bude novy moment setrvaénosti I’ = I + mr? a
kinetickd energie bud T = %I ! :f—i

4.11 Chuze na kolotoci

Zadani: Na vodorovném homogennim kotouc¢i hmotnosti M a poloméru R (kolotoci) stoji
¢lovék hmotnosti m ve vzdélenosti r od svislé osy prochézejici sttedem kotouce, ktery se
muze otacet bez treni. Jak velkou tihlovou rychlosti se bude otacet kotou¢, pujde-li clovék
po kruznici poloméru r opsané kolem stredu kotouce relativni rychlosti v vzhledem ke
kotoudi?

Reseni: Reseni této tlohy je zalozeno na zékonu zachovéni momentu hybnosti. Moment
hybnosti je pro hmotné body L = pr, kde p je hybnost a r je vzdalenost piimky prolozené
vektorem rychlosti od osy otaceni (je to zcela analogické jako u momentu sily). Pro
hmotny bod rotujici ve vzdalenosti » obvodovou rychlosti v ma tedy moment hybnosti
velikost L = mrov. Pro rotujici tuhé téleso je pak moment hybnosti dan jako L = lw.

Pro nulové vnéjsi momenty sil se z druhé véty impulsové celkova hybnost zachovava.
Pokud je tedy koloto¢ s clovékem na zacatku v klidu, ma nulovy moment hybnosti.
Jestlize se na ném ¢loveék za¢ne pohybovat na poloméru r rychlosti v vuéi kolotoci, kolotoé
se roztoéi néjakou, zatim nezndmou thlovou rychlosti w. Clovék pak bude mit viéi zemi
obvodovou rychlost v, = v+ rw a tedy moment hybnosti L. = m(v + rw)r. Koloto¢ bude
mit moment hybnost L, = [w. Zakon zachovani momentu hybnosti dava

0=L.+L. — 0=mv+rw)r+lw.

Z toho plyne (po dosazenf za I = ;M R?):

muvor

w=————
s MR? + mr?

(znaménko minus plyne z toho, ze jsme zavedli shodné kladné sméry pro pohyb ¢lovéka
a rotaci kolotoce).

!'Nyni ovéem osa rotace neprochazi tézistém! V takovém piipadé obecné neplati rozklad T = Ty 4T
Obecny vyraz pro kinetickou energii vypada takto:

1 = 1
T= 5mv2 +mv - (G x R) + 5[’0.)27

kde R’ a I’ je polohovy vektor tézisté a moment setrvacnosti vuci zvolené ose rotace. Pro okamzitou
osu v misté dotyku s rovinou ale mame ¥ = 0, levy a prostiedni ¢len vypadnou, takze skuteéné mame
T = 11w

-2
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4.12 Valeni z kopce

Zadani: Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se zacnou valit po
naklonéné roviné o sklonu «, a klesnou pritom o vysku h.

Resent: Ulohy vyfeSime ze zdkona zachovani energie — potencidlni energie pti poklesu
o vysku h o velikosti U = mgh se preméni na kinetickou energii valeni T Vzorce pro
kmetlckou energii Vahveho pohybu Jsme si odvodlh v prlkladu 4.10: T (m + )

2mgh Zgh
v = =
m + r2 1+ mr2

tedy rychlost je mensi, nei kdyby téleso jen klouzalo a nerotovalo. Po dosazeni momentu
setrvacnosti valce I = mr a koule I = mr mame

10
—,/—h =/ —hg.
v s v 7 g

4.13 Valeni z kopce v case

Zadani: Urcete rychlost postupného pohybu vélce a koule, které se zacnou valit po
naklonéné roviné o sklonu «, za stejnou dobu t.

Reseni: Nynf jiz nestaci spoléhat na zgkon zachovani energie, jelikoz do hry vstupuje
cas. Pouzijeme tedy pohybové rovnice tuhého télesa. Popisme pohyb jako rotaci ko-
lem okamzité osy prochézejici bodem doteku. Prumét gravitacéni sily, ktery zpusobuje
roztaceni télesa, je F,sina (viz obrazek) a rameno sily je r. Naproti tomu tfeci sila F; k
rotaci nepfispiva (rameno sily je nulové). Rotaéni pohybova rovnice pak ma tvar

/ .
I'e = mgrsina,

kde I’ je moment setrvacnosti vuéi ose rotace v misté dotyku a (mgsina)r je moment
prﬁmétu gravitaéni sﬂy Ze Steinerovy véty I'=1+ mr2 kde [ je moment setrvaénosti

rotacni pohybove rovnice dostaneme

mgr?sina [t mgr? sin a
a=——— = uv=—"—4t.

r I
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Pro vélec je I = %mrz al = %mrQ; pro kouli je I = %mr2 al = %mrz. Po dosazent:

v(t) = 2gtsina, resp. v(t) = 2gtsin .

Velikost treci sily bychom dostali z translacni pohybové rovnice, ktera je tvaru

2
mr
ma =mgsina — F, —» Ft:m(gsina—a):mgsina(l— [/)'

Pro véalec mame F; = %mg sina a pro kouli F; = %mg sin .
Alternativni feSeni: Pii uvazovani rotace kolem tézisté vyjdou translacni a rotacni
pohybové rovnice néasledovneé:

ma = mgsina — Fj, Ie = Fyr,

soustavy vyjdou vysledky jako vyse.

4.14 Atwooduv padostroj

Zadani: Pres kladku pfedstavujici kotou¢ o momentu setrvacnosti / jsou na nehmotném
zavésu zaveéSena dvé bremena, s jedné strany bfemeno hmotnosti mi, z druhé strany
bfemeno o hmotnosti ms. Zaveés na kladce neprokluzuje. S jakym zrychlenim bude klesat
tézsi bfemeno?

Reseni: Tento pifklad je obdobou piikladu 2.1, kde jsme uvazovali nehmotnou kladku
(nebo prokluzovéni vldkna). Sily pusobici na jednotliva télesa jsou znédzornéné na obrazku.
Za chvili se presvédéime, Ze napétové sily v levé a pravé ¢dsti budou rizné.

Zvolme jednotny“ kladny smér pohybu dany pohybem vlakna jednim smérem — tzn.
napiiklad kladny smér levého télesa miii vzhuru, kladny smér rotace kladky mifi po
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sméru hodinovych ruc¢icek a kladny smér pravého télesa miii dolu. Pak pohybové rovnice
(pro prvni a druhé téleso a rotacni rovnice pro kladku) vypadaji nésledovné:

mia; = £, —mag, Moty = Mag — o, Ie = Foor — Fr.

Znaménka momentil sil v rotaéni rovnici jsou dané tim, Ze napéfova sila F,, se snaizi
kladku roztoc¢it v kladném sméru a sila F,; naopak ve sméru zaporném. Télesa jsou
spojena vlaknem, pro jejich zrychleni tedy plati a; = ay °Z" 4. V1dkno na kladce nepro-
kluzuje, tedy plati a = re. Kladné sméry jsme zavedli tak, ze ve vSech téchto vazbach
vychéazeji kladna znaménka.

Z rotacni pohybové rovnice zaroven vidime, pro¢ napéti na levé a pravé strané jsou obecné
ruzné. Pokud by nebyla, kladka by se vibec nemohla roztocit.

Méme tedy soustavu tii rovnic pro neznamé a, F,; a F,y (za € jsme dosadili z vazby
a=re):

a
mia = F,,1 —mag, mea = Mog — Fio, I; = For — F,ir.

Tuto vyteSime pro a s vysledkem:

(ma —mu)g

a = T
my +mg + 3

4.15 Valeni z kopce v ¢ase podruhé

Zadani: Po naklonéné roviné svirajici s vodorovnou rovinou thel « se vali bez proklu-
zovani plny homogenni valec. Uréete a) velikost sily smykového tfeni valce na naklonéné
roving, b) maximalni uhel «, pfi némz se valec bude jesté valit bez prokluzovéni, je-li
koeficient smykového teni f.

Reseni: Otdzka a) je vytesend jiz v piikladu 4.13 — pro vélec vyjde F; = %mg sin a. Treci
sila je vyvolana tlakovou silou velikosti Fij.c = mgcos a a maximalni hodnota tieci sily
(pred tim, nez by valec zacal prokluzovat) tedy je F; = fFya = mgf cosa. Pro nalezeni
maximalni hlu vyjdeme z pozadavku %mg sina = mgf cos a, odkud tga = 3f.

4.16 Strelba do tycky

Zadani: Homogenni dievéna ty¢ délky [ = 40 cm a hmotnosti M = 1 kg se muze otacet
kolem osy, ktera je k ni kolmé a prochazi tézistém. Na konec tyce narazi stiela hmotnosti
m = 10 g rychlosti v = 200 m.s~! ve sméru kolmém k ose i ty¢i. Urcete tthlovou rychlost
w, kterou nabude ty¢, jestlize v ni stfela uvazne.

Reseni: K urceni vysledné tthlové rychlosti w pouzijeme zakon zachovani momentu hyb-

nosti (energie se pri srazce nezachovava, nejednd se o pruznou srazku). Na zac¢atku se tyc
nepohybuje a moment hybnosti stiely vuci ose prochazejici tézistém tyce je L = mv%.
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Po srazce se stiela spolecné s tyci roztoci ihlovou rychlosti w, jejich moment hybnosti
bude L = I.w, kde I. je celkovy moment setrvacnosti tyce s uvizlou strelou. Tento je dan
souc¢tem jednotlivych momentu setrvac¢nosti, tedy

I.=1.,.+1 1M12+ LY
C: tyc stfea:_ m )N .
v R D) 2

Zakon zachovani hybnosti tedy ma tvar

l 1 AN
— = | =M/ -
mug [12 l+m(2)]w,

z néhoz jiz snadno vyjadiime vyslednou ihlovou rychlost:

mul 6muv
= = =29 1 m.s .
YTOL T M t3myl e

4.17 Rotacni balistické kyvadlo

Zadani: Jakou rychlosti musi narazit stiela hmotnosti m kolmo na spodni konec svisle
zaveésené tyce hmotnosti M a délky [, aby ji vychylila o 1thel 90°7 Stiela v ty¢i uvizne.

Reseni: Nejprve probéhne proces analogicky tomu v predchozim piikladu, tedy nepruzné
srazka. Opét se bude zachovavat moment hybnosti, ale diky posunuté ose rotace bude
moment hybnosti stiely L = mwvl a moment setrvacnosti tycky s uvizlou strelou

1 1?2 M
I,=—MP+M|(- 2P =
c=15 I+ (2) +ml l(3+m),

kde druhy ¢len vznikne pouzitim Steinerovy véty. Zakon zachovani momentu hybnosti

tedy dava moul = [.w, tedy v = Im_vlJ

Po sréazce jiz muzeme pouzit zékon zachovani energie, kdy se kineticka energie pohybu
kyvadla T' se stfelou pfeméni na potencialni U. Kinetickd energie je T' = %Ic w?. Celkova
potencialni energie je souctem potencialnich energii jednotlivych téles, v gravitacnim
poli je potencidl U = mgh a pro tuhé téleso plati, ze potencidlni energie je dana polohou

energie pak je

[
U:Mg§+mgl.

(M+2m)gl

7 Nyni

Z rovnosti T' = U vyjadiime potiebnou uhlovou rychlost po srdzce w =
staci dosadit w do vzorce pro rychlost stiely a dostavame:

v= %\/gl(MJrQM) (¥+m>.
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4.18 Fyzické kyvadlo

Zadani: Tenkd homogenni ty¢ hmotnosti M a délky [ kyva kolem osy, ktera je k ni
kolmé a prochézi jejim hornim koncem. a) Uréete periodu malych kyvua. b) Existuje na
ty¢i misto, do kterého muzeme pripevnit téleso malych rozmértu (hmotny bod) o znacné
hmotnosti, aby se doba kyvu nezménila? Kde?

Reseni: Perioda malych kmitt fyzického kyvadla se uréi podle vzorce

[ 1
T =2my | —,
mgx

kde I je moment setrvacnosti vuci ose prochazejici zavésem kyvadla a x je vzdalenost

Pro vypocet tedy staci vzit moment setrvacnosti urceny ze Steinerovy véty: I = %M 1%+

M (1)2, vzdalenost zavésu od téziste je x = é Vyslednd perioda kmitu pak je

2
T =27 2—l
\/39

(doba kyvu je pak polovinou periody kmiti).

U fyzického kyvadla je dulezity pojem tzv. redukované délky l.. Jednd se o takovou
délku matematického kyvadla, které bude mit stejnou periodu jako dané fyzické kyvadlo.
Vyjadreni pro [, snadno ziskdme porovnanim vzorce pro periodu fyzického kyvadla se

vzorcem pro periodu matematického kyvadla 7" = 27 \/% , vidime tedy, ze

[, =—.
mx
Pro nase konkrétni kyvadlo mame [, = %l. Je to zaroven odpovéd na druhou otdzku
zadani. Pokud umistime hmotny bod do této vzdalenosti od zavésu, bude mit periodu
kmitani stejnou jako fyzického kyvadla a nijak tak tedy dobu kyvu nezméni.

4.19 Kyvajici se T

Zadani: Fyzické kyvadlo hmotnosti M je vytvoreno ze dvou stejnych tyci délky [ spo-
jenych do tvaru T. Pritom muze kyvat zavéseno za spodni konec dvéma zpusoby: s osou
otaceni a) v roviné kolmé k roviné técka, b) v roviné técka (viz obrazek). Uréete periodu
malych kyvi v téchto pripadech.

a) b)
w[o]s
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Reseni: Pro urceni periody malych kmitt tohoto fyzického kyvadla musime uréit moment

gmaz’

pak bude T' = 27,/ -1, kde [, = # je tzv. redukovana délka (viz také predchozi priklad)
a m je celkovd hmotnost kyvadla (zde M, tedy hmotnost jednotlivych ty¢ci je %)

M1
_ 53t
M

polohy té&7ist jednotlivych tyéi.

V pripadé a) bude moment setrvacnosti

1M, M/[I\° M 2
I, = g2 el _l2 :_MZ
! (122l+2(2)>+(0+2) MU

kde jsme celkovy moment setrvacnosti ziskali jako soucet momenti jednotlivych ty¢i,
které jsme ziskali pomoci Steinerovych vét (nula v druhé Steinerové vété plyne z toho, ze
se spodni ty¢ otaci okolo své osy, takze ma nulovy moment setrvacnosti). Tim dostaneme

I
2Mx

redukovanou délku kyvadla jako [, = = gl a periodu malych kmita T; = 27, /& =

9

o, /6L
18g

V piipadé b) postupujeme stejné, moment setrvacnosti vyjde

1M, M/ 1M, M 17
=22, 222 S P 2y
? (122Z+2(2>>+(122l+2l) oM

odkud dojdeme k T, = 27, /%;.

4.20 Kyvajici se kotouc

Zadani: Plny homogenni kotou¢ poloméru » = 10 cm se kyva kolem osy, kterd prochazi
jeho okrajem a je kolma k roviné kotouce. Urcete redukovanou délku tohoto kyvadla.

Reseni: Moment setrvaénosti uréime ze Steinerovy véty:
1 3
I= §M7~2 + Mr* = §Mr2,
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kde %M r? je moment setrvacnosti kotouce viiéi ose kolmé na rovinu kotouce prochdzejici
. I
Mz

= 37 =15 cm (z je vzdalenost zdvésu od téziste,
zde x = ).

Poznamka: V zadani pravdépodobné misto ,kolma k ose kotouce“ ma byt ,kolma k
roviné kotouce® (zde zadéni s ,rovinou“). Pak vyjde vysledek uvedeny ve skriptech.
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Kapitola 5

Mechanika kontinua

5.1 Deformace tyce

Zadani: Kovovd ty¢ délky lp = 1 m a pruiezu S = 4 cm? je deformovana tahem silou
F = 800 N. Pritom se prodlouzi o Al = 107° m. Uréete Youngtv modul materidlu tyce
a podle tabulek odhadnéte, z jakého materidlu by ty¢ mohla byt.

Reseni: Pro mnohé materidly je (alespoii v oblasti nizsich napéti) relativni prodlouzent
pii deformaci tahem linearné zavislé na napéti o. Konstanta linearni imeérnosti je prevracena
hodnota Youngova modulu pruznosti E. Plati tedy

Al 1 lo

a0 - F=,
W E° A

Napéti v tyci urcime jako o = g a dosazenim dostaneme

F
b =2.10" Pa.

E=5a

5.2 Tenzor napéti

Zadani: Je dén tenzor napéti v urc¢itém bodé pruzného télesa (udaje v Pa):

500 500 800
800 —750 —300

o S ’ ’ <,/ o ;s o ’ - (11 1
Urcete tecné a normalové napéti pusobici na plosku s normélou 7 = (5, > 75)
Reseni: Tenzor napéti o;; ndm umoznuje vypocitat plosnou silu dF' pusobici na libovolné

orientovanou myslenou malou plosku dS = 77dS v daném misté télesa (71 je jednotkovy
normalovy vektor k plosce).
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Normovanim této sily na jednotku plochy dostaneme tzv. vektor napéti T = ‘j—g. Slozky
vektoru napéti 7; a slozky plosné sily dF; se spoctou

7; = aijnj, dE = O'Z‘j’I'Lde;

nebo zapsano maticoveé: T =0 1, dF = ¢dS. V nasem konkrétnim pripadé vyjde vektor
napéti nasledovneé:

B 500 500 800 1/2 1066
T = 500 0 —750 1/2 | = —280 | Pa.
800 —750 —300 1/v2 —187

Napéti ve sméru normély k plose N je pak velikosti prumétu vektoru napéti 7 do sméru
daného normélovym vektorem 7 (tedy sméru kolmého k plosce). Uréime ho jednoduse
pomoci skaldrniho souc¢inu N = T - it = 260 Pa. Napéti ve sméru tecném na plosku
je pak velikost prumétu T do roviny plosky a spocteme ho z Pythagorovy véty jako

T =+T?— N?=1087 Pa.

Normaélové napéti N predstavuje tlak na danou plosku, tecné napéti 1" predstavuje smyk
plosky — tecné napéti ,,taha plosku stranou®.

5.3 Spojené nadoby

Zadani: V jednom rameni spojenych nadob je voda s hustotou p,, ve druhém olej. Vyska
vody nad spoletnym rozhranim obou kapalin je h, = 4,5 cm, oleje h, = 5,0 cm. Urcete
hustotu oleje p,.

Reseni: Vzorec pro hydrostaticky tlak sloupce kapaliny o vysce h a hustoté p je p = phg.
Tlak, kterym pusobi olej na rozhrani s vodou, je p, = pogh,. Déle tlak vody nachéazejici
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se nad urovni rozhrani je p, = p,gh,. Tyto dva tlaky se musi rovnat:

Dv=Do —  PuGhy = pogho.

Dostavame tedy p, = Z—va =900 kg.m*, kde jsme pouzili hodnotu p, = 1000 kg.m™>.

5.4 Akvarium

Zadani: Jakou vyslednou silou pusobi voda na ¢tvercovou sténu akvaria, je-li délka stény
a?

Reseni: Hydrostaticky tlak kapaliny v hloubce h a hustoté p je p = pgh. Z definice
tlaku spocteme silu na pusobici plochu S jako F' = pS. Tlak se ovsem s hloubkou méni,
rozdélme si tedy sténu akvaria na malé vodorovné pruhy sitky dh.

a
—— A

dh 1h

dS =adh

a

Yh

Tento mé plochu dS = adh, tedy prispévek k celkové sile (v zavislosti na hloubce h)
bude
dF(h) = p(h)dS = pgh adh.

Celkovou silu uréime integrovanim piispévku sily podél celé stény akvaria:

a a a 1
F= / dF(h) = / pgh adh = pga/ hdh = §pga3.
0 0 0

5.5 Prehrada

Zadani: Jakou vyslednou silou pusobi voda na fiéni prehradu tvaru lichobéznika o
zékladnach s; = 10 m (dolni), s, = 15 m (horni) a vysce h = 5 m. V jaké hloubce
lezi pusobisté vysledné sily?

Reseni: Nejprve spoctéme celkovou silu F' pusobici na sténu prehrady. Postup bude velmi
podobny postupu v pifkladu 5.4. Zaved me souiadnici z sméiujici svisle doli s pocatkem
na vrcholu prehrady; tato soutadnice tedy oznacuje aktualni hloubku v prehradé. Hyd-
rostaticky tlak pusobici na prehradu pak bude p(z) = pgz.
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52

A
\j

s1 v~

Stika pichrady s(z) s hloubkou linearné klesd jako

s(z) = 89 — (89— 51)%
(uréime z Feseni rovnic: s(z) = ax + b, s(0) = s9, s(h) = s1). Prispévek sily dF' pusobici
na prouzek piehrady plochy dS = s(z)dz v hloubce z vyjadiime jako

dF(z) = p(2)dS(z) = pg= <52 — (89 — sﬂ%) dz.

Celkovou silu ziskame naintegrovanim prispévku ptes celou hloubku prehrady:

h h . 1
F = / dF(z) = / gz <52 — (89 — Sl)ﬁ) dz=...= épgh2 (281 + s2) .
0 0

Pusobisté sily je takové misto v télese o polohovém vektoru R (zde tak neoznacujeme

ze si pak zvolime soustavu soufadnou s pocatkem v pusobisti sily, vyjde ndm vysledny
moment sil viéi tomuto pocatku nulovy. Pokud tedy téleso ,,podepreme* v pusobisti sily,
nebudou mit sily pusobici na téleso otacivé ucinky:.

Spocitejme nyni celkovy moment vnéjsich sil N. Ten je dén jako soucet (integral) vsech
diléich momentu
N [y = [rxaF

pres jednotlivé ¢asti télesa (7 jsou polohové vektory kousku télesa na néz pusobi mald sila
dF ). Ze symetrie tulohy vime, ze piispévky k momentum sil snazici se otacet prehradu
okolo osy z se vSechny vyrusi. Zbydou nam pouze momenty otacejici prehradu okolo
vodorovné osy. Bude tedy stac¢it spocitat moment od sily ptusobici na vodorovny pruh
prehrady malé sitky a tyto nascitat.

\

QU
=
=
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Vsechny ptispévky dN budou miFit stejnym smérem (dle pravidla pravé ruky, viz obrazek),
stac¢i ndm tedy nascitat velikosti téchto prispévku

N:/dN, kde dN =|Fx dF| = |f]|dF| = zdF,

kde jsme nahradili |7] = |(0,0, z)| = z. Vlastni integral pak je

h h h . 1
N = / dN(z) = / zdF(z) = / pgz* <32 — (89 — 31)—> dz = ... = —pgh*(3s; +52).

Jak uz bylo fe¢eno, ze symetrie tilohy musi pusobisté lezet ve vodorovném stfgdu prehrady
— ota¢ivé ucinky sil od levé a pravé poloviny se vzdy presné vyrusi. Oznacme R = (0,0, z,),
potom N = |R x F| = z, F (R je kolmé na F) a poloha piisobisté pak je
N 3s1+ s h
P 25, + 59 2°

A jelikoz soutadnice z ma pocatek na hlading, je z, hledand hloubka pusobisteé.

5.6 Archimedes

Zadani: Na plnou kouli pusobi ve vzduchu tihova sila 390 N, na tutéz kouli ponofenou
do vody sila 340 N. Jaky je objem koule a z jaké latky je koule zhotovena?

Reseni: Vztlakové sila pusobici na téleso o objemu V ponofené do tekutiny hustoty py,
je dana Archimedovym vzorcem F,, = Vp,g. Provedeme vypocet pro obecny pripad
ponoreni télesa do dvou ruznych tekutin. V prvni tekutiné bude vysledna sila pusobici
na téleso

Fy=mg—Vpig=Vpg—Vpig=Vyglp—p)
kde p je hustota samotného télesa a p; hustota prvni tekutiny. Analogicky pro druhou
tekutinu F» = Vg(p — ps2). Odectenim téchto sil a tpravou pak dostaneme

Fy —F,
glp2 —p1)’

a pokud zanedbame hustotu vzduchu, p; = 0, a uvazujeme hustotu vody ps = p, =
1000 kg.m ™3, vztah se zjednodusi na

- F,
9Pv

V:

=5,1L

Hustota télesa je p = 77, hmotnost télesa je m = %M (muzeme ji vyjadiit pomoci

Fl, P1 anebo FQ, pg), tedy

Fi2+Vpi2g
PR —" L SN N G
% % 9V 2= P 1 12
Vybereme-li si nyni vyjadieni pomoci F} a p; a opét polozime p; = 0 a p; = py, mame
F

) p» = 7800 kg.m ™3,

T B - F

coz odpovidd napiiklad zelezu (anebo gadoliniu).
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5.7 Nerovnoramenné vahy

Zadani: Na koncich nerovnoramenné péky jsou zavésena dvé homogenni télesa zhotovend
a) z téze latky, b) z ruznych latek. Ve vzduchu jsou obé télesa v rovnovéze. Zustane
rovnovaha zachovana, ponotime-li obé télesa do nadoby s vodou?

Reseni: Jestlize jsou ramena péky na zacdtku v rovnovéze, plati, ze momenty sil od
jednotlivych téles jsou stejné: Fil; = Fyly, kde F} = myg, F5 = msg jsou tihové sily a
l1,ly délky ramen vah. Zanedbavame vztlakovou silu vzduchu. Ponorenim do vody se k
tthovym silam prida sila vztlakova, F,., = Vi g, a vyslednice sil bude

Fl=F—-Vipyg,  Fy=1F—"Vap,g,
kde p, je hustota vody. Aby byla rovnovaha zachovana i po ponofeni, musi platit:

Flly = Fjly
Fily — Vipygly = Faly — Vapugly
—Vipugli = =Vapugls
Vily = Val.

Pokud pravé ziskanou rovnici podélime s rovnici mqly = msly (ziskanou z Fil; = Fyls
vydélenim g), dostaneme p; = py. Rovnovaha tedy zustane zachovana, pouze pokud se
rovnaji hustoty materialu, ze které jsou télesa vyrobena.

5.8 Redukce vazeni na vakuum

Zadani: Predmét o hustoté p je na vzduchu vyvéazen na rovnoramennych vahach mosaznym
zavazim o hmotnosti m,. Stanovte skute¢nou hmotnost predmétu m, je-li hustota mosazi
p. a hustota vzduchu v misté a okamziku vazeni p,.

Reseni: Télesa ve vzduchu jsou nadlehc¢ovéana vztlakovou silou F,, = Vp,g, kde V je
objem piislusného télesa. Pro rovnoramenné vahy v rovnovéaze plati, ze vyslednice sil
pusobici na télesa se rovnaji:

m.g — V.pug = mg — Vpug,

kde V. je objem zavazi a V' je objem predmétu. Pokud dosadime za V, = ™= a V = %,

Pz
po upravé dostaneme
1 — &
Pz

Pokud piedpokldddme, ze p, < p, muzeme pouzit piiblizny vztah = o~ 1 — , tedy

¥ v 1 1
e 8) (5)m 2
Pz P P Pz

kde jsme jesté zanedbali ¢len druhého fadu v poméru hustot, —%, jelikoz také p? < p,.
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5.9 Vytékajici voda

Zadani: Nadoba na stole je naplnéna vodou do vysky h. Dokazte, ze voda z kazdého
otvoru ve sténé nadoby dopada na stil se stejnou rychlosti a urcete ji. V jaké vysce musi
byt otvor, aby proud vody z ného vytékajici dopadl na stul nejdale od nadoby?

0]

Zd

Reseni: Vodorovna vytokova rychlost vody v okamziku opusténi nadoby je déna Tor-
ricelliho vztahem v, = 1/2gz, kde z je hloubka, ve které se otvor nachdzi. Svisla slozka
rychlosti v, pfi dopadu na stul je dana jako v, = ¢T', kde T je doba trvani volného padu
z visky h — z. Cas T uréime jednoduse z rovnice volného padu:

1 2(h —
—gI*=h—2 — T= M
2 g

Pro celkovou velikost rychlosti v momentu dopadu dostavame

v =12 +02 = /292 +2g(h — z) = \/2gh,
2

nezavisi tedy na vysce mista, ze kterého voda tece. VSimnéme si, ze %mv = mgh, a
tedy voda dopada na stul s kinetickou energii, ktera odpovida vzdy potencidlni energii na
vrchu nadoby. To je dano tim, ze pro tekutinu hloubéji v nddobé se potencidlni energie
jen preménuje na tlakovou energii, kterd se pak preméni na kinetickou energii tryskajici

vody z otvoru.

Hledejme maximum urazené vzdalenosti ve vodorovném sméru, kterd je v zavislosti na
hloubce otvoru z dana jako

24(2) = v, T = /292 @ =2y/z(h — z).

JelikoZ je odmocnina prosté funkce, staéi derivovat argument zh — 2% podle z a vysledek
polozit roven nule, z ¢ehoz dostaneme z = % Nejdale od nadoby tedy dopadne voda,
které vytéka v poloviné vysky nadoby.
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5.10 Nadoba s dirou ve dné

Zadani: Valcova nadoba je do vysky h = 70 cm naplnéna vodou. Plocha dna je S =
600 cm?. Otvorem ve dné nadoby plochy S, = 1 cm? voda vytéka. Za jakou dobu se
nadoba vyprazdni do poloviny a za jakou uplné?

Reseni: Necht je pocatecni objem vody v niddobé Vy = Sh a okamzitd vyska hladiny
meéiend ode dna z. Voda bude vytékat z otvoru rychlosti danou Torricelliho vztahem
v = +/2¢gz a za maly cas dt ji tedy vytece

|dV| = S, vdt = S,4/2gzdt.

S() dV = So’Udt

vdt

Mezi vyskou hladiny a objemem vody v nadobé plati jednoduchy vztah V' = Sz. Po
dosazeni do vztahu pro dV dostaneme diferencialni rovnici pro funkci objemu vody v
nadobé v zavislosti na case V(t):

[V dVv [V
dV = _So 2g§ dt — E == _So 2957

kde jsme explicitné pridali znaménko minus, jelikoz pfi vytékani vody se objem v nadrzi
zmensuje, tedy dV' < 0. Tuto rovnici vyfesime separaci proménnych a naslednou integraci:

—SM/%Qt =2/V +C.

Hodnotu integra¢ni konstanty C' dostaneme z pocatecni podminky V' (0) = V4 jako C' =
—24/Vp. Pokud nés zajima objem vody v nadobé jako funkce ¢asu V' (t), dostaneme:

2
S, |2
V)= | Vo — 224/ Z¢
2V S
Zajima-li nas cas, za ktery bude v nddobé néjaky konkrétni objem, vyjadiime funkei ¢(V):

0= 2[5 (Vi 7).

Po dosazen{ konkrétnich hodnot ¢ () = 66 s a t(0) = 227 s.
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5.11 Proudéni v potrubi

Zadani: Z trysky vodotrysku s prifezem 1,5 cm? vystfikuje voda rychlost 24 m.s~1. Jak
velkd je rychlost proudu v pifvodnim potrubi, jehoz priifez méa obsah 18 cm??

Reseni: Rovnice kontinuity k4, ze pritok nestlacitelné kapaliny skrze potrubf musi byt

ve vSech mistech stejny, tzn. Siv, = Sovs, tedy vy = g—;vl =2ms .

5.12 Pitotova trubice

Zadani: Trubici zalomenou do pravého thlu vlozime do proudici kapaliny. Do jaké vysky
hs vystoupi kapalina v ohnuté trubici, jestlize v rovné trubici vlozené do téhoz mista
vystoupi do vysky hy a jestlize rychlost proudici kapaliny v daném misté je v?

I

vy =10 v =0

Reseni: Pouzijeme Bernoulliho rovnici popisujici zdkon zachovani energie v nestlacitelné
kapaliné

L
ipfu + pgz + p = konst.,

kde p je hustota kapaliny, v a p je rychlost a tlak kapaliny v daném misté a z je vertikalni
soufadnice mifici vzhuru. Rychlosti a tlaky u koncti nezalomené trubice v; a pp, resp. u
zalomené trubice vy a po, jsou pak vztazeny

1 1

SPUL+ P9zt p1 = S pvi+ pgz + pa.

Ust{ trubic uvazujeme ve stejné vysce, na obou stranach tedy dosazujeme stejnou hodnotu
vertikalni souradnice z. U tusti nezalomené trubice proudi kapalina nerusené puvodni
rychlosti v, tzn. v; = v. U 1usti zalomené trubice je ovSsem kapalina nucena zastavit, tedy
vy = 0. Z Bernoulliho rovnice pak plynou vztahy mezi tlaky u usti jednotlivych trubic

I
§PU + p1 = P2

Vysky hladin v trubicich jsou pak takové, aby hydrostaticky tlak p = hpg byl presné
stejny jako tlak kapaliny, ktery je u usti trubic:

1
5PV + hipg = hapg.
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Vysledkem pak je

102

hy = hy + =——.

29
Poznamka: Pitotova trubice se primarné pouziva pro urc¢ovani rychlosti proudicich te-
kutin pomoci rozdilu tlaku ps — p;. Nejznaméjsi aplikaci je urcovani rychlosti letadla vuci
okolnimu vzduchu, coz je jedna z klicovych veli¢in urcujicich, jestli se dané letadlo udrzi
ve vzduchu. Z Bernoulliho rovnice mame

v — 2(202 —p1).

P

5.13 Venturiova trubice

Zadani: Jak velkou rychlosti proudi voda vodorovnou trubici s prufezem S; = 15 cm?,
jestlize v ztizeném misté o prifezu S, = 5 cm? se zmensi tlak o 500 Pa?

Reseni: Pouzijeme Bernoulliho rovnici popisujici zdkon zachovani energie v nestlacitelné
kapaliné
Loy
Sl + pgz + p = konst.,
kde p je hustota kapaliny, v a p je rychlost a tlak kapaliny v daném misté a z je vertikdlni
souradnice mitici vzhuru. Rychlosti a tlaky v normélnim a ztzeném profilu jsou pak
vztazeny jako

1 1

SPUL+ P9z +p1 = S pvs+ pgz + o
Jelikoz je trubice vodorovnd, na obou strandch dosazujeme stejnou hodnotu vertikalni
soufadnice z. V trubici déale plati rovnice kontinuity, ktera rikd, ze prutok nestlacitelné
kapaliny musi zustavat konstantni: Sjv; = Ssv.. Po dosazeni za vy z rovnice kontinuity
do Bernoulliho rovnice a vyjadieni v; dostaneme vysledek:

2(py — 1
v = (P> = p1) 5 = 35 cm.s L.

)

5.14 Specialni nadoba

Zadani: Urcete tvar rota¢ni nadoby, aby voda vytékajici malym otvorem plochy AS ve
dné klesala rovnomeérné rychlosti v.
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Reseni: Oznacéme aktudlni vysku sloupce vody jako z. Potom bude voda vytékat z otvoru
ve dné rychlosti u = 1/2¢gz a objem vytekly z nddoby za maly ¢as dt bude (viz také priklad
5.10)

|dV| = ASudt = AS\/2gzdt.

Tvar rotac¢ni nddoby je dan funkci poloméru v zavislosti na vzdalenosti ode dna 7(z). Pfi
poklesu hladiny o |dz| pak musel vytéci objem |dV| = 7r(2)?|dz|.

A

dz

Porovnanim vyrazu pro zménu objemu dV dostaneme

|dz|  AS\/2gz

dt 7r(z)?

~ . s~ . v . s~ ~ 7 _ ‘dZ‘ o v
Ovsem derivace vysky hladiny z podle casu je prdvé pozadovana rychlost v = 7. Muzeme
tedy vyjadrit potfebny polomér nadoby ve vysce z jako

r(z) = \/%{}2’7.
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