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Úvod

Orbitální moment hybnosti (OAM) je nová nedávno objevená vlastnost nejen sv¥tla, ale
obecn¥ kaºdého vln¥ní, jelikoº má p·vod ve tvaru vlnoplochy. Ve srovnání nap°íklad se zvukovými
nebo dokonce gravita£ními vlnami je ale práv¥ elektromagnetické zá°ení prozkoumáno nejlépe a
má nej²ir²í aplika£ní vyuºití.

Pojem momentu hybnosti sv¥tla byl znám skoro od samého po£átku 20. století, celou dobu byl
ale spojován s kruhovou polarizací, tedy spinem. Aº v roce 1992 byl sv¥tu p°edstaven pr·lomový
£lánek [22], který odhalil dal²í druh momentu hybnosti pocházející z prostorového rozloºení
vlnoplochy. �roubovité svazky byly sice p°edm¥tem n¥kterých studií i d°íve, hlavn¥ kv·li fázové
singularit¥, ale OAM v nich z·stával bez pov²imnutí. V posledních desetiletích se v²ak orbitální
moment hybnosti stal st°edem zájmu °ady v¥dc· z nejr·zn¥j²ích obor·, od optiky po£ínaje a u
kvantové fyziky kon£e.

D·vodem popularity tématu m·ºe být nap°íklad jeho rozsáhlost, pojem orbitálního momentu
hybnosti sv¥tla lze totiº uchopit n¥kolika zp·soby. Na jednu stranu, OAM se dá teoreticky popsat
£ist¥ pomocí klasické optiky v jazyce svazk· a aproximací Maxwellových rovnic. Na druhou
stranu, kvantová teorie pole nabízí detailn¥j²í p°ístup díky kvantování veli£in a zavedením £ástic
sv¥tla, foton·.

Z t°etí, praktické stránky nabízí OAM nespo£et aplikací. Za zmínku stojí navý²ení p°enosové
kapacity v informa£ních technologiích, zlep²ení rozli²ovací schopnosti v zobrazovací technice a
astronomii, roz²í°ení experimentálních moºností ve výzkumu kvantové provázanosti a zdokonalení
optických pinzet ²iroce pouºívaných pro mikromanipulaci v biologii a chemii.

Cílem této práce je p°edstavit téma orbitálního momentu hybnosti sv¥tla z klasického pohledu,
s vyuºitím kvantové mechaniky jako uºite£ného nástroje. Dále je uveden vý£et optických prvk·,
který má p°iblíºit praktickou manipulaci s OAM. Na záv¥r jsou shrnuty n¥které moºné aplikace
p°edstavující výchozí bod pro p°ípadnou navazující v¥deckou £innost.
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Kapitola 1

Úvod do paraxiální optiky

1.1 Helmholtzova rovnice

Základním nástrojem pro popis elektromagnetických polí a jejich interakcí s nabitými £ás-
ticemi jsou Maxwellovy rovnice. Z nich lze odvodit vlnové rovnice popisující chování elektro-
magnetických vln ve volném prost°edí s konstantní dielektrickou permitivitou ε a magnetickou
permeabilitou µ

∆E = εµ
∂2E

∂t2

∆B = εµ
∂2B

∂t2
,

které p°edstavují 6 diferenciálních rovnic pro sloºky elektrického pole E(x, y, z, t) a magnetické
indukce B(x, y, z, t). Tyto vlny se pohybují s fázovou rychlostí [1, s. 60]

v =
1
√
εµ
.

Jedním z moºných °e²ení vlnové rovnice je koherentní monochromatická vlna, která má v²echny
sloºky ve stejném tvaru

ũ(x, y, z, t) = Ã(x, y, z) cos(ωt− φ(x, y, z)),

coº lze zapsat i v podob¥ komplexní funkce ũ(x, y, z, t) = Re[u(x, y, z, t)] jako

u(x, y, z, t) = U(x, y, z) exp(−iωt),

kde
U(x, y, z) = A(x, y, z) exp(iφ(x, y, z)), Ã(x, y, z) = ReA(x, y, z).

Kaºdá takto komplexn¥ zapsaná sloºka elektrického pole (respektive magnetické indukce) musí
po°ád spl¬ovat vlnovou rovnici. Po dosazení získáme £asov¥ nezávislou podmínku pro amplitudu
U(x, y, z),

(∆ + k2)U = 0, (1.1)

kde de�nujeme vlnové £íslo
k =

ω

v
.

Rovnice (1.1) se nazývá Helmholtzova a musejí ji spl¬ovat jakékoli komplexní amplitudy v²ech
monochromatických vln [2, s. 38].
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1.2 Paraxiální rovnice

Odvození paraxiální rovnice provedeme stejn¥ jako v [3, s. 627]. P°edpokládejme svazek tvo°ený
monochromatickou vlnou ²í°ící se ve sm¥ru blízkém ose z. Hlavní prostorová závislost amplitudy
takového svazku je podobn¥ jako u rovinné vlny na exp(ikz). Jinými slovy, porovnáme-li tento
£len se zbytkem funkcí amplitudy, ve sm¥ru z jasn¥ dominuje exp(ikz), zatímco pro�l svazku a
jeho rozloºení v x, y se vyvíjí v·£i n¥mu pomalu. To nás oprav¬uje �vytknout� exp(ikz) zvlá²´ a
zbylé závislosti zahrnout do funkce A(x, y, z) tak, ºe amplituda na²eho uvaºovaného svazku bude
mít tvar

U(x, y, z) = A(x, y, z) exp(ikz). (1.2)

Navíc, sm¥r ²í°ení je tak blízko ose z, ºe platí následující p°edpoklad. Zm¥na
∣∣∂A
∂z

∣∣ na z-ovém
intervalu jedné vlnové délky je zanedbateln¥ malá v porovnání se samotnou hodnotou

∣∣∂A
∂z

∣∣, neboli∣∣∣∣∂2A∂z2
∣∣∣∣� 2k

∣∣∣∣∂A∂z
∣∣∣∣. (1.3)

Po dosazení vlny ve tvaru (1.2) do Helmholtzovy rovnice (1.1) a zkrácení £lenu exp(ikz) do-
staneme parciální diferenciální rovnici druhého °ádu pro A(x, y, z)

∂2A

∂x2
+
∂2A

∂y2
+
∂2A

∂z2
+ 2ik

∂A

∂z
= 0.

Pouºijeme-li p°edpoklad (1.3) a t°etí £len zanedbáme v·£i £tvrtému, vyjde nám paraxiální rovnice

∂2A

∂x2
+
∂2A

∂y2
+ 2ik

∂A

∂z
= 0, (1.4)

ze které budeme v p°í²tí sekci vycházet p°i odvozování Gaussova svazku.

1.3 Obecné °e²ení paraxiální rovnice

P°i hledání obecného °e²ení parciální diferenciální rovnice (1.4) budeme postupovat analogicky
jako v [4, s. 266] a vyuºijeme Fourierovu transformaci v prom¥nných x a y

Ã(kx, ky, z) =
1

(2π)2

∫
R2

A(x, y, z) exp[−i(xkx + yky)] dx dy (1.5)

a její inverzi

A(x, y, z) =

∫
R2

Ã(kx, ky, z) exp[i(xkx + yky)] dkx dky. (1.6)

Fouriérovou transformací (1.4) dostaneme novou rovnici

−(k2x + k2y)Ã+ 2ik
∂Ã

∂z
= 0,

pro kterou jiº snadno nalezneme °e²ení. Vezmeme-li za po£áte£ní podmínku hodnotu funkce
Ã(kx, ky, z) v z = 0, vyjde nám

Ã(kx, ky, z) = Ã(kx, ky, 0) exp

[
− iz

2k
(k2x + k2y)

]
.
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Tento výsledek chceme p°evést pomocí (1.6) zp¥t do prom¥nných x a y, ale nejd°ív pot°ebujeme
vyjád°it po£áte£ní podmínku jako

Ã(kx, ky, 0) =
1

(2π)2

∫
R2

A(x′, y′, 0) exp
[
−i(x′kx + y′ky)

]
dx′ dy′, (1.7)

kterou uº m·ºeme dosadit do

A(x, y, z) =

∫
R2

Ã(kx, ky, 0) exp

[
− iz

2k
(k2x + k2y)

]
exp[i(xkx + yky)] dkx dky.

Po prohození integra£ních prom¥nných m·ºeme spo£ítat vnit°ní integrál jako sou£in dvou inte-
grál· p°es kx resp. ky pomocí vzorce∫

R

exp
(
−β2t2

)
exp(−iqt) dt =

√
π

β
exp

(
−q2

4β2

)
, (Reβ > 0). (1.8)

Obecné °e²ení paraxiální rovnice (1.4) je tedy tzv. Fesnel·v difrak£ní vzorec

A(x, y, z) = − ik

2πz

∫
R2

A(x′, y′, 0) exp

(
ik

2z
[(x− x′)2 + (y − y′)2]

)
dx′ dy′. (1.9)

Tento tvar (1.9) dostaneme pro libovolnou po£áte£ní podmínku A(x, y, 0). Jenºe na²e odvo-
zení probíhalo za p°edpokladu, ºe pracujeme se svazky. Proto klademe na po£áte£ní podmínku,
respektive její Fourier·v obraz (1.7), omezení∣∣∣Ã(kx, ky, 0)

∣∣∣ 6≈ 0 pouze pro k2x + k2y � k2, (1.10)

které °íká, ºe hodnota Ã(kx, ky, 0) je zanedbatelná v²ude, aº na malý kruh v rovinn¥ kx, ky o
polom¥ru mnohem men²ím, neº je vlnové £íslo k.

1.4 Analogie paraxiální rovnice a kvantové mechaniky

V celé práci se zabýváme elektromagnetickým zá°ením, které by se správn¥ m¥lo popisovat
pomocí kvantové teorie pole. My v²ak z d·vodu, který hned vysv¥tlíme, budeme s paraxiálními
fotony v¥t²inou zacházet jako s kvantov¥ mechanickými £ásticemi.

Základním vztahem kvantové mechaniky popisujícím £asový vývoj stavu kvantové £ástice je
Schrödingerova rovnice [5, s. 18]

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ.

Pokud uvaºujeme £ástici ve dvou rozm¥rech se stavem ψ(x, y, t) a Hamiltoniánem bez potenciálu
(volná £ástice), m·ºeme Ĥ rozepsat jako

Ĥψ = − ~2

2m
(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
). (1.11)
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Hamiltonián (1.11) lze chápat jako p°í£nou energii fotonu Etr. Tu lze odvodit z celkové energie
E = hν [6, s. 227] následujícím zp·sobem. Nejprve p°epí²eme E jako

E = ~ck = ~c
√
k2x + k2y + k2z

a kz nahradíme k0 + δkz, vlnovým £íslem k0 ve sm¥ru pohybu (podél osy z) a malou odchylkou
δkz. S tímto a malými kx a ky m·ºeme dále upravovat

E = ~c
√
k20 + 2k0δkz +O(δk2z) + k2x + k2y

= ~ck0

(
1 +

δkz
k0

+
k2x + k2y

2k20
+O(δk2z ,

1

k30
)

)
.

Poslední £len p°ed zanedbatelným zbytkem ozna£ený jako Etr = ~ck
2
x+k

2
y

2k0
je na²í hledanou energii

fotonu v p°í£ném sm¥ru.

Energie Etr formáln¥ p°edstavuje stejný hamiltonián jako hamiltonián (1.11) zapsaný v hyb-
nostní reprezentaci, kde kj odpovídá −i ∂

∂xj
a k0 = mc

~ .
Ze stejného d·vodu je i Schrödingerova rovnice pro (1.11) ve tvaru

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+

2im

~
∂ψ

∂t
= 0,

formáln¥ ekvivalentní paraxialní rovnici (1.4), kde funkce amplitudy A(x, y, z) odpovídá stavu
ψ(x, y, ct) (kv·li zjednodu²ení poloºíme pro dal²í výpo£ty c = 1). V této analogii pravd¥podob-
nosti |ψ|2 odpovídá relativní intenzita sv¥tla |A|2.
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Kapitola 2

Gaussovy svazky

2.1 Gaussovy svazky

V¥t²ina b¥ºn¥ pouºívaných laser· pracuje se svazky, jejichº intenzita je soust°ed¥na kolem osy
sm¥ru ²í°ení. Kolmý pro�l amplitudy intenzity vypadá jako Gaussova funkce, proto se nazývají
Gaussovy svazky. P°i odvození jejich tvaru vyjdeme z [4, s. 267] a pouºijeme po£áte£ní podmínku

U(x, y, 0) = C exp
(
−x2+y2

w2
0

)
, kde C a w0 jsou kladné konstanty. V z = 0 je funkce U(x, y, 0)

totoºná s funkcí A(x, y, 0), proto lze p°ímo dosadit do obecného °e²ení (1.9)

A(x, y, z) = − ik

2πz

∫
R2

C exp

(
−x

2 + y2

w2
0

)
exp

(
ik

2z
[(x− x′)2 + (y − y′)2]

)
dx′ dy′.

Po malé úprav¥ dostaneme tvar

A(x, y, z) = − ikC
2πz

exp

(
ik

2z
(x2 + y2)

)∫
R2

exp

(
−2ikz + k2w2

0

2ikzw2
0

(x′2 + y′2)

)

× exp

(
− ik
z

(xx′ + yy′)

)
dx′ dy′,

který je moºný rozd¥lit na sou£in dvou integrál· a pouºít vzorec (1.8). Dosazením vzniklého
výsledku do (1.2) získáme Gauss·v svazek

U(x, y, z) =
Ck2w2

0

2ikz + k2w2
0

exp

(
−k2(x2 + y2)

2ikz + k2w2
0

)
exp(ikz). (2.1)

V¥t²inou se ale Gauss·v svazek (2.1) uvádí v podob¥, ze které je moºné vy£íst i jeho geometrické
vlastnosti ilustrované na Obr.2.1. Bude nás zajímat p°edev²ím �²í°ka� svazku w(z), vzdálenost
od osy z do místa, kde velikost amplitudy poklesne na hodnotu 1/e své maximální hodnoty na
ose. Dále rozepí²eme fázi svazku tak, aby bylo moºné odli²it v²echny £leny podle jejich r·zné
fyzikální podstaty. Tím získáme tzv. Gouyho fázový posun ψ(z) a £len, ve kterém vystupuje
k°ivost R(z). P°i odvozování Gaussova svazku s novými funkcemi w(z), ψ(z), R(z) za£neme tím,
ºe rozepí²eme komplexní funkci �gurující ve fázi (2.1) na její reálnou a imaginární £ást

−k2

2ikz + k2w2
0

=
−k2w2

0

4z2 + k2w4
0

+ i
2kz

4z2 + k2w4
0

.
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Obrázek 2.1: Ilustrace Gaussova svazku. Nejuº²í místo w0, ²í°ka w(z) a polom¥r k°ivosti R(z).
P°evzato a upraveno z [4].

První s£ítanec ozna£íme jako − 1
w(z)2

, druhý jako ik
2R(z) . Z t¥chto výraz· m·ºeme vyjád°it

na²e hledané funkce

w(z) = w0

√
1 +

(
2z

kw2
0

)2

, (2.2)

R(z) = z

[
1 +

(
kw2

0

2z

)2
]
. (2.3)

Zbývá jen ur£it fázový posun ψ(z), který je obsaºen ve funkci amplitudy p·vodního svazku
(2.1). Tu op¥t rozepí²eme na komplexní a imaginární £ást, ale te¤ ve tvaru exponenciály s
vyuºitím jiº zavedené funkce w(z)

k2w2
0

2ikz + k2w2
0

=
w0

w(z)
exp(iψ(z)).

Porovnáním reálných £ástí dostaneme

cosψ(z) =
w0

w(z)
,

porovnáním imaginárních

sinψ(z) = − 2z

kw0w(z)
.

Dosazením p°edchozích vztah· do (2.1) získáme nový, b¥ºn¥ pouºívaný tvar Gaussova svazku

U(x, y, z) =
Cw0

w(z)
exp

(
−x

2 + y2

w(z)2

)
exp

[
i

(
kz +

k(x2 + y2)

2R(z)
+ ψ(z)

)]
. (2.4)
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Z vyjád°ení (2.4) je vid¥t, ºe s rostoucím z si svazek zachovává Gaussovský tvar kolmého
pro�lu, jen se postupn¥ roz²i°uje.

Ob£as se je²t¥ zavádí tzv. Rayleighova vzdálenost zR =
πw2

0
λ =

kw2
0

2 , která udává polohu od
nejuº²ího místa w0, kde se svazek roz²í°í na dvojnásobnou plochu. Pomocí této veli£iny lze pak
nap°íklad zapsat Gouyho fázi v krat²í podob¥ ψ(z) = arctan

(
z
zR

)
[3, s. 665].

2.2 Vlnový balík a moment hybnosti

Z kapitoly 1.4 víme, ºe paraxiální optika je v jistém smyslu ekvivalentní kvantové mechanice
volné 2D £ástice. Proto pro zkoumání n¥kterých vlastností svazk· m·ºeme vyuºít poznatk· o
kvantových £ásticích. Kaºdý stav £ástice lze popsat jako superpozici de Broglieových vln [5, s. 19]

ψ(x, t) =

∫
R3

ψ̃(p) exp

[
i

~

(
p · x− p2

2m
t

)]
d3p. (2.5)

Gauss·v svazek ve tvaru (2.1) je ekvivalentní vlnovému balíku ve 2D, který získáme z po£áte£ní
podmínky

ψ(x, y, 0) = C exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
.

Tu je nejprve pot°eba p°evést do hybnostní reprezentace ψ̃(p, 0), aº pak lze dosadit do (2.5)

ψ(x, y, t) =

∫
R2

Cσ2

2π~2
exp

(
− σ2

2~2
(p2x + p2y)

)
exp

[
i

~

(
pxx+ pyy −

p2x + py2

2m
t

)]
dpx dpy.

Tento integrál lze spo£ítat pomocí (1.8). Nakonec se ve výsledku p°epí²e prom¥nná t na z a tím
získáme

ψ(x, y, z) = C
2σ2

2i~zm + 2σ2
exp

(
− x2 + y2

2i~zm + 2σ2

)
. (2.6)

Místo s Gaussovým svazkem m·ºeme nyní pracovat s vlnovým balíkem (2.6) a zkoumat jeho
vlastnosti z pohledu kvantové mechaniky, nap°íklad, jestli nemá moment hybnosti. Operátor pro
tuto pozorovatelnou je de�nován pomocí principu korespondence L̂j = εjklQ̂kP̂l [5, s. 38], z-ová
sloºka v kartézských sou°adnicích pak vypadá

L̂z = −i~
(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
. (2.7)

P·sobením operátoru (2.7) na vlnový balík (2.6) zjistíme, ºe L̂zψ = 0. To znamená, ºe vlnový
balík, respektive Gauss·v svazek (2.1, 2.4), nenese ºádný moment hybnosti ve sm¥ru osy z.

2.3 Laguerre-Gaussovy módy

Pokusme se najít vstav ψ(x, y, z), na který operátor L̂z nep·sobí triviáln¥. P°esn¥ji, budeme
hledat vlastní funkci L̂z ve tvaru podobném Gaussovu svazku. Pom·ºeme si kvantovým 2D
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izotropním harmonickým oscilátorem [7, s. 73] a jeho vlastními funkcemi Ψ (mezi které pat°í
práv¥ i Gauss·v svazek s vlastním £íslem ~ω), spl¬ující ĤωΨ = EΨ, s hamiltoniánem

Ĥω =
P̂x

2
+ P̂y

2

2m
+
mω2

2
(X̂2 + Ŷ 2).

Zapí²eme-li hamiltonián v polárních sou°adnicích

Ĥω = − ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

)
+
mω2

2
r2, (2.8)

m·ºeme hledat vlastní funkce Ψ(r, ϕ). P°edpokládejme, ºe Ψ(r, ϕ) je zárove¬ vlastní funkce L̂z,
a proto ji lze separovat zp·sobem Ψ(r, ϕ) = χ(r) exp(ilϕ), l ∈ Z. P·sobením hamiltoniánu (2.8)
na takto separovanou funkci se vypo°ádáme s druhou derivací podle ϕ, kterou nahradíme pouze
násobením −l2, a tím získáme diferenciální rovnici druhého °ádu pro χ(r)

− ~2

2m

(
d2χ(r)

dr2
+

1

r

dχ(r)

dr
− l2

r2
χ(r)

)
+
mω2

2
r2χ(r) = Eχ(r). (2.9)

Substitucí ξ = mω
~ r

2 pro funkci χ(r) = φ(ξ) s derivacemi

dχ(r)

dr
= 2

√
mω

~
√
ξ

dφ(ξ)

dξ
,

d2χ(r)

dr2
= 4

mω

~
ξ

d2φ(ξ)

dξ2
+ 2

mω

~
dφ(ξ)

dξ
,

m·ºeme rovnici (2.9) p°evést a upravit do podoby

ξ
d2φ(ξ)

dξ2
+

dφ(ξ)

dξ
− 1

4

(
l2

ξ
+ ξ − λ

)
φ(ξ) = 0, (2.10)

kde λ = 2E
~ω . Dal²í p°edpoklad je, ºe °e²ení (2.10) nalezneme ansatz ve tvaru

φ(ξ) = ξ|l|/2 exp

(
−ξ

2

)
η(ξ) (2.11)

obsahujícím zatím neznámou funkci η(ξ), kterou nalezneme dosazením (2.11) zp¥t do rovnice
(2.10). P°edem si vypo£teme derivace

dφ(ξ)

dξ
= ξ|l|/2 exp

(
−ξ

2

)[
dη(ξ)

dξ
+ η(ξ)

(
l

2ξ
− 1

2

)]
,

d2φ(ξ)

dξ2
= ξ|l|/2 exp

(
−ξ

2

)[
d2η(ξ)

dξ2
+ 2

dη(ξ)

dξ

(
l

2ξ
− 1

2

)
+ η(ξ)

(
l

2ξ
− 1

2

)2

− η(ξ)
l

2ξ2

]
a po krátkých úpravách dosp¥jeme k rovnici

ξ
d2η(ξ)

dξ2
+ (l + 1− ξ)dη(ξ)

dξ
+ pη(ξ) = 0, (2.12)

kde p = λ/4− l/2− 1/2 a poºadujeme, aby p ∈ N0. V takovém p°ípad¥ se rovnice (2.12) nazývá
zobecn¥ná Laguerrova diferenciální rovnice a jejím °e²ení jsou zobecn¥né Laguerrovy polynomy
[8, s. 284]

L|l|p (ξ) =
1

p!
eξξ−|l|

dp

dξp

(
e−ξξp+|l|

)
. (2.13)

Nyní jiº m·ºeme v²e poskládat do hledané vlastní funkce

Ψp,l(r, ϕ) = C
(mω

~
r2
) |l|

2
exp

(
−mω

2~
r2
)
L|l|p

(mω
~
r2
)

exp(ilϕ), (2.14)

kde C je normaliza£ní konstanta.
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Uº zbývá zjistit jen závislost na z. Protoºe svazky m¥ní sv·j tvar s postupem v ose z, pot°ebu-
jeme najít £asový vývoj stavu (2.14) v hamiltoniánu volné £ástice, abychom poté mohli formáln¥
nahradit prom¥nnou t za z podobn¥, jako p°i odvozování svazku v podob¥ vlnového balíku (2.6).
�asový vývoj je op¥t popsán Schrödingerovou rovnicí

i~
∂Ψ(r, ϕ, t)

∂t
= ĤΨ(r, ϕ, t) (2.15)

s hamiltoniánem bez potenciálu v polárních sou°adnicích

Ĥ = − ~2

2m

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

]
.

�e²ení bude ansatz ve tvaru

Ψ(r, ϕ, t) = a(t)r|l|L|l|p (b(t)r2) exp
(
c(t)r2

)
exp(ild(t)ϕ), (2.16)

kde a(t), b(t), c(t), d(t) jsou zatím neznámé funkce. Ur£íme je ze Schrödingerovy rovnice (2.15) s
po£áte£ní podmínkou

Ψ(r, ϕ, 0) = Ψp,l(r, ϕ). (2.17)

Dále popí²eme pouze hlavní my²lenky výpo£tu. S v¥t²inou krok· si m·ºeme pomoci n¥jakým
výpo£etním softwarem, pro navazující text jsou ale d·leºité p°edev²ím výsledky.

Ansatz (2.16) dosadíme do (2.15) a vypo£teme pot°ebné derivace. Tímto zp·sobem získáme
komplikovaný výraz obsahující druhou derivaci zobecn¥ného Laguerrova polynomu L

|l|
p (x), za

kterou lze dosadit z rovnice (2.12). Poté m·ºeme porovnávat koe�cienty stojící p°ed stejnými
mocninami r násobené stejnými Laguerrovými polynomy a exponenciálami. Tyto funkce jsou
totiº lineárn¥ nezávislé, a proto se koe�cient u jednoho takového výrazu z levé strany musí
rovnat koe�cientu p°ed odpovídajícím sou£inem na stran¥ pravé. Takto dostaneme soustavu £ty°
diferenciálních rovnic prvního °ádu

ia′(t)− lϕd′(t) =
2~
m

[pa(t)b(t)− (1 + |l|)a(t)c(t)]

ib′(t) = − ~
m

[2b(t)2 + 4b(t)c(t)]

ic′(t) = −2~
m
c(t)2

0 =
~2

2m
|l|2[d(t)2 − 1],

kterou °e²íme s po£áte£ními podmínkami (2.17). Nakonec vyjde

a(t) = C
(mω

~

) |l|
2

(1 + t2ω2)−
1+|l|

2 exp[−i(1 + |l|+ 2p) arctan(tω)]

b(t) =
mω

~ + ~t2ω2

c(t) =
−mω

2~ + 2i~tω
d(t) = 1,

kde m·ºeme formáln¥ zam¥nit prom¥nnou t za z. Podobn¥ p°ejdou i konstanty m
~ na k a ω

na 2
kw2

0
. Poslední zám¥na vyplývá z porovnaní hodnoty rozptylu v po£áte£ní podmínce (2.14) s
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hodnotou 1
w2

0
pouºitou na za£átku sekce 2.1. Po formálním p°ejmenování a malé úprav¥ p°ejdou

na²e funkce do podoby

a(z) = Cw0(
√

2)|l|

 1

w0

√
1 + ( 2z

kw2
0
)2

|l|+1

exp

[
−i(1 + |l|+ 2p) arctan

(
2z

kw2
0

)]

b(z) =
2k2w2

0

4z2 + k2w4
0

c(z) =
−k2

2ikz + k2w2
0

d(z) = 1,

ve které jiº vidíme známé funkce w(z), R(z) a ψ(z).M·ºeme tedy dosadit zp¥t do (2.16) abychom
získali Laguerre-Gaussovy módy

Ψ(r, ϕ, z) = Cw0
1

w(z)

(√
2r

w(z)

)|l|
L|l|p

(
2r2

w(z)2

)
exp

[(
−1

w(z)2
+

ik

2R(z)

)
r2
]

× exp(ilϕ) exp[i(1 + |l|+ 2p)ψ(z)].

(2.18)

Prozkoumejme detailn¥ji tento výsledek. Po vynásobení exp(ikz) se stane (2.18) funkcí popi-
sující reálný svazek

U(r, ϕ, z) = Ψ(r, ϕ, z) exp(ikz),

který lze porovnat nap°íklad Gaussovým svazkem (2.4). K tomu si spo£ítáme prvních pár zobec-
n¥ných Laguerrových polynom· (2.13)

L
|l|
0 (ξ) = 1

L
|l|
1 (ξ) = −ξ + |l|+ 1

L
|l|
2 (ξ) =

1

2
[ξ2 − 2(|l|+ 2)ξ + (|l|+ 1)(|l|+ 2)].

Pro p = l = 0 vyjad°ují oba výsledky totéº, jen zapsané v r·zných sou°adnicích. V p°ípad¥
p = 0, l ∈ Z \ 0 je Laguerr·v polynom po°ád roven 1, ale p°e²káluje se amplituda a posune se
Gouyho fáze. Mocnina r|l| zp·sobí, ºe ve centru svazku bude nulová intenzita. Navíc p°ibude £len
exp(ilϕ), který jsme v °e²ení poºadovali uº od po£átku. Díky n¥mu má totiº svazek nenulový
moment hybnosti l~ na foton zp·sobený sto£ením vlnoplochy do ²roubovice. Velikost l udává
po£et do sebe propletených závit· a znaménko l jejich orientaci, jak je ukázáno na Obr.2.2.

�íslo p podobný fyzikální význam nemá. Pokud p ∈ N, l ∈ Z \ 0 vyskytnou se v °e²ení i
polynomy L|l|p (ξ), které m¥ní prostorovou geometrii svazku. Na Obr.2.3 je °ez svazku v rovin¥
kolmé ke sm¥ru ²í°ení podél osy z, kde l = 1 a p se postupn¥ zv¥t²uje. Pro dané p je vid¥t, ºe
svazek obsahuje p+ 1 mezikruºí maxim intenzity [9, s. 170].

Lze ukázat, ºe po normalizaci tvo°í Laguerre-Gaussovy módy (2.18) ortonormální bázi [8,
s. 283]. To znamená, ºe libovolnou funkci spl¬ující paraxiální rovnici (1.4) lze rozloºit na lineární
kombinaci LG mód· (2.18).
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Obrázek 2.2: Nákres vlnoploch pro (a)l = 0, (b)l = 1, (c)l = 2, (d)l = 3. P°evzato z [9].

Obrázek 2.3: Nákres intenzit svazk· LG1
0, LG

1
1 a LG1

2 (zleva doprava). P°evzato a upraveno z
[9].
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Kapitola 3

Vektorové svazky a spin

3.1 Dal²í módy

V p°edchozí kapitole jsme odvodili Laguerre-Gaussovy módy

LGlp(r, ϕ, z) =

√
2p!

π(p+ |l|)!
w0

w(z)

(√
2r

w(z)

)|l|
L|l|p

(
2r2

w(z)2

)
exp

[(
−1

w(z)2
+

ik

2R(z)

)
r2
]

× exp(ilϕ) exp[i(1 + |l|+ 2p)ψ(z)],

(3.1)

p ∈ N0, l ∈ Z, jako °e²ení paraxiální rovnice v cylindrických sou°adnicích. Podobným zp·sobem
ale v kartézských sou°adnicích, separací x a y, se dají vypo£ítat Hermite-Gaussovy módy [3,
s. 646]

HGm,n(x, y, z) =

√
1

π2m+n−1m!n!

1

w(z)
Hn

(√
2x

w(z)

)
Hm

(√
2y

w(z)

)

× exp

[(
−1

w(z)2
+

ik

2R(z)

)
(x2 + y2)

]
exp[i(1 +m+ n)ψ(z)],

(3.2)

s parametry m,n ∈ N0, kde Hk(x) jsou Hermitovy polynomy. Ob¥ funkce (3.1,3.2) tvo°í r·zné
báze stejného prostoru a lze mezi nimi libovoln¥ p°echázet, nicmén¥ z hlediska orbitálního mo-
mentu hybnosti jsou HG módy nezajímavé. V praxi, nap°íklad p°i práci s lasery, se módy nej£as-
t¥ji volí podle geometrie aparatury, pro za°ízení s kruhovou/válcovou symetrií se lépe hodí LG
módy, pro obdélníkovou symetrii naopak HG módy [3, s. 648].

Dal²ím uºite£ným °e²ením vlnové rovnice jsou tzv. Besselovy svazky p°edstavené v £lánku [10].
Jejich význa£nou vlastností je kruhová symetrie a malá rozbíhavost, jinými slovy, p°i postupu
v ose z si zachovávají kolmý pro�l intenzity I(x, y, z = 0) = I(x, y, z ≥ 0). Matematicky je lze
odvodit jako kombinace rovinných vln s fázovým posunem exp(inϕ), jejichº normály tvo°í kuºel
[11], a zapsat pro z ≥ 0 a zp·sobem [12]

Bn(r, ϕ, z) = CnJn(βr) exp(inϕ) exp(ikzz)

kde Cn je konstanta, β2 + k2z = k2 a Jn je Besselova funkce prvního druhu °ádu n.
Kv·li tomu, ºe funkce Jn není kvadraticky integrabilní, pot°ebovali bychom k realizaci Besse-

lova svazku nekone£né mnoºství energie. Tuto potíº lze obejít zavedením Bessel-Gaussova svazku
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[13], který vznikne z Besselova svazku vynásobením Gaussovou funkcí exp
(
− r2

w2
0

)
jako nekone£ná

superpozice svazk· °ádu n ∈ Z. Po pár úpravách lze Bessel-Gauss·v svazek °ádu n napsat ve
tvaru [14]

BGn(r, ϕ, z) =
w0

w(z)
Jn

(
βr

1 + iz/zr

)
exp

[
ik

2R(z)

(
r2 + β2

zr
k2

)]
× exp

[
iz

(
k − β2

2k

)
− ψ(z)− 1

w(z)2

]
exp(inϕ).

Oproti Besselovým svazk·m, BG svazky jsou nedifrak£ní jen na omezeném intervalu. Lze si také
v²imnout, ºe díky £lenu exp(inϕ) mají orbitální moment hybnosti. Na rozdíl od LG mód· ale
netvo°í ortonormální bázi, coº je hlavní d·vod, pro£ je v této práci zmi¬ujeme jen okrajov¥.

3.2 Vektorový popis

Na za£átku tohoto textu jsme opustili vektorovou podstatu elektromagnetického pole a ve²keré
výsledky jsme aº doposud zapisovali ve tvaru skalárních funkcí. Nyní se vrátíme k vektorovému
popisu, coº nám umoºní prozkoumat dal²í d·leºitou vlastnost sv¥tla, polarizaci.

Pro popis polariza£ních stav· vyuºijeme formalismus Jonesových vektor·, které udávají po-
larizaci v rovin¥ x,y [15, s. 33]. Z obecné teorie o elektromagnetickém vln¥ní je známo, ºe u
monochromatických vln sta£í po£ítat s elektrickou intenzitou E, zapsanou nap°íklad v cylindric-
kých sou°adnicích jako

(Ex, Ey) = Re[A(r, ϕ, z) exp(ikz − iωt)], (3.3)

vektor magnetické indukce B je pak jednozna£n¥ ur£en [1, s. 71]. Obecný stav polarizace vyjád-
°íme ve speciálním tvaru

A(r, ϕ, z) =

(
aLG+1

0 + b LG−10

cLG+1
0 + dLG−10

)
∈ C2, (3.4)

a, b, c, d ∈ C, který jsme zvolili z následujícího d·vodu. LG módy (3.1) s indexy p = 0 a l = ±1
mají velice jednoduchý a navzájem si podobný tvar, proto lze v¥t²inu jejich funkcí vytknout
dop°edu zp·sobem

A =
2√
π

r

w(z)2
exp

[(
−1

w(z)2
+

ik

2R(z)

)
r2 + 2iψ

](
a exp(iϕ) + b exp(−iϕ)
c exp(iϕ) + d exp(−iϕ)

)
,

kde poslední £len uº p°edstavuje Jones·v vektor. Kv·li normalizaci A navíc poºadujeme, aby
koe�cienty a, b, c, d spl¬ovaly

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1.

Mohli jsme také vzít p 6= 0 a ve výsledku by se moc nezm¥nilo, p°ibyl by navíc Laguerr·v
polynom. Ale protoºe ten neovliv¬uje polarizaci, zvolili jsme jednodu²²í zápis s p = 0. Na druhou
stranu index l je volen se zám¥rem, abychom dokázali spo£ítat celkový moment hybnosti. Tomuto
výpo£tu a p°ípadu pro r·zná l se budeme v¥novat v p°í²tích sekcích.

20



3.3 Spin

Jednou ze zajímavých polarizací je ta kruhová, kterou lze standardn¥ vyjád°it z lineárních
polarizací v x a y (horizontální a vertikální) jako

eL =
1√
2

(ex + iey) =
1√
2

(
1
i

)
,

eR =
1√
2

(ex − iey) =
1√
2

(
1
−i

)
.

(3.5)

Základní vlastností svazk· s kruhovou polarizací je jejich spinový moment hybnosti. Foton jako
nehmotná kvantová £ástice má spin 1, který ale m·ºe nabývat pouze hodnot ±1. Z tohoto d·vodu
m·ºeme projekci spinu do osy z (sm¥r pohybu fotonu) popisovat v prostoru C2 namísto C3.
Operátor z-ové sloºky spinu zvolíme tak, aby kruhové polariza£ní stavy eL, eR byly jeho vlastní
vektory s vlastními £ísly +~ pro levoto£ivou a −~ pro pravoto£ivou polarizaci, £ímº dostaneme
maticový operátor v bázi (eL, eR)

ŜL,R = ~
(

1 0
0 −1

)
.

Pro praktické po£ítání v²ak p°evedeme tuto matici s vyuºitím (3.5) do báze horizontální a ver-
tikální polarizace

Ŝ = ~
(

0 −i
i 0

)
. (3.6)

P·sobením operátoru (3.6) na obecný svazek, nap°íklad (3.4), získáme funkci závislou na po-
loze. Pokud není svazek ve vlastním stavu Ŝ (£ist¥ pravoto£iv¥ nebo levoto£iv¥ polarizovaný) je
nutné k ur£ení spinu po£ítat st°ední hodnotu, zapsané v braketovém formalismu [5, s. 73]

S = 〈A| Ŝ |A〉 .

3.4 Celkový moment hybnosti

S vyuºitím de�nice (2.7) orbitálního momentu hybnosti v sekci 2.2 (v cylindrických sou°adni-
cích) a de�nicí spinu (3.6) z p°edchozí sekce máme v²e p°ipraveno na ur£ení celkového momentu

hybnosti Ĵ = ˆ̃Lz + ˆ̃S fotonu p°i pohybu podél osy z. Formáln¥ se pohybujeme na Hilbertov¥
prostoru L2(R2, d2x)⊗ C2, kde máme operátor orbitálního momentu hybnosti

ˆ̃Lz = L̂z ⊗ ÎS , L̂z = −i~ ∂

∂ϕ

a operátor spinového momentu hybnosti

ˆ̃S = ÎL ⊗ Ŝ, Ŝ = ~
(

0 −i
i 0

)
,

které p·sobí na stav tvaru (3.4) následovn¥

ˆ̃Lz

(
aLG+1

0 + b LG−10

cLG+1
0 + dLG−10

)
= ~

(
aLG+1

0 − b LG
−1
0

cLG+1
0 − dLG

−1
0

)
,

ˆ̃S

(
aLG+1

0 + b LG−10

cLG+1
0 + dLG−10

)
= ~

(
−ic LG+1

0 − id LG
−1
0

iaLG+1
0 + ib LG−10

)
.

(3.7)
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Celkový moment hybnosti pak odpovídá vlastním hodnotám λ operátoru Ĵ , vlastní funkce ko-
respondují se stavy, ve kterých tyto hodnoty m·ºeme nam¥°it, neboli

Ĵ

(
aLG+1

0 + b LG−10

cLG+1
0 + dLG−10

)
= λ

(
aLG+1

0 + b LG−10

cLG+1
0 + dLG−10

)
.

Výpo£et provedeme na koe�cientech a, b, c, d podle toho, jak se transformují p·sobením
operátor· ˆ̃Lz a

ˆ̃S. Ze vztah· (3.7) vidíme, ºe

ˆ̃Lz


a
b
c
d

 = ~


a
−b
c
−d

 , ˆ̃S


a
b
c
d

 = ~


−ic
−id
ia
ib

 .

V tomto zápise tedy °e²íme

~


1 0 −i 0
0 −1 0 −i
i 0 1 0
0 i 0 −1



a
b
c
d

 = λ


a
b
c
d

 .

Snadno najdeme vlastní £ísla λ1 = 2~, λ2,3 = 0, λ4 = −2~ a k nim odpovídající vlastní vektory

v1 =
1√
2


1
0
i
0

 , v2 =
1√
2


0
1
0
i

 , v3 =
1√
2


1
0
−i
0

 , v4 =
1√
2


0
1
0
−i

 .

Vlastní hodnoty λ1 a v1 vyjad°ují, ºe celkový moment hybnosti 2~ nam¥°íme na svazku v módu
LG+1

0 s levoto£ivou kruhovou polarizací eL. Naopak v4 popisuje stav v módu LG−10 s pravoto£i-
vou polarizací eR, kde projekce spinu a orbitálního momentu hybnosti mají záporná znaménka
a sloºí se na λ4 = −2~. Vlastní £íslo 0 je degenerovaná hodnota, ke které náleºí vlastní vek-
tory z podprostoru span(v2,v3) popisující stavy s neur£eným spinovým a orbitálním momentem
hybnosti nebo s momenty opa£ných znamének. Nap°íklad samotný vektor v2 je stav s módem
LG−10 , tedy orbitálním momentem hybnosti −~, ale s kruhovou levoto£ivou polarizací a spinem
~, celkový moment tedy vychází 0. Na druhou stranu stav popsaný vektorem v2+v3√

2
nemá ur£ený

spin ani orbitální moment hybnosti.

Tento svazek má ov²em jinou zajímavou vlastnost. Rozepí²eme-li si jeho Jones·v vektor

1

2

(
1 exp(iϕ) + 1 exp(−iϕ)
−i exp(iϕ) + i exp(−iϕ)

)
=

(
exp(iϕ)+exp(−iϕ)

2
exp(iϕ)−exp(−iϕ)

2i

)
=

(
cosϕ
sinϕ

)
zjistíme, ºe je pouze jednoduchou kombinací sin· a cosin· od úhlu ϕ. Proto p°ejdeme u popisu
Jonesových vektor· od kartézských sou°adnic do polárních, pomocí p°echodových vztah·

er = cosϕ ex + sinϕ ey,

eϕ = − sinϕ ex + cosϕ ey,
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tedy od jednotkových vektor· ve sm¥rech os x a y k vektor·m mí°ících ve sm¥ru radiálním
respektive azimutálním (tangenciálním). Touto transformací p°ejde ná² svazek do podoby

Ar =
2√
π

r

w(z)2
exp

[(
−1

w(z)2
+

ik

2R(z)

)
r2 + 2iψ

]
er,

ve které snadno vidíme sm¥r lineární polarizace. Ta je v kaºdém míst¥ rovnob¥ºná s polohovým
vektorem, jak je to znázorn¥no na 3.1(a), a nazývá se radiální polarizace.

Podobným zp·sobem by se z vektoru −iv2+iv3√
2

získal i svazek s azimutální polarizací, u kterého
je vektor elektrické intenzity kolmý na polohový vektor daného bodu, podobn¥ jako na Obr.3.1(b)
[16, s. 58].

Obrázek 3.1: Znázorn¥ní (a) radiální, (b) azimutální polarizace. P°evzato a upraveno z [17].
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Kapitola 4

Optické prvky pro experimentální práci
s OAM

4.1 Detekce a p°ímá generace

Pro experimentální ov¥°ení vý²e uvedené teorie orbitálního momentu hybnosti musíme nejd°ív
mít sv¥tlo s touto vlastností k dispozici. Následn¥ je vhodné se p°esv¥d£it o tom, ºe ná² svazek je
skute£n¥ v LG módu a má ²roubovitou vlnoplochu. Nejprve p°edstavíme metodu detekce pomocí
interference. Dal²í zp·sob, konkrétn¥ p°enos momentu hybnosti na látku, uvedeme pozd¥ji.

Detekce interferencí je skládání dvou a více elektromagnetických vln a následný vznik inter-
feren£ních obrazc· maxim a minim intenzity. Pro ukázku budeme uvaºovat interferenci svazku
LG+1

0 s rovinnou vlnou, která je v paraxiální aproximaci pouze konstantou E0 ∈ R. Potom
intenzita sloºeného pole vyjde

I =
∣∣LG+1

0 + E0

∣∣2
=
∣∣LG+1

0

∣∣2 + |E0|2 + 2 Re(LG+1
0 E0)

= I1 + I2 +
4E0rw0

πw(z)2
exp

(
− r2

w(z)2

)
cos

(
k

2R(z)
r2 + ϕ+ 2ψ(z)

)
Konstruktivní interference nastane, kdyº v posledním £lenu bude platit cos

(
k
2Rr

2 + ϕ+ 2ψ
)

= 1.
Tím získáme rovnici

r = ±
√

2R

k
(2πn− ϕ− 2ψ), (4.1)

která udává výskyt interferen£ních maxim podobn¥ jako na Obr.4.1 [18].
Stejným zp·sobem se dají vypo£ítat interferen£ní obrazce pro r·zné kombinace svazk·. Na-

p°íklad pokud bychom interferovali 2 paprsky s rozdílnými l, dostali bychom obrazce s po£tem
propletených spirál odpovídajícím rozdílu hodnot l [19].

Zp·sob· generace svazk· se ²roubovitou vlnoplochou je mnoho. Jednou z moºností je p°ipravit
svazek v LG módu p°ímo uvnit° dutiny laseru. U n¥kterých laser· vysílajících svazky s kruho-
vým rozd¥lením intenzity byla objevena fázová singularita, která je d·sledkem práv¥ ²roubové
vlnoplochy [20]. Nicmén¥ v praxi se tento zp·sob moc £asto nepouºívá. D·vodem je, ºe v¥t²ina
laser· pracuje v HG módech a pro generaci cylindrických svazk· se musejí speciáln¥ upravit.
Navíc je velmi obtíºné dosáhnout £istých LG mód·, nap°íklad s p = 0 a l = 1. V¥t²inou je totiº
výsledný svazek kombinací mnoha mód· s vy²²ími indexy [19].
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Obrázek 4.1: Interferen£ní obrazec svazku LG1
0 a rovinné vlny. Vykresleno z rovnice (4.1) pro

n = 0, ψ = 0 a k = 2R.

4.2 P°evod mezi HG a LG módy

Jak jiº bylo zmín¥no d°íve, u laser· jsou b¥ºn¥j²í HG módy, které tvo°í podobn¥ jako LG módy
bázi. Proto se dá o£ekávat, ºe kombinací jistých HG svazk· dostaneme LG svazek. Samotná kom-
binace mód· ov²em nesta£í. Jednotlivé svazky se musejí také shodovat ve fázi, £ehoº se dosáhne
posunem Gouyho fáze válcovými £o£kami. P°íklad je uveden na Obr.4.2, kde jsou znázorn¥ny
dv¥ stejné kombinace HG mód· s r·zným výsledkem, který je ovlivn¥ rozdílnými fázemi [21].

Obrázek 4.2: Módy HG02, HG11 a HG20 s r·znými fázemi vytvo°í bu¤ znovu HG mód oto£ený
o 45◦ nebo LG2

0.

Na stejném principu funguje i druhý zp·sob detekce orbitálního momentu hybnosti, totiº in-
terakce s hmotou. Pouºije se podobné optické za°ízení s válcovými £o£kami, jen s jinak nastavenou
vzdáleností mezi nimi. Tento aparát je pak schopen m¥nit orientaci ²roubové vlnoplochy, tedy
LGlp na LG

−l
p . Samotný experiment se provede stejn¥ jako ov¥°ení spinového momentu hybnosti

u svazku pohybujícím λ/2-desti£kou, jak je znázorn¥no na Obr.4.3(a). Svazek s p°edem ur£eným
orbitálním momentem hybnosti se zespoda po²le do soustavy válcových £o£ek, které jsou upev-
n¥ny na torzních vahách. P°i pr·chodu soustavou se svazku obrátí orientace ²roubové vlnoplochy.
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�o£ky tedy kaºdému fotonu zm¥ní moment hybnosti o 2l~, coº je uvede do m¥°itelného pohybu.
Schéma experimentu je na Obr.4.3(b) [22].

Obrázek 4.3: Schéma experiment· m¥°ení moment· hybnosti sv¥tla. (a) λ/2-desti£ka na torzních
vahách p°evádí pravoto£ivé kruhov¥ polarizované sv¥tlo na levoto£ivé a tím se desti£ka uvede do
pohybu. (b) Soustava válcových £o£ek ur£ená k transformaci svazku s pravoto£ivou ²roubovitou
vlnoplochou na svazek s levoto£ivou vlnoplochou, coº dodá soustav¥ to£ivý moment. P°evzato z
[22].

4.3 Spirální fázové desti£ky

Pokud k experimentu nepot°ebujeme svazek v £istém LG módu, ale zajímá nás pouze ²roubo-
vitá vlnoplocha, m·ºeme ke generaci pouºít nap°íklad spirální vlnovou desti£ku. Ta je vyrobená
tak, aby její jedna strana odpovídala co nejp°esn¥ji jednomu závitu ²roubovice poºadovaného
svazku, viz Obr.4.4. Gaussovský svazek p°i pr·chodu tímto optickým elementem získá fázové
zpoºd¥ní závislé na azimutálním úhlu ϕ

φ =
∆nh

λ
ϕ,

kde ∆n je rozdíl index· lomu materiálu desti£ky a okolního prost°edí, h je vý²ka schodu závitu
na desti£ce a λ je vlnová délka pouºitého svazku. Vý²ka h se volí tak, aby byl fázový posun,
podobn¥ jako v LG módu, celo£íselný (k ∈ Z), tedy [24]

h =
kλ

∆n
. (4.2)

Z rovnosti (4.2) jsou hned vid¥t technologické potíºe p°i výrob¥ fázových desti£ek. Pro lasery
pracující se sv¥tlem ve viditelném spektru (stovky nanometr·) se musí vý²ka schodu pohybovat
v podobném m¥°ítku. Schod reáln¥ vyrobené spirální fázové desti£ky m·ºe mít rozm¥r nap°íklad
5µm [25].
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Alternativn¥ (nebo zárove¬) lze v (4.2) co nejvíce sníºit rozdíl index· lomu ∆n. Toho se docílí
pono°ením desti£ky do speciální kapaliny s indexem lomu blízkým materiálu desti£ky. Index lomu
kapaliny také závisí na teplot¥, kterou lze podle pot°eb nastavit [23].

Zajímá-li nás �£istota� svazku vycházejícího z desti£ky, m·ºeme se pokusit vypo£ítat, jaké
zastoupení v n¥m jednotlivé módy mají. Vyuºijeme k tomu vzorec rozkladu módu LGlp po-
zm¥n¥ného o exp(−ikφ) do báze. Procentuální zastoupení jednotlivých mód· je pak vyjád°eno
pomocí

Ist,pl =
∣∣∣〈LGts∣∣ exp(−ikφ)

∣∣∣LGlp〉∣∣∣2.
Pro zajímavost uvedeme, ºe zastoupení módu LG1

0 (s = 0, t = 1) ve svazku vzniklého z Gaus-
sovského svazku (p = 0, l = 0) pomocí desti£ky s k = 1 je p°ibliºn¥ 78 %. Dal²í hodnoty jsou
uvedeny v [23].

Obrázek 4.4: Nákres spirální fázové desti£ky s vý²kou schodu h. P°evzato z [23].

4.4 Difrak£ní hologramy

Dal²í zp·sob generace svazku se ²roubovitou vlnoplochou je zaloºen na principu optické fázové
konjugace. Pokud máme koherentní monochromatickou vlnu E = E0 exp(iφ), pak vlna k ní konju-
govaná má fázi s opa£ným znaménkem E∗ = E0 exp(−iφ). Samotný princip vyuºívá interference
jednoho testovacího svazku (E3(R)) a jednoho referen£ního svazku (E1), jejichº interferen£ní
obrazec vygeneruje tzv. hologram, Obr.4.5(a). K rekonstrukci konjugovaného testovacího svazku
(E4(R) ∝ E∗3(R)) pak sta£í do hologramu vyslat konjugovaný referen£ní svazek (E2 ∝ E∗1),
znázorn¥no na Obr.4.5(b) [26, s. 5].

V reálných experimentech se vyuºívá takový referen£ní svazek, jehoº konjugaci dokáºeme lehce
vytvo°it, nap°íklad sférické nebo rovinné vlny. I samotný hologram se v¥t²inou nevyrábí p°ímo
interferencí, ale obrazce se v¥t²inou numericky spo£ítají. V dne²ní dob¥ je jiº také moºné pouºívat
po£íta£em ovladatelné hologramy tzv. SLM (Spatial Light Modulator) [27].

V na²em p°ípad¥ chceme získat svazek v LG módu (LG1
0), který vytvo°íme pomocí rovinné

vlny u = E0 exp(ikzz + ikxx) pu²t¥né pod malým úhlem (α = arcsin
(
kx
k

)
). Interferen£ní obrazce

spo£ítáme v nejuº²ím míst¥, kde z → 0 (R → ∞,w(z) → w0,ψ(z) → 0), podobným zp·sobem
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Obrázek 4.5: Schéma optické fázové konjugace. (a) Záznam testovací vlny E3(R) pomocí refe-
ren£ní vlny E1. (b) Zp¥tná rekonstrukce testovací (konjugované) vlny E4(R) pomocí konjugované
referen£ní vlny E2. P°evzato z [26].

jako vý²e, tedy

I =
∣∣LG1

0 + E0 exp(ikxx)
∣∣2

= I1 + I2 +
4E0r

πw0
exp

(
− r

2

w2
0

)
cos(kxx+ ϕ).

Odtud dostaneme rovnici obrazce
r =

2πn+ ϕ

kx cosϕ
, (4.3)

ze kterého lze vytvo°it hologram podobný difrak£ní m°íºce s jedním dodate£ným prouºkem v
horní polovin¥, jak je ukázáno na Obr.4.6 [28].

Pro svazek s opa£nou orientací vlnoplochy bychom pouºili stejný hologram jen vertikáln¥
p°evrácený. Hologramy pro generaci svazk· s vy²²ím l mají více dodate£ných prouºk· [29].

Obrázek 4.6: Hologram pro generaci LG1
0 z rovinné vlny. Vykresleno z rovnice (4.3) pro n = 0,

kx = 1.
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4.5 q-desti£ky

Poslední optický prvek, který v tomto p°ehledu uvedeme, je tzv. q-desti£ka . Poprvé byla
p°edstavena v £lánku [30], jehoº obsah zde shrneme. Desti£ka je schopná p°evád¥t kruhov¥ po-
larizovanou vlnu na vlnu s opa£nou polarizací a ²roubovou vlnoplochou. P°esn¥ji, kaºdý foton
po pr·chodu q-desti£kou zm¥ní své znaménko spinového momentu hybnosti a p°i£te si ur£itou
hodnotu (2q~) k orbitálnímu momentu hybnosti.

q-desti£ka je vyrobena z dvojlomného materiálu, jehoº optická osa v rovin¥ desti£ky (x, y)
závisí na poloze podle p°edpisu

α(r, ϕ) = qϕ+ α0,

kde α(r, ϕ) udává úhel mezi optickou osou a osou x, q a α0 jsou konstanty (podle q se desti£ka i
jmenuje). P°íklady q-desti£ek pro r·zné konstanty jsou znázorn¥ny na Obr.4.7. P·sobení desti£ky
na svazek lze matematicky vyjád°it v Jonesov¥ formalismu prost°ednictvím Jonesovy matice ve
tvaru

M(α) = R(−α)

(
1 0
0 −1

)
R(α) =

(
cos(2α) sin(2α)
sin(2α) − cos(2α)

)
,

kde R(α) je standardní matice rotace v R2. P°íchozí kruhov¥ polarizovaná rovinná vlna, nap°íklad
levoto£ivá, lze zapsat pomocí (3.5) jako

E1 = E0eL = E0

(
1
i

)
. (4.4)

Po pr·chodu q-desti£kou se vlna (4.4) zm¥ní na

E2 = M(α(r, ϕ))E1 = E0 exp(i2α(r, ϕ))

(
1
−i

)
= E0 exp(i2qϕ+ i2α0)

(
1
−i

)
,

coº je pravoto£iv¥ polarizovaná vlna s azimutálním £lenem exp(i2qϕ) zodpov¥dným za ²roubo-
vitou vlnoplochu. Jednotlivé fotony tedy zm¥nily sv·j spin z +~ na −~ a navíc získaly orbitální
moment hybnosti 2q~. Pro q = 1 prob¥hne vým¥na moment· hybnosti pouze mezi jeho dv¥ma
typy, v ostatních p°ípadech (q 6= 1) se £ást momentu hybnosti p°edá i mezi vlnou a desti£kou.

Obrázek 4.7: P°íklady q-desti£ek. Optická osa je v kaºdém bod¥ te£nou k £erným (tenkým)
£arám. (a) q = 1/2, α0 = 0, (b) q = 1, α0 = 0, (c) q = 1, α0 = π/2. P°evzato a upraveno z [30].

29



Kapitola 5

Aplikace OAM

5.1 Optické pasti

V minulé kapitole jsme nastínili n¥které z moºností ov¥°ení výskytu orbitálního momentu
hybnosti ve svazcích. Dal²ím samoz°ejmým d·kazem existence ²roubovité vlnoplochy je p°ímé
pozorování p°edání momentu hybnosti £ásticím. Neº p°istoupíme k samotným experiment·m, je
uºite£né vysv¥tlit zp·sob zachycení a stabilizace pozorovatelných £ástic pomocí tzv. optických
pastí.

Revolu£ní vyuºití tlaku zá°ení bylo poprvé p°edstaveno v [31] p°i zkoumání zrychlení mik-
ro£ástic pod vlivem laserového sv¥tla. Pr·hledná sféra (z latexu) o pr·m¥ru úm¥rném vlnové
délce pouºitého sv¥tla byla zachycena Gaussovským svazkem ve vodou napln¥né experimentální
komo°e. Jak se o£ekávalo, vlivem tlaku zá°ení byla sféra posouvána ve sm¥ru ²í°ení svazku. Byl
pozorován ale dal²í p°ekvapivý efekt, kdy se sféry pohybovaly do místa s nejv¥t²í intenzitou ve
st°edu svazku.

Vysv¥tlení tohoto jevu je zaloºeno na zm¥n¥ hybnosti sv¥tla zp·sobené lomem na rozhraní.
Pro ilustraci uvaºujme sféru umíst¥nou mimo osu z a dva paprsky a, b jako na Obr.5.1. P°i
pr·chodu mezi rozhraními se paprsky z £ásti odrazí a z £ásti zlomí. P°i kaºdé zm¥n¥ sm¥ru
p·sobí paprsek na sféru v d·sledku zákonu zachování hybnosti reaktivní silou. Pro paprsek a
jsou tyto síly ozna£eny jako F iD síla zp·sobená lomem p°i vstupu, F iR síla zp·sobená odraºením
p°i vstupu a podobn¥ F oD, F

o
R síly zp·sobené lomem a odraºením p°i výstupu ze sféry. Sloºení

t¥chto sil mí°í ve sm¥ru +z a ve sm¥ru −r (k ose z). Podobné síly p·sobí i od paprsku b, ale ve
sm¥ru +z a +r (od osy z). Rozdíl je v tom, ºe intenzita paprsku b a tedy i velikost sil jsou ve
srovnání s paprskem a men²í. Proto výslednice v²ech sil posouvá sféru dop°edu (+z) a do místa
s nejv¥t²í intenzitou (−r).

Výsledný pohyb objektu závisí také na rozdílu index· lomu materiálu (nH) a okolního pro-
st°edí (nL). Pokud by platilo nH < nL (nap°íklad vzduchová bubliny v glycerolu), pak by vý-
sledná síla naopak vytla£ovala objekt ze st°edu svazku.

Vý²e zmín¥ná optická past efektivn¥ zachycuje £ástice ve dvou sm¥rech, ale po°ád je posouvá
ve sm¥ru sv¥tla. Tomu lze zabránit bu¤ mechanicky (£ásticím se do cesty postaví p°ekáºka) nebo
nap°íklad vyuºitím druhého Gaussova svazku pu²t¥ného naproti prvnímu. Oba svazky zachytí
£ástici na spole£né ose a síly p·sobící ve sm¥ru ²í°ení sv¥tla se navzájem vyru²í.

Je v²ak moºné znehybnit £ástici ve v²ech sm¥rech za pomocí jediného Gaussova svazku [32].
Metoda optické pinzety vyuºívá siln¥ zaost°ený svazek ke 3D stabilizaci £ástice t¥sn¥ p°ed nebo
za ohniskem. Princip je podobný jako u optické pasti, kde se pr·hledná sféra chová jako spojná
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Obrázek 5.1: Princip optické pasti. Pr·hledná sféra s indexem lomu nH je umíst¥na v prost°edí
s indexem lomu nL mimo optickou osu A Gaussovského svazku. Výsledná síla se ilustruje na
dvou paprscích a, b symetricky protínajících sféru okolo její osy B. Paprsek a se p°i pr·chodu
do sféry zlomí a z £ásti odrazí, a tím na sféru p·sobí silami F iD (lom) a F iR (odraz), podobn¥
p°i opou²t¥ní sféry (F oD, F

o
R). Paprsek b p·sobí na sféru podobn¥, jen sm¥rem od osy z. Sféra je

výslednicí tla£ena dop°edu (+z) a z d·vodu niº²í intenzity paprsku b do místa s vy²²í intenzitou
(−r). P°evzato a upraveno z [31].

£o£ka. Na Obr.5.2 jsou znázorn¥ny dva paprsky a, b a síly zp·sobené jejich lomem Fa, Fb, odraz
paprsk· je zanedbán. Výslednice F mí°í k ohnisku f a po sloºení s tlakem zá°ení (v opa£ném
sm¥ru neº F ) zadrºuje £ástici na míst¥.

Nevýhodou této optické pinzety s Gaussovským svazkem je moºnost zachytit pouze transpa-
rentní objekty. Pro manipulaci s nepr·hlednými a absorbujícími objekty je pot°eba zm¥nit zá-
chytný svazek na n¥jaký s intenzitou soust°ed¥nou v mezikruºí (viz první nákres v Obr.2.3) [33].
Lze nap°íklad pouºít jakýkoli LGl0 mód, který má fázovou singularitu ve svém st°edu. S touto
modi�kací je optická pinzeta schopná uv¥znit libovolnou £ástici rozm¥rov¥ srovnatelnou s ²í°-
kou svazku. V¥t²í £ástice se do tmavého st°edu �nevejdou� [33], £ástice mnohem men²í neº ²í°ka
svazku jsou naopak taºeny mimo tmavý st°ed do sv¥tlého mezikruºí s vy²²í intenzitou ze stejného
d·vodu, jako v p°ípad¥ optické pasti [34]. Navíc se na základ¥ numerických výpo£t· ukázalo, ºe
LG módy mají mnohem v¥t²í zachytávající sílu neº oby£ejný Gauss·v svazek [35].

Jak jiº víme, kaºdý LG mód má orbitální moment hybnosti. Optické pinzety s LG svazky jsou
proto schopné p°edávat £ást momentu zachycené £ástici a rotovat s ní [36]. Na stejném principu
je zaloºen experiment k ov¥°ení hodnoty orbitálního momentu hybnosti l~ na foton [34]. Podle
vý²e uvedené teorie má kruhov¥ polarizovaný svazek spinový moment hybnosti ±~ a LGl0 mód
má orbitální moment hybnosti l~. Jako stabiliza£ní svazek byl pouºit kruhov¥ polarizovaný LG1

0

mód k zachycení £ástice z dvojlomného materiálu (te�on). V experimentální soustav¥ bylo moºné
p°idat nebo odebrat λ/2-desti£ku, která ur£ovala orientaci kruhové polarizace. Podle o£ekávání se
£ástice v prvním p°ípad¥ v·bec nepohybovala a po p°idání λ/2-desti£ky za£ala rotovat. Výsledek
odpovídá p°edpov¥zené teorii s£ítání moment· hybnosti a velikosti orbitálního momentu, kdy
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Obrázek 5.2: Princip optické pinzety. Pr·hledná sféra je chycena pod ohniskem svazku f . Dva
ilustrativní paprsky a, b p·sobí na sféru silami Fa, Fb z d·vodu lomu na rozhraní. Výslednice F
mí°í k ohnisku f . P°evzato a upraveno z [38].

v prvním p°ípad¥ spin −~ se sloºí s orbitálním momentem na 0 a v druhém p°ípad¥ spin ~ a
orbitální moment ~ dají výsledný moment 2~, který rotuje s £ásticí.

Rozdílná povaha obou moment· se naopak projeví na £ásticích chycených mimo osu svazku.
Spin je zp·soben kruhovou polarizací, která rotuje s £ásticemi kolem jejich vlastní osy nezávisle
na poloze uvnit° svazku. Orbitální moment hybnosti má na druhou stranu p·vod v ²roubovi-
tém zak°ivení vlnoplochy. �ástice vychýlená mimo st°ed svazku s OAM bude vystavena síle v
azimutálním sm¥ru, coº ji uvede do pohybu po kruºnici [37].

Optické pinzety na²ly °adu uplatn¥ní v nejr·zn¥j²ích v¥deckých oborech [38]. V biologii je díky
siln¥j²í stabilizaci i se slab²í intenzitou LG laser· moºné manipulovat nap°íklad se ºivými bakte-
riemi bez jejich po²kození. Velká p°esnost pinzety umoºnila zkoumání i mnohem men²ích objekt·
jako jsou £ervené krvinky, organely uvnit° bun¥k nebo dokonce viry. Dal²í pokusy m¥°ily elastic-
kou pruºnost nataºené ²roubovice DNA v izolovaných chromozomech, sílu jednotlivých svalových
vláken nebo velikost �krok·� mikromotor· kinesinu uvnit° bu¬ky. V chemii na²la optická pin-
zeta vyuºití nap°íklad v spektroskopii nebo p°i p°esném dodání reak£ních látek do polymerizace.
Díky dokonalé stabilizaci optické pinzety je také moºné �chladit� atomy na velice nízké teploty
(jednotky µK), coº otev°elo dve°e novým fyzikálním pokus·m. Jejich výsledkem je nap°íklad
zp°esn¥ní atomárních hodin nebo dosaºení Bose-Einsteinova kondenzátu.

P°ímé vyuºití na²ly pinzety s orbitálním momentem hybnosti p°i konstrukci mikrostroj· [39].
Pomocí dvou chycených rotujících £ástic byla nap°íklad sestrojena mikroskopická pumpa schopná
vytvo°it proud¥ní kapaliny v úzkém kanálku. Díky závislosti rychlosti otá£ení £ástic na viskozit¥
okolní kapaliny lze tuto vlastnost i m¥°it.
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5.2 Komunikace

D·leºitou vlastností LG mód· je jejich vzájemná ortogonalita. Spolu neinteragujících svazk·
lze vyuºít v komunika£ních technologiích k mnohonásobnému zvý²ení p°enosové kapacity. Jiº
dlouho se vyuºívalo r·zných modula£ních technik k navý²ení objemu p°enesených dat, nap°íklad
dvou kolmých polariza£ních stav· k zakódování dvojnásobného mnoºství informace do jednoho
svazku. Objev orbitálního momentu hybnosti sv¥tla p°inesl dal²í stupe¬ volnosti k uspokojení
stále rostoucích poºadavk· informa£ního pr·myslu na kapacitu datového spojení.

Jeden z prvních experiment· s OAM v komunikaci ve volném prostoru vyuºíval speciální
hologram k rozli²ení devíti r·zných LGl0 mód· (l = −16,−12,−8,−4, 0, 4, 8, 12, 16) [40]. Vysíla£
zkombinoval jeden z LG mód· (p°edstavující jeden symbol z osmi) s �navád¥cím� Gaussovským
svazkem, který zachytil p°ijíma£ a speciální hologram jej rozd¥lil do devíti samostatných svazk·.
P°enos prob¥hl úsp¥²n¥, kdyº v¥t²ina intenzity byla soust°ed¥na pouze na dva svazky, navád¥cí
Gauss·v s l = 0 a ten s l odpovídající vyslanému symbolu.

Navazující pokusy uº vyuºívaly p°ímého multiplexování svazk· (kombinace více signál· do
jednoho) s r·zným momentem hybnosti [41]. Jako nosi£e informace byly pouºity £ty°i LGl0 módy
(l = −8, 4, 8, 16) o stejné vlnové délce s dv¥ma polariza£ními stavy, navíc amplitudov¥ a fázov¥
modulované. Vysíla£ spojil v²echny svazky do jednoho a poslal je k p°ijíma£i s celkovou p°eno-
sovou kapacitou p°es 1300 GBit s−1. Zde byl jeden svazek demultiplexován za ú£elem zkoumání
£itelnosti a £istoty nesené informace.

Oba zmín¥né p°enosy prob¥hly v laborato°i za kontrolovatelných podmínek prost°edí ²í°ení.
Ukázalo se totiº, ºe £itelnost informace je velice náchylná na pohyb vzduchu. Jelikoº LG módy
se od sebe odli²ují prostorovým tvarem vlnoploch, i malé turbulence dokáºí znehodnotit nosné
svazky tak, ºe p°i demultiplexování se jednotlivé módy bu¤ p°ekrývají nebo nejsou £itelné v·bec.
P°esto se pomocí adaptivní optiky nebo zpracování informace t°ídícími algoritmy poda°ilo vysílat
v otev°eném prostranství i na vzdálenost desítek kilometr· [42]. Nedávný pokrok v technologii
optických vláken naopak p°edstavil speciální vlákna se zato£enými mikrokanálky, které zachová-
vají ²roubovitou vlnoplochu vyslaných svazk·. Kabely z t¥chto vláken tedy p°iná²í alternativní
moºnost pro dálkovou manipulaci s OAM [43].

5.3 Dal²í aplikace

OAM na²el uplatn¥ní také v oblasti výzkumu kvantové provázanosti. Detailn¥j²í popis proble-
matiky p°esahuje rozsah této práce, p°esto se pokusíme shrnout základní my²lenku. Z jedné vlny
je na speciálním krystalu moºné vytvo°it dv¥ nízko-energetické vlny o niº²ích frekvencích spl¬u-
jící zákon zachování energie a p°i správné kon�guraci (stimulated parametric downconversion) je
dosaºitelné i zachování hybnosti a momentu hybnosti. Pokud má výchozí foton v Gaussov¥ módu
OAM l = 0, pak dva nové fotony musejí mít momenty l1 = −l2 [9]. Naproti b¥ºn¥ pouºívané
provázanosti foton· polarizací má provázanost v OAM velikou výhodu, hodnota orbitálního mo-
mentu l totiº není omezená. Vzniklé fotony jsou tak provázané ve více-dimenzionálních stavech,
zatímco doposud pouºívaná polarizace p°edstavuje pouze dvou-dimenzionální systém [44].

K d·kazu provázanosti obou foton· je nutné ov¥°it, zda se nachází v koherentní superpozici.
Jako �ltry pro ur£ení hodnoty l byly nejprve pouºity hologramy a jednovidová optická vlákna.
Pozd¥ji se za£aly pouºívat dynamické, po£íta£em °ízené, hologramy (SLM), coº umoºnilo zkou-
mání provázanosti i jiných mód· nesoucích OAM, nap°íklad Besselových svazk· [45].
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Spirální fázové desti£ky mají naopak vyuºití v astronomii. Kaºdý svazek s fázovou závislostí
exp(ilϕ) má ve svém st°edu singularitu. Této oblasti s malou intenzitou je moºné vyuºít k
zesílení slab²ího signálu schovaného v zá°i siln¥j²ího zdroje. Experimentální aparatura se skládá
ze spirální desti£ky, spojné £o£ky a desky s malým otvorem za sebe poskládané v ose silného
zdroje (nap°. hv¥zdy). P°íchozí sv¥tlo od hlavního zdroje projde spirální fázovou desti£kou a
rozprost°e se do mezikruºí s nulovou intenzitou uprost°ed. Zastín¥ní mezikruºí deskou s otvorem
umoºní detekci slab²ího zdroje lokalizovaného mimo optickou osu. Nastavení soustavy (jako t°eba
hodnota l fázové desti£ky nebo ²í°ka otvoru) závisí na mnoha faktorech, p°edev²ím na koherenci
obou zdroj·, rozdílu jejich intenzit nebo pod jakým úhlem oba zdroje pozorujeme [46].

Z teorie uvedené v d°ív¥j²ích kapitolách je jasné, ºe orbitální moment hybnosti pochází z pro-
storového rozloºení vlnoplochy nezávisle na p·vodu vln¥ní, a proto se podobný jev dá o£ekávat i
u elementárních £ástic. Vý£et moºných aplikací OAM tedy zakon£íme nikoli u elektromagnetic-
kého vln¥ní, jemuº jsme se v¥novali v celé práci, ale p°edstavíme elektronové svazky s fázovými
singularitami.

V elektronovém mikroskopu je b¥ºn¥ moºné p°ipravit svazek elektron· jako rovinnou vlnu,
které lze do cesty postavit n¥jaký optický element. První pokusy s orbitálním momentem hyb-
nosti elektron· vyuºívaly spirální fázové desti£ky z gra�tového �lmu, jenºe ty se ukázaly být
p°íli² náro£né na výrobu. Pro vlnovou délku elektron· v °ádu pikometr· musela mít desti£ka
velikost schodu nejvý²e 100 nm [47]. V navazujících experimentech se uº elektronové singulární
svazky generovaly pomocí difrak£ních m°íºek vy°ezaných z platinové fólie iontovým svazkem
[48]. Implementace OAM do elektronových mikroskop· by m¥la zvý²it jejich skenovací p°esnost
a magnetickou sensitivitu. Dal²í uplatn¥ní by m¥ly elektrony s orbitálním momentem hybnosti
najít v £ásticové fyzice.

34



Záv¥r

V práci jsme se v¥novali problematice orbitálního momentu hybnosti sv¥tla a jeho matematic-
kému popisu. Ze skalární Hemlholtzovy rovnice jsme p°e²li do paraxiální aproximace Maxwello-
vých rovnic a odvodili obecné °e²ení paraxiální rovnice.

Následn¥ byla p°edstavena formální analogie paraxiální rovnice a kvantové mechaniky jako
uºite£ný nástroj pro budoucí výpo£ty. Za pomoci vlastních funkcí dvourozm¥rného kvantového
harmonického oscilátoru jsme poctiv¥ vypo£etli Laguerre-Gaussovy módy p°edstavující ortonor-
mální bázi °e²ení paraxiální rovnice.

Na prostorovém rozloºení ²roubovité vlnoplochy LG mód· jsme ukázali p·vod orbitálního
momentu hybnosti a jeho rozdíly se spinovým momentem hybnosti. Z pohledu r·zných polari-
za£ních stav· jsme v Jonesov¥ formalizmu demonstrovali skládání obou moment·.

Pro detekci svazk· se ²roubovitou vlnoplochou jsme p°edstavili metodu interference a vypo-
£etli p°íklad vzniklého obrazce. Dále jsme prezentovali výb¥r optických prvk· pro experimentální
práci s OAM, do kterého pat°í spirální fázové desti£ky, difrak£ní hologramy nebo q-desti£ky p°e-
vád¥jící mezi spinovým a orbitálním momentem.

OAM má °adu vyuºití, my jsme se zam¥°ili hlavn¥ na stabilizaci mikroskopických objekt·
pomocí tzv. optických pinzet. Její fungování jsme vysv¥tlili na základ¥ klasické optiky a mecha-
niky a uvedli jsme její vyuºití v biologii a dal²ích oborech. Na záv¥r jsme stru£n¥ shrnuli aplikace
OAM v komunika£ních technologiích, ve výzkumu kvantové provázanosti a v astronomii.

Navazující práce by se mohly zabývat detailn¥j²ím vektorovým popisem orbitálního momentu
s vyuºitím Poyntingova vektoru nebo z pohledu kvantové teorie pole. Dal²í moºností je korektní
odvození principu fungování optické pinzety na základ¥ interakce OAM s atomy dipólovou si-
lou a p°ípadné zdokonalení optického chlazení. Také se nabízí rozvoj tématu navý²ení kapacity
p°enosových komunika£ních kanál· s moºností komer£ního vyuºití. V neposlední °ad¥ by se dalo
navázat na problematiku kvantov¥ provázaných £ástic s OAM.
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