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Abstrakt: Paraxialni optika je uZzite¢na aproximace Maxwellovych rovnic pro praci s lasery. Ze
skaldrni Helmholtzovy rovnice pfejdeme k rovnici paraxidlni, vypocteme jeji obecné feSeni a
predstavime Gaussovy svazky jako specidln{ t¥{du feSeni. Dale ukdzeme analogii paraxialni rovnice
a kvantové mechaniky, pomoci které odvodime Laguerre-Gaussovy moédy. Ty tvofi ortonormalni
bazi a navic nesou jasné definovany orbitalni moment hybnosti (OAM). OAM méa na rozdil
od spinového momentu hybnosti, ktery vznika kruhovou polarizaci, ptvod ve tvaru vlnoplochy
svazku. Skladani obou momenti popiSeme vektorové pomoci Jonesova formalismu. PopiSeme
fadu optickych prvki pro praci s OAM a na zévér predstavime nékteré jeho mo#né aplikace.
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Abstract: Paraxial optics is a useful approximation of Maxwell’s equations for laser applications.
We derive the paraxial equation from the scalar Helmholtz equation, calculate a general solution
and introduce Gaussian beams as a special class of solutions. Then we put forward an anal-
ogy between the paraxial equation and the Schrodinger equation to aid us in a derivation of
Laguerre—Gaussian modes. LG modes form a complete basis set and, additionally, they possess
well-defined orbital angular momentum (OAM). OAM in optical beams originates from their
helical phase front in contrast to spin angular momentum caused by circular polarization. Com-
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Uvod

Orbitalni moment hybnosti (OAM) je novd neddvno objevena vlastnost nejen svétla, ale
obecné kazdého vinéni, jelikoz méa pivod ve tvaru vilnoplochy. Ve srovnani naptiklad se zvukovymi
nebo dokonce gravita¢nimi vinami je ale pravé elektromagnetické zafeni prozkouméno nejlépe a
ma nejsirsi aplika¢ni vyuziti.

Pojem momentu hybnosti svétla byl znam skoro od samého pocatku 20. stoleti, celou dobu byl
ale spojovan s kruhovou polarizaci, tedy spinem. A% v roce 1992 byl svétu predstaven prilomovy
¢lanek [22], ktery odhalil dalsi druh momentu hybnosti pochéazejici z prostorového rozlozeni
vlnoplochy. Sroubovité svazky byly sice predmétem nékterych studii i diive, hlavné kvili fazové
singularité, ale OAM v nich ztstaval bez povSsimnuti. V poslednich desetiletich se v8ak orbitalni
moment hybnosti stal stfedem zajmu fady védci z nejriznéj$ich oborid, od optiky podinaje a u
kvantové fyziky konce.

Dtvodem popularity tématu mutze byt napfiklad jeho rozsahlost, pojem orbitalniho momentu
hybnosti svétla l1ze totiz uchopit nékolika zptsoby. Na jednu stranu, OAM se d4 teoreticky popsat
¢isté pomoci klasické optiky v jazyce svazkl a aproximaci Maxwellovych rovnic. Na druhou
stranu, kvantové teorie pole nabizi detailnéjsi p¥istup diky kvantovan{ veli¢in a zavedenim ¢astic
svétla, fotond.

7 t¥eti, praktické stranky nabizi OAM nespocet aplikaci. Za zminku stoji navyseni pfenosové
kapacity v informaénich technologiich, zlepSeni rozlisovaci schopnosti v zobrazovaci technice a
astronomii, rozsifeni experimentalnich moznosti ve vyzkumu kvantové provazanosti a zdokonaleni
optickych pinzet siroce pouzivanych pro mikromanipulaci v biologii a chemii.

Cilem této préce je predstavit téma orbitdlntho momentu hybnosti svétla z klasického pohledu,
s vyuZzitim kvantové mechaniky jako uziteéného nastroje. Dale je uveden vycéet optickych prvki,
ktery ma p¥iblizit praktickou manipulaci s OAM. Na zavér jsou shrnuty nékteré mozné aplikace
predstavujici vychozi bod pro pripadnou navazujici védeckou ¢innost.



Kapitola 1

Uvod do paraxialni optiky

1.1 Helmholtzova rovnice

Zakladnim néstrojem pro popis elektromagnetickych poli a jejich interakci s nabitymi c¢as-
ticemi jsou Maxwellovy rovnice. Z nich lze odvodit vlnové rovnice popisujici chovani elektro-
magnetickych vin ve volném prostiedi s konstantni dielektrickou permitivitou € a magnetickou
permeabilitou

O’E
AFE = 5u—8t2
0’B
AB = €,wa,

které piedstavuji 6 diferencialnich rovnic pro slozky elektrického pole E(z,y, z,t) a magnetické
indukce B(z,y, z,t). Tyto viny se pohybuji s fazovou rychlosti [1, s. 60]

Jednim z moznych feseni vinové rovnice je koherentni monochromaticks vlna, kterd mé vSechny
slozky ve stejném tvaru

u(z,y,2,t) = Az, y, 2) cos(wt — d(x, y, 2)),
coz lze zapsat i v podobé& komplexni funkce u(z,y, z,t) = Re[u(z, y, z, t)] jako
U(l’, Y, z, t) - U(Z’, Y, Z) exp(—iwt),

kde
U(z,y,z) = Az, y, z) exp(i¢(z,y, 2)), fl(:p, y,z) = Re A(z,y, 2).

Kazda takto komplexné zapsand slozka elektrického pole (respektive magnetické indukce) musi
pofad splitovat vinovou rovnici. Po dosazeni ziskdme ¢asové nezavislou podminku pro amplitudu

U(z,y,2),

(A +EHU =0, (1.1)
kde definujeme vlnové ¢&islo
I
=

Rovnice (1.1) se nazyva Helmholtzova a museji ji splitovat jakékoli komplexni amplitudy vSech
monochromatickych vln |2, s. 38|.



1.2 Paraxialni rovnice

Odvozeni paraxialni rovnice provedeme stejné jako v (3, s. 627]. Pfedpoklédejme svazek tvofeny
takového svazku je podobné jako u rovinné viny na exp(zkz). Jinymi slovy, porovname-li tento
¢len se zbytkem funkei amplitudy, ve sméru z jasné dominuje exp(ikz), zatimco profil svazku a
jeho rozlozeni v x, y se vyviji vi¢i nému pomalu. To nas opraviiuje “vytknout” exp(ikz) zvlast a
zbylé zévislosti zahrnout do funkce A(z,y, z) tak, ze amplituda naseho uvazovaného svazku bude
mit tvar

U(z,y,z) = A(z,y, z) exp(ikz). (1.2)

Navic, smér Sifeni je tak blizko ose z, Ze plati nasledujici pfedpoklad. Zména ’%—f’ na z-ovém

intervalu jedné vinové délky je zanedbatelné mald v porovnani se samotnou hodnotou ’%—f ’, neboli

o
022

0A
2| 21, 1.
< k'az (1.3)

Po dosazeni viny ve tvaru (1.2) do Helmholtzovy rovnice (1.1) a zkraceni ¢lenu exp(ikz) do-
staneme parcialni diferencialni rovnici druhého fadu pro A(z,y, 2)
0?A  0%A  9%A 0A

8.’[‘2 + 8y2 + 82’2 +2Zka =0.

Pouzijeme-li pfedpoklad (1.3) a t¥eti ¢len zanedbame vidi ¢tvrtému, vyjde nam paraxialni rovnice

0?A  0%°A 0A
~ 9k = 14
972 + a9y + 2ik 9% 0, (1.4)

ze které budeme v p¥isti sekci vychazet pii odvozovani Gaussova svazku.

1.3 Obecné rfesSeni paraxialni rovnice

P#i hledani obecného feSeni parcidlni diferenciélni rovnice (1.4) budeme postupovat analogicky
jako v [4, s. 266] a vyuZzijeme Fourierovu transformaci v proménnych x a y

- 1 )
A(kg, ky,2) = @2 /A(amy,z) exp|—i(zky + yky)] dz dy (1.5)
R2
a jeji inverzi
A(z,y,z /A (kg, ky, 2) expli(xk, + yky)] dk, dky. (1.6)

Fouriérovou transformaci (1.4) dostaneme novou rovnici

0A
2 2
—(k2+ kDA + 2zkz—az 0,

pro kterou jiz snadno nalezneme FeSeni. Vezmeme-li za pocatetni podminku hodnotu funkce
A(kg, ky,2) v z =0, vyjde nam
Ak, ky, 2) = A(kz, ky, 0) exp [—%Uﬁ? + k%}
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Tento vysledek chceme prevést pomoci (1.6) zpét do proménnych z a y, ale nejdiiv potiebujeme
vyjadriit poc¢ateéni podminku jako

~ 1
A(ky, ky,0) = 2n)? /A(:U’,y',()) exp[—i(aj'k‘x +y’ky)] dz’ dy/, (1.7)
T A
kterou uz muzeme dosadit do
Az, y,2) = /A(kx, ky,0)exp [—;Z(kﬁ + k:g)] expli(xky + yky)] dk, dk,.
R2

Po prohozeni integra¢nich proménnych miizeme spocitat vnitini integréal jako sou¢in dvou inte-
gralt pres k; resp. ky pomoci vzorce

NG

5 exp<_q2>, (Re 8 > 0). (1.8)

/exp(—ﬁQtQ) exp(—iqt) dt =
R
Obecné Feseni paraxialni rovnice (1.4) je tedy tzv. Fesneltv difrakéni vzorec

ik ik
M) =5 [ A6 (Gl =+ -y )aa'ay. (1)
R2

Tento tvar (1.9) dostaneme pro libovolnou po¢ateéni podminku A(z,y,0). JenZe nase odvo-
zeni probihalo za predpokladu, Ze pracujeme se svazky. Proto klademe na pocateéni podminku,
respektive jeji Fouriertv obraz (1.7), omezeni

‘fl(kzm, k:y,O)‘ % 0 pouze pro k2 + k; < K2, (1.10)

které fika, ze hodnota A(ky,ky,0) je zanedbatelnd vSude, az na maly kruh v rovinné k;, ky o
poloméru mnohem mensim, nez je vinové &islo k.

1.4 Analogie paraxialni rovnice a kvantové mechaniky

V celé praci se zabyvame elektromagnetickym zafen{m, které by se spravné mélo popisovat
pomoci kvantové teorie pole. My v8ak z divodu, ktery hned vysvétlime, budeme s paraxialnimi
fotony vétsSinou zachézet jako s kvantové mechanickymi ¢asticemi.

Zakladnim vztahem kvantové mechaniky popisujicim Casovy vyvoj stavu kvantové ¢astice je
Schrédingerova rovnice |5, s. 18|
. h8¢

i

ot
Pokud uvazujeme ¢éstici ve dvou rozmérech se stavem ¢ (x, y,t) a Hamiltonidnem bez potencialu
(volna c¢astice), muzeme H rozepsat jako

= Hy.

2 2 2
fro - P 0

(@ + ay2)' (1.11)

" om

10



Hamiltonian (1.11) lze chéapat jako p¥i¢nou energii fotonu Ey,.. Tu lze odvodit z celkové energie
E = hv |6, s. 227] néasledujicim zptisobem. Nejprve piepiSeme E jako

E = hck = hey k2 + k2 + k2

a k, nahradime ko + dk., vlnovym &slem kg ve sméru pohybu (podél osy z) a malou odchylkou
0k,. S timto a malymi k, a k, miZeme dale upravovat

E = hey [k + 2ko0k. + O(6k2) + k2 + k2

Sk, k24K
_|_
ko | 2k

:hcko <1+ Z,Fg

+ Ok, )) .

k2+EZ . v ..
S Je nasi hledanou energii

Posledni ¢len pfed zanedbatelnym zbytkem oznacéeny jako Fy. = hc
fotonu v pri¢ném sméru.

Energie Ej, formélné predstavuje stejny hamiltonian jako hamiltonian (1.11) zapsany v hyb-
nostni reprezentaci, kde k; odpovida —ia%j a ko = 3¢

Ze stejného duvodu je i Schrodingerova rovnice pro (1.11) ve tvaru

0% 9% 2¢ma£_0
0r? 0y oot

formalné ekvivalentni paraxialni rovnici (1.4), kde funkce amplitudy A(z,y,z) odpovida stavu
Y(x,y,ct) (kvili zjednoduseni polozime pro dalsi vypocty ¢ = 1). V této analogii pravdépodob-
nosti [¢|* odpovida relativni intenzita svétla | A|?.
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Kapitola 2

Gaussovy svazky

2.1 Gaussovy svazky

Vétsina bézné pouzivanych laserti pracuje se svazky, jejichz intenzita je soustfedéna kolem osy
sméru §ifeni. Kolmy profil amplitudy intenzity vypad4 jako Gaussova funkce, proto se nazyvaji
Gaussovy svazky. PFi odvozeni jejich tvaru vyjdeme z [4, s. 267] a pouzijeme pocate¢ni podminku

U(x,y,0) = C’exp( z +Oy ), kde C' a wq jsou kladné konstanty. V z = 0 je funkce U(z,y,0)

totozna s funkei A(x,y,0), proto lze pfimo dosadit do obecného feSeni (1.9)

Az, y, = /cexp< 7ty )exp@’z[(xx) +(yy’)2}> da’ dy.

Po malé tpravé dostaneme tvar

ikC ik 2ikz + k2w?
Az,y,2) = —— exp<22(w2 + y2)> /eXp (—,20(:5’2 + y’2)>

2mz 2ikzwg
RZ
Zk ! / ! /
x exp| ——(zxa' +yy') | dz’ dy/,
z

ktery je mozny rozdélit na soudin dvou integrali a pouzit vzorec (1.8). Dosazenim vzniklého
vysledku do (1.2) ziskame Gaussiv svazek

Ck*wg =k (@®+y°)
X
2ikz + k*w3 2ikz + kw3

U(z,y,z) = > exp(ikz). (2.1)

Vétsinou se ale Gaussiv svazek (2.1) uvadi v podobé, ze které je mozné vycist i jeho geometrické
vlastnosti ilustrované na Obr.2.1. Bude nés zajimat predevsim “Sitka” svazku w(z), vzdélenost
od osy z do mista, kde velikost amplitudy poklesne na hodnotu 1/e své maximélni hodnoty na
ose. Dale rozepiSeme fazi svazku tak, aby bylo moZzné odlisit vSechny ¢leny podle jejich rtzné
fyzikalni podstaty. Tim ziskdme tzv. Gouyho fazovy posun ¥ (z) a ¢len, ve kterém vystupuje
kiivost R(z). P¥i odvozovani Gaussova svazku s novymi funkcemi w(z), ¢ (z), R(z) zatneme tim,
ze rozepigeme komplexni funkci figurujici ve fazi (2.1) na jeji redlnou a imaginarni ¢ast

—k? —k2w? w 2kz
= i
2ikz + k2w§ 422 + kPw) 422 + k2w

12



z=0

Obrézek 2.1: Tlustrace Gaussova svazku. Nejuzsi misto wyg, Sitka w(z) a polomér kiivosti R(z).
Pievzato a upraveno z [4].

Prvni séitanec oznacime jako —ﬁ, druhy jako 5 EIEZ). 7 téchto vyrazi muzeme vyjadrit

nase hledané funkce

w(z) = w1+ (2 ; (2.2)

1+ (g“;‘%f] . (2.3)

Zbyva jen urcit fazovy posun ¢(z), ktery je obsazen ve funkci amplitudy ptivodniho svazku
(2.1). Tu opét rozepiSeme na komplexni a imaginarni ¢ast, ale ted ve tvaru exponencidly s
vyuzitim jiz zavedené funkce w(z)

R(z) ==z

kw3 wo ,
2ikz + k2wi  w(z) exp(it(2)).

Porovnanim reélnych ¢asti dostaneme

cosP(z) = (o)
porovnanim imaginarnich
. 2z
S1n ¢ (Z) = — W .

Dosazenim piedchozich vztaht do (2.1) ziskdme novy, b&zné pouzivany tvar Gaussova svazku

U(z,y,z) = Z(wzo) exp(—M) exp [z <kz + k:(;c;—(;;ﬁ) + w(z)ﬂ. (2.4)

13



7Z vyjadreni (2.4) je vidét, ze s rostoucim z si svazek zachovava Gaussovsky tvar kolmého

profilu, jen se postupné rozsifuje.
2 2
Obcas se jesté zavadi tzv. Rayleighova vzdalenost zp = % = k—gjo, ktera udava polohu od

nejuzsiho mista wyp, kde se svazek rozsfif na dvojnasobnou plochu. Pomoci této veli¢iny lze pak
napiiklad zapsat Gouyho fazi v kratsi podobé ¢ (z) = arctan(%) [3, s. 665].
2.2 Vlnovy balik a moment hybnosti

7 kapitoly 1.4 vime, Ze paraxidlni optika je v jistém smyslu ekvivalentn{ kvantové mechanice
volné 2D ¢&astice. Proto pro zkoumani nékterych vlastnosti svazkd miizeme vyuzit poznatki o
kvantovych ¢asticich. Kazdy stav ¢astice lze popsat jako superpozici de Broglieovych vin |5, s. 19|

wia,t) = R/ i@ et (po-Zo)] o 25)

Gausstv svazek ve tvaru (2.1) je ekvivalentni vinovému baliku ve 2D, ktery ziskdme z pocatecni
podminky
2,2
7 +y
z,y,0) =Ce — .
0.0 = Coxp( -5 )

Tu je nejprve potieba pievést do hybnostni reprezentace ¢(p, 0), az pak lze dosadit do (2.5)
Co? o? 9 i P2 + py2
Y(z,y,t) = / Wexp<—2h2(px +p,) | exp 7\ P2+ Pyy — th dpy dpy.
R2

Tento integral 1ze spocitat pomoci (1.8). Nakonec se ve vysledku pFepiSe proménnd ¢ na z a tim

ziskdme
20?2 z? +y?
z,y,2) = C—F———exp| ——————|. 2.6
v@y.2) 2i%2 4+ 202 p( 2i%2 4+ 202 (26)

Misto s Gaussovym svazkem mtizeme nyni pracovat s vinovym balikem (2.6) a zkoumat jeho
vlastnosti z pohledu kvantové mechaniky, naptiklad, jestli nem& moment hybnosti. Operator pro
tuto pozorovatelnou je definovan pomoci principu korespondence i}j = ajlekPl [5, s. 38], z-ova
slozka v kartézskych souradnicich pak vypadé

- . 0 0
L, = —ih <x8y - y(%) . (2.7)

Pusobenim operatoru (2.7) na vinovy balik (2.6) zjistime, Ze L.y = 0. To znamena, %e vinovy
balik, respektive Gausstv svazek (2.1, 2.4), nenese zadny moment hybnosti ve sméru osy z.

2.3 Laguerre-Gaussovy médy

Pokusme se najit vstav ¢(z,y, z), na ktery operator L, neptisobi trividlng. Presnéji, budeme
hledat vlastni funkci L, ve tvaru podobném Gaussovu svazku. Pomtizeme si kvantovym 2D

14



izotropnim harmonickym oscilatorem [7, s. 73| a jeho vlastnimi funkcemi ¥ (mezi které patii
pravé i Gaussuv svazek s vlastnim ¢islem Aw), spliwjici H,V = E'V, s hamiltonidnem
A2 A2
- P, + P, mw? 5o oo
H, = X +Y“).
v om 2 (A" + Y7

Zapigeme-li hamiltonian v polarnich soutadnicich

i h2<62 10 182> mw?

w =

a2 o T e ) T 2

muZeme hledat vlastni funkce W(r, p). Pfedpokladejme, ze (7, ) je zéroven vlastni funkce L.,
a proto ji 1ze separovat zptsobem ¥(r, p) = x(r) exp(ilp), | € Z. Pasobenim hamiltonianu (2.8)
na takto separovanou funkci se vyporadame s druhou derivaci podle ¢, kterou nahradime pouze
nasobenim —I2, a tim ziskdme diferencialni rovnici druhého #adu pro x(r)

_LQ (dQX(r) ldx(r) _ E , ) + mw? 9 (2.9)

=F .
2m \  dr? rodr TQX() 2 " x(r) x(r)

Substituci & = M’I“Q pro funkei X(r) = gb(f ) s derivacemi

dx(r) mw\/ d>x(r) _ mwfd%(é) mw de(€)
ar T4 a2 "R Tde
miZzeme rovnici (2.9) pievést a uprav1t do podoby
d*¢(§) | do(§) ?
_ = = 2.1
et 4<§+£ A)cb(f) 0, (2.10)
kde A = % Dalsi predpoklad je, ze feSeni (2.10) nalezneme ansatz ve tvaru
6 =2 exp( 5 (e (2.11)

obsahujicim zatim neznamou funkci n(§), kterou nalezneme dosazenim (2.11) zpét do rovnice
(2.10). Pfedem si vypocteme derivace

W) _ g exp<-§> [dg(j) 0(e) (2[5 - ;ﬂ ’

(&) &\ [d*n(§) | ,dn(©) (1 1 [ 1)° l
dfz—f””exp<‘z)[ i 2 (3 3) +00 (5 2) ‘"@252]

a po kratkych tpravach dospéjeme k rovnici
d*n(é)

l+1— =0, 2.12
kde p = A/4—1/2 —1/2 a pozadujeme, aby p € Ny. V takovém piipadé se rovnice (2.12) nazyva
zobecnénd Laguerrova diferencidlni rovnice a jejim feSeni jsou zobecnéné Laguerrovy polynomy

8, s. 284

dn(§)

§

1y
Ly(©) = e 95 Gala? (2.13)

Nyni jiz miZeme vSe poskladat do hleda,ne vlastni funkce

U, i(r,p)=C <%r2> i exp ( ) Lll| ( - ) exp(ily), (2.14)

h
kde C je normaliza¢ni konstanta.
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Uz zbyva zjistit jen zavislost na z. Protoze svazky méni sviij tvar s postupem v ose z, potiebu-
jeme najit ¢asovy vyvoj stavu (2.14) v hamiltonianu volné ¢astice, abychom poté mohli formélné
nahradit proménnou ¢ za z podobné, jako pfi odvozovani svazku v podobé vlnového baliku (2.6).
Casovy vyvoj je opét popsan Schrédingerovou rovnici

oV (r,p,t)
h 9y )
o
s hamiltonidnem bez potencidlu v polarnich soufadnicich
. a2+1a+182
2m | Or2  ror  r20¢?|’

= HU(r, o, t) (2.15)

Regen{ bude ansatz ve tvaru
U(r,p,t) = a(t)r‘lng‘(b(t)r2) exp (c(t)rQ) exp(ild(t)p), (2.16)

kde a(t),b(t), c(t),d(t) jsou zatim neznamé funkce. Uré¢ime je ze Schrédingerovy rovnice (2.15) s
pocateéni podminkou
\IJ(T, P, 0) = \ij,l(ra QD) (217)

Déle popiSseme pouze hlavni myslenky vypoctu. S vétsinou kroki si mtizeme pomoci néjakym
vypocetnim softwarem, pro navazujici text jsou ale dulezité predevsim vysledky.
Ansatz (2.16) dosadime do (2.15) a vypocteme potiebné derivace. Timto zptisobem ziskame

komplikovany vyraz obsahujici druhou derivaci zobecnéného Laguerrova polynomu L‘,f'(a:), za
kterou lze dosadit z rovnice (2.12). Poté muzeme porovnavat koeficienty stojici pred stejnymi
mocninami r nasobené stejnymi Laguerrovymi polynomy a exponencidlami. Tyto funkce jsou
totiz linedrné nezavislé, a proto se koeficient u jednoho takového vyrazu z levé strany musi
rovnat koeficientu pred odpovidajicim soucinem na strané pravé. Takto dostaneme soustavu étyt
diferencialnich rovnic prvniho fadu

2h
a' (t) — lod (t) = =
ia (1) — lod/(£) = —

[pa(®)b(t) — (1 + [I])a(t)c(?)]

it (t) = —%[2b(t)2 + 4b(t)c(t)]
i (t) = —%’:c(t)?

0= I Pt -1
T 29m ’

kterou Fesime s pocateénimi podminkami (2.17). Nakonec vyjde

12l

alty =C (Z5)F (a+ 1202)~ 52" exp[—i(1 + |I| + 2p) arctan(tw)]

h
mw
b(t) = —
(*) h + ht2w?
(t) = L Thw
= oh ¥ 2ihtw
dt) =1,

kde miZeme formalné zaménit proménnou ¢ za 2. Podobné& ptejdou i konstanty 7 na k a w

na # Posledni zaména vyplyva z porovnani hodnoty rozptylu v pocate¢ni podmince (2.14) s
0
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hodnotou ﬁ pouzitou na zacatku sekce 2.1. Po formélnim pfejmenovani a malé tpravé piejdou

0
nase funkce do podoby

[7]+1
1 2
exp {—i(l + || + 2p) arctan(i)]

w01/1+(k2uf%)2 kwo

a(z) = Cuwo(v2)!

2]{52 2
b(z) = &4
422 + k2w
— k2
ofz) = 2ikz + k:ng

d(z) =1,

ve které jiz vidime znamé funkce w(z), R(z) a 1(z). Muzeme tedy dosadit zpét do (2.16) abychom
ziskali Laguerre-Gaussovy mody

wieer= o () 0 (2 oo [ o)) s

x exp(ilip) expli(1 + [I] + 2p) ()]

Prozkoumejme detailnéji tento vysledek. Po vynasobeni exp(ikz) se stane (2.18) funkci popi-
sujici redlny svazek
U(r,p,2) = ¥(r, ¢, z) exp(ikz),

ktery lze porovnat napiiklad Gaussovym svazkem (2.4). K tomu si spo¢itame prvnich par zobec-
nénych Laguerrovych polynoma (2.13)

e =1
) = ¢+ i1 +1

116 = 1€ — 2011+ 2)& + (1l + 1)1 + 2]

Pro p = I = 0 vyjadfujf oba vysledky totéz, jen zapsané v rtznych soufadnicich. V pfipadé
p=0,1€ Z\O0 je Laguerruv polynom poiad roven 1, ale pregkiluje se amplituda a posune se
Gouyho faze. Mocnina !l zpiisobi, Ze ve centru svazku bude nulové intenzita. Navic piibude ¢len
exp(ily), ktery jsme v FeSeni pozadovali uz od pocatku. Diky nému mé totiz svazek nenulovy
moment hybnosti (A na foton zplsobeny sto¢enim vlnoplochy do Sroubovice. Velikost [ udava
pocet do sebe propletenych zaviti a znaménko [ jejich orientaci, jak je ukdzano na Obr.2.2.

Cislo p podobny fyzikalni vyznam nemda. Pokud p € N, [ € Z\ 0 vyskytnou se v feSeni i
polynomy Lg‘(é), které méni prostorovou geometrii svazku. Na Obr.2.3 je fez svazku v roviné
kolmé ke sméru Sifeni podél osy z, kde I = 1 a p se postupné zvétSuje. Pro dané p je vidét, Ze
svazek obsahuje p + 1 mezikruzi maxim intenzity [9, s. 170].

Lze ukéazat, ze po normalizaci tvoii Laguerre-Gaussovy mody (2.18) ortonormélni bazi [8,
s. 283]. To znamend, Ze libovolnou funkci spliiujici paraxialni rovnici (1.4) 1ze rozlozit na linearni

kombinaci LG moéda (2.18).
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Obrazek 2.2: Nakres vinoploch pro (a)l =0, (b)l =1, (¢)l =2, (d)l = 3. Pfevzato z |9].

Obrazek 2.3: Nakres intenzit svazki LGY, LGY a LG) (zleva doprava). Prevzato a upraveno z

[9]-
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Kapitola 3

Vektorové svazky a spin

3.1 Dalsi médy

V predchozi kapitole jsme odvodili Laguerre-Gaussovy mody

_ 2p! wo V2r . 0| 212 -1 ik
Lo D) =\ i) <w<z>> 4 (i) o |G~ ) 7| o)

x exp(ily) expli(1 + |I| + 2p)y(2)],

p € Ng, I € Z, jako TeSeni paraxialni rovnice v cylindrickych soufadnicich. Podobnym zptsobem
ale v kartézskych soufadnicich, separaci z a y, se daji vypo¢itat Hermite-Gaussovy maody |[3,

s. 646]
1 1 V2 V2
st b (22 . (22)

X exp szzl)Q + 2;’2:2)) (z® + yz)} expli(1+m + n)(2)],

(3.2)

s parametry m,n € Ny, kde Hi(x) jsou Hermitovy polynomy. Obé funkce (3.1,3.2) tvofi rizné
béaze stejného prostoru a lze mezi nimi libovolné pfechazet, nicméné z hlediska orbitélniho mo-
mentu hybnosti jsou HG médy nezajimavé. V praxi, napiiklad p¥i préaci s lasery, se médy nejcas-
t&ji voli podle geometrie aparatury, pro zafizeni s kruhovou/valcovou symetrii se lépe hodi LG
mody, pro obdélnikovou symetrii naopak HG mody [3, s. 648|.

Dalsim uzite¢nym FeSenim vinoveé rovnice jsou tzv. Besselovy svazky predstavené v ¢lanku [10].
Jejich vyznacnou vlastnosti je kruhovi symetrie a mal4 rozbihavost, jinymi slovy, pfi postupu
v ose z si zachovavaji kolmy profil intenzity I(x,y,z = 0) = I(z,y,z > 0). Matematicky je lze
odvodit jako kombinace rovinnych vln s fazovym posunem exp(ing), jejichz normaly tvoii kuzel
[11], a zapsat pro z > 0 a zpisobem [12]

B, (1,0, z) = CpJn(Br) exp(ing) exp(ik,2)

kde C,, je konstanta, 3% + k? = k? a J,, je Besselova funkce prvniho druhu #adu n.
Kvili tomu, ze funkce J, neni kvadraticky integrabilni, pot¥ebovali bychom k realizaci Besse-
lova svazku nekone¢né mnozstvi energie. Tuto potiZ lze obejit zavedenim Bessel-Gaussova svazku
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[13], ktery vznikne z Besselova svazku vynasobenim Gaussovou funkei exp <—ZJ—22> jako nekone¢né
0

superpozice svazkt fadu n € Z. Po par Gpravich lze Bessel-Gaussiv svazek fadu n napsat ve
tvaru [14]

st (e 4]
X exp [iz <I<: _ §2> () — w(lz)Q} exp(ing).

Oproti Besselovym svazktim, BG svazky jsou nedifrakéni jen na omezeném intervalu. Lze si také
v8imnout, 7e diky ¢lenu exp(ing) maji orbitalni moment hybnosti. Na rozdil od LG modi ale
netvofi ortonormalni bézi, coz je hlavni diuvod, pro¢ je v této praci zminiujeme jen okrajoveé.

3.2 Vektorovy popis

Na zacatku tohoto textu jsme opustili vektorovou podstatu elektromagnetického pole a veskeré
vysledky jsme az doposud zapisovali ve tvaru skalarnich funkci. Nyni se vratime k vektorovému
popisu, coz nam umozni prozkoumat dalsi dilezitou vlastnost svétla, polarizaci.

Pro popis polarizacnich stavil vyuzijeme formalismus Jonesovych vektori, které udavaji po-
larizaci v roviné z,y [15, s. 33]. Z obecné teorie o elektromagnetickém vinéni je znédmo, Ze u
monochromatickych vin sta¢i pocitat s elektrickou intenzitou E, zapsanou naptiklad v cylindric-
kych souradnicich jako

(Ey, Ey) = Re[A(r, ¢, z) exp(ikz — iwt)], (3.3)

vektor magnetické indukce B je pak jednoznaéné urcen [1, s. 71|. Obecny stav polarizace vyjad-
ffme ve specidlnim tvaru

+1 —1

Alry9,2) = <c LGy +d LGy

a,b,c,d € C, ktery jsme zvolili z nasledujiciho divodu. LG mody (3.1) s indexy p=0al = +1
maji velice jednoduchy a navzdjem si podobny tvar, proto lze vétSinu jejich funkci vytknout
dopredu zpiisobem

A= Grapee | amm ) o2 (a0,

kde posledni ¢len uz predstavuje Jonesiv vektor. Kvili normalizaci A navic pozadujeme, aby
koeficienty a, b, ¢, d spliiovaly

jaf* + [B]* + Jef* + |d* = 1.

Mohli jsme také vzit p # 0 a ve vysledku by se moc nezménilo, p¥ibyl by navic Laguerriuv
polynom. Ale protoze ten neovliviiuje polarizaci, zvolili jsme jednodussi zapis s p = 0. Na druhou
stranu index [ je volen se zdmérem, abychom dokéazali spoéitat celkovy moment hybnosti. Tomuto
vypoctu a pfipadu pro riizné [ se budeme vénovat v piistich sekcich.
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3.3 Spin

Jednou ze zajimavych polarizaci je ta kruhové, kterou lze standardné vyjadfit z linedrnich
polarizaci v = a y (horizontalni a vertikalni) jako

ey L (1),
eL—\{i( +. ) ?(11) 55)

Zakladni vlastnosti svazkl s kruhovou polarizaci je jejich spinovy moment hybnosti. Foton jako
nehmotnd kvantové ¢astice ma spin 1, ktery ale miize nabyvat pouze hodnot £1. Z tohoto divodu
mizeme projekci spinu do osy z (smér pohybu fotonu) popisovat v prostoru C? namisto C3.
Operator z-ové slozky spinu zvolime tak, aby kruhové polarizacni stavy ey, er byly jeho vlastni
vektory s vlastnimi &isly +Ah pro levoto¢ivou a —h pro pravotocivou polarizaci, ¢im7 dostaneme

maticovy operator v bazi (er, er)
A 1 0
SLR_h<O_4).

Pro praktické pocitani vSak pFevedeme tuto matici s vyuzitim (3.5) do béze horizontalni a ver-
tikalni polarizace
- 0 —i
=h" . .
S0 ) 5

Ptisobenim operatoru (3.6) na obecny svazek, napiiklad (3.4), ziskdme funkci zévislou na po-
loze. Pokud neni svazek ve vlastnim stavu S (¢isté pravotocivé nebo levotodivé polarizovany) je
nutné k uréeni spinu po¢itat stfedni hodnotu, zapsané v braketovém formalismu [5, s. 73]

= (A|SA).

3.4 Celkovy moment hybnosti

S vyuzitim definice (2.7) orbitalniho momentu hybnosti v sekci 2.2 (v cylindrickych soufadni-
cich) a definici spinu (3 6) z pfedchozi sekce mame vse pfipraveno na urceni celkového momentu

hybnosti J = L.+ S fotonu pfi pohybu podél osy z. Formélné se pohybujeme na Hilbertové
prostoru L?(R?,d%z) ® C?, kde mame operator orbitalnfho momentu hybnosti

2 o o o 0

L,=L1L,®Ilg, L, =—ih—

a operator spinového momentu hybnosti
s-tws. s=n(] ).
které piisobi na stav tvaru (3.4) nasledovné
aLGy' +bLGy "\ _, (aLGg! —bLGy!
cLGJ' +dLGy) T T\cLGJ' —dLGy?

& a LG + b LGy? —ic LG' —id LGy *
cLG{' +dLGy! ia LG§' +ib LGy

153

=h
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Celkovy moment hybnosti pak odpovida vlastnim hodnotdm A operatoru J , vlastni funkce ko-
responduji se stavy, ve kterych tyto hodnoty mizeme namérit, neboli

- (a LG + b LGy? a LG+ b LGy !
+1 1) =A +1 -1 -
c LGJ' + d LG, c LG +d LG,

Vypocet provedeme na koeficientech a, b, ¢, d podle toho, jak se transformuji ptisobenim

operatorti L, a S. Ze vztaht (3.7) vidime, Ze

a a a —1ic
iz b _ —b ’ § b 5 —.zd
c c c ia
d —d d b
V tomto zapise tedy FeSime
1 0 — O a a
0 -1 0 —i b b
h i 0 1 0 cl|l A c
0 1 0 -1 d d
Snadno najdeme vlastni ¢isla Ay = 2R, A2 3 = 0, Ay = —2h a k nim odpovidajici vlastni vektory
1 0 1 0
1 (0 1 1 1 0 1 1
vi=—71.l v2=7 ;o ovy=—=| |, wvi=—2
0 1 0 —1

Vlastni hodnoty A1 a v; vyjadiuji, Ze celkovy moment hybnosti 2k naméfime na svazku v médu
LG(J]rl s levotocivou kruhovou polarizaci ey. Naopak v4 popisuje stav v médu LGa1 s pravotoci-
vou polarizaci eg, kde projekce spinu a orbitadlntho momentu hybnosti maji zdporna znaménka
a slozi se na \y = —2h. Vlastni ¢islo 0 je degenerovand hodnota, ke které nalezi vlastni vek-
tory z podprostoru span(vs, v3) popisujici stavy s neur¢enym spinovym a orbitalnim momentem
hybnosti nebo s momenty opa¢nych znamének. Napfiklad samotny vektor vo je stav s moédem
LGy ! tedy orbitalnim momentem hybnosti —#, ale s kruhovou levoto¢ivou polarizaci a spinem
h, celkovy moment tedy vychazi 0. Na druhou stranu stav popsany vektorem v2+7v3 nem4i urceny
spin ani orbitadlni moment hybnosti.

Tento svazek mé ovSem jinou zajimavou vlastnost. RozepiSeme-li si jeho Jonestiv vektor

1 (Lexp(ip) + Lexp(—ip) \ _ w _ (cosp
2 \—iexp(ip) + iexp(—iyp) w sin

zjistime, Ze je pouze jednoduchou kombinaci sint a cosinti od thlu ¢. Proto pfejdeme u popisu
Jonesovych vektort od kartézskych soufadnic do polarnich, pomoci prechodovych vztaht

€, = CoS e, + Siny ey,

€, = — Sl ey + Cos Y ey,
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tedy od jednotkovych vektori ve smérech os x a y k vektorim mificich ve sméru radidlnim
respektive azimutalnim (tangencialnim). Touto transformaci piejde nas svazek do podoby

ve které snadno vidime smér linedrni polarizace. Ta je v kazdém misté rovnobézné s polohovym

vektorem, jak je to zndzornéno na 3.1(a), a nazyva se radialni polarizace.

Podobnym zpiisobem by se z vektoru %;“’3 ziskal i svazek s azimutéalni polarizaci, u kterého

je vektor elektrické intenzity kolmy na polohovy vektor daného bodu, podobné jako na Obr.3.1(b)
[16, s. 58].

Obrazek 3.1: Znazornéni (a) radialni, (b) azimutalni polarizace. Pfevzato a upraveno z [17].
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Kapitola 4

Optické prvky pro experimentalni praci

s OAM

4.1 Detekce a prima generace

Pro experimentalni ovéfeni vy$e uvedené teorie orbitalniho momentu hybnosti musime nejdiiv
mit svétlo s touto vlastnosti k dispozici. Nasledné je vhodné se presvédcit o tom, ze nas svazek je
skutetné v LG médu a ma Sroubovitou vlnoplochu. Nejprve pfedstavime metodu detekce pomoci
interference. Dalsi zpusob, konkrétné pfenos momentu hybnosti na latku, uvedeme pozdéji.

Detekce interferenci je skladani dvou a vice elektromagnetickych vin a néasledny vznik inter-
feren¢nich obrazcii maxim a minim intenzity. Pro ukazku budeme uvazovat interferenci svazku
LG&F 1§ rovinnou vlnou, ktera je v paraxialn{ aproximaci pouze konstantou Ey € R. Potom
intenzita sloZeného pole vyjde

I=|LGS" + Eo|
— |LG + |Eof? + 2Re(LGE! Eo)

B 4 FEyrwg r? Eo 5
=L+ 1+ W exp<—w(z>2> COS(QR(Z’)T + o+ Qw(z)>

Konstruktivni interference nastane, kdyz v poslednim ¢lenu bude platit Cos( %TQ + o+ 2¢) =1.
Tim ziskdme rovnici

r::I:\/QIf(an—cp—Zw), (4.1)

ktera udava vyskyt interferen¢nich maxim podobné jako na Obr.4.1 [18].

Stejnym zptisobem se daji vypocitat interferen¢ni obrazce pro rtizné kombinace svazkt. Na-
priklad pokud bychom interferovali 2 paprsky s rozdilnymi [, dostali bychom obrazce s poctem
propletenych spiral odpovidajicim rozdilu hodnot [ [19].

Zpisobi generace svazki se Sroubovitou vlnoplochou je mnoho. Jednou z moznosti je pfipravit
svazek v LG moédu pfimo uvnitt dutiny laseru. U né&kterych laseri vysflajicich svazky s kruho-
vym rozdélenim intenzity byla objevena fazova singularita, kterd je disledkem pravé Sroubové
vlnoplochy [20]. Nicméné v praxi se tento zptisob moc ¢asto nepouziva. Divodem je, 7Ze vétSina
laserti pracuje v HG moddech a pro generaci cylindrickych svazki se museji specidlné upravit.
Navic je velmi obtizné dosadhnout ¢istych LG moédu, napiiklad s p =0 a [ = 1. Vétsinou je totiz
vysledny svazek kombinaci mnoha modii s vy$simi indexy [19].
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Obrazek 4.1: Interferen¢ni obrazec svazku LG} a rovinné vlny. Vykresleno z rovnice (4.1) pro
n=0,¢Y=0ak=2R.

4.2 Prievod mezi HG a LG médy

vvvvvv

bézi. Proto se da o¢ekavat, ze kombinaci jistych HG svazki dostaneme LG svazek. Samotna kom-
binace médt ovSem nestacéi. Jednotlivé svazky se museji také shodovat ve fazi, ¢ehoz se dosidhne
posunem Gouyho faze vilcovymi Co¢kami. Ptiklad je uveden na Obr.4.2, kde jsou znazornény
dvé stejné kombinace HG modi s raznym vysledkem, ktery je ovlivné rozdilnymi fazemi [21].

1 1 1
) Sy )
1 1 1
-2 ki) *3

Obrazek 4.2: Mody HGoo, HG11 a HG9g s raznymi fazemi vytvoii bud znovu HG moéd otoceny
0 45° nebo LG%.

Na stejném principu funguje i druhy zpiisob detekce orbitdlniho momentu hybnosti, totiz in-
terakce s hmotou. Pouzije se podobné optické zafizeni s valcovymi ¢ockami, jen s jinak nastavenou
vzdélenosti mezi nimi. Tento aparat je pak schopen ménit orientaci Sroubové vinoplochy, tedy
LGfD na LG, I Samotny experiment se provede stejné jako ovéfeni spinového momentu hybnosti
u svazku pohybujicim A/2-destickou, jak je znazornéno na Obr.4.3(a). Svazek s pfedem uréenym
orbitdlnim momentem hybnosti se zespoda posle do soustavy valcovych cocek, které jsou upev-
nény na torznich vahach. Pfi prichodu soustavou se svazku obrati orientace Sroubové vinoplochy.
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Coéky tedy kazdému fotonu zméni moment hybnosti o 2[h, coz je uvede do métitelného pohybu.
Schéma experimentu je na Obr.4.3(b) [22].

(@) (b)

%)m <> +Ih
™D ==
C_ D> -h C_ D -1ih

i 0

Obrazek 4.3: Schéma experimentd mé&feni momentt hybnosti svétla. (a) A/2-desti¢ka na torznich
vahéch prevadi pravotocivé kruhové polarizované svétlo na levotodivé a tim se desticka uvede do
pohybu. (b) Soustava valcovych ¢ocek urcena k transformaci svazku s pravotoivou groubovitou
vlnoplochou na svazek s levoto¢ivou vinoplochou, coz dod4 soustavé tocivy moment. Prevzato z
[22].

4.3 Spiralni fazové desticky

Pokud k experimentu nepotfebujeme svazek v ¢istém LG moédu, ale zajima nas pouze Sroubo-
vita vlnoplocha, miizeme ke generaci pouzit naptiklad spiraln{ vlnovou desticku. Ta je vyrobena
tak, aby jeji jedna strana odpovidala co nejpfesnéji jednomu zavitu Sroubovice pozadovaného
svazku, viz Obr.4.4. Gaussovsky svazek pii pruchodu timto optickym elementem ziskd fazové
zpozdéni zavislé na azimutalnim dhlu ¢

_Anh

o A

kde An je rozdil indext lomu materialu desticky a okolntho prostiedi, h je vyska schodu zavitu
na desti¢ce a A je vlnova délka pouzitého svazku. Vyska h se voli tak, aby byl fazovy posun,
podobné jako v LG modu, celo¢iselny (k € Z), tedy [24]

kA

h*ﬂ.

(4.2)

Z rovnosti (4.2) jsou hned vidét technologické potize pii vyrobé fazovych desticek. Pro lasery
pracujici se svétlem ve viditelném spektru (stovky nanometrii) se musi vyska schodu pohybovat
v podobném méritku. Schod realné vyrobené spiralni fazové desticky muze mit rozmér napiiklad
5 pm [25].
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Alternativné (nebo zaroven) lze v (4.2) co nejvice snizit rozdil indexii lomu An. Toho se docili
ponorenim desti¢ky do specialni kapaliny s indexem lomu blizkym materidlu desticky. Index lomu
kapaliny také zavisi na teploté, kterou lze podle potieb nastavit [23].

Zajima-li n&s “Cistota” svazku vychézejiciho z desticky, miizeme se pokusit vypocitat, jaké
zastoupen{ v ném jednotlivé moédy maji. Vyuzijeme k tomu vzorec rozkladu médu LGé po-
zménéného o exp(—ik¢) do baze. Procentualni zastoupeni jednotlivych modi je pak vyjadieno
pomoci

2
Lo = (LG exp(iko) | LG )|
Pro zajimavost uvedeme, Ze zastoupeni médu LG} (s = 0, t = 1) ve svazku vzniklého z Gaus-
sovského svazku (p = 0, [ = 0) pomoci desticky s k = 1 je priblizné 78 %. Dalsi hodnoty jsou
uvedeny v [23].

\R-\_L_

Obrazek 4.4: Nékres spirdlni fazové desticky s vyskou schodu h. Ptrevzato z [23].

4.4 Difrakcéni hologramy

Dalsi zplisob generace svazku se Sroubovitou vinoplochou je zalozen na principu optické fazové
konjugace. Pokud mame koherentni monochromatickou vinu E = Ej exp(i¢), pak vlna k ni konju-
govand ma fazi s opatnym znaménkem E* = Fjexp(—i¢). Samotny princip vyuZziva interference
jednoho testovaciho svazku (Fs3(R)) a jednoho referen¢niho svazku (Ej), jejichz interferen¢ni
obrazec vygeneruje tzv. hologram, Obr.4.5(a). K rekonstrukei konjugovaného testovaciho svazku
(E4(R) x E5(R)) pak staci do hologramu vyslat konjugovany referen¢ni svazek (Eo o EY),
znédzornéno na Obr.4.5(b) [26, s. 5].

V redlnych experimentech se vyuzivé takovy referen¢ni svazek, jehoz konjugaci dokaZeme lehce
vytvorit, napifklad sférické nebo rovinné viny. 1 samotny hologram se vét§inou nevyrabi pfimo
interferenci, ale obrazce se vét§inou numericky spocitaji. V dnesni dobé€ je jiz také moZzné pouzivat
po&itacem ovladatelné hologramy tzv. SLM (Spatial Light Modulator) [27].

V nagem ptipadé chceme ziskat svazek v LG modu (LGY), ktery vytvorime pomoci rovinné
viny u = Ey exp(ik,z + ik,x) pusténé pod malym thlem (o = arcsin(%)). Interferenc¢ni obrazce
spolitame v nejuzsim misté, kde z — 0 (R — oo,w(z) — wp,(z) — 0), podobnym zpusobem
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() (b)

E,

EQQC E?

Ex(R) E«(R) >« E%(R)

Obréazek 4.5: Schéma optické fazové konjugace. (a) Zaznam testovaci viny F3(R) pomoci refe-
ren¢ni viny Fj. (b) Zpétna rekonstrukce testovaci (konjugované) viny E4(R) pomoci konjugované
referen¢ni viny E». Pievzato z [26].

jako vyge, tedy

I= ’LG% + Ey exp(ik:;,;z‘)’2

4Fyr r2
=L+ I+ 0 exp<—2> cos(kzx + ).
TWwo ’LUO
Odtud dostaneme rovnici obrazce P
p="017 (4.3)
ky cosp

ze kterého lze vytvofit hologram podobny difrakéni miizce s jednim dodateénym prouzkem v
horni poloving, jak je ukazano na Obr.4.6 [28].

Pro svazek s opacnou orientaci vlnoplochy bychom pouZili stejny hologram jen vertikalné
prevraceny. Hologramy pro generaci svazkt s vy$8im [ maji vice dodate¢nych prouzki [29].

il

Obrazek 4.6: Hologram pro generaci LG} z rovinné vlny. Vykresleno z rovnice (4.3) pro n = 0,
ky = 1.
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4.5 qg-desticky

Posledni opticky prvek, ktery v tomto piehledu uvedeme, je tzv. g-desticka . Poprvé byla
pfedstavena v ¢lanku [30], jehoz obsah zde shrneme. Desticka je schopna pfevadét kruhové po-
larizovanou vlnu na vlnu s opa¢nou polarizaci a §roubovou vinoplochou. Pfesnéji, kazdy foton
po pruchodu g-desti¢kou zméni své znaménko spinového momentu hybnosti a pficte si urcitou
hodnotu (2¢h) k orbitalnimu momentu hybnosti.

g-desticka je vyrobena z dvojlomného materidlu, jehoz opticka osa v roviné desticky (x,y)
zavisi na poloze podle pfedpisu
a(r, ¢) = qp + ao,

kde a(r, ¢) udava thel mezi optickou osou a osou x, g a g jsou konstanty (podle ¢ se desticka i
jmenuje). Piiklady g-desti¢ek pro rizné konstanty jsou znézornény na Obr.4.7. Pisobeni desticky
na svazek lze matematicky vyjadfit v Jonesové formalismu prostfednictvim Jonesovy matice ve
tvaru

= (3 ) rw = () )

— cos(2a)

kde R(c) je standardni matice rotace v R2. P¥ichozi kruhové polarizovana rovinna vlna, napiiklad
levotodiva, lze zapsat pomoci (3.5) jako

E1 = E()eL = EO <1> . (44)
Po priichodu g-desti¢kou se vlna (4.4) zméni na

Es = M(a(r,¢)) Ex = Eyexp(i2a(r, ¢)) <_11> — By exp(i2qp + i2a0) (_ﬂ) ,

coZ je pravotolivé polarizovand vlna s azimutalnim ¢lenem exp(i2qy) zodpovédnym za Sroubo-
vitou vlnoplochu. Jednotlivé fotony tedy zménily sviij spin z +h na —h a navic ziskaly orbitalni
moment hybnosti 2¢h. Pro ¢ = 1 probéhne vyména momenti hybnosti pouze mezi jeho dvéma
typy, v ostatnich pfipadech (¢ # 1) se ¢ast momentu hybnosti pfedé i mezi vinou a destickou.

(a) (b) (c)

Obrazek 4.7: Priklady g-desticek. Optickd osa je v kazdém bodé tenou k ¢ernym (tenkym)
Caram. (a) q=1/2, a0 =0, (b) =1, g =0, (¢) ¢ = 1, a9y = w/2. Pfevzato a upraveno z [30].
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Kapitola 5

Aplikace OAM

5.1 Optické pasti

V minulé kapitole jsme nastinili nékteré z moznosti ovéfeni vyskytu orbitadlntho momentu
hybnosti ve svazcich. Dalsim samoziejmym dikazem existence Sroubovité vlnoplochy je p¥imé
pozorovani pfedani momentu hybnosti ¢asticim. Nez pfistoupime k samotnym experimentiim, je
uziteéné vysveétlit zptisob zachyceni a stabilizace pozorovatelnych ¢astic pomoci tzv. optickych
pasti.

Revoluéni vyuziti tlaku zafeni bylo poprvé predstaveno v [31] pfi zkoumani zrychleni mik-
ro¢astic pod vlivem laserového svétla. Prithledné sféra (z latexu) o priméru umérném vilnovée
délce pouzitého svétla byla zachycena Gaussovskym svazkem ve vodou naplnéné experimentalni
komofte. Jak se oCekdvalo, vlivem tlaku za¥eni byla sféra posouvina ve sméru Sifeni svazku. Byl
pozorovan ale dalsi prekvapivy efekt, kdy se sféry pohybovaly do mista s nejvétsi intenzitou ve
stifedu svazku.

Vysvétlen{ tohoto jevu je zaloZzeno na zméné hybnosti svétla zptisobené lomem na rozhrani.
Pro ilustraci uvazujme sféru umisténou mimo osu z a dva paprsky a,b jako na Obr.5.1. Pri
prichodu mezi rozhranimi se paprsky z c¢asti odraz{ a z ¢asti zlomi. P¥i kazdé zméné sméru
pusobi paprsek na sféru v disledku zédkonu zachovani hybnosti reaktivni silou. Pro paprsek a
jsou tyto sily oznaceny jako FB sila zplisobené lomem pii vstupu, F }'_2 sila zplisobend odrazenim
pfi vstupu a podobné Fp, F} sily zpisobené lomem a odraZenim pii vystupu ze sféry. SloZeni
téchto sil mi¥i ve sméru +z a ve sméru —r (k ose z). Podobné sily piisobi i od paprsku b, ale ve
sméru +z a +r (od osy z). Rozdil je v tom, Ze intenzita paprsku b a tedy i velikost sil jsou ve
srovnani s paprskem a mensi. Proto vyslednice vech sil posouva sféru dopiedu (+2z) a do mista
s nejvétsi intenzitou (—r).

Vysledny pohyb objektu zévisi také na rozdilu indexii lomu materialu (ng) a okolniho pro-
stiedi (nr). Pokud by platilo ng < np (napiiklad vzduchova bubliny v glycerolu), pak by vy-
slednd sila naopak vytlacovala objekt ze stfedu svazku.

Vyse zininéné optickd past efektivné zachycuje ¢astice ve dvou smérech, ale porad je posouva
ve sméru svétla. Tomu lze zabranit bud mechanicky (¢asticim se do cesty postavi prekazka) nebo
napiiklad vyuzitim druhého Gaussova svazku pusténého naproti prvnimu. Oba svazky zachyti
¢astici na spolecné ose a sily pusobici ve sméru Sifeni svétla se navzajem vyrusi.

Je v8ak mozné znehybnit ¢astici ve vSech smérech za pomoci jediného Gaussova svazku [32].
Metoda optické pinzety vyuzivé silné zaostieny svazek ke 3D stabilizaci ¢astice tésné pred nebo
za ohniskem. Princip je podobny jako u optické pasti, kde se prithlednd sféra chova jako spojné
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Ny

Obrazek 5.1: Princip optické pasti. Prihledna sféra s indexem lomu ng je umisténa v prostedi
s indexem lomu ny; mimo optickou osu A Gaussovského svazku. Vysledné sila se ilustruje na
dvou paprscich a, b symetricky protinajicich sféru okolo jeji osy B. Paprsek a se pfi prichodu
do sféry zlomi a z ¢asti odrazi, a tim na sféru piisobi silami F}, (lom) a F}, (odraz), podobné
pii opousténi sféry (Fp), F). Paprsek b pisobi na sféru podobné, jen smérem od osy z. Sféra je
vyslednici tlac¢ena dopfedu (+2) a z divodu niz§i intenzity paprsku b do mista s vyssi intenzitou
(—r). Pfevzato a upraveno z [31].

¢ocka. Na Obr.5.2 jsou znézornény dva paprsky a, b a sily zpiisobené jejich lomem F,, F}, odraz
paprskii je zanedban. Vyslednice F' mif{ k ohnisku f a po slozeni s tlakem zafeni (v opa¢ném
sméru nez F') zadrzuje Castici na misté.

Nevyhodou této optické pinzety s Gaussovskym svazkem je moznost zachytit pouze transpa-
rentni objekty. Pro manipulaci s neprihlednymi a absorbujicimi objekty je potFeba zmeénit za-
chytny svazek na néjaky s intenzitou soustiedénou v mezikruzi (viz prvni nékres v Obr.2.3) [33].
Lze napfiklad pouzit jakykoli LG6 mod, ktery ma fazovou singularitu ve svém st¥edu. S touto
modifikaci je optickd pinzeta schopna uvéznit libovolnou ¢astici rozmérové srovnatelnou s Sif-
kou svazku. Vétsi ¢astice se do tmavého stfedu “nevejdou” [33], ¢astice mnohem mensi nez sitka
svazku jsou naopak tazeny mimo tmavy stied do svétlého mezikruzi s vyssi intenzitou ze stejného
diavodu, jako v ptipadé optické pasti [34]. Navic se na zakladé numerickych vypocti ukazalo, ze
LG mo6dy maji mnohem vétsi zachytavajici silu nez obycejny Gausstv svazek [35].

Jak jiz vime, kazdy LG mo6d mé orbitalni moment hybnosti. Optické pinzety s LG svazky jsou
proto schopné piedavat ¢ast momentu zachycené ¢astici a rotovat s ni [36]. Na stejném principu
je zalozen experiment k ovéfeni hodnoty orbitédlniho momentu hybnosti [/ na foton [34]. Podle
vyse uvedené teorie mé kruhové polarizovany svazek spinovy moment hybnosti +A a LG6 méd
mé orbitalni moment hybnosti [A. Jako stabilizacni svazek byl pouzit kruhové polarizovany LG(l)
mod k zachyceni ¢astice z dvojlomného materialu (teflon). V experimentalni soustavé bylo mozné
pridat nebo odebrat A/2-desticku, ktera ur¢ovala orientaci kruhové polarizace. Podle o¢ekévani se
Castice v prvnim pfipadé viibec nepohybovala a po pridani \/2-desticky zacala rotovat. Vysledek
odpovida predpovézené teorii sé¢itdni momentd hybnosti a velikosti orbitalnitho momentu, kdy
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Obréazek 5.2: Princip optické pinzety. Prihledna sféra je chycena pod ohniskem svazku f. Dva
ilustrativni paprsky a, b pisobi na sféru silami Fy, Fj z diivodu lomu na rozhrani. Vyslednice F
mifi k ohnisku f. Pfevzato a upraveno z [38].

v prvnim pripadé spin —h se slozi s orbitdlnim momentem na 0 a v druhém p¥ipadé spin h a
orbitalni moment A daji vysledny moment 2A, ktery rotuje s ¢astici.

Rozdiln4 povaha obou momenti se naopak projevi na ¢asticich chycenych mimo osu svazku.
Spin je zpusoben kruhovou polarizaci, kterd rotuje s ¢asticemi kolem jejich vlastni osy nezavisle
na poloze uvniti svazku. Orbitalni moment hybnosti ma na druhou stranu pivod v 8roubovi-
tém zak¥iveni vlnoplochy. Castice vychylend mimo stfed svazku s OAM bude vystavena sile v
azimutalnim sméru, coz ji uvede do pohybu po kruznici [37].

Optické pinzety nasly fadu uplatnéni v nejriznéjsich védeckych oborech [38]. V biologii je diky
silnéjdi stabilizaci i se slabsi intenzitou LG laseri mozné manipulovat napiiklad se Zivymi bakte-
riemi bez jejich poskozeni. Velkd pfesnost pinzety umoznila zkoumani i mnohem mensich objektt
jako jsou ¢ervené krvinky, organely uvniti bunék nebo dokonce viry. Dalgi pokusy méfily elastic-
kou pruznost natazené roubovice DNA v izolovanych chromozomech, silu jednotlivych svalovych
vlaken nebo velikost “krokt’” mikromotort kinesinu uvnit¥ buiiky. V chemii nasla opticka pin-
zeta vyuziti naptiklad v spektroskopii nebo pii presném dodéni reakénich latek do polymerizace.
Diky dokonalé stabilizaci optické pinzety je také mozné “chladit” atomy na velice nizké teploty
(jednotky pK), coz otevielo dvefe novym fyzikdlnim pokusim. Jejich vysledkem je napiiklad
zptesnéni atomarnich hodin nebo dosazeni Bose-Einsteinova kondenzétu.

Pfimé vyuziti nasly pinzety s orbitalnim momentem hybnosti p#i konstrukei mikrostroja [39].
Pomoci dvou chycenych rotujicich ¢astic byla naptiklad sestrojena mikroskopickd pumpa schopné
vytvorit proudéni kapaliny v tzkém kanéalku. Diky zéavislosti rychlosti otaceni ¢astic na viskozité
okolni kapaliny 1ze tuto vlastnost i métit.
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5.2 Komunikace

Diilezitou vlastnosti LG mo6du je jejich vzajemné ortogonalita. Spolu neinteragujicich svazkt
lze vyuzit v komunikac¢nich technologiich k mnohonésobnému zvyseni pienosové kapacity. Jiz
dlouho se vyuzivalo riznych modula¢nich technik k navygeni objemu pienesenych dat, naptiklad
dvou kolmych polariza¢nich stavia k zakédovani dvojnasobného mnozstvi informace do jednoho
svazku. Objev orbitalntho momentu hybnosti svétla piinesl dalsi stupen volnosti k uspokojeni
stale rostoucich pozadavkt informaé¢niho primyslu na kapacitu datového spojeni.

Jeden z prvnich experimentti s OAM v komunikaci ve volném prostoru vyuzival specidlni
hologram k rozligeni deviti riznych LGé modu (I = —16,—12, -8, —4,0,4,8,12,16) [40]. Vysilac
zkombinoval jeden z LG modu (predstavujici jeden symbol z osmi) s “navadécim” Gaussovskym
svazkem, ktery zachytil pfijimac a specialni hologram jej rozdélil do deviti samostatnych svazki.
Ptenos probéhl Gspésné, kdyz vétsina intenzity byla soustiedéna pouze na dva svazky, navadéci
Gaussiiv s [ =0 a ten s [ odpovidajici vyslanému symbolu.

Navazujici pokusy uz vyuzivaly pfimého multiplexovani svazkt (kombinace vice signala do
jednoho) s rtiznym momentem hybnosti [41]. Jako nosi¢e informace byly pouzity tyfi LGl mody
(I = —8,4,8,16) o stejné vinové délce s dvéma polarizatnimi stavy, navic amplitudové a fazové
modulované. Vysila¢ spojil vechny svazky do jednoho a poslal je k pfijimaci s celkovou pfeno-
sovou kapacitou pres 1300 GBits™!. Zde byl jeden svazek demultiplexovan za tcelem zkoumAani
Citelnosti a Cistoty nesené informace.

Oba zminéné pfenosy probéhly v laboratofi za kontrolovatelnych podminek prostiedi Sifeni.
Ukézalo se totiz, ze Citelnost informace je velice nachylnd na pohyb vzduchu. Jelikoz LG mody
se od sebe odliuji prostorovym tvarem vilnoploch, i malé turbulence dokaZzi znehodnotit nosné
svazky tak, Ze p¥i demultiplexovani se jednotlivé médy bud pFekryvaji nebo nejsou ¢itelné vitbec.
Ptesto se pomoci adaptivni optiky nebo zpracovani informace t¥{dicimi algoritmy podafilo vysilat
v otevieném prostranstvi i na vzdalenost desitek kilometri [42]. Nedavny pokrok v technologii
optickych vldken naopak pFedstavil specidlni vlakna se zatoGenymi mikrokandlky, které zachova-
vaji Sroubovitou vlnoplochu vyslanych svazki. Kabely z téchto vldken tedy pfinasi alternativni
moznost pro dalkovou manipulaci s OAM [43].

5.3 Dalsi aplikace

OAM nagel uplatnéni také v oblasti vyzkumu kvantové provazanosti. Detailnéjsi popis proble-
matiky presahuje rozsah této prace, pfesto se pokusime shrnout zakladni myslenku. Z jedné viny
je na specidlnim krystalu mozné vytvofit dvé nizko-energetické viny o nizgich frekvencich spliu-
jici zdkon zachovani energie a pii spravné konfiguraci (stimulated parametric downconversion) je
dosazitelné i zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Pokud méa vychoz{ foton v Gaussové médu
OAM [ = 0, pak dva nové fotony museji mit momenty I3 = —lo [9]. Naproti b&Zné pouzivané
provézanosti fotonfi polarizaci ma provazanost v OAM velikou vyhodu, hodnota orbitalniho mo-
mentu [ totiz neni omezené. Vzniklé fotony jsou tak provizané ve vice-dimenzionélnich stavech,
zatimco doposud pouzivand polarizace pfedstavuje pouze dvou-dimenzionalni systém [44].

K diikazu provazanosti obou fotond je nutné ovéfit, zda se nachazi v koherentni superpozici.
Jako filtry pro ur¢eni hodnoty [ byly nejprve pouZity hologramy a jednovidova opticka vlakna.
Pozdéji se zacaly pouZivat dynamické, pocitatem Fizené, hologramy (SLM), coz umoznilo zkou-
mani provazanosti i jinych modi nesoucich OAM, napiiklad Besselovych svazkii [45].
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Spiralni fazové desticky maji naopak vyuziti v astronomii. Kazdy svazek s fazovou zavislosti
exp(ily) ma ve svém stiedu singularitu. Této oblasti s malou intenzitou je mozné vyuzit k
zesileni slabsiho signdlu schovaného v zafi silnéjstho zdroje. Experimentélni aparatura se sklada
ze spiradlni desticky, spojné ¢ocky a desky s malym otvorem za sebe posklddané v ose silného
zdroje (napf. hvézdy). Pfichozi svétlo od hlavniho zdroje projde spiralni fazovou destickou a
rozprostie se do mezikruzi s nulovou intenzitou uprostfed. Zastinéni mezikruzi deskou s otvorem
umozni detekei slabgiho zdroje lokalizovaného mimo optickou osu. Nastaveni soustavy (jako tieba
hodnota [ fazové desticky nebo §ifka otvoru) zavisi na mnoha faktorech, pfedev§im na koherenci
obou zdroji, rozdilu jejich intenzit nebo pod jakym thlem oba zdroje pozorujeme [46].

7 teorie uvedené v drivéjsich kapitolach je jasné, Ze orbitalni moment hybnosti pochézi z pro-
storového rozlozeni vlnoplochy nezavisle na ptivodu vinéni, a proto se podobny jev da ocekévat i
u elementéarnich ¢astic. Vyéet moznych aplikaci OAM tedy zakonéime nikoli u elektromagnetic-
kého vInéni, jemuz jsme se vénovali v celé praci, ale predstavime elektronové svazky s fazovymi
singularitami.

V elektronovém mikroskopu je bézné mozné piipravit svazek elektroni jako rovinnou vinu,
které lze do cesty postavit néjaky opticky element. Prvni pokusy s orbitalnim momentem hyb-
nosti elektroni vyuzivaly spirdlni fazové desticky z grafitového filmu, jenze ty se ukézaly byt
piili§ naro¢né na vyrobu. Pro vlnovou délku elektrond v fddu pikometri musela mit desticka
velikost schodu nejvyse 100nm [47]. V navazujicich experimentech se uz elektronové singularni
svazky generovaly pomoci difrakénich mftizek vyfezanych z platinové folie iontovym svazkem
[48]. Implementace OAM do elektronovych mikroskopti by méla zvysit jejich skenovaci presnost
a magnetickou sensitivitu. Dalsf uplatnéni by mély elektrony s orbitdlnim momentem hybnosti
najit v ¢asticové fyzice.
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Zaveér

V préci jsme se vénovali problematice orbitalntho momentu hybnosti svétla a jeho matematic-
kému popisu. Ze skalarn{ Hemlholtzovy rovnice jsme ptesli do paraxialni aproximace Maxwello-
vych rovnic a odvodili obecné feSeni paraxialni rovnice.

Nasledné byla pfedstavena formalni analogie paraxialnf rovnice a kvantové mechaniky jako
uziteény nastroj pro budouci vypocty. Za pomoci vlastnich funkci dvourozmeérného kvantového
harmonického oscilatoru jsme poctivé vypocetli Laguerre-Gaussovy mody predstavujici ortonor-
malni bézi feSeni paraxidlni rovnice.

Na prostorovém rozlozeni Sroubovité vinoplochy LG m6da jsme ukazali pivod orbitalniho
momentu hybnosti a jeho rozdily se spinovym momentem hybnosti. Z pohledu rtiznych polari-
zacnich stavii jsme v Jonesové formalizmu demonstrovali sklddani obou momenti.

Pro detekci svazkii se Sroubovitou vinoplochou jsme predstavili metodu interference a vypo-
¢etli priklad vzniklého obrazce. Dale jsme prezentovali vybeér optickych prvki pro experimentalni
praci s OAM, do kterého patii spirdlni fazové desticky, difrakéni hologramy nebo g-desticky pie-
vadéjici mezi spinovym a orbitdlnim momentem.

OAM ma fadu vyuziti, my jsme se zaméfili hlavné na stabilizaci mikroskopickych objekti
pomoci tzv. optickych pinzet. Jeji fungovani jsme vysvétlili na zakladé klasické optiky a mecha-
niky a uvedli jsme jeji vyuziti v biologii a dalsich oborech. Na zavér jsme stru¢né shrnuli aplikace
OAM v komunikaénich technologiich, ve vyzkumu kvantové provazanosti a v astronomii.

Navazujici prace by se mohly zabyvat detailnéjsim vektorovym popisem orbitadlntho momentu
s vyuzitim Poyntingova vektoru nebo z pohledu kvantové teorie pole. Dalsi moznosti je korektni
odvozeni principu fungovani optické pinzety na zikladé interakce OAM s atomy dipdlovou si-
lou a pripadné zdokonaleni optického chlazeni. Také se nabizi rozvoj tématu navySeni kapacity
prenosovych komunika¢nich kanélt s moznosti komeréntho vyuziti. V neposledni fadé& by se dalo
navéazat na problematiku kvantové provazanych ¢astic s OAM.
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