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Abstrakt

Kvantové provazani je zajimavy kvantoveé-fyzikalni jev, ktery je piicinou mnoha
neintuitivnich efektu nezndmych v makrosvété. Znamym piikladem dusledku
kvantového provazani je kvantova teleportace, kdy je zméfenim jedné cCastice
automaticky zjistén stav ¢astice s ni provazané. Purifikace je proces, kdy dochazi
k cilenému zvyseni provazanosti systému. Jednim z cili této préce je shrnout
zakladni informace o purifikaci.

Kvantova fyzika jako teorie linearnich operatoru, zda se, ve své podstaté ne-
umoznuje chaotické chovani. Dva blizké stavy zustanou diky unitarité casového
vyvoje blizké v kazdém okamziku. Nelinearni chovéani lze nicméné do kvantového
sveta zavést jednoduse - mérenim systému. Purifikacni protokol typicky slouzi
jako zdroj nelinearit, a tudiz i chaotického chovani. Tuto situaci je dulezité resit
napt. kvuli citlivosti casového vyvoje stavu na pocatecnich podminkach.

Tato prace se zabyva shrnutim zakladnich poznatku z kvantové fyziky a ma-
tematické teorie chaosu. Dale rozebira konkrétni purifika¢ni protokol, diskutuje
chovani dvoucasticového systému podrobeného iteracim piislusného nelinearniho
operatoru, tj. predevsim naléza stavy se specialnim chovanim.

Klicova slova: chaos, kvantovy chaos, kvantové provazani, qubit, Juliova mnozina

Abstract

Quantum entanglement is a source of many non-intuitive effects not known
in the macroworld. A known example is quantum teleportation in which by me-
asuring the state of one particle we ascertain automatically the state of another
particle entangled with it. The purification is a process in which the entangle-
ment is intentionally enhanced. This work aims at an overview of basic facts
about purification. A purification protocol serves as a source of nonlinearities,
and therefore of a chaotic behaviour. We discuss a specific purification protocol
related to a two-particle system subject to iterations of corresponding non-linear
operator, looking for states with a particular behaviour.

Key words: chaos, quantum chaos, quantum entanglement, qubit, Julia set



Kapitola 1

Uvod

Svét bez Spagdtu je jen chaos. — Rudolph Smuntz

Na samém pocatku 19. stoleti prisel Henri Poincaré s pojmem chaos. Jeho
prace[l] zmeénila svét, ktery si do té doby neuvédomoval, popi. nebyl schopen
poradit si se slozitymi jevy. Typicky systém tii téles predstavoval ilohu, ktera
nema analytické feseni a vzhledem k dané dobé neptipadaly v iivahu numerické
simulace. Ty ovSem nejsou jednoduchou zalezitosti ani v dnesni dobé. Jednou
z charakteristik chaosu (pfesnd definice viz je, ze pri sebemensi zméné
pocatecnich podminek se Teseni rozchazeji exponencidlné v case. Proto i v éfe
supermodernich vypocetnich systému, které jsou tak jako tak limitovany konec-
nym poctem desetinnych mist, nelze urcit feseni takové tlohy ptfesné pro dalekou
budoucnost.

V dloze tii téles pak mohou napi. nastat okamziky, kdy dvacaté desetinné
misto rozhodne o tom, zda se bude soustava pohybovat v uzaviené oblasti, ¢i
bude jedno z téles odmrsténo do nekonecna. Pti chaotickém chovani typicky do-
chézi k nasledujicim pripadum: Vybrana pocatecni podminka implikuje, ze ve fa-
zovém prostoru je trajektorie pohybu periodickd (v krajnim piipadé jediny bod).
Pak existuji trajektorie neperiodické, ale obsazené v konecné oblasti. A na konec
existuji trajektorie, které s casem bézi do nekonecna. Pro periodické trajektorie
se 1ze rovnéz vénovat otazce poruchového poctu. Periodické trajektorie 1ze roz-
deélit do 4 disjunktnich skupin, vice viz [2, str. 86]. Tyto skupiny jsou do urcité
miry analogem eliptickych, parabolickych a hyperbolickych cyklu v teorii funkei
komplexni proménné, vice viz [3 str. 45].

V kvantové fyzice je dobfe znamym faktem, ze ve fazovém prostoru nemu-
7eme najit klasicky trajektorie, ale jen oblaka pravdépodobnosti[[] Uz jen tento
primitivni fakt dost komplikuje hleddni chaosu v kvantové teorii. Zaroven je ale
z principu korespondence nutno pozadovat, aby existoval kvantovy systém, ktery
by se v makroméritku choval klasicky chaoticky. Chaos tedy i v kvantové fyzice

'Komplikace nastavaji diky relacfm neuréitosti které neumoznuji zaroven libovolné
presné urcit polohu a hybnost ¢dstice. Diky tomu ani neni mozné znat piesné pocateéni pod-
minky napt. pro ulohu tii téles.



musi byt obsazen, aplikace principu korespondence mezi klasickymi chaotickymi
a kvantovymi systémy je jeden z problému studovany v ramci tzv. kvantového
chaosu.

Na druhou stranu ovsem vime, ze pokud jsou si dvé vlnové funkce velmi blizké,
pak z unitarity casového vyvoje tyto vlnové funkce zustanou blizké ve vSech ca-
sech. Kam se tedy podél chaos? Je-li ¢asovy vyvoj systému unitarni, nemuze k
chotickému chovani dojit. V takovém piipadé se jednd o kvantovou fyziku tak,
jak je predklddéna v zékladnich kurzech. Céstice sice muze byt zaroven vsude,
mit zéroven oba spiny, rozhodné se ale v case bude chovat relativné slusné (roz-
plyvani vlnovych baliku,...). Nejsilngjsim a pfitom vlastné nejsznéze dostupnym
prostiedkem, ktery je k dispozici k vyvolani chaosu v kvantové fyzice, je méfeni.

Meéfieni je velmi netrivialni proces, kterym se do systému dostavaji nelinearni
jevy. Jednak se samotnym méfenim muze odebrat/pridat energie, impuls atp.,
ale predevsim nékterd méreni muzeme popsat jako pusobeni nelinedrnich opera-
toru na systém. Na aplikaci specidlnich méficich procesu jsou postaveny takzvané
purifika¢ni protokoly. Tato schémata vyuzivaji pravé nelinearit k tomu, aby stav
upravila podle predstav experimentéatora.

Konkrétné maji za cil zvysit provazanost stavu. Kvantové provazani je termin
oznacujici urcitou korelaci mezi podsystémy vétsiho systému. Maximélné prova-
zané dvoucasticové stavy se nazyvaji Bellovy stavy, [4, str. 25]. Jsou to:

o |00y +11) -\ |00) —[11)
e A
= 101) + |10) )= 01) — |10)

V2o V2o

Ziejmé pro stavy |®%) plati, ze prvni ¢astice je stejnd, jako druhd. Zméienim
jedné z nich zkolabuje vinova funkce druhé do stejné hodnoty. Podobné pro stavy
|U+) - napi. ma-li jeden foton polarizaci vertikalnf, mé druhy horizntélni. To je
nesmirné silné vlastnost, kterd se v roce 1935 stala cilem Einsteinovych myslen-
kovych experimenti. Problematika kvantového provazani se stala popularni jako
EPR paradox (Einstein - Podolsky - Rosen). Puvodni préce [5] se zabyvala hyb-
nosti - méjme dvé éastice, které spolu komunikuji (provézi se jako vyse) a pak
se oddéli a jiz spolu neinteraguji. Pfesnym urc¢enim hybnosti jedné z nich nelze
presné urcit jeji polohu. Ale druha c¢astice se v okamziku méfeni v uplné jiném
misté "dozvi” svou hybnost. Tato situace je vzhledem k teorii relativity a Siteni
této informace okamzité, nikoliv rychlosti svétla, paradoxni. Je ale zakladem pro
kvantovou teleportaci. Zmérenim jednoho fotonu lze okamzité uréit stav druhého
fotonu, ktery uz mezitim ovsem muze byt v jiné galaxii. Detailnéjsi popis viz [4].



Kapitola 2

Teoreticka cast

2.1 Chaos v klasické fyzice

Slovo chaos pochézi z fecké mytologie a ¢lovék si pod nim obvykle predstavi na-
hodné, nepredvidatelné chovani. Ve fyzice se ovsem chaos tidi fyzikalnimi zakony,
a je tedy (obvykle) deterministicky. Napiiklad vyvoj pocasi je urc¢en zdéanlivé jed-
noduchymi diferencidlnimi rovnicemi. Ty nejsme schopni analyticky vyfesit, ale
Ize je Tesit numericky. Staci znat tlak, teplotu, vlhkost vzduchu a nékteré dalsi pa-
rametry v kazdém misté na Zemi. Pro¢ tedy neumime predpovédét pocasi presné
na dlouhou dobu dopiedu? Jde ve své podstaté jen o nasi neschopnost urcit
vSechny nezbytné podminky k urceni vysledku?

Odpovedét neni iplné snadné, zalezi na tom - a to je nejdiive tieba fici - co ve
fyzikalnim smyslu je chaos a co ne. V historii doslo k nékolika pokustim definovat
chaos [2, [0], tyto definice se mohou trochu lisit, zékladni rys maji ovsem spole¢ny.
Je jim citlivost k poc¢datecnim podminkdm. Dvé blizké pocateéni podminky mohou
v ¢ase zpusobit exponencidlni rozchod feseni. Tato vlastnost je znama jako "efekt
motylich kiidel”, protoze i pouhé motyli mavnuti kiidel muze byt tim, co vyvola
hurikan na opacné strané Zemé.

Definujme nyni matematicky, co bude znamenat chaotické chovani v této
praci.

Definice 2.1.1 (Dynamicky systém). Bud’ X dplny metricky prostor, T téleso.
Dynamickym systémem rozumime dvojici ({S;}, X), kde {S;} je mnoZina spoji-
tych zobrazeni prostoru X do sebe s ndsledujicimi vlastnostmi:

1. Vt,u eT: St+u = StOSu,
2. Sy je identita.

Definice 2.1.2 (Chaoticky dynamicky systém dle Devaneyho). Bud’ (p, X) dplny
metricky prostor s metrikou p, f funkce. Dynamicky systém (f, X) je chaoticky,
pokud jsou splnény ndsledujici podminky:



1. Mnozina periodickyjch bodu f (tj. {x € X|3In € Ny : f"(z) = x}) je hustd
v X.

2. Funkce f ma tranzitivni vlastnost, tj. pro libovolné dvé otevrené mnoZiny

UV v X ezistuje n € N takové, zZe f*(U)NV # 0.
Poznamka 2.1.1. V puvodni Devaneyho definici byl jesté treti bod:

3. funkce f je citlivd na pocatecni podminky. Tzn. existuje € takové, Ze pro
kazdé v € X a kaZdé jeho okoli U existuje y € U a n € N tak, Ze
p(f (), [ (y) > €.

AZ pozdégi bylo dokdzdno, Ze tento bod plyne z predchozich dvou. Ale prdvé tento
bod je dulezity, protoZe charakterizuje chaos.

V klasické teorii chaosu se lze setkat s rozlisovanim mékkého (soft) a tvrdého
(hard) chaosu [2, str. 116]. Tlustrujme tyto pojmy na poruchdch integrabilnich
systému - rozlisuji se jednoduse feceno podle struktury fazového prostoru. Pro
integrabilni systém je pohyb ve fazovém prostoru mozny pouze na tzv. invari-
antnim toru (s kanonickymi soutadnicemi akce-tihel). Malym narusenim se tato
varieta zméni - v dostatecné hrubém méritku jevi jako torus, nicméné pii blizsim
pohledu je struktura narusena. Pro tvrdy chaos (silnd porucha v hamiltonidnu)
je struktura puvodniho toru zcela roztiisténa.

Zajimavym tvrzenim z oblasti mékkého chaosu je tzv. KAM teorém (Kolmo-
gorov - Arnold - Moser). Ten tikd, Ze pfi malé odchylce se struktura invariantnich
toru do urcité miry zachovava, tj. ze existuji "ostruvky stability” urcitych poca-
tecnich podminek, kde se pohyb odehrava témeér jako v nenaruseném piipadé.

Nejznaméjsim prikladem chaotického systému je problém tri téles. Tento pro-
blém, ktery nemd analytické feseni, podrobné prostudoval jiz Henri Poincaré ([1])
a praveé diky nému celd teorie chaosu vznikla. Podrobné se tomuto problému veé-
nuje mnoho literatury, napt. [2]. Pokud je jedno téleso vyrazné malé (a tedy je
lze brét jako poruchu ilohy dvou téles), existuji trajektorie blizké Keplerovym
orbitdm. Pro velké poruchy (podobné hmotna télesa) existuje velmi mélo sta-
bilnich trajektorii (uzavienych v omezené oblasti fazového prostoru), sebemensi
odchylka od nich obvykle vede k vymrsténi jednoho z téles do nekonecna.

Dalsimi znamymi ptiklady chaotického chovani kromé problému tii téles a po-
¢asi jsou: Brownuv pohyb, mechanika slunec¢ni soustavy, turbulence v proudéni
kapalin, vyvoj v ekonomii, populaci...Kazdopadné co se tyce otazky determi-
nismu chaosu - pokud bychom znali pfesné poc¢atecni podminky, je mozno urcit
presné vyvoj systému. Bohuzel sebemensi nezndmé odchylka diky vlastnosti[2.1.1]
narusi systém nepfedvidatelnym zpusobem.

2.2 Zaklady kvantové fyziky

Hilbert space is a big space. — Carlton Caves



Kvantova fyzika se od klasické 1isi v mnohém. Nutné je predevsim se oprostit
od slova "jistota” a do slovniku zaradit slovo "pravdépodobnost”. Tato kapitola

Kazdému fyzikalnimu systému je prirazen abstraktni Hilbertuv prostor, tzv.
stavovy prostor .77. Konkrétni stav W systému je urcen jednorozmérnym pa-
prskem v 57, ktery obvykle reprezentujeme libovolnym jednotkovym vektorem
¥ v tomto paprsku, tyto vektory oznacime v tzv. braketovém formalismu [¢)).
Prvky dudlniho prostoru #* oznacujeme (|, skaldrni souc¢in dvou vektoru ¢, ¢
znacime (@ |1). Kvadrat velikosti skaldarniho souc¢inu dvou vektoru |{¢|)|? ma
vyznam pravdépodobnosti prechodu, tj. pravdépodobnosti, ze |¢) pii méfeni pre-
jde na stav |¢). Diky existenci skaldrniho sou¢inu muzeme hledat ortonormé&lni
bézi 2, oznacime ji {|¢;)}", kde n je dimenze .7 (muze byt i nekonecnd, ale
v této praci tomu tak nebude). Libovolny stav [¢), 1ze vyjadrit rovnosti:

) =D W laidle) =3 il (2.1)

(2
Tato rovnost Fikd, Ze pravdépodobnosti prechodu [¢) na |¢;) jsou p; = |ei]?.
Koeficienty ¢; se nazyvaji Fourierovy a plati pro né > ¢ = 1.

Ackoliv stavovy prostor je analogii fazovému prlostoru klasické mechaniky,
neexistuje v ném nic jako fazové trajektorie. Na misto toho si muzeme predstavit,
ze stavovy vektor (= vlnové funkce) vytvaii "oblak pravdépodobnosti” ve fazovém
prostoru, ktery urcuje nalezeni ¢astice v daném misté s danou hybnosti.

Pozorovatelna v klasickém svété je ve svété kvantovém reprezentovana sa-
mosdruzenym operdtorem A = AT na #, kazdému samosdruzenému operatoru
jednoznaéné odpovida tzv. rozklad jednotky {E?};cr, tj. mnozina projektort s
vlastnost! (¢ | Ap) = [ td<¢ | Eg“gp> . Moznymi vysledky méfeni jsou body ze
spektra A. Diky samosdruzenosti lze (dle ocekdvani) naméfit pouze realné hod-
noty. Pravdépodobnost naméfeni hodnoty v (a,b) C R pozorovatelné A na stavu
|1)) je rovna p = f; 1d<w ’ E;“<,0>. Stfedni hodnota veliciny A na stavu [¢) je
rovna (A)y = (] AV).

Dulezitym a prekvapivym vztahem kvantové fyziky jsou relace neurcitosti.
Ty koreluji vztah mezi smérodatnymi odchylkami dvou pozorovatelnych A;, A,
métfenych na stavu [¢):

(DA (AA), > 3 (0]i[Ar, A2J0) (2.2

Tyto relace nedovoluji, aby dvé nekomutujici veliciny byly zaroven presné zmeé-
feny. Znamym piipadem jsou Heisenbergovy relace, coz jsou relace neurcitosti
pro operatory polohy a hybnosti, kdy 2.2 prechézi na

(AQ)y(AP)y > (2.3)

|



Dusledkem relaci neurcitosti je to, ze v kvantové fyzice nelze kopirovat stavy.
Pokud by to bylo mozné, mohli bychom neustélym kopirovanim a mérenim obejit
relace neurcitosti. Nic ovSem nebrani tomu, aby napi. v Stern-Gerlachové aparatu
vyrabély stale stejné stavy.

Stavum, které byly dosud posany, se iika cisté, jelikoz se daji vyjadrit jako
vektor z 7. Muze se ovSem stat, ze o systému budeme védét pouze pravdépo-
dobnosti, ze se nachazi v tom kterém stavu. Takovy pripad, kdy stav je vlastné
statistickym souborem c¢istych stavu, nazyvame smiseny stav a k jeho popisu se

zavadi matice hustoty. Pro koneénérozmérny systém ma tvar p = > p; |¢;) (¢4,
i
plati samoziejmé, ze Tr(p) = 1. Pravdépodobnost, Ze na systému ve stavu p na-

méfime hodnotu A v intervalu (a,b) jerovhap =T T(Eé’b))7 je-li vysledek kladny,
ElaPEas)
TT(E{;,b)P)
Stfedn{ hodnota veli¢iny A je urcena vztahem (A), = Tr(Ap).

Je-li S s bazi {|¢})}", stavovym prostorem jednoho systému a % s bazi
{|¢?)} ™, stavovym prostorem druhého systému, pak spolecny systém je tenzorovy
soucin 4 ® . Béze tohoto systému je napi. {|¢;) @ [¢?)}:;.

Piikladem kvantového systému muze byt foton. Jeho polarizace muze byt
vertikalni, nebo horizontalni. Stav fotonu z hlediska polarizace je tedy pospan
vektorem z prostoru # = C?. Oznacime-li bazické vektory |1),|—), pak je libo-
volny ¢isty stav popsan

po méfeni je systém popsan stavem p' = , kde Eéb = E{ — B

k) )

) = alf) +B[=), (2.4)
kde koeficienty splnuji normalizacni podminku
o + |8 =1 (2.5)

Smisenym stavem je napi. foton nepolarizovaného svétla. Ten je rovnocennou
kombinaci bazickych vektori, méa tedy matici hustoty

1 0)
p=12 .
(0 :

Bud’te nyni dva dva svételné svazky, jeden s vertikalni, druhy s horizontalni
polarizaci. Pokud z prvniho svazku odebereme dva fotony, urcité na obou nameé-
fime 11, vezmeme-li dva fotony z druhého svazku, urcité na nich namérime ——.
Pokud ovsem nechame oba svazky spojit a z vysledného svazku odebereme dva
fotony, muzeme na nich se stejnymi pravdépodobnostmi namérit 11, T—, —1,
——, dostali jsme tedy stav [¢) = (|11) + [1—) + |[=1) + |>—)). Pokud na
tento stav uplatnime specidlni operator (konkrétné H ® H, kde H je popsano v
2.12)), dostaneme stav |¢;) = |11). Pokud na tento stav uplatnime hesté dalsi
operdtor (konkrétné X @ X dle 2.11)), dostaneme [13) = |——). Vyrobenim a
smichdnim stavu |¢1) , [102) ziskdme stav

}q)+> _ 1) + =)

AR (2.6)



analogicky lze vyrobit stavy

Stavy - nazyvame Bellovy stavy, nebo EPR pary. Maji specialni vlast-
nost, a to, ze oba fotony jsou provdzané. Matematicky to znamenad, ze stav nelze
vyjadrit jako tenzorovy soucin dvou podstavi. V praxi to znamenad, ze takové fo-
tony nejsou na sobé nezavislé, ale jeden zaroven nese informaci o druhém. Méjme
stav [2.6] a zméfme prvni z fotonu. Pokud dostaneme vysledek 1, je jisté, ze méte-
nim druhého fotonu bychom dostali téz 1. Zmétrenim prvniho fotonu v podstateé
dojde ke kolapsu vlnové funkee druhého fotonu » A=) meren, { ||i>> 7. Kvan-
tové provazani je demonstraci jisté nelokalnosti kvantové teorie, nebot’ zmérime-
li jeden z provazanych fotonu, dojde ke kolapsu vlnové funkce druhého fotonu
okamzité nezavisle na jeho poloze (tj. informace o zméreni jednoho fotonu déva
informaci o druhém fotonu okamzité, toho se vyuziva v kvantové teleportaci,
[4]). Tento okamzity prenos informace se zdal nejprve paradoxni, nebot’ porusuje
kauzalitu v teorii relativity, kde se kazda informace prendsi maximalné rychlosti
svetla. Einstein, Podolsky a Rosen timto paradoxem chtéli kdysi vyvratit kon-
zistenci kvantové teorie a podporit teorii skrytych proménnych. Nicméné pozdéji
bylo dokézano, ze teorie skrytych proménnych nemuze platit, ze skutecné EPR
paradox je prikladem silné statistické provézanosti kvantovych systému (silnéjsi
nez v pripadé teorie skrytych proménnych). Zaslouzil se o to John Bell. Vztahy,
které odvodil, se proto po ném jmenuji Bellovy nerovnosti.

2.3 Kvantova informace

Kvantova teorie nasla uplatnéni i v analogii ke klasické informatice. Kvantova
informatika slibuje podstatné rychlejsi feseni nékterych problému, v soucasnosti
jde o velmi rozvijenou oblast fyziky, soucasny stav poznani je ale shrnut snad v
jediné obsahlejsi knize - [4]. Z té predevsim cerpa tato kapitola.

Zékladnim pojmem teorie informace je bit. Jde o nejmensi jednotku infor-
mace, nabyvd pravé dvou moznych hodnot. Pfedstavuje napt. dvojice ano/ne,
+/-, zapnuto/vypnuto nejbéznéjsi ovsem je reprezentace dvojkovou soustavou,
tj. hodnotami 1/0. V teorii informace a vypocetnich systému se kazda informace
charakterizuje kone¢nym pocCtem bitu, tj. charakterizuje se koneénym poctem
otazek ano/ne, zapisuje se ve dvojkové soustave.
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Kvantovym analogem klasického bitu je kvantovy bit, zvany zkracené qubit.
Ten rovnéz jako klasicky bit nabyvéa dvou stavu 1, 0. Navic ale nabyvéa rovnéz
vSech superpozic téchto stavu. Qubit mé tedy tvar spolu s podminkou [3.3]
Odted’ ovSsem budeme bazické vektory znacit pro analogii ke klasickému bitu

1 L . L.
0) = ( 0 > 1) = ( (1) ) Tato baze je vyznacna z toho duvodu, Ze je ortonor-
maln{ a hodnoty z méfeni ¢istych stavu |0), |1) oznac¢ime 0, 1, tedy analogicky ke
klasickému bitu. Baze systému dvou qubitu mé tvar.

1 0 0 0
0 1 0 0

oo)=| o [on=|, |.o=|] .=, (2.10)
0 0 0 1

Qubit muze byt realizovan napt. atomem se dvéma moznymi hladinami excitace,
fotonem se dvéma polarizacemi, spinem v elektronu...

Definovat lze i tzv. qudit, coz je vicerozmérna analogie qubitu. Reprezentovan
muze byt napf. atomem s vice hladinami excitace. Misto dvojkové soustavy u
quditu vystupuji soustavy Z modn.

V kvantovém vypocetnim systému jsou kvantové bity (v analogii ke kla-
sické informaci) prendseny kvantovym analogem spoju a zpracovavany kvanto-
vymi logickymi branamsi. Jejich ukolem je stejné jako v klasickém pripadé meé-
nit na zakladé vstupu vlozenou informaci. Napt. klasickda NOT brana méni bit
1 na 0 a opacné 0 na 1. Kvantové analogickd NOT bréana funguje nésledovné:
a|l) 4+ 510) — «|0) 4+ 5 |1). Tato operace je skutecné linedrni a ma spavné vlast-
nosti, v maticovém zapisu ma jako operator tvar

X = ((1’ (1)) | (2.11)

Dulezitou jednoqubitovou branou je Hadamardova brana

H:%G—D’ (2.12)

kterda méni bazické qubity na Bellovy stavy. Zajimava je nasledujici vlastnost:

Véta 2.3.1. Postacujici podminkou pro to, aby matice € C*? predstavovala plat-
nou jednoqubitovou kvantovou brdnu, je unitarita.

Z vicequbitovych bran jmenujme napi. CNOT (controlled-not) brénu

1000
0100

CNOT= |0 o o 1| (2.13)
0010

ktera prvni qubit bere jako kontrolni a podle jeho hodnoty neméni, nebo méni
hodnotu qubitu druhého. Dvouqubitové stavy jsou vyznamné diky vlastnosti:
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Véta 2.3.2. Dvouqubitové stavy jsou univerzdlni, tj. s jejich pomoct lze simulo-
vat jakykoliv systém. Mnozina {CNOT, jednoqubitové brany} je univerzdlni, tj.
pouzivanim vijhradné jejich prvku lze vytvorit libovolnou logickou brdnu.

Podstatnou vadou kvantovych vypoctu je, ze nelze jako v klasickém pripadé
kopirovat qubity.

Necht’ Alice mé jeden z Bellovych stavi, napt. [2.6] Alice si nechd jednu édstici
z paru a druhou posle Bobovi. Pokud by chtéla védét, v jakém stavu je Bobova
castice, staci ji k tomu zméteni své castice. Toto je princip kvanové teleportace.
Namisto toho, aby Bob zméril svoji castici a klasickou cestou poslal vysledky
svych méteni, dostane se k Alici informace okamzité.

Bellovy stavy umoznuji prenaset neznamy stav (nikoliv kopirovat): Pokud by
Alice chtéla Bobovi poslat ji zcela nezndamy qubit |}, ale sméla by mu poskytnout
pouze klasickou informaci, bez Bellovych stavu by si neporadila. Pokud ovsem
zkombinuje nezndmy qubit se svou EPR ¢astici, vysledek méfeni obou ¢éstic
posle Bobovi a ten na zakladé Alicinych vysledku provede urcité operace na své
EPR ¢éstici, dostane presné stav [1)). Podrobny rozpis algoritmu je v [4, str. 26-
28]. Provazané stavy umoznuji i dalsi "triky”, které mohou mit ohromné uplatnéni
v praxi. Jde napt. o Sifrovani v kvantové kryptografii, superhusté kédovani, atp.

Kvantova fyzika muze mit uplatnéni ve vypocetnich systémech i tim, ze zmensi
zdroje potiebné k vypoétum. Piikladem je hledaani prvociselného rozkladu ¢isla.
To je uloha v klasickém ptipadé s exponencidlni slozitosti. V kvantovém piipadé
vagné teceno vydélime dané cislo vSsemi cisly najednou a pak uz jen méiime
vysledky. Uloha se tak stava jen polynomicky naroc¢nou.

2.4 Problematika chaosu v kvantové teorii

Jak jiz bylo feceno v kapitole fazové trajektorie se mohou v klasické mecha-
nice exponencialné rozchéazet i pro nepatrny rozdil poc¢atecnich podminek. Blizko
sebe trajektorie zustavaji pouze pro integrabilni systémy. Chaotické systémy jsou
charakteristické tim, ze zvolend mala kulicka bodu ve fazovém prostoru se v
¢asu rozviji velmi neusporddané a tvoii rozmanité obrazce. Samoziejmé zustava
v platnosti Liouvilleuv teorém. Zndzornéna je situace na obrazku 2.1} Prvnim
problémem, ktery ovSem v kvantové fyzice vyvstava, je, ze neexistuje nic jako
trajektorie ve fazovém prostoru. Heisenbergovy relace fikaji, ze ¢im presnéji
zname polohu, tim méné zname hybnost a naopak. Z tohoto hlediska tedy chaos
v kvantové fyzice hledat nelze.

Dalsim problémem je, ze kvantova fyzika definovana v sekci je linearni
teorie. Veskeré pozorovatelné jsou samosdruzené linearni operatory. Pokud tedy
mame dva blizké stavy, a nechame je vyvijet v Case, zustanou blizké v kazdém
okamziku. Neexistuje zde nic jako citlivost na pocatecni podminky. Tedy zde
neexistuje v mikromeéfitku nic, co chapeme jako chaos v klasickém svéte.
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Obrazek 2.1: Vyvoj mnoziny bodu ve fazovém prostoru -
nahote integrabilni systém, dole chaoticky.

Dalsim argumentem nepfiznivym pro chaos v kvantové fyzice je ten, ze v kla-
sickém smyslu chaos impikuje neperiodi¢nost charakteristickych proménnych. V
kvantové fyzice jsou zdkladem hladiny energie, které v dusledku umoznuji pouze
pohyb s ptesné definovanymi frekbvencemi. V ¢asovém vyvoji tedy existuje me-
chanismus, ktery potlacuje chaotické chovani. Mohli bychom vyslovit myslenku,
ze pro velké objekty, jako tfeba planety a asteroidy, bude toto potlacovani velmi
pomalé, ale pro Hyperion (Saturnuv meésic s chaotickym obihdnm matetské pla-
nety) by to mélo byt jen nékolik desetileti. To je v rozporu s pozorovanim.

Naproti "principu potlacovani chaosu” ovsem pusobi dekoherence. Timto slo-
vem je oznacen efekt, kdy (i obrovsky) kvantovy systém citlivé reaguje na nekon-
trolovatelné vnéjsi vlivy. Napf. i svazek slunecnich fotonu, ktery se od Hyperionu
musel odrazit, abychom jej mohli pozorovat, ovlivnil jeho chovani. Zato objekt
typu atom je mozno mnohem lépe izolovat, proto u néj chaos nepozorujeme.

Shrinme dosud, co jsme zjistili o vztahu chaos - kvantova teorie: V kvantové fy-
zice jako takové neni misto pro exponencialni citlivost k poc¢atecnim podminkam,
a tedy chaos. V klasickém svété existuji dynamické systémy s chaotickym chova-
nim. Musime proto vyzadovat dle principu korespondence existenci kvantovych
systému, jejichz klasicka limita da chtény chaoticky systém. Studium této proble-
matiky se obvykle zachycuje prave slovnim spojenim kvantovy chaos. Konkrétné v
kvantové chaologii jde tedy o studovani vztahu mezi klasickym chaosem a kvan-
tovou fyzikou, tj. aplikace principu korespondence, aplikace poruchové teorie s
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velkymi poruchami, statistické zpracovani napft. teorie nahodnych Hamiltoniant
atd. Jednim ze zpusobu, jak se v kvantové teorii uplatni chaos, je v otevienych
systémech, kdy do chovani studovaného systému zasahuje jeho okoli.

V této praci budeme chaosem myslet zejména chaotickou dnyamiku vyvoje
jednoqubitového, nebo dvouqubitového systému. Tim mysime vyvoj predevsim
koeficientu linearni kombinace bazickych vektoru, kdyz je qubit podroben pu-
sobeni néjakych operdtoriu. Vsechny brany z predchozi sekce jsou linedrni, zda
se, ze tedy neni co studovat. Odpovéd’ na otazku, kde tedy v takovém systému
je chaos, je vSak prekvapivé jednoducha. Staci qubit zmérit. Méfeni predstavuje
netrividlni a predevsim nelinedrni proces. A pravé nelinearita muze v dynamice
qubitu vyvolat chaotické chovani ve smyslu[2.1.2] Myslenka, Ze méfenim lze cilené
ovlivnit stav systému je pomérné mladd, nicméné poslednich letech je intenzivné
rozvijena [SHI1].

Experimentalné neni mozné vyrobit presné cisty stav, napt. Belluv. Jsme
schopni vyrobit stavy blizké, ale ne plné provazané. Proto je typickou vlastnosti,
kterou se snazime méfenim ovlivnit, pravé provazanost. Mechanismus, ktery se
snazi aplikovat nelinerani procesy (prostrednictvim méfeni) na systém s cilem za-
meérné zvysit provazanost systému, se nazyva purifikacni protokol. Jejim cilem je
zvysit (purifikovat) provazanost stavu, aby jej bylo mozné pouzit napt. v kvantové
teleportaci.

2.5 Purifikace

Je nutné rozlisit dva matouci pojmy - purifikaci stavu a purifikaci provéazanosti.
Oproti purifikaci provazani, tj. ipravé stavu za ucelem zvysSeni provazanosti, lze
purifikaci stavu matematicky definovat nasledovneé:

Definice 2.5.1. Bud’ ps stav kvantového systému A. Potom lze zavést systém B
a definovat ¢isty stav |¢) sloZeného systému A® B takovy, zZe pa = Tre(|) (¥]).
Stav |¥) je purifikaci pa.

Poznamka 2.5.1. Libovolny stav je purifikaci zmenén na ¢isty stav, ale vétsiho
systému. Systém B muZe byt ryze virtudlni, bez primého fyzidlniho vijznamu. Pu-
rifikace mize byt provedena na libovolném stavu, dukaz viz [4)f[str. 109-111].

V této praci se touto purifikaci nebudeme zabyvat, purifikaci provazéani je du-
lezité zkoumat pro vyuziti v kvantové informatice. Purifikace provazanosti stavi
je potieba zejména z toho duvodu, ze pti prenaseni stavu komunikaénim kanalem
dochazi k dekoherenci stavu, stav je narusovan vSeobecnym Sumem. Ten roste s
délkou kanalu. Z toho duvodu je potieba po uréitych tusecich stav opét vycistit.

Prakticky purifikacni protokoly spoc¢ivaji v iterativni aplikaci nelinearni ope-
race na systém qubitu. Purifikacnich protokolu jiz existuje mnoho a rizné pro-
tokoly mohou byt ruzné ucinné na ruzné skupiny stavu. Priklady konkrétnich
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purifikacnich protokolu a jejich vyuziti 1ze nalézt napt. v [12H14]. Purifikaénimu
protokolu je tfeba dodat soustavu qubitu rozdélenou na kontrolni a cilové. Na
kontrolnich qubitech se v jendé iteraci provede méreni a podle vysledku se apli-
kuji operace na cilovych qubitech. Kontrolni qubity jsou jiz "poskozené” méfenim,
proto se zahodi. S kazdou iteraci tak dochézi k (exponencialnimu) zmensovani
systému qubiti, k dosazeni dobré provazanosti je tedy tteba velkého mnozstvi
vychozich qubitu.

Experiment, tj. méfeni vyuzivané v kvantové purifikaci, a teoreticky proto-
kol jsou dvé rozdilné véci. Realizace méreni muze byt velmi komplikovana. A i
kdyz teoreticky probihaji protokoly velmi dobfe, prakticky prubéh vzhledem k
nevyhnutelnym nedokonalostem neni tak tispésny.

Nyni se vénujme konkrétnimu purifikacnimu protokolu, ktery bude rozebiran
v této praci. Detailné je v obecném piipadé definovéan v [I5], jeho aplikace v
[16], [17]. Spociva v pouzivéni logické brany XOR. To je bréna, kterd se aplikuje
na kontrolni a cilovy qubit nasledovné: pokud kontrolni qubit nabyva hodnoty 0,
cilovy qubit zustava nezménén. V pripadé, ze je na kontrolnim qubitu namérena
hodnota 1, je na cilovy qubit aplikovdna brana X z [2.11] tj. je prohozena baze.
Kontrolni qubit je zahozen (pokud bychom nezahodili kontrolni qubit, slo by o
operaci CNOT v . Tuto operaci lze zapsat jako

XOR[i)|7) =iy |t ®j), 4,5 € {0,1}, (2.14)

kde @ znaci séitani modulo dvéma. V ¢lanku [15] je tato brana zobecnéna na
systém vice quditt, je oznac¢ena GXOR a na dva qubity pusobi nésledovné:

GXOR|i) |j) = |i) [i ©5) , 4,5 € {0,1}, (2.15)

kde & znaci odéitdni modulo dvéma. Pro piipad quditu jde v XOR/GXOR o
s¢itani/odéitani modulo d, kde d je dimenze quditu.

Konkrétni pusobeni na cilovy obecny qudit je detailné rozebrano v préci [15],
zde pro strucnost zapiseme vysledek. Je-li vstupni kontrolni i cilovy stav stejny
(ozn. p), nejdulezitéjsi ¢asti operace je

P P12 -+ Pin P; ,0;2 e Pzn
p= p21 P22 e an purifikace PO p= P21 p22 e an (216)
Pnl Pn2 .-+ Pnn p%l :07212 ce p?m

pii oznaceni Hadamardova souc¢inu symbolem ©. Toto "umocnéni” matice hus-

toty je nelinearni operace a vysledkem je matice s nejednotkovou stopou, proto je
pOp

Tr(p® p)
S 1ze jesté doplnit pusobenim dalsiho jiz unitarniho operatoru. Aplikace (takového

nutno ji nomrmalizovat. Operator pusobici p — oznacime S. Aplikaci

'Tak tomu u purifikaénich protokolii obvykle byva.
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tzv. local twirling operdtoru, viz [15]) je dokonce nutnd, aby purifikace konver-
govala k zadanému ¢istému stavu. Lze pouzit ruzné operatory, kazdy bude davat
jiny vysledek co se tyce chovani protokolu. V této praci bude dodatecnym ope-
ratorem H ® H, kde H je Hadamardova bréna [2.12]

V tomto vyzkumném tkolu budeme protokol aplikovat vyhradné na dvouqu-
bitové systémy, a to na Cisté stavy tvaru (az na normalizaci)

1) = a]00) +b]01) 4 ¢[10) + d|11), (2.17)
které se zméni na
W'y = a®]00) + b? |01) + ¢* [10) + d* [11) . (2.18)

Celkove tedy jedna iterace protokolu pusobi takto: Kontrolnim i cilovym sys-
témem je stejnd dvojice qubitu. Dle stavu kontrolniho qubitu je cilovy qubit
upraven, coz ma za nasledek — [2.18] Déle je tento stav upraven operdtorem
lokalni operaci predstavované branou H ® H. Tim je vytvofena novad mnozina
stavu (dvojic qubitu), ktera se rozdéli opét na kontrolni a cilové.

Clének [I7] naléza stavy |00),2(|00) + [01) + |10) + [11)) jakozto vysledky
purifika¢nfho protokolu aplikovaného na stavy ﬁ(lom + z|11)). Protokol pie-
vadi prvni nalezeny stav na druhy a naopak. V zavislosti na poc¢tu opakovani
protokolu se obecny stav ptiblizi jednomu z téchto limitnich pripadu. Dle parity
tak lze rozlozit pocatecni stavy na konvergujici po dané iteraci ke stavu |00) a
na konvergujici ke stavu 1(|00) +[01) + [10) +|11)). Hranice téchto dvou mnozin
ma tvar fraktalu a naznacuje chaotické chovani systému podrobeného zminénému
purifikaénimu protokolu.

2.6 Teorie funkci jedné komplexni proménné

Aplikace purifikacnich protokolu je z matematického hlediska diskrétnim a opa-
kovanym pusobenim jistého nelinedrniho operdtoru. Pro ucely klasické fyziky byl
jiz na zacatku minulého stoleti vyvinut velmi silny néastroj pro studium cho-
vani iterovanych komplexnich funkci. Bohuzel pro svoji komplikovanost je tato
teorie dodnes rozpracovana dobfe pouze pro dimenzi 1, viz napi. [3], pro vice
komplexnich proménnych se situace vyrazné komplikuje. Nékteré poznatky pro
vicerozmérné piipady lze nalézt napf. v publikaci [1§].

Pro jisté specialni pripady stavu se bude pusobeni purifikacniho protokolu
redukovat pravé na teseni chovani funkce jedné komplexni proménné, proto je
zde této teorii vénovano misto. Dobré je zacit specifikaci prostoru, na kterém
bude funkce pusobit, vzdy se vyzaduje tzv. Riemannova plocha. V této praci
budeme automaticky vyzadovat jednoduchou souvislost, protoze typicky pujde o
slozku jednotkového vektoru.
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Teorém 2.6.1 (Uniformizacni teorém). Kazdd jednoduse souvisld Riemannova
plocha je konformné izomorfni (tj. existuje homomorfismus variet holomorfni i s
inverzem) jedné z ndsledugicich variet:

1. télesu komplexnich cisel C,
2. jednotkovém kruhu D = {z = x + iy € C|2? +y? < 1},
3. Riemannové sféfe C = C U .

Poznamka 2.6.1. Pro obecny pripad bez jednoduché souvislosti plati turzeni, Ze

libovolnd Riemannova plocha je konformné izomorfni faktorvarieté S = S /T, kde
S je jiZ jednoduse souvisld Riemannova plocha a 1" je diskrétni grupa konformnich
automorfismu takovd, Ze kazdy jeji nejednotkovy element nemd pevny bod.

V této préci bude Riemannovou varietou obvykle C. Cose tyce funkei, budeme
uvazovat vyhradné raciondlni lomené funkce, tj. funkce tvaru f(z) = P(z)/Q(z2),
kde P, () jsou polynomy.

Definice 2.6.1. Stupném funkce f(z) = P(z)/Q(z) rozumime mazimum stupri
polynomu P, Q.

Definice 2.6.2 (normélni soubor funkei). Bud’te X, Y Riemannovy plochy, A
mnozina spojitych zobrazeni X — Y. A je normalni soubor funkci, pokud z li-
bovolné posloupnosti funkci f € A lze vybrat posloupnost lokdlné uniformné kon-
vergujici ke spojitému zobrazeni X — Y.

Poznamka 2.6.2. Prechozi a nékteré dalsi véty lze zobecnit z Riemannovijch
ploch na uplné metrické prostory.

Poznamka 2.6.3 (k notaci). n-tou iteraci funkce f budeme znacit jednoduse

fi) = fOC- () - 0)-

Definice 2.6.3 (Fatouovy a Juliovy mnoziny). Bud’ f : S — S nekonstantni
holomorfni zobrazeni Riemannovy plochy S. Pro pevné zvoleny bod z, nastavd
pravé jedna ze dvou moznosti:

1. Ezistuje U okoli zy takové, ze [" /U tvori mormdlni soubor funkci. Pak
rikame, Ze zy je normdlni/requldrni bod, reps. Ze patri do Fatouovy mnoziny

funkce f, ozn. F(f).
2. Pokud takové okoli U neexistuje, rekneme, Ze zo je z Juliovy mnoziny J(f).

Juliova mnozina je krucidlnim pojmem teorie funkce jedné komplexni pro-
ménné (tj. naddle Dom(f) = C). M4 mnoho zajimavych vlastnosti (napf. sobé-
podobnost, pro kterou jsou tyto mnoziny znamé). Podstatnéjsi jsou ovsem nésle-
dujici vlastnosti:
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Lemma 2.6.1. Juliova mnoZina je plné invariantni, tj. f*(J(f)) = J(f) pro
Vn € Z.

Dusledek 2.6.1. Jelikoz F(f) U J(f) = C, plati stejné tvrzeni i pro F(f).

Lemma 2.6.2. Je-li f stupné alesponi 2, pak Juliova mnoZina je neprdzdnd a
uzavrend. Navic nemd izolované body.

Definice 2.6.4. Orbita bodu z je posloupnost jeho doprednych obrazi, tj.
{2, f(2), f*(2),... }.

Definice 2.6.5. Viastnost plati pro genericky bod x € M, pokud plati pro vsechny
body spocetného pruniku néjakého systému hustych podmmnozin mnoziny M.

Véta 2.6.1. Pro kazdé zy € J(f) plati, Ze mnoZina jeho vzoru je vSude hustd v
J(f), 1. {z](3n € No)(f"(2) = 20)} = T (/)

Véta 2.6.2. Pro generické zy € J(f) plati, Ze jeho orbita je vsude hustd v J(f),
tj. {z(Fn € No)(f(20) = 2)} = T(f)-

Lemma 2.6.3. Md-li Juliova mnozina vnitni bod, pak J(f) = C.

Definice 2.6.6. Pokud 3n € N takové, Ze f*(z) = z a f*(z) # 2 pro Vk €

{1,...,n — 1}, pak orbitu z nazveme periodickou, krdtce téz jen cyklus. Cislo n
nazgvame délka periody. Cislo A = (f™)'(z) nazgvame multiplikdtorem cyklu.

Definice 2.6.7. Cyklus, jehoz multiplikdtor je
1. XA = 0 nazveme superpritazlivym,
2. 0 < |\ < 1 nazveme pritazlivym,
3. |A| = 1 nazveme neutrdlnim,
4. |\ > 1 nazveme odpudivim.

Cyklus, pro néjz X = 1 a zdrover funkce f™ nend identita (tzn. A = €%, o € R\NQ),
nazveme parabolicky.

Poznamka 2.6.4. Tyto terminy jsou zavedeny intuitvné: Pri malé poruse od pri-
tazlivého cyklu se k nému s iteracemi narusend orbita pribliZuje. Pri sebemensi
poruse odpudivého cyklu dochadzi k oddalovdni narusené a nenarusené orbity. Ne-
utrdlni orbita nemd ani jednu tuto vlastnost. NaruSend a nenaruSend orbita se
vyvijesi blizko sebe, nedochdzi ani k limitnimu pribliZovani ani oddalovdni orbit.

Definice 2.6.8. K pritazlivému cyklu existuje neprdzdnd oteviend mnozina bodu,
jejichz orbita se v limité blizi k néjakému bodu cyklu. Tuto mnoZinu nazijvame
oblast pritazlivosti, 2. Kazdému bodu z € F(f) lze pritadit jednu komponentu
souvislosti €2, nejaké oblasti pritazlivosti, Ze z € Q.. Tuto komponentu nazyjvame
prima oblast pritazlivosti.
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Teorém 2.6.2. KazZdy pritazlivy cyklus je obsaZen ve Fatouové mnoziné, kazdy
odpudivy a parabolicky cyklus je obsazen v Juliove mnozine. Oblast pritazlivosti
libovolného pritazlivého cyklu Q) je celd obsazena ve F(f), ale jeji hranice OS2 jiz je
casti J(f). Dokonce topologickd hranice oblasti pritazlivosti pro libovolny cyklus
je rovna celé J(f).

Véta 2.6.3. Pro raciondlni lomenou funkci stupné d > 2 existuje nejvyse 2d — 2
cyklu, které jsou pritazlivé, mebo parabolické. Cyklu, které nejsou odpudivé, je
konecény pocet.

Dle [3][str. 82] lze pti studovani chovani Fatouovy mnoziny vyuzit tzv. kritické

body:

Definice 2.6.9. Bod, v kterém vymizi derivace funkce, tj. f'(z) = 0, nazveme
kriticky.

Véta 2.6.4. Bud’ [ raciondlni lomend funkce stupne > 2, potom kaZdd primd
oblast pritazlivosti obsahuje alespon jeden kriticky bod.

Tento aparat dava k dispozici snadnou metodu, jak rozhodnout o dynamice
zadaného systému. Jde-li o funkci jedné proménné, nalezenim kritickych bodu
lze urcit atraktivni cykly, ty jsou dle nejyse dva pro funkci stupné 2. Hra-
nice oblasti pritazlivosti je dle Juliova mnozina, ta je neprazdnd pro funkci
stupné alespon 2,[2.6.2] Takto ji ale nelze dobte urcit. Pokud nalezneme parabo-
licky ¢i odpudivy cyklus, ten je ¢dsti Juliovy mnoziny [2.6.2] pokud takové cykly
nenalezneme, je treba najit alespon néjaké body Juliovy mnoziny. Celd Juliova
mnozina se diky da v dobrém ptiblizeni rychle nalézt iterovanim inverzni
funkce v téchto bodech (jeden bod mé obvykle vice vzoru).
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Kapitola 3

Prakticka cast

3.1 Zakladni vlastnosti daného
nelinearniho operatoru

\Y byl definovan operator S, ktery je hlavni ¢asti purifikacniho protokolu [15].
Uvazujme jeho iterativni pusobeni na stav p. Diky normalizovani stavu v kazdém
kroku a vlastnosti 22 < x pro z < 1 dojde k tomu, Ze mens{ diagonalni prvky
matice vymizi, zatimco nejvétsi prvek pujde k 1. Tim je dosazeno ¢istého stavu.
Vyjimkou je pfipad matice se vSemi diagonalnimi prvky rovnymi, ta je pevnym
bodem operdtoru S. Pti sebemensi odchylce vsak jiz stav konverguje k néjakému
¢istému.
Situace se komplikuje po uplatnéni dalsi operace. V této praci jde o

1 1 1 1
11 =1 1 =1
Hy=HoH=51 1 1 _;

1 -1 -1 1

(3.1)

a tento operator se aplikuje hned po S. Jedna iterace purifikacniho protokolu je
tedy U = Hs o S a pusobi na ¢isty stav nasledovneé:

a? + b + 2 + d?

a
b a? =+ —d?
v c =k a2+ —-c2-d | (3.2)
d a? — b — 2+ d?
kde vektor na levé strané spliuje normaliza¢ni podminku
laf> + 6> + |c|* + |d|* = 1 (3.3)
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a k je normalizacni konstanta. Druhd iterace purifika¢niho protokolu jiz dava

at + bt + 4 d?
- 2(a2b2 + 62d2)
- k 2(@262 + b2d2> . (34)
2(a?d?® + b*c?)

U2

QU O o

S kazdou dalsi iteraci se vysledny vektor vyrazné komplikuje (slozky vektoru po
treti iteraci maji 23 ¢lent osmého fadu atd.).
Nadéale budeme znacit

= |00) + b|01) + ¢ [10) + d|11), (3.5)

QO o

¥ = UZ. Dle [1] je zvykem stav kvantového systému reprezentovat jednotkovym
vektorem z daného paprsku. To jednak znamend, ze stav [i)) urcuje stejny stav,
jako e |)). Navic se ale lze oprostit i od normalizace, jelikoz normaliza¢ni faktor
(neni-li nekonecny ¢i nulovy) je jen ¢islo, na fyzikalni stav nemd vliv. Proto ne-
budeme v dalsim textu vyzadovat splnéni normaliza¢ni podminky a ani nas
nebude zajimat normaliza¢ni konstanta k vysledného vektoru. Naopak vyhodné
bude zvolit reprezentacni vektor stavu v tak, ze jedna z jeho slozek je rovna
1. Toho lze vyzdy dosdhnout, nebot’ nulovy vektor neni predmétem fyzikalniho
zajmu. Pti takto zvolené "normalizaci” je ovSem tfeba mit na paméti, ze ptisobeni
obecného operatoru A na libovolny vektor [¢)) generujici stav ¥ d& néjaky vektor
ze stavu AW. Specidlné pro A"V = VU jde o tlohu hledani vlastnich vektoru a
¢isel operatoru A™.

Funkce zobrazujici a — a® + b*> + ¢ + d?,b — ... budou pfedmétem zkou-
mani této prace. I po "normalizaci”’, tj. zvoleni jedné ze slozek a,b,c,d rovné
jedné, zustava pusobeni operatoru U ekvivalentni vektorové komplexni funkci 3
proménnych. Tato oblast neni stale dostatetcné dobfe prozkoumaéana z hlediska
dynamiky (problematice se vénuje napt. [I8] proto se v dalsim textu nevénujeme
obecnym pripadum.

Jde-li o samoty operator S, u¢inkuje jako kvadrat slozek vektoru. To ovsem
znamena, ze

a —a a —a

sl P l=s| b |=s| 2 |=s| "|=.. (3.6)
& C & C
d d d d

V dusledku 1ze u kazdého nalezeného teseni libovolné nasobit jednotlivé slozky
konstantou —1 a vysledné vektory budou opét hledanymi fesenimi. Z prostorovych
duvodu nebudeme explicitné vypisovat takovato reseni.
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3.2 Pevné body purifikaéniho protokolu

Prvni dulezitou charakteristikou jsou pevné body, tj. nalezneme nyni vektory
spliujici

Uv=1. (3.7)
Tato rovnice tedy znamena, ze hledame feseni rovnic
a a® +b* + * + d?
b a? =+ —d?
K c | | @+ -2 —d? (3.8)
d a?— b -+ d?
Tuto soustavu lze rozdélit na dva piipady - bud’ a = 0, coz dava
0 v+ +d?
b b2+ — d?
k c - b2 _ 02 _ d2 (39)
d b — 2+ d?

(tento pripad je vhodné déle normalizovat), nebo lze provést "normalizaci” na
a = 1, pricemz dostavame soustavu

1 1+ 4+ 4 d?
b 1 -0+ —d?

k cl=l it e | (3.10)
d 1— b=+ d?

Na tomto misté je vhodné pripomenout, ze jelikoz nejde o linedrni rovnice, je
tfeba dbat maximalni opatrnosti pii ipravé rovnic. Pfedné nelze jen tak bezmys-
lenkovité rovnice sc¢itat a dosazovat jendu do druhé. Je tieba dodrzovat logické
implikace a jakékoliv feseni zpétné kontrolovat. Rovnéz je vhodné ptripomenout,
ze TeSeni s k = 0, k = oo nebereme v tvahu, proto je mozné c¢islem k délit.

Resit primo ¢i “ruc¢né” je prakticky nemozné. Zjenodusme tedy feseni
nasledujicimi specialnimi situacemi:

ea=d=1b=c

Nenulové Teseni upravené soustavy

1 2 +2b°
k 2 _ 8 (3.11)
1 2 — 202
existuje jediné, a to b=0, tedy
1
8 (3.12)
1
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ea=1,b=c=d

Uz od pohledu na vysledek v je videt, ze prvni slozka vektoru je vy-
jimecéna. V ni se vSechny mocniny scitaji, zatimco u ostatnich slozek se
ruznym zpusobem odecitaji. Odecitani je ovsem tak vhodné, ze, jsou-li po-
sledni tii slozky v stejné, jsou stejné i posledni tii slozky Uv. Tudiz muzeme
ocekavat, ze nalezneme néjaké feseni. Po zjednoduseni dostavame soustavu

rovnic )
1 14 3b 1
k ( ) — ( 2 ) ~y ( 1_b2 > . (313)
b 10 1+3b2
Po eliminaci k dochézime k tomu, Ze feSenim jsou koteny rovnice

30°+0*+b—1=0. (3.14)

Reseni této rovnice lze nalézt explicitné, snadno napi. na [19]. Jde o tii
kofeny, v numerickém piiblizeni vypadaji nésledovné:

by = 0.46939642457,
by = —0.40136 — 0.740974, (3.15)
by = —0.40136 + 0.74097i.

Presvedcéme se, ze feseni pro by skutecné je pevnym bodem S.

1 1
L 0.46939642457 | 0.2203330034 |
Hp50 = Hy5 0.46939642457 | — Hy 0.2203330034 | —

0.46939642457 0.2203330034

1.660990102

0.7796669966 | . )
= | o.7706660066 | — 0617 (3-16)

0.7796669966
Analogicky se lze presvédcit o tom, ze i by, b3 urcuji pevné body.

e a=0=d
V tomto piipadé prechéazi soustava na

0 b2 + 2
b b? + 2

k e | — 1 2o | (3.17)
0 b? — 2

ktera ma jediné feSeni, a to nezajimavy nulovy vektor.
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e a=0+#d

V tomto pripadé lze soustavu |3.9| prepsat na:

0 v+ +1
el V)= ijiji . (3.18)
1 ¥ —c+1
Plati-li pro b, ¢ prvni a posledni rovnice, pak plati, ze
k=2,
navic z druhé a treti rovnice plyne
kb= —kc — 2.
Potom se ovsem soustava redukuje na:
b+c=-1
20=-0?+c*—1 (3.19)

2c=—2+b -1

a tuto soustavu lze snadno vyftesit dosazenim prvni rovnice napi. do druhé
(diky symetrii proménnych). Dostdvame rovnici

b*+b+1=0, (3.20)

jejim vyteSenim dostavame tedy vysledky

by — —Liv3 o —1-iV3
1 9 ) 1 P} (3 21)
by — —1=iv3 . —1+4iV3 :
2 9 ) 2 9
Snadno se lze presvédcit, ze vektory
0 0
—1+iv3 —1-iv/3
7131.\/5 , 7131.\/3 (3.22)
2 2
1 1

skutecné jsou pevnymi body operatoru U. Zaroven ale nejsou pritazlivé, viz
obr. 3.1} Chyba zpusobend pouze zaokrouhlovanim v prosttedi MATLAB
(fédu cca 107'%) zpusobi konvergenci stavu od tohoto pevného bodu ke
stabilnimu feSeni.

Lze hledat teSeni s dalsimi specidlnim podminkami, napt. a =1 # d,b = c.
Tato feseni jsou ovsem uz také slozita, proto budou zahrnuta v nasledujicim.
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Obrazek 3.1: Poporadé vyvoj slozek prvniho z vektoru m pii opakovani
purifikacniho protokolu. Labilita feseni zpusobi prechod k [3.32]
Vyneseny: na ose x pocet iteraci, na ose y absolutni hodnota slozky.
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Nyn{ pfistoupime k obecnému feseni. Rovnice [3.10] byly vyfeSeny pro-
sttednictvim webovych stranek [19]. Druhd soustava nemd nenulové feseni. Zato
prvni soutava ma 13 feSeni, u kterych lze poskytnout presny analyticky tvar, ten je
ale velmi komplikovany. Koknrétni hodnoty 1ze pfesné urcené najit na webovych
strankach http://www.wolframalpha.com/input/7i=a}3D1%2Bb%5E2,2Bc%5E2%,
2Bd7,5E2%2Ca*b’%3D1-b%5E272Bc%5E2-d%,5E272Ca*c%3D17%2Bb%5E2-c/45E2-d/45E2,

2Cax*d7%3D1-bJ5E2-c%5E27,2Bd’,5E2| , numerické priblizeni vysledku je:

1 1 1
0 0.543689 0.469396 (3.23)
0]’ 0.543689 |~ 0.469396 |’ '
1 0.295598 0.469396
1 1
—0.771845 + 1.11514¢ —0.771845 — 1.115141
0.543689 ’ 0.543689
—0.419643 + 0.606291¢ —0.419643 — 0.606291:
1 1 (3.24)
0.543689 0.543689
—0.771845 + 1.11514¢ ’ —0.771845 — 1.115144
—0.419643 + 0.606291¢ —0.419643 — 0.606291: J
1 1
—0.771845 — 1.11514¢ —0.771845 + 1.11514¢ (3.25)
—0.771845 + 1.115144 |’ —0.771845 — 1.115141 '
1.83929 1.83929
1 1
—0.771845 + 1.115142 —0.771845 — 1.115144 (3.26)
—0.771845 + 1.11514¢ |’ —0.771845 — 1.115144 ’
—0.647799 — 1.72143¢ —0.647799 + 1.72143:
1 1
—0.401365 + 0.7409712 —0.401365 — 0.740971: (3.27)
—0.401365 + 0.740971: |’ —0.401365 — 0.740971: '
—0.401365 + 0.740971: —0.401365 — 0.7409713

Je ztejmé, ze kromé jiz nalezenych feseni v a [3.27, bychom velkou c¢ast
feSen{ nalezli fesenim rovnic [3.10] s podminkou @ = 1 # d,b = c¢. Tato tloha je
vsak téz obtizna a neposkytla by feseni

Pevnymi body operatoru U jsou stavy urcené vektory
3.22 a [3.23 - 3.27]
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3.3 Stavy s kratkou periodou

Hleddni stavii s periodou délky 2, tj. pevnych bodu operatoru U?, vyzaduje dle
[3.4] Fesit soustavu

1 1+ 0"+ ¢t + d
b | 2(b* + *d?)
k c - 2(62 _|_b2d2> ) (328)
d 2(d? + b*c?)
respektive soustavu
0 bt + 4 d*
b 2c2d?
k .= B2 2 . (3.29)
d 2b2c?
Resen{ soustavy Ize rozdélit na pripady
e d=0
Potom soustava neméa nenulové feseni.
e d#0
Potom soustava prechazi na
0 b+t +1
b 2c?
k el = o2 ) (3.30)
1 20%c?

Tato soustava rovnic ma samoziejmé za teSeni vektory |3.22] zadna dalsi
feSeni neexistuji.
Reseni soustavy je prilis slozité, nalezneme tedy jen zjednodusené piipady:
e a=d

Dostédvame soustavu

2+ b+t
2(0* + ¢2)
2(b2 +C2) )
2(1+ 6202)

(3.31)

— o o

z niz zjevné (diky nenulovosti k) plyne b = ¢. Kromé jiz ziskaného pevného
bodu[3.12] jsou nyni pevné body (tj. periody délky 2) jeste dulezity 2-cyklus
1 1 1

— .. (3.32)




a stavy dané numericky (analytické reseni opét viz [19]):

1 1
0.54369 —0.77184 + 1.115144 (3.33)
0.54369 || —0.77184 £1.11514¢ '
1 1
ea=1d=0
V tomto pripadé ze soustavy
1 1+b 4 ¢
b 20>
k el = 902 (3.34)
0 20°c?
plynou dvé téseni, ktera jsou soucasti jednoho 2-cyklu:
1 1 1
1 0 1
ol =11l =1ol= (3.35)
0 0 0

Ze soustav rovnic pro cyklus délky 3 byly nalezeny vzhledem ke slozitosti
ulohy pouze feseni odpovidajici pevnym bodum.
3.4 Specialni skupiny stavi

Zkoumejme nyni obecnéji invariantni mnoziny stavi: U(M) C M. Vyjdeme ze
skupin vektoru, jejichz jedna slozka je nulova.

b,ec,de C},B= a,c,deC ... (3.36)

Qo SO
Q.o O 9

e skupina A

Hleddme mnozinu stavi A (podmnozinu A), uzavienou na iterace. Z toho
lze urcit podminky

0 b2+ +d? 0 bt et +at 0
b —b? 4% — d? ! 2 2b* ! bt
c - b2 — 2 — 2 ~ b2 - 2c* ~ c* -
d —b% — 2+ 2 d? 2d* d*

(3.37)

27



To celkové implikuje podminku, ze

A:

o o O

VkeN: b +& +d% =0}. (3.38)

U

Je-li d = 0, podminku nelze splnit. Pro d # 0 lze posledni slozku normalizo-
vat k jedné a k velkému prekvapeni existuji dvé feSeni splnujici nekoneéné
mnoho podminek v @L Resenfm jsou ale pouze pevné stavy . Ur-
¢ili jsme timto, Ze nemohou existovat delsi cykly v A, nez [3.22] Navic ana-

logicky postup pro U¥A € A vyrazné omezuje existenci cykli s delsi perio-
dou.

skupina B

Analogickou tuvahou lze dojit k mnoziné

B= Vk e N: (=11 + & 4 (=1)Fd* =0} . (3.39)

QU O O

Nyni ovsem naopak neexistuje feseni pro ¢ # 0. V opacném piipadé existuje
jedno Teseni, a to pouze |3.12

skupina C'

Stejné jako v predchozim bodé

C= VkeN: (=D 0¥ + (=) d®* =0p.  (3.40)

QL O o Qe

Opét existuje jediné feseni, tvaru [3.12

skupina D

Podminka pro

VkeN:a® 40"+ =0} (3.41)

QUL O o2

jako v bodé A neumoznuje feSeni s a = 0. V opacném pripadé lze volit
a = 1 a kazda iterace znamena

a—a®, b— 2 c— b
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To s podminkou . .
V¥ +c¢* =1,VkeN

dava pouze dvé mozna tfeseni - cyklus [3.35]

Nyni studujme zajimavé skupiny stavu inspirované soustavami a|3.35}

1
z
&= ; 2e€C,, (3.42)
z
1 1 1
z z 1
Fi= 5 zeCyp F= 1 zeCyp F3= 5 zeCy,,
1 z z
(3.43)
1 (/1 ) 1
z 0 0
G, = 0 2€Cp .G = ; z2e€Cp.G3= 0 zeC
0 ( \ 0 ) z
(3.44)
1 1 1
z . z . z .
Bud’te L | = €€, .| =n e Fi, ..., 0 | = € Gy, ... . Potom
z 1 0
1
vi— | P, (3.45)
p
p
1 1 1
2 - q 2 - q 2 - 1
U v — q ,U Vo — 1 ,U V3 — q , (346)
1 q q
1 1 1
2 - q 2 = 0 2 - 0
U w; — 0 LUy — ¢ LU w3 — 'E (3.47)
0 0 q
kde . ) 5,2
—z z
— = 3.48
Poryse T T (3.48)



Pro mnoziny F;, G; tedy plati U?(F;) C Fi, U*(G;) C G; podléhaji po kazdé
sudé iteraci chovéni stejnému, jak pripad rozebirany v [17]. Mimoto plati:

UG = Fiy1, UFi = Gia

Proto se budeme v poslednim odstavci predevsim vénovat studiu chovani stavu
v mnoziné &.

3.5 Juliovy a Fatouovy mnoziny
specialnich pripadu

Shrime zde vysledky pro F;, G; jen strucné. Systém je charakterizovan funkeci

222 1 — 22

9(2) = T = ), ke () = 1.

(3.49)

Existuje jeden stabilni superpfitazlivy cyklus {0, 1}. Podle toho, zda stav dosdhne
tohoto cyklu v sudém, ¢i lichém poctu iteraci f, rizpada se F(f) na dvé disjunktni
mnoziny. Jejich hranici je J(f) s komplikovanou strukturou, viz [17].
Rozebereme nyni ptipad mnoziny £. Stavy v ni podléhaji chovani ur¢enému
funkei
1— 22

- - 3.50
dynamickym systémem je tedy dojice (f, @)

Pevné body funkce byly nalezeny jiz v Jsou to:

2=z (—1 — ehmt 2067 + 9\/%) = 0.469396424569995
7 = —0.401364878951664 — 0.740971015312481i (3.51)
—0.401364878951664 + 0.740971015312481i

z3

Body z1, 22, 23 jsou nestabilni, viz obr , proto jsou prvkem J(f). V pred-
chozim odstavci jsme rovnéz nasli cyklus [3.32] jehoz prvky jsou v £.
Derivace f ma tvar

—8z
"(2) = ———= 3.52
Fz) (1+322)2 (3:52)
a proto jsou kritickymi body:
Zey = 0, 20, = 00. (3.53)

Jelikoz z., = 0 je soucasti cyklu jde o cyklus superptitazlivy. Druhy bod
dava posloupnost bodu konvergujici k stejnému cyklu, az na paritu iteract:
fzk(zq) e 17f2k+1<202) =220,
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Obrézek 3.2: Fatouova mnozina funkce je rozdélena na dvé kompnenty.
Jejich hranice tvofif Juliovu mnozinu. Vlevo oblast [Re(2)| < 1, |TJm(z)| < 2.
Vpravo detail - z € (0,1) x (0,2)i

Juliova mnozina mé tvar zachyceny na obrazku [3.2 Fatouovu mnozinu lze
podobné jako v [17] rozdélit na dva piipady podle parity konvergence. V tomto
pripadé situace vypadéd nésledovné: Juliova mnozina je souvisld a rozdéluje C
na dvé komponenty souvislosti. Jedna obsahuje oo, druha obsahuje 0. Sjednoceni
obou komponent predstavuje oblast ptitazlivosti jediného ptitazlivého cyklu|3.32,

Komponenta souvislosti obsahujici 0 odpovida stavim, které se blizi k ¢is-
tému stavu |00) v lichych iteracich operdtoru U (3.2)), v sudych se blizi kom-
pletné separovanému \%(|OO> +101) + |10) + [11)) = \/Lﬁ [(10) + 1)) ® (|0) + |1))].
V komponenté souvislosti obsahujici oo je tomu naopak.
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Obrazek 3.3: Rychlost konvergence bodu z € (—4,4) x (—4,4):. Barevna skala

Déle jsme se presvédcili o rychlosti konvergence stavu k superpritazlivému
cyklu |3.32, Pro z bud’ stanoveno, ze po k-tém kroku jisté dokonverguje ke stavu
|00), pokud dosdhne z — f*(z) = 2/, |2’| < 0.0001. Hodnoty k pro oblast blizko
Juliovy mnoziny jsou zachyceny na obrazku [3.3] Z tohoto obrazku je patrné, ze
stavy, které jsou Juliové mnoziné blize, konverguji k pritazlivému cyklu pomaleji.
Nicméneé lze tici, ze po 25 iteracich jsou jiz stavy dobfe purifikované. Pro stavy
vhodné vyrobené (jiz blizko |00)) staci k purifikaci pouze nékolik iteract.
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Kapitola 4
Zaveér

V prvni ¢asti prace byly shrnuty zédkladni informace o chaosu a kvantové fyzice.
Rozvinuta byla zejména témata kvantové informace a chaosu v kvantové fyzice.
Podany byly podstatné definice a zakladni vlastnosti definovanych objektu.

Vysvétlen byl pojem purifikace jakozto prostiedku k tpravé stavu za tcelem
zvyseni provazanosti. Kvantové provazani je totiz efektem kvantové fyziky, ktery
lze pouzit ke kvantové teleportaci, superhustému kédovani a kompresi dat, v
kvantové kryptografii atd.

V poslednim odstavci teoretické casti byl vytvoren matematicky aparat k za-
chazeni s funkcemi jedné komplexni proménné. Zakladnim objektem této teorie je
Juliova mnozina, jejiz vlastnosti jsou podrobné rozebrany. Cely aparat umoznuje
(teoreticky snadno) zjistit chovani funkce druhého stupné.

V praktické casti byly prezentovany vysledky autorovych vypoctu, rozpraco-
véno bylo chovai purifikaéniho problému daleko za ramec clanku [17]. Nalezeny
byly vechny pevné stavy operatoru 3.2 déle byly prostudovény cykly délky dva.
Nalezeny byly zejména dulezité cykly [3.22]3.32][3.35] Ty slouzi jako vysledky pu-
rifika¢niho protokolu [15], resp. [16, [17].

Pevny bod |3.12| znamena, ze stav % je pevnym bodem, a to dokonce
pritazlivym. Blizké stavy se tedy protokolem vy¢isti na stav Belluv stav [2.6] To
ovSsem neni prekvapivé, to preci bylo cilem purifikacniho protokolu.

Dalsi cykly jsou na tom stejné jako v ¢ldnku [17]. Podle parity iterace se
sttidaji separovany stav \% [(]0) + ]1)) ® (]0) + |1))] a cisty stav |00).

V cyklu 3.35] se dle parity iterace stiidaji stavy: \%(]0@ +110)) a \/Li(|00) +
|01)). V kazdém piipadé se na prvni ¢astici naméif hodnota 0. I tento cyklus je
pritazlivy, ovsem jeho vysledky nejsou vhodné pro ucely napi. kvantové telepor-
tace.

Posledni nalezené pevné body a cykly jsou jesté méné vhodné, ale
nastésti nejsou pritazlivé.

Pro specidlni mnozinu stavu jsme urcili chovéni stavu v zavislosti na
vychozim a to diky teorii funkce komplexni proménné aplikované na funkei [3.50]
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Juliova mnozina je souvisla a rozdéluje Fatouovu mnozinu na dvé komponenty
souvislosti, vnéjsi (obsahujici kriticky bod oco) konverguje k superpiitazlivému
cyklu , konkrétné ke stavu |00) v lichych iteracich. Prvky druhé komponenty
souvislosti (obsahujici druhy kriticky bod 0) konverguji ke stejnému cyklu, ale ke
stavu |00) v sudych iteracich. Rychlost konvergence stavu je obecné tim mensi,
¢im blize je stav Juliové mnoziné.

Do budoucna je vhodné rozhodnout o existenci zbylych cyklu délky 2 a pokusit
se najit cykly delsi. K tomu mohou pomoci vlastnosti odvozené v kapitolach
af3.4l Téz je vhodné, aby bylo prozkouméno pusobeni purifikacniho protokolu na
smiSené stavy.

Déle je vhodné detailnéji se vénovat vlastnostem Juliovy mnoziny funkce[3.50]
Konkrétné by bylo vhodné dokazat jeji souvislost, kterou jsme v této praci "do-
kazali” obrazkem. To by se dalo uskutecnit napt. pfi urcovani analogu Mandel-
brotovy mnoziny skupiny funkci

1 — 22

fe(2) = 1+ cz?

Autor konstatuje, ze neexistuje souhrnna prace vénujici se purifikaénim pro-
tokolim. Za nedostatetné povazuje i mnozstvi publikaci o kvantové informaci,
kvantovém chaosu a teorii funkei vice komplexnich proménnych (v porovnéni s
teorii funkei jedné komplexni proménné). Nemluvé o piekladech do ¢eského ja-
zyka, v némz mnoho pojmu ani neni zavedeno.

Autor doufé, ze tato prace pomuze dalsim studentum zorientovat se v proble-
matice.
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