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Abstrakt:  Cilem této prace je uvést ¢tendfe do zakladi teorie kvantové infor-
mace se zvlaStnim zaméfenim na kvantové prochazky. Kvantové prochazky jsou
kvantovou analogii klasickych nahodnych prochazek a predstavuji jednu z nejslib-
néjsich oblasti realizace kvantovych vypoc¢ti a zkoumani kvantovych systémi. Nej-
prve uvadime nékteré nezbytné poznatky z kvantové mechaniky nasledované teorii
kvantové informace s jejimi moznymi aplikacemi a popisem nékolika fyzikalnich re-
alizaci jednoduchych zafizeni pro kvantové vypocty. Zbytek prace je vénovan kvan-
tovym prochazkam. Poskytujeme obecné definice, srovnani s klasickymi ndhodnymi
prochazkami a nejpodrobnéji popisujeme soucasné experimentalni realizace kvan-
tovych prochazek, predevsim na optickych zafizenich.
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Abstract: The aim of this work is to introduce reader into basics of quantum infor-
mation theory with special focus on quantum walks. Quantum walk is a quantum
analogy of clasical random walk and currently represents one of the most promiss-
ing field of realisation of quantum computing and investigation of quantum systems.
First we present some essential knowledge of quantum mechanics followed by quan-
tum information theory wiht its possible uses and description of several physical
realisations of simple quantum computing devices. The rest of the work is devoted
to quantum walks. We provide general definitions, comparision with classical ran-
dom walks and in most detail we describe current experiments realising quantum
walks, mostly on optic devices.
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Uvod

Cilem této prace je uvést ¢tenafe do problematiky kvantové informace a specidlné
kvantovych prochazek. Celkem je rozdélena do Sesti kapitol. Prvni kapitola obsahuje
zaklady kvantové mechaniky potiebné v dalsich ¢astech, nicméné se spise predpok-
ladéa, ze ¢tenar je jiz s kvantovou mechanikou do urcité miry seznamen. Druha kapi-
tola se zabyva kvantovou informaci a popisem kvantového pocitace a kvantovych
algoritmii. Tteti kapitola pak popisuje nékteré pokusy o fyzikalni realizace kvan-
tovych pocitacu. Zbyvajici tii kapitoly se zabyvaji kvantovymi prochizkami - zave-
denim konceptu, moznostmi jejich vyuziti a fyzikdlnimi realizacemi.



Kapitola 1

Zaklady kvantové teorie

V této kapitole, predevsim kviili ujasnéni znaceni, rozebereme nékteré partie z kvan-
tové mechaniky potfebné ve zbytku prace. V 7zadném piipadé se pochopitelné ne-
jedné o snahu podavat uceleny ¢i uplny vyklad kvantové teorie.

1.1 Diracuv formalismus

1.1.1 Ket vektory a Bra vektory

V klasické mechanice je stav systému plné uréen bodem ve fazovém prostoru (tedy
polohou a hybnosti). Popis stavu v kvantové mechanice se zasadné 1isi. Je dan (v nej-
jednodussim piipads) vektorem z n&jakého Hilbertova prostoru.! Hilbertiiv prostor
je libovolny uplny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. (Budeme uvazovat jen
Hilbertovy prostory s nejvyse spo¢etnou bazi.)

Vektory z Hilbertova prostoru #H stavii systému budeme znacit |u) a nazyvat ket
(ket vektor). Zde u muZe byt nahrazeno libovolnym symbolem, ktery dany vektor
jasné urcuje. Linedrni superpozice takovych vektori je také prvek stejného Hilber-
tova prostoru a odpovida néjakému fyzikidlnimu stavu systému. Na Hilbertovych
prostorech kone¢né dimenze (dim’H = N) muazeme libovolny vektor vyjadrit jako

linedrni kombinaci prvki baze {|i)}Y,, tedy

u) =D _eili). (1.1)

kde ¢; jsou komplexni ¢isla. Analogicky rozklad muZzeme pouzit i na prostorech
nekone¢né dimenze, kde v§ak dostaneme fadu (nekone¢nou sumu).

Prvky duélniho prostoru k H budeme znadit (| a nazyvat bra (bra vektor). Jedna se
tedy o linearni funkcionaly na ‘H. Pro kone¢né-dimenzionalni prostor ma i jeho duélni

! P¥esnéji jednorozmérnym podprostorem vektori, tedy vynésobeni nenulovym komplexnim
¢islem neméni fyzikalni interpretaci stavu.
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prostor kone¢nou, a to stejnou dimenzi. Rieszova véta nam dava antilinearni bijekci
mezi H a jeho dudlnim prostorem. Kazdému ketu je tedy jednoznac¢né pritazen
(duélni) bra vektor, ktery ozna¢ujeme stejnym znakem (|u) <> (u|).

1.1.2 Skalarni souc¢in

Skalarni soucin dvou kett |u) a |v) je komplexni ¢islo znacené (|u),|v)) = (u|v) =
(v|u) (pruh znadi komplexni sdruzeni) a nékdy nazyvané braket (,bracket”, tedy
zavorka). Definuje se vztahem (u|v) = u(|v)), kde u je linearni funkcional odpovi-
dajici bra vektoru (u|. Tato operace splhuje vSechny pozadavky matematické definice
skalarniho souc¢inu a indukuje na H normu || |u) |=|| v || vztahem

I [1*= (ulu). (1.2)
Déale budeme pro popis kvantovych systému vzdy pouzivat normalizované vektory,
tedy takové, pro které plati || v ||= 1.

f{ikéme, ze dva vektory jsou ortogondlni (kolmé), pokud je jejich skalarni soucin
roven nule. Casto budeme pracovat s takzvanou ortonormdini bazi. Tou nazveme
takovou bazi {|u;)}, ve které pro kazdé dva vektory plati

(ui|uz) = ;. (1.3)

Mé&jme soubor vektori z H, ozna¢me £ mnozinu vSech linedrnich kombinaci vSech
vektortt z tohoto souboru a £+ mnozinu viech vektori z H kolmych k vektortim z
£. Potom muzeme kazdy vektor |u) € H rozlozit na dva vzajemné kolmé vektory

u) = |ug) + |ug ), (1.4)

kde |ug) € € a ‘u§> € £+. Tyto vektory nazyvame projekce na odpovidajici pod-
prostory.

1.1.3 Linearni operatory

Linearni operatory jsou linearni zobrazeni z Hilbertova prostoru stavi H opét do
H. Budeme je v dalsi ¢asti potfebovat pro popis méfeni na kvantovych systémech.
Piusobeni linearniho operatoru A na ket |u) se zapisuje jednoduse jako A |u).

Ke kazdému linearnimu operatoru miuzeme pomoci skalarniho soucinu jednoznacné
prifadit hermitovsky sdruzeny operator, ktery budeme znacit symbolem . Konkrétné
Vlx),|y) € H musi platit

(l2), AT[y)) = (Alz), |y)). (1.5)
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Akce A na bra vektor (p| je pak definovana pomoci skalarniho soucinu tak, ze
V|u) € H plati
(A({e) [u) = (o] (Afu)). (1.6)

Potom piseme

A((pl) = (ol A (1.7)

Tato definice vede k identité, kterd umozinuje pouzivat zjednodusené oznaceni

({ol A) [u) = ([ (A|w) = (p | Alw) . (1.8)

7Zv1asté nés zde budou zajimat samosdruzené operatory s ¢isté bodovym spektrem.
Tedy takové, pro které plati AT = A a existuje ortonormalni baze {|a;)} prostoru
H takova, Ze pro kazdy vektor |a;) existuje obecné komplexni (pro samosdruzené
operatory realné) ¢islo a; takové, ze plati

Mnozinu ¢isel {a;} nazgvame bodovym spektrem operatoru A a kety {|a;)} jeho
vlastnimi vektory.

Specialnim piipadem jsou takzvané projekéni operatory. VySe jsme uvedli moznost
rozkladu vektoru na dva jiné vektory, kde jeden z nich je prvkem daného podprostoru
& a druhy nalezi do jeho ortogonélniho dopliiku, tedy |u) = |ug) + |u§> Projekéni
operator na podprostor £ oznaceny Pe je pak definovan jako

Pe |u) = |ug) . (1.10)

Takovy operator mé pouze vlastni hodnoty {0,1}, kde hodnoté 1 prislusi vSechny
vektory z £ a hodnoté 0 viechny vektory z £+

Pro libovolny vektor |¢) muzeme vytvorit projekéni operator na podprostor gene-
rovany timto vektorem, ktery v braketovém formalismu s vyhodou zapisujeme jako

Py = [9) (¥l (1.11)

Jeho pusobeni na vektor |p) je pak dano pomoci skalarniho soucinu jako nasobek
vektoru [¢), konkrétné

By lp) = ) (Wl @) = (@1 @) [¥) - (1.12)
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Takto miizeme vyjadiit projekéni operator na libovolny podprostor £ pomoci jeho
baze {|1;)} jako

Pe= " [u) (Wil (1.13)

(2

Specialné pro {|u;)} libovolnou bazi H plati
> lug) {ul =1, (1.14)
J

kde I je jednotkovy operator (identita).

Obecny operator A se spektrem {a;} a odpovidajicimi vlastnimi vektory |a;) mizeme
rozlozit pomoci projekénich operatora jako

A= Zai |a;) (a;| = Z |a;) a; (ag] . (1.15)

Na prostorech kone¢né dimenze muzeme zvolit kone¢nou bazi a linearni operatory
interpretovat pomoci matic. Tyto matice udavaji ptisobeni operatoru na bazové vek-
tory (a tim i na vSechny jejich linearni kombinace). Operatorovy pocet se pak re-
dukuje na pocet maticovy, kde ket-vektorim odpovidaji sloupcové a bra-vektorum
radkové vektory vyjadiujici rozklad stavu do zvolené baze.

1.1.4 Tenzorovy soucin

Tenzorovy soucin nam umoziuje popisovat kvantové systémy slozené z vice podsys-
témi, jejichz popis jiz zndme. Méjme dva systémy a jim odpovidajici Hilbertovy
prostory H a HP. Je-li stav prvnfho systému \U}m a stav druhého systému
|V>(2), potom je stav celého slozeného systému popsan tenzoroviym soucinem jed-
notlivych stava [V @ [V)® = |[0)V (V)@ = UMV ktery je prvkem ten-
zorového soucinu Hilbertovych prostorii jednotlivych systémi H = H® @ H®. To
je v8ak jen specialni pripad. Pokud méame v prvnim prostoru bézi {]ui)(l)}?zl a
@1 Obecny

n,m

ve druhém {[v;)*”}7,, miZeme vytvolit bazi H jako {Ju) ™V |Uj>(2)}i’j:1.
vektor z H je pak libovolnou linearni kombinaci prvkiu této béaze, tedy

0 = 37 Cisfus) ). (1.16)

Ve specidlnim pfipadé, kdy |¢) = \U)(l) \V)(Q) dostavame

v (Z '“”(1)) (Z v; |vj>(2)> = > iy )V ) (117)

J
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tedy Cy; = w;v;. Kazdy stav, jehoz koeficienty je mozné timto zptisobem rozlozit,
mizeme vyjadiit jako tenzorovy soucin dvou stavii z dilé¢ich prostori a nazyvame jej
neprovdzany. Naopak provdzangj stav je kazdy takovy, ktery timto zptisobem rozlozit
nelze. (Zatim bereme v uvahu jen ¢asté stavy - viz dale.)

Linearni operatory definované na nékterém dil¢im prostoru nemaji zadny ucinek na
vektory druhého prostoru. To odpovida tomu, ze operator AWM rozsiiime na cely
prostor jako AN ® I?, kde I je jednotkovy operator. Tedy mame

AD My = (AD D)) 4@ (1.18)

Také pro kazdé dva operatory A1) a B® plati

[AD, B@] = AOBE@ _ @40 — (1.19)

1.2 Pozorovatelné v kvantové mechanice

Vime, ze ket-vektor plné urcuje stav kvantového systému. Zatim jsme vSak neuvedli,
jaké jsou v tomto stavu hodnoty veli¢in, které jsme schopni méftit (hybnost, energie,
moment hybnosti, spin,...). V klasické mechanice jsou tyto pozorovatelné veli¢iny
reprezentovany funkcemi na fazovém prostoru a jejich hodnoty jsou danym bodem
fazového prostoru vzdy pevné urceny. At se to zda jakkoli nepfirozené, pozorovatel-
nym v kvantové mechanice odpovidaji samosdruzené operatory na Hilbertové pros-
toru stavi. Jediné hodnoty, které mohou tyto veli¢ciny nabyvat, jsou dany body
spektra piislusnych operatort. (Samosdruzené operatory maji realné spektrum.) Je-
li stav naseho systému popséan vektorem [i) a pozorovatelnd A ma vlastni vektory
{|a;)}, pro které plati Ala;) = a;la;), je pravdépodobnost naméfeni hodnoty a;
veli¢iny A rovna

Pico, = | (| ai) [*. (1.20)

Konkrétni vysledek vSak nemizeme zjistit, dokud méfeni neprovedeme. Vysledky
méfeni v kvantové mechanice jsou tedy principialné ndhodné (kromé specialniho
piipadu, kdy je méfeny stav vlastnim stavem piislusného operatoru), i kdyZz méame
pevné urceny stav systému.

Vztah 1.20 nAm umoznuje pocitat stfedni hodnoty veli¢in. Kombinaci klasické definice
stfedni hodnoty a identity pro rozklad operatoru dostavame pro stiedni hodnotu A
systému ve stavu [¢)) tvar

(A, = @il (Wla) P = (W ai)ai{ai|) = (] (Z |ai) a; (%I) ) = (V]| Alv).
(1.21)

A A 7
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1.3 Matice hustoty

V klasické fyzice mizeme mit plné popsany pohybovy stav systému tak, ze kazdé ¢as-
tici pfiradime konkrétni polohu a hybnost v daném case. Casto viak takto presna in-
formace neni k dispozici a je tfeba systém popsat statisticky. Potom mu pfifazujeme
pravdépodobnostni rozdéleni poloh a hybnosti. Jedna se o funkci, ktera kazdému
bodu fazového prostoru pfifazuje pravdépodobnost, Ze se systém pravé v tomto
bodé nachézi. Analogii této situace mame i v kvantové mechanice.

Kvantovy stav popsany prvkem Hilbertova prostoru [¢)) € H je oznacovan jako ¢ist.
Jednéa se o idealni piipad, ktery ¢asto neni mozné prakticky realizovat. Existuji dvé
situace, které se vsak matematicky popisuji stejné. Mizeme mit soubor mnoha sys-
témi, ve kterém se rizné stavy vyskytuji s cetnosti p;. Pifpadné mame jeden systém,
ale jeho skutecny stav je s patii¢nou pravdépodobnosti vybran z néjakého souboru
moznych stavii (nejistota v jeho piprave). Rikdme, ze systém je ve smiseném stavu.
Jedna se tedy o klasickou neurcitost systému, kterda se pfidava k principialni kvantové
neurcitosti.

Matematicka struktura, kterd vyse zminénou situaci dokaze vystihnout se nazyva
matice hustoty. (Na prostorech nekonené dimenze se dava piednost nazvu operdtor
hustoty). Mame-li soubor N systémi, kde Getnost stavu |1;) je p;, je matice hustoty
takového systému dana vztahem

p= Zpy’ i) (W4l (1.22)

S takto zavedenym operatorem p mizeme pocitat stfedni hodnotu pozorovatelné
celého souboru jako

N

(A) =Y (W | Alvy) = Tr(pA). (1.23)

j=1

Se smiSenymi stavy se ¢asto setkavame v situaci, kdy je nas systém provazan s jinym
systémem, jehoz stav nechceme sledovat. Provedeme proto stopu pfes stavy tohoto
systému a tim piejdeme ke statistickému popisu. Typicky se jednd o nedokonalou
izolaci zkoumaného systému od okoli.

1.4 Casovy Vyvoj

Casovy vyvoj Cistych stavi kvantovych systému se fidi Schrodingerovou rovnici,
ktera ma tvar

L OY(t)
ih == = H (1)), (1.24)
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kde H je Hamiltonian (operéator energie) a h redukovana Planckova konstanta. Pro
vlastni stavy Hamiltonidnu H |¢;) = Ej|¢;) dostavame jednoduchou diferencialni

(T
rovnici zhw = E; [1;(t)), jejiz feSeni s pocateéni podminkou [1;(0)) = |¢;)

ma tvar

1

63(0) = exp (—£ 5t [0). (129

Toho mizeme vyuzit pro urceni ¢asového vyvoje obecného stavu pomoci jeho rozk-
ladu do vlastnich stavi Hamiltonidnu. Pak dostavame

0(0) = S exp (-3t (3100 1), (1.26)

kde (; |1(0)) jsou koeficienty rozkladu, a tedy plati |¢(0)) = Zj (1 | ¥(0)) 1y).

Pro stavy popsané matici hustoty p plati analogicka rovnice ve tvaru

2 (11 (0] = Hp(t) ~ p(1) 1 (1.27)

1.5 Dvourozmérny prostor

Pro ptiblizeni zminénych pojmu nyni uvedeme jako ptiklad kvantovy popis polari-
zace fotonu. Hilbertiv prostor odpovidajici polariza¢nimu stavu jednoho fotonu je
dvourozmérny, tedy H = C?. Jako bazové stavy miZeme zvolit horizontalni a ver-
tikalni linearni polarizaci {|h) , |v)}. V maticovém vyjadieni tedy plati

) = H o) = m . (1.28)

Pomoci linearnich kombinaci muzeme vytvofit dalsi polarizacni stavy a piechazet
k jinym bazim. Napiiklad k bazi tvofené levotocivé a pravotoc¢ivé kruhové polarizo-
vanym svétlem:

1 ) 1 |1 1 } 1 1
)= s +ilm) = = |1 i = s iy =5 [ 1] o)

Na prostoru matic se provadi sdruzeni (piechod mezi kety a bra a sdruzeni operatort)
provedenim transpozice a komplexniho sdruzeni slozek. Tedy naptiklad

() = —=((v] — i (h]) = —[1, ] . (1.30)

Sl -
Sl
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Nyni miizeme spocitat nékteré skalarni souciny. Pfedné plati

(I|p) = 1, —i] 1 { 11 = %(1 + %) =0, (1.31)

V2

|: —
\/5

e % 1, —i] % m _ %(1 I (1.32)

Vidime tedy, Ze se opravdu jedna o ortonormalni bazi. (Jesté bychom méli ovéfit,
zda i (p|p) =1.)

Ptikladem operatoru na dvourozmérném prostoru je Hadamarduv operator

C = % E _111 | (1.33)

Pusobenim na stavy |h) a |v) dostavame

culr =1 o= 55 [} = Fgm i sy

cul=—=[1 L] [ =55 | - - as

Dale jesté muzeme napiiklad vytvorit projekcni operator na stav |l) ve tvaru

e Sl e P (1.3

Tenzorovy soucin dvou matic na prostoru C? se provadi jako

arby arby ashy  ashe

__|ap ag b1 bQ . CLlB GQB . a1b3 a1b4 a2b3 a2b4
A®B: |:a3 a4:| |:b$ b4:| o |:(IsB CZ4B:| N a3b1 CL3b2 a4bl a4b2 ' (137)
agbg a3b4 a4bg a4b4
U vektori to je
&1[)1
_ aq b1 . al\b> . (Ilbg
) @ 1b) = LLJ [bz} B {a2|b> o lagby | (1.38)
azby
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Diilezitymi operatory na dvourozmérném prostoru jsou Pauliho matice definované
jako

oy = [2 (1)] Oy = [3 _OZ] O3 = [(1) _01] : (1.39)

Vsechny tyto matice jsou hermitovské, maji nulovou stopu (soucet diagonélnich
prvkil) a spolecné s jednotkovou matici I tvofi bazi operatorii na dvourozmérném
prostoru.
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Kapitola 2

Kvantova informace

2.1 Klasické logické operace

V klasickych vypoctech se pouziva jako jednotka informace bit. M& dvé hodnoty 0 a 1.
Spojenim vice biti se vyjadiuji ¢isla ve dvojkové soustavé. Abychom mohli provadét

vypocty, potiebujeme néjakou sadu operaci, které s hodnotami bitti manipuluji.

Jedinou operaci pusobici na jediny bit (kromé identity) je negace (NOT), ktera
pievraci jeho hodnotu. Standardni dvoubitové operace jsou logické ,nebo” (OR) a
,2" (AND). Kazda z nich spole¢né s negaci tvofi univerzalni soubor, a je tedy mozné
pomoci nich vyjadrit libovolnou bindrni operaci. Déle se pouziva ,exkluzivni nebo”
(XOR), které je také oznacovano jako ,kontrolovana negace” (CNOT). Nejedno-
zna¢nost v nazvu je dusledkem dvou riiznych definic (reprezentaci) vedoucich na stej-
né zobrazeni. Jednim je ,Jedno nebo druhé, ale ne obé dvé.” a druhym ,Pokud plati
A, pak vrat B, jinak vrat negaci B.” Pusobeni vSech operaci je prehledné shrnuto v

nésledujici tabulce.

A[B[NOTA (-A)[AORB(AVB)[AANDB (A AB)[ACNOT B
00 1 0 0 0
01 1 1 0 1
110 0 1 0 1
11 0 1 1 0

Tabulka 1 - Tabulka pisobeni logickych operaci.

Jelikoz jsou vstupem funkci dvé hodnoty a vystupem pouze jedna, nemohou byt
operace reverzibilni. Pokud k vystupu funkce CNOT pfidame jesté puvodni vstup
A, dostaneme reverzibilni funkci. Obecné vSechny reverzibilni logické funkce jsou
permutace souboru ((0,0), (0,1), (1,0), (1,1)).
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2.2 Kvantova informace

2.2.1 Jednotka kvantové informace

Jednotkou kvantové informace je qubit. Jednd se o informaci nesenou libovolnym
dvouhladinovym kvantovym systémem, tedy kromé& dvou krajnich hodnot (0 a 1)
miize popisovat i jejich libovolnou superpozici.

Pro provadéni vypocti zvolime takzvanou vgpocetni bazi {|0) ,|1)}. V ni ma obecny
stav qubitu tvar

Y1) = a|0) + 5[1). (2.1)

Dvouqubitovy systém je pak popsan stavem

[12) = a0 |0) @ [0) + o1 [0) @ [1) + aio 1) @ |0) + ann [1) @ [1), (2.2)

a analogicky pro vicequbitové systémy. Dulezité je, ze pokud chceme uchovat tiplnou
informaci o stavu n-qubitového systému na klasickém pocitaci, potfebujeme na to 2"
komplexnich ¢isel. Z toho je jasné, ze slozitost simulace kvantovych procesii na kla-
sickych pocitac¢ich roste exponencidlné s pocten qubiti. Nabizi se otazka, zda je
mozné tento nepomér obratit v nas prospéch pii provadéni vypoctu na kvantovém
pocitadi. Ukazalo se, Ze to moZné je, ale cesta neni piimocara (viz dale).

2.2.2 Kvantové logické operace

Vzhledem k odlisnosti zakladni informaéni jednotky se 1isi i kvantové operace (hradla).
Jedné se o unitarni transformace pisobici na vektory popisujici stav kvantovych sys-
tému.

Jelikoz qubit je popsan dvéma komplexnimi ¢isly (a ne jen hodnotou 1 nebo 0,
jako klasicky bit), je t¥ida moznych jednoqubitovych hradel vyrazné bohatsi. I zde
existuji univerzalni soubory hradel, kterdA mohou nahradit vSechna ostatni. Casto
se voli fazovy posun a Hadamardovo hradlo. Pokud pfipojime jesté dvouqubitové
hradlo CNOT, mame néastroje pro libovolné dvouqubitové (a tim i vicequbitové)
transformace. Konkrétni popis hradel je uveden nize.

Chceme-li aplikovat obecnou booleovskou funkei f(a, §) na stav |«) |3), pouzijeme
transformaci T |af) = | f(«, 8)). Ta pisobi na cely stav |¢5) jako

T [h2) = oo [ £(0,0)) + ap1 [£(0,1)) + a0 [f(1,0)) + anr [f(1,1)). (2.3)
Diky linearni superpozici tedy ziskdme vysledky pro vSechny mozné vstupni hodnoty

najednou. Problém je, Ze z jednoho systému miizeme méfenim ziskat vzdy zase jen
jeden vysledek. Pro vyuziti superpozice je tedy potieba sofistikovanéjsi postup.
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Pro obecné kvantové vypocty budeme potiebovat dva 2"-rozmérné systémy - vstupni
|z), = |1, T2, ... Ton), & vystupni |y), = |y1, Y2, ... Yan),. Systém 2 je na zacatku
vypoctu vzdy v daném stavu |in), a transformace probiha podle schématu

TY agla), lin)y = 3 a ), |£(2)), (2.4)

2.2.3 Fazovy posun
Fazovy posun piedstavuje transformaci ®(a|0) + 3[1)) = « |0) + Be? |1). Toho je

mozné docilit vyuzitim Hamiltonidnu ve tvaru

H:%(l—a;;):)\ {8 ﬂ (2.5)

ktery urcuje Gasovy vyvoj e 1t (a|0) + B ]1)) = a'|0) + B [1). Nynf uz staci jen
pro dané A\ zvolit spravnou dobu ptsobenf t.

2.2.4 Hadamardovo hradlo

Hadamardovo hradlo je pro jednoqubitovy systém definovano jako

1 11
U2:E(al+03)_\/§[l _1}. (2.6)

Efektivné se vlastné jednd o zménu baze. Pro dimenzi 2" pouzijeme rekurentni
definici

(2.7)

U2n = |:U2n—1 U2n—1 :| '

Ugn—l —UQn—l

Fyzikilné je mozné Hadamardovo hradlo implementovat napiiklad pomoci optického
elementu zvaného déli¢ svazku (viz obrazek 2.1). Ten provadi transformaci

bl . 1 1 2 aq
sl 9
Ptedefinujeme-li faze vstupnich a vystupnich stava (vyuzijeme hradlo fazového po-
sunu), miZeme transformaci psat jako

{—bilbz} a % E —11] [;12] ) (2.9)

kterd nyni funguje jako Hadamardovo hradlo.
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Obrazek 2.1: Schéma délice svazku. Sipky oznacené al a a2 znézornuji dopadajici
paprsky svétla, z nichz se kazdy Castecné odrazi a ¢astecné projde do smért b1 a b2.

2.2.5 Kontrolovani negace (CNOT)

Kontrolovana negace je dvouqubitova operace, kterd prevraci hodnotu druhého qubitu
v piipadé, ze hodnota prvniho je 1. V maticovém vyjadfeni ve standardni vypocetni
bazi ma CNOT tvar

1000

o100

C=1y 00 1 (2.10)
0010

Podobnym zpisobem jako pfti vyuziti délice svazku pro implementaci Hadamardova
hradla miuzeme predefinovanim vstupnich a vystupnich stavii nahradit CNOT po-

moci fazového posunu pro e® = —1. V maticovém vyjadieni
00) 100 0 |00)
1 01) 010 0 1 01) (2.11)
2oy T o 0 1 0| [ L0011 +10)]| |
5 ([11) — [10)) 00 0 —1] [Z5([10) —[11))

2.3 Kvantové vypocetni obvody

Dilezitym krokem na cesté k vytvoreni kvantového pocitace je moznost provadét
na systémech sekvence operaci popsanych v ptredchozi ¢asti. Pro obecnou jedno-
qubitovou unitarni transformaci U, ktera na stav pusobi jako

pouzivime symbol na obrazku 2.2. Symboly pro Hadamardovo hradlo, negaci a
fazovy posun jsou po fadé na obrazcich 2.3(a), 2.3(b) a 2.3(c).
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—)U—)

Obrazek 2.2: Znacka pro obecnou unitarni transformaci.

—)H—)—)()'1—)—)¢—)

(a) Hadamardovo (b) Negace (¢) Féazovy posun
hradlo

Obrazek 2.3: Jednoqubitova kvantova hradla.

Déle budeme samoziejmé potiebovat vicequbitové transformace. Zde je jeden qubit
|c) povazovan za kontrolni (transformace ho neméni) a na druhy qubit |z) je prove-
dena transformace U,. Tato transformace je vybrana na zakladé hodnoty kontrolniho
qubitu. Odpovidajici znacka takovéto operace v kvantovém okruhu je na obrazku
2.4. Na obrazku 2.5 je pak kontrolovana negace jako konkrétni piiklad.

|0>—T—> le>

x> — (J — Ulx>

Obrazek 2.4: Diagram znazorhujici ptisobeni hradla U, na qubit |z), které je zavislé
na hodnoté kontrolniho qubitu |c).

alo>+b|1> al0>+b|1>

clo>+d|1> w > d|0>+c|1>

Obrazek 2.5: Diagram dvouqubitového hradla CNOT.

2.4 Kvantova Fourierova transformace

Kvantova Fourierova transformace je diulezity nastroj, ktery ndm konecné umozni
vyuZit paralelizmus kvantové mechaniky k zasadnimu urychleni algoritmu. (Viz fak-
toriza¢ni algoritmus v dalsi ¢asti.) Zde zavedeme Fourierovu transformaci na dimenzi
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N = 2", kde n je pocet qubiti, se kterymi pracujeme. V bézi {|0),[1),...,|N — 1)}
je definovana vztahem

=2

Flk) = (wn)™ 15 (2.13)

3l
Il

.

Zde jsme oznacili symbolem wy N-tou odmocninu z jednotky, tedy

2
WN = exp (zﬁﬂ) : (2.14)

Pro pripravu Fourierova obrazu stavu |k) muzeme pouZzit okruh na obrazku 2.6.
Musime vSak mit klasickou informaci o hodnoté k.

11> —| H —|(w,)"

g
—> F|k>
/® Flk

11> — H —|(w)™

Obrazek 2.6: Okruh pro vytvoreni stavu F'|k).

2.5 Faktoriza¢ni algoritmus

V této casti popiSeme, jak je mozné vyuzit vlastnosti kvantové mechaniky k zasad-
nimu urychleni nékterych algoritmu. Konkrétné se jedna o algoritmus na hledani
délitelu (faktora) velkych ¢isel. Pro klasicky pocitac¢ roste slozitost tohoto problému
exponencialné s velikosti faktorizovaného ¢isla. Toho se vyuziva v takzvané arit-
metické kryptografii (kryptografie s vefejnym klicem). Mame-1i k dispozici néco, co
dokaze dostatecné rychle rozkladat velké ¢isla, muzeme takto zasifrovanou zpravu ro-
zlustit. Shoruv algoritmus, ktery hleda rozklad na (zatim hypotetickém) kvantovém
pocitaci s polynomidlni slozitosti, vzbudil zna¢ny zajem.

Postup faktorizace ¢isla N mizeme popsat nasledovné. Zvolime si y tak, aby bylos N
nesoudélné. Pro nékteré volby y nemusi procedura vést k cili, nicméné neni mozné
to zjistit pfedem. V pripadé, zZe postup selze, pouzijeme jiné y. Hlavnim tkolem je
pak najit periodu r tak, ze plati y'*" = ¢’ mod N. Potom uZ médme y" =1 mod N,
odkud (y/2+1)(y"/?~1) =y"—1 =0 mod N. Jedna ze zavorek uz musi mit néjaké
spolecné délitele s N, které snadno najdeme vyuzitim Euklidova algoritmu.

Pro feseni pomoci kvantového algoritmu budeme potiebovat stavovy prostor di-
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menze D, kde D > N, a zafizeni schopné provadét transformaci

D110, =3 1i [y mod N), . (2.15)

Kompletni rozbor Shorova algoritmu v obecném piipadé je nad ramec této prace.
Nasim cilem je pouze nastinéni vyuziti kvantového pocitace jakozto motivace pro
rozvijeni tohoto oboru. Proto zde jen uvedeme pievzaty piiklad z [3] pro N =15 a
y = 7. Nejpre pomoci zatizeni popsaného rovnici 2.15 pfipravime stav

) = —=(I0

= (00,10 + 1), 1), +12), 4, +13), 113),
+14)1 1)y +15)1 [7)y +[6)1 [4)5 + |7), [13), (2.16)

+18)1 [1)y +19)1[7)5 + [10) [4)5 + [11), [13),

+[12); [1)y +[13), [7)y + [14); [4)5 + [15), [13),).
Vidime, Ze perioda r je v tomto piipadé 4. To je vSak samoziejmé jen diky tomu, Ze
jsme si klasicky provedli vSechny vypocty. Tuto informaci tedy musime ziskat jinak.

Nejprve provedeme projektivni méfeni na druhy stav. Vysledkem bude naméieni
hodnoty y' a pfechod prvniho systému do stavu

|p1) = (|l> + )+l +2r), +[1+3r),) =

%I

:ﬁ(’l>1+|l+4>1+|l+8>1+|l+12>1>a (2~17)

kde [ € {0,1,2,3}. Nyni provedeme Fourierovu transformaci, ktera stav prevede na

15
Flo) = 7\/__ z; wie)” 17) (14 (wie)” + (wi6)*? + (w16)™?)

15
1 s PN o
= 3D (@) ) (L () () 4 (Y. (2.18)
§=0
Pro vsechna j # NT“ = % = 4 se ¢isla v zdvorce seCtou na nulu a pro j = 4 daji

soucet 4. Tento stav tedy mizeme napsat jako

Fler) = %(\0> t (wie) ' [4) + (wi6)™ [8) + (wie) ™ [12)). (2.19)

Nyni provedeme méteni, jehoz vysledkem bude ¢islo m = 4k. JelikoZ vime, Ze musi
platit m = @k a N i m zname, miZzeme r a k ur¢it v polynomialnim ¢ase [4].
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Kapitola 3

Fyzikalni realizace kvantovych
pocitacu

3.1 Obecné pozadavky

Kazdé laboratorni zarizeni, které by mélo potencialné slouzit jako kvantovy pocitac,
musi splhovat urc¢ité zakladni pozadavky. V této ¢asti je struéné rozebereme.

Rozlisitelné qubity: Kazdy qubit musi byt nesen jasné lokalizovanym fyzikalnim sys-
témem. Musime mit vzdy moznost ¢ist hodnotu zvoleného qubitu a také na néj
libovolnou hodnotu zapsat.

Udrzitelnost informace: Vzhledem k tomu, Ze kazdy kvantovy systém néjakym zpi-
sobem interaguje se svym okolim, informace, kterou nese, postupné degraduje. Kazdy
takovy systém je tedy omezen urc¢itym casem, kdy je jesté informace pouzitelna.
Tento ¢as spolu s rychlosti provadéni operaci urc¢uje, kolik vypoc¢tii mizeme se sys-
témem vykonat.

Vzdjemné interakce: Jelikoz chceme provadét podminéné (vicequbitové) operace,
potiebujeme, aby systémy nesouci qubity vzijemné interagovaly. Obecné je vSak
problém v tom, Ze systémy, které jsou odolné vici naruseni okolim (napiiklad
fotony), mélo interaguji mezi sebou. Naopak elektrony, které se diky elektrostat-
ickému odpuzovani ovliviuji jednoduse, podléhaji rychle vlivim vnéjsiho prostiedi.

Univerzalita a Skdlovatelnost: Abychom mohli z jednotlivych hradel vytvafet kom-
plexni sité pro kvantové vypocty, je nutné, aby kazdy vystup mohl slouzit jak vstup
pro dalsi operace.

26



3.2 Elektromagnetické pole v dutiné

3.2.1 Reprezentace qubitu

Jednim z moznych kandidati na nositele kvantové informace je foton. Nabizi po-
hodlnou bazi pro kodovani kvantové informace v podobé polarizace. Jelikoz je vSak
ve volném prostoru spektrum elektromagnetickych vln spojité, nemiizeme adreso-
vat jednotlivé qubity na zakladé jejich frekvence. MoZné feSeni nabizi prace s fotony
v dutiné délky L, kterou volime pro jednoduchost popisu jednorozmérnou. Zde mame
kvantovaci podminky (vyplyvajici z okrajovych podminek) ve tvaru 2L = n\, kde n
musi byt celé ¢islo. Tyto podminky urcuji jednotlivé mody s diskrétnimi vinovymi
délkami A\, = % Pomoci médi nyni mtizeme reprezentovat jednotlivé adresovatelné
qubity. Konkrétni tvar moédu je

Un(2) = \/%sin (knz) = \/%sm (%z) . (3.1)

Jelikoz kazdy z téchto modi je mozné popsat jako harmonicky oscilator, mizeme
pouzit formalizmus krea¢nich (a,) a anihila¢nich (al) operatort. Pro reprezentaci
qubitu vyuzijeme koherentni stavy definované pomoci operitoru

D(a) = 67%"“‘260‘“26*0‘*“”, (3.2)
jeho pusobenim na vakuovy stav |0) jako

[e.9]

ja) = D(a) [0) = ¢ 5 3" o) (3.3)

n=0
Pro malé hodnoty o (Ja| < 1) muzeme pomoci koherentnich stavi reprezentovat

qubit jako

10 +all)

TV

Podminka malosti parametru « vsak také omezuje mnozstvi stavii, které se takto
daji popsat.

|a) (3.4)

3.2.2 Interakce s latkou

Fotony velmi mélo interaguji s okolim. To je vyhoda, protoze se informace v nich
ulozena dobfte uchovava. Na druhou stranu, pro provadéni podminénych hradel (vice-
qubitovych operaci), bychom potiebovali jejich vzajemné pusobeni. To k dispozici
nemame a proto je tfeba vyfesit situaci zprostifedkovanym pusobenim pies atomy
latky.
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Pro popis atomi pouzijeme pfiblizeni Jaynes—-Cummingova modelu. Stav atomu
popisujeme pomoci jeho energetickych hladin |i) s energii E; = hw;. Pro E; > E
miize dojit k absorpci fotonu popsané operatorem a |i) (j| nebo emisi a' ) (i|. Hamil-
toniadn takového systému je

H =" hwalay+ Z E; [i) (il + 1Y gijlan |9) (Gl + af 15) i), (3.5)

kyi>j

kde g;; jsou konstanty. V piipadé systému obsahujictho pouze jeden méd a dvé
energetické hladiny je mozné prepsat Hamiltonian do tvaru

hQ)
H = hwa'a + 7(1 + 03) + hglac™ +a'o™), (3.6)

kde o; jsou Pauliho matice a 0% = %(01 +i09). ReSenim Schrédingerovy rovnice pro

tento systém jsou funkce

[Pn) = e 7™ (co In,0) + ¢ |n — 1,1)). (3.7)

Konstanty co(t) a ¢ () se ur¢i feSenim rovnice

AL 66

kde A = Q — w. Pokud jests oznatime Q? = A? + 4¢°n a nastavime pocatecni
podminky ¢y(0) =1 a ¢;(0) = 0, dostaneme vysledné feSeni ve tvaru

0 (2 o (%) i (%)) e

er(t) = —%éf exp (—z%) sin (%) . (3.10)

Zvolime-li dobu pusobeni ¢, pravé tak, aby platilo €,t, = 7, dostaneme takzvany
m-pulz, ktery v limité pro A — 0 zpusobuje inverzi populace. Konkrétné dava koefi-
cienty

Co(tﬂ') — O,
o (tm) — —i. (3.11)

Druhym vyznamnym piipadem je 2m-pulz (Q,t2, = 27), ktery vraci populaci do ptuvod-
niho stavu, ale s obrécenou fazi, tedy
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Cl(tgﬂ—) = 0. (312)

Zde navic vidime, Ze ¢;(te;) = 01 pro A # 0. Toho muzeme vyuzit pro vytvoreni
fazového posunu. Je t¥eba upozornit, ze takovéto vyladéni €2,t na pozadovanou
hodnotu je vzdy mozné jen pro jedno zvolené n.

3.2.3 Vicequbitové operace

Jednou z moznosti provadéni podminénych operaci na stavech elektromagnetick-
ého pole v dutiné je vyuziti tithladinového systému. Mame atom, ktery se muze
nachézet ve tfech energetickych stavech |0), [1) a |2). Operatory odpovidajicich
modi pole, které excituji atom na prvni, respektive druhou hladinu ozna¢ime af,
respektive bf. Situace je znazornéna na obrazku 3.1. Qubity budeme reprezentovat
pritomnosti/absenci fotonu daného modu.

2)

|0)

Obrézek 3.1: Tritroviovy systém energetickych hladin atomu umoznujici provadét
podminéné operace na modech elektromagnetického pole v duting. PFevzato z [3].

Vychozi stav celého systému je

)., = (ao + ara’)(By + Bib') |0) (3.13)

a interakéni Hamiltonian

Hy = hg(a|1) (0] + a' |0) (1] + b[2) (0] + b" |0) (2]), (3.14)
kde g je konstanta.
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Samotnou operaci provedeme pomoci 2m-pulzu. Neni-li p¥itomen foton a', mame
vlastné dvoutdroviiovy systém se stavy |0) a [2) a jedingm modem, tedy situaci
popsanou d¥ive. Dochazi tedy k transformaci stavu (3y + 3107 [0) — (8o — B1b7) |0)
a analogicky pro nepfitomnost fotonu b'. V piipadé, kdy jsou excitovany oba médy,
viak dostaneme obecny fazovy posun €. Celkové miiZzeme transformaci popsat ma-
tici

1 0 0 0
0 -1 0 0

T=1y o -1 o (3.15)
0 0 0 ¢

Uvedena metoda je pouze naznak pouziti pfechodi mezi energetickymi hladinami
atomu k provadéni vicequbitovych operaci. Jeji nevyhodou je piedev§im vyuziti
nepiitomnosti fotonu jako nosi¢e informace. Falesné signaly tak mohou zptisobovat
chyby.

3.3 lontové pasti

Soucasna laserova technika umoziuje zchladit atomy nebo ionty na velmi nizké
teploty. Systém se pak blizi staviim s nejniz§imi moznymi energiemi. Takové ionty je
poté mozno uvéznit v rychle se ménicim potenciélu, jehoz efekt se v ¢ase vystieduje
na nulu. Ptesto, 7ze toto vnéjsi pole ovliviiuje pohyb iontil, mizeme je stale alespon
piiblizné popisovat jako harmonické oscilatory (Paul trap).

Mame-li v pasti vice iont1, vzajemné na sebe intenzivné pusobi odpudivou silou a us-
poradavaji se do pravidelnych struktur (nejjednoduseji Fetizku). Spole¢né uvéznéné

YV

,dychaci” pohyb, kdy se periodicky zvétsuji a zmensuji jejich vzijemné vzdéalenosti.
Kolektivni pohyby mohou slouzit jako pfenasece informaci umoznujici podminéné
ponyby J p JIC1 D
transformace, zatimco prostorova vzdalenost umoznuje zaméfovani svételnych pa-

prskii na konkrétni iont, a tim jeho individualni adresovani.

Pisobenim laseru na dvoutroviiovy systém se zédkladnim stavem |g) a excitovanym
stavem |e) (vnit¥ni parametr iontu) vyvolame provazani

% = ale) (9] +a'|g) (e . (3.16)

Zde a a a' pisobi na oscila¢éni stav. Odpovidajici transformace je

Uy = exp(—ifY), (3.17)

kde 6 je parametr imérny ¢asu plisobeni a miizeme ho tedy volit libovolné. Rozvojem
exponencialy do fady dostaneme puisobeni na stavy {|e, 0),|g, 1)} jako
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Uy le,0) = cos(0) |e,0) —isin(f) |g, 1)
Uglg, 1) = cos(8) |g, 1) —isin(f) |e, 0) . (3.18)

Specialné pro § = 7/2 ma transformace tvar

Uzsale,0) = —ilg, 1)
UTF/Q |ga1> = _2’670> (319)

aprof=m

U7l' ’670> = ‘670>

Nyni budeme potifebovat dva uvéznéné ionty, na kterych budeme provadét vypocet
a jeden pomocny. Transformace U} PR U2 pusobi na prvni a druhy systém. U2
spojuje druhy systém s pomocnym a efektivné provadi transformaci |g), — —|g),-
Definujeme-li nyni hradlo U = U;’UﬁU;/Q, miZeme jej v maticovém vyjadieni napsat
jako

100 0
010 0

U150 1 o (3.21)
000 —1

Tato transformace je ekvivalentni hradlu CNOT, a tedy postacuje pro provadéni
libovolnych logickych operaci na dvou qubitech. Ziskdvame tak zékladni stavebni
prvek pro kvantovy pocitac.

3.4 Shrnuti

Ptesto, ze se jiz podafilo laboratorné realizovat zafizen{ schopné udrzet uréité mnozst-
vi qubiti a provést na nich kvantové operace, do realizace skuteé¢nych kvantovych
pocitacl je jesté velmi daleko. PiedevSim je zde problém se Skalovatelnosti. Nej-
pokrocilejsi experimenty dokéazi provadét operace s nékolika desitkami qubitii (napii-
klad [5]) a stale se svym vykonem nemohou rovnat klasickym pocita¢im. Az Cas
ukéze kdy, na jakém fyzikdlnim principu a zda viibec budou fungovat kvantové poci-
tace schopné vysnéného faktorizovani obrovskych ¢isel a feSeni dalSich tiloh mimo
moznosti klasické vypocetni techniky.
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Kapitola 4

Nahodné prochazky

4.1 Grafy

Grafem budeme rozumét usporadanou dvojici (V, E') mnoziny vrcholi a mnoziny
hran. Mnozina V mtze byt i spocetné nekone¢né. I je mnozina vybranych dvojic vr-
chola. V tomto podéni se tedy jedna o graf neorientovany (hrany jako dvojice vrcholu
jsou neusporadané) a neohodnoceny (vSechny hrany jsou ,stejné dlouhé”). Témér
vyhradné budeme uvazovat propojené grafy, tedy takové, kde mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje spojnice, ktera v8ak miize byt tvofena i vice hranami. (Vyjimkou je
piiklad ,s-t propojeni”.) Ukazka jednoduchého grafu je na obrazku 4.1.

Graf je mozné popsat takzvanou matici sousednosti. Jedna se o ¢tvercovou matici
A = {a;;}, kde a;; = 1 pokud E obsahuje hranu mezi i-tym a j-tym vrcholem a
a;; = 0 v8ude jinde. V piipadé neorientovaného grafu je tedy matice sousednosti

symetricka.
1 2
$o
(3)

Obrazek 4.1: Piiklad grafu: mnozina vrchola V' = {1,2,3,4,5} a mnoZina hran

E={{1,2},{1,3},{1,4},{3,4},{2,5}}

Stupen vrcholu je pocet hran, které z daného vrcholu vychazi. Je-li stupen vSech
vrcholu v daném grafu stejny, nazyvame takovy graf reguldrnim.
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Zagatek [0] [o] [o] [o]

Obrazek 4.2: 1D nadhodné prochézka: Cisla ve ¢tvercich predstavuji pravdépodob-
nost, s jakou se chodec nachazi v tomto misté. Cisla u spojnic jsou pravdépodobnosti
uskutecnéni pravé daného prechodu.

4.2 Klasickd nahodna prochazka

V této kapitole prace se budeme zabyvat kvantovymi ndhodnymi prochazkami.
Nejprve vsak zavedeme klasické ndhodné prochazky a az nésledné piejdeme k je-
jich kvantové verzi. Jednoduchym ilustra¢nim ptikladem je ndhodna prochazka na
zde jak diskrétni nahodnou prochazku, ktera probihé v krocich, tak i ¢asové spojitou
prochéazku.

4.2.1 Klasickd ndhodna prochazka na primce

Nejjednodussim prikladem klasické ndhodné prochazky je diskrétni nadhodné prochéz-
ka na ptimce. V tomto piipadé se jedna o prochazku na grafu, jehoz vrcholy jsou
reprezentovany celymi ¢isly a hrany jsou vzdy jen mezi sousednimi vrcholy!. Na za-
¢atku je chodec v bodé 0. Je vybaven minci, na které s pravdépodobnosti p padne
panna a s pravdépodobnosti (1 — p) orel. V kazdém ¢asovém kroku si chodec hodi
minci. Padne-li panna, udéla jeden krok doleva a padne-li orel, udéla krok doprava.
Pravdépodobnost, Ze se po t krocich chodec nachézi v misté = ozna¢ime P;(z). Pak
P, je funkce popisujici rozdéleni pravdépodobnosti polohy chodce v ¢ase t. Piiklad
prvnich kroki této prochazky se symetrickou minci je znédzornén na obrazku 4.2.

Je ziejmé, 7ze v lichém kroku se mize chodec nachézet pouze na liché pozici a
v sudém na sudé. Pokud v kazdém kroku bereme pouze body primky s paritou
(sudost/lichost) odpovidajici parité ¢asového kroku, dostavame na takto vybranych

"Tedy V=7 aa; j = 6; j—1 + 6; j+1, kde &; ; je Kroneckerovo delta.
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bodech binomické rozdéleni pravdépodobnosti (viz obrazek 4.3).

1D Nahodna prochazkapo 10 krocich

0,3

Pravdépodobnost
[=]
[
(%3]

-10 -8 -6 -4 -2 a 2 4 5] 8 10

Pozice chodce

Obrazek 4.3: 1D nahodnéa prochazka: Pravdépodobnostni rozdéleni polohy chodce
po deseti krocich.

Pro nésledné srovnani s kvantovou prochazkou zde uvedeme dvé vlastnosti ndhodné
prochazky. Jednou z nich je stiedni kvadraticka odchylka polohy chodce, ktera je zde
po n krocich umérné y/n. Tato velifina v podstaté popisuje rychlost $ifeni prochézky
po grafu. Déle je zde fakt, Ze klasickd ndhodné prochazka je proces bez paméti.
Stav v kazdém kroku je tedy urcen pouze polohou chodce v kroku bezprostiedné
predchazejicim. Zbytek trajektorie, po které se chodec do daného mista dostal, nema
zadny vliv na dalsi pribéh prochazky.

4.2.2 Klasickd ndhodna prochazka na grafu

Nahodnou prochézku mizeme snadno zobecnit na jiné grafy. Omezime se na takové,
ve kterych z kazdého vrcholu m (nejvyse spocetné mnozstvi vrcholi mizeme oéislo-
vat) vede jen kone¢ny pocet d(m) hran. Obecné bychom mohli v kazdém bodé defi-
novat pro kazdou hranu vedouci z tohoto bodu pravdépodobnost, Ze se chodec vyda
danym smérem. Tim bychom vlastné ziskaly orientovany (pravdépodobnost pte-
chodu z i do j nemusi byt stejna jako z j do i) a ohodnoceny (pravdépodobnostmi
prechodu) graf. My se v8ak omezime na prochazky, kde pravdépodobnost pohybu
chodce urcitym smérem z vrcholu m zavisi pouze na jeho stupni a je ve vSech smérech
stejnd, tedy 1/d(m).

Pokud pro rozdéleni pravdépodobnosti polohy chodce na zacatku Fy a po jednom
kroku Py plati Py = P; (atedy i Py = Pr pro libovolné T'), nazyvame takové rozdéleni
staciondrni. Pro kazdy graf s koneénym poctem vrcholi N existuje nejvyse jedno
stacionarni rozdéleni a to

w(m) = —=. (4.1)



Stacionarniho rozdéleni pro graf s koneénym poc¢tem vrcholi ma tu vlastnost, ze bez
ohledu na pocatecni rozdéleni se k nému nahodné prochézka ptiblizuje pro pocet
kroki 1" jdouci do nekonecna. Rychlost toho pfiblizovani je popsana veli¢inou zvanou
mizing time.

Dalsi dilezitou vlastnosti ndhodné prochazky na grafu je hitting time H,;j, coz je
oc¢ekévany pocet krokl potiebny k tomu, aby se chodec dostal z vrcholu ¢« do vrcholu
j. Souvisejicim parametrem je pak cover time, tedy o¢ekavany pocet kroka potiebny
k tomu, aby chodec navstivil vSechny vrcholy grafu. Cover time je mozné shora i
zdola omezit ndsobkem nejhorsiho, respektive nejlepsiho hitting time daného grafu.
Pro klasickou prochézku je cover time pro libovolny graf principidlné tmérny alespon
Nlog N.

4.2.3 Casové spo jitA ndhodna prochazka

Jinou verzi nekvantové nadhodné prochazky je Casové spojitd ndhodna prochézka
na grafu. V tomto piipadé prochézka neprobihd v diskrétnich krocich, ale chodec
miuze v kazdém vrcholu stravit libovolny c¢asovy tsek. Budeme zde opét uvazovat
prochézku, ve které je pravdépodobnost presunu do vSech sousedicich (spojenych
hranou) vrcholu stejna.

Vyjdeme z diskrétni verze prochazky. Mé&jme matici M, jejiz prvek M;; udava pravdé-
podobnost ptechodu z vrcholu ¢ do vrcholu j, tedy M;; = 1/d(i) v sousedicich
vrcholech a M;; = 0 jinde. Pravdépodobnostni rozdéleni prochézky p;(t) se pak v
¢ase (v diskrétnich krocich) vyviji podle vztahu

pi(t+1) = Z M;p;(2). (4.2)

Nyni vytvoiime ¢asové spojitou nadhodnou prochazku piechodem k malé casové
nezavislé konstanté v. Namisto matice M zadefinujeme matici H 2 vztahem

—y pro ¢ # j sousedici
Hijj=4¢0 pro @ # j nesousedici (4.3)
d(i)y proi=j

Prochazka se pak vyviji podle diferenciélni rovnice

dp;it) = - Z Hijp;(t). (4.4)

ReSenfm této rovnice ve vektorovém tvaru pro p(t) = (pi(t), p2(t),...,pn(t)) je
plt) = e="p(0).

2(Qznaceni neni ndhodné a v kvantovém piipadé bude tato matice nahrazena Hamiltonidnem.
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4.3 Kvantové prochazky

4.3.1 Diskrétni kvantova prochazka na pirimce

Soustfedme se nyni na kvantovou verzi ndhodné prochazky. Zde se jiz nepouziva
oznaceni ndhodna, protoze proces je ve skutecnosti deterministicky. Ndhodnost vy-
chéazi az z pravdépodobnostniho chovani pii findlnim méfeni. Na rozdil od klasické
castice se chodec v kvantovém svété nenachazi daném vrcholu grafu, ale v linearni
superpozici ruznych poloh. Mize se tedy v podstaté vydat vice sméry najednou.

Pro jednoduchost nejprve opét vezmeme piipad prochazky na primce s vrcholy oz-
nacenymi celymi ¢isly. Méjme Hp Hilbertuv prostor popisujici polohu chodce a
stavy odpovidajici umisténi chodce ve vrcholu m oznacime |m). Stejné jako v kla-
sickém ptipadé probiha vyvoj prochazky v krocich, které jsou podminény stavem
mince. [ ta je zde ale kvantova. Je reprezentovana néjakym vnitinim stavem castice
(naptiklad spinem u elektronu nebo polarizaci u fotonu). Necht H¢ je Hilbertuv
prostor pro minci s bazovymi stavy |L) a |R). Celkové je tedy stav naseho chodce
prvkem H = Hp ® He a obecné vypadé jako

) = (Y ImL) + g [mR)). (4.5)

m

kde ¥y,1, a Vg jsou komplexni &sla spliwjici > (|me|* + |[Ymr|?) = 1.

Jeden krok prochéazky se pak sklada ze dvou transformaci. Transformace C' zméni
stav mince a transformace S na zakladé stavu mince vykona patfi¢ny posun chodce
na grafu. Zde C' miize byt libovolna unitarni transformace na prostoru odpovidajici

dimenze. (Na slozitéjsich grafech, nez je piimka, nékdy pot¥ebujeme vicerozmérnou
minci.) Jako jednoduchy piiklad si vezmeme Hadamardovu transformaci

Cn = [} _ﬂ | (46)

kter& pusobi jako

Cr|L) = %qm +|RY), (4.7)
Cur|R) = —(IL) - |R)).

V2

Vzhledem k tomu, Ze tato operace pusobi jen na stav mince, je vysledna transformace
celého stavu dana operatorem C' = C'y ® Ip, kde Ip je jednotkovy operator na Hp.
Posun chodce je dan operatorem

S=|m—1,L) (mL|+ |m+ 1, R) (mR|, (4.8)
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ktery jednotlivé stavy transformuje jako

S|mL) =|m—1,L), (4.9)
S|mR) =|m+1,R).

Prochazka, ktera za¢ina naptiklad ve stavu |0L), je po n krocich ve stavu |¢,) =
(CS)™|0L).

Meéfteni polohy, které zpusobi kolaps vinové funkce do nékterého konkrétniho stavu,
je tfeba provést az po urc¢itém poctu kroki. Kdybychom provadéli méfeni po kazdém
kroku, dostali bychom klasickou nadhodnou prochazku. Transformace mince pak
odpovida rozlozeni pravdépodobnosti na klasické minci a kvantovy krok nasledovany
mérenim predstavuje hod klasickou minci a klasicky krok v patiicném sméru. Naopak,
pokud provedeme méteni az po vykonani vétsiho poctu kroku (pro prochazku na
piimce s Hadamardovou minci alespon 3), dostaneme jiné rozdéleni pravdépodob-
nosti.

Jednim ze zasadnich rozdili oproti klasické ndhodné prochéazce je to, ze se kvan-
tova prochazka §ifi po grafu amérné poc¢tu kroki n. To je oproti klasické prochazce,
kde je rychlost $ifeni tmérnéa /n, kvadratické urychleni. Dalsi odlignosti je, Ze pro
uplny popis kvantové prochézky musime znat kompletni hodnoty koeficienti rozk-
ladu do baze H. To znamena vcetné faze komplexnich ¢isel a ne jen jejich abso-
lutni hodnoty. Proto neni nasledujici krok kvantové prochazky plné urc¢en pouhym
pravdépodobnostnim rozdélenim v predchozim kroku, jako je tomu u klasické nahod-
né prochazky. Na obrazku 4.4 jsou znazornéna rozdéleni pravdépodobnosti nalezeni
chodce v daném misté po 100 krocich klasické nahodné prochazky se symetrickou
minci a kvantové prochazky s Hadamardovou minci. Prevaha pravdépodobnosti v
levé ¢asti grafu je dana volbou stavu mince v pocatednim stavu [0L).

0.15—

0.1

probability, P(x)

0.05

0 L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
position, X

Obrazek 4.4: Klasickda nahodna prochazka se symetrickou minci (tecky) a kvantova
prochazka s Hadamardovou minci a pocateénim stavem |0L) (kiizky) po 100 krocich.
Prevzato z [6].
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Obrézek 4.5: Piiklad grafu pro kvantovou prochazku s dodefinovanymi hranami na
pocet maximalniho stupné grafu. Pievzato z [7].

4.3.2 Diskrétni kvantova prochazka na grafu

Nyni se budeme zabyvat zobecnénim diskrétni kvantové prochazky pro pripad obec-
néjsiho grafu. Konkrétné pujde o graf, pro ktery existuje maximalni stupen vrcholu
d. (Tedy v8echny vrcholy daného grafu maji stupen d nebo nizgi.) Vrcholy opét
muzeme od¢islovat a stav odpovidajici umisténi chodce v m-tém vrcholu znadit |m).
Co se tyce hran, méame zde problém s jejich riznym poctem v riiznych vrcholech. V
zasadé mame dvé moznosti, jak situaci tesit.

Jednim vychodiskem je dodefinovani potfebného poctu ,smycek” v kazdém vrcholu.
Tedy takovych hran, které vedou z vrcholu m opét do m. Potom mizZeme v kazdém
vrcholu oznacit hrany ¢isly od 1 do d a pouzit vSude stejnou d-rozmérnou minci.
Priklad takového grafu je na obrazku 4.5. Transformace mince je v tomto pripadé
zcela analogickd jako u prochézky na piimce, jen zde méme misto baze {|0),|1)}
bazi {|J)}4_,. Krok prochazky je pak dan transformaci S pisobici na bazovy stav
|mJ) zpusobem S |mJ) = |kJ), kde k je vrchol, do kterého mi¥i hrana oznac¢ena ve
vrcholu m &islem J. (Ve vrcholu k£ miiZe mit tato hrana jiné oznaceni.) V piipadé, ze
stav mince odpovida hrané vedouci zpét do ptivodniho vrcholu (smyéce), se pii kroku
prochazky takovy stav nezméni.

Druhou moznosti je nechat graf v piuvodni podobé a definovat rizné mince pod-
le stupné patficného vrcholu. (Samoziejmé je mozné definovat i vice druhtt mince
pro ruzné vrcholy se stejnym stupném.) Nyni uZ v8ak transformace mince zavisi
na poloze chodce a neni ji mozné popsat jako C = Cc ® Ip, kde C¢ oznacuje
pusobeni na Hilbertové prostoru mince a Ip je identita na prostoru poloh.

Pokud chceme i ve vrcholech se stupném d > 2 docilit rovhomérného rozdéleni
pravdépodobnosti mezi vSechny hrany, jednou z moznosti je vyuziti takzvanoé DF'T
mince (diskrétni Fourierova transformace). Ta je popsdna vzorcem (2.13) (po zaméné
N za d) a pro piipad d = 2 piechazi v Hadamardovu transformaci.

Ukazali jsme zde zplisob, jak je mozné zavést diskrétni kvantovou prochazku na
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velmi obecné tiidé graft. Bez znalosti dalsi struktury grafu v8ak nejsme schopni Fict
mnoho o jejim vyvoji. Proto se ¢asto prechazi ke zkouméani konkrétnéjsich, néjakym
zpusobem pravidelnych grafu.

4.3.3 Casové spojita kvantova prochazka

Casove spojita kvantova prochazka je analogii spojité ndhodné prochézky. Neprobiha
tedy v diskrétnich ¢asovych krocich, ale vyviji se spojité a findlni méfeni mizeme
provést v libovolném okamziku. Spojita kvantova prochézka odpovida Schrédingerovu
¢asovému vyvoji ¢astice s Hamiltonidnem odvozenym z matice sousednosti grafu, na
kterém je prochazka provadéna. Konkrétné H = v A, kde v pfedstavuje pravdépodob-
nost pfechodu pres hranu za jednotku Casu a A je matice sousednosti. Formalnim
feSenim Schrédingerovy rovnice dostaneme stav chodce v ¢ase t ve tvaru

() = e [1(0)) . (4.10)

V této verzi kvantové prochazky neni zadna mince a stav je tedy urcen jen v prostoru
poloh.

Ziskany casovy vyvoj je do jisté miry obdobny diskrétni kvantové prochézce, kde
operator ¢asového vyvoje U = SC nahradime operatorem U = e~"4. éasovy Vyvoj
v obou variantach pak miizeme zapsat jako [¢(t)) = U* [1(0)). Jsou zde ale i nékteré
rozdily. Diky absenci mince napfiklad vysledné rozdéleni a chovani prochézky daleko
méné zavisi na pocatecnim stavu.

Na rozdil od klasickych prochazek neni ¢asové spojita kvantova prochazka piimo
limitou diskrétni kvantové prochazky pro malé kroky. Absence mince napiiklad zpu-
sobuje, 7ze je zde vzdy rozdil ve velikosti Hilbertova prostoru, na kterém prochézka
probihé.

4.3.4 Dekoherence v kvantovych prochazkach

Zédny systém nemtizeme dokonale izolovat od vnéjsich vlivii. Kvantové systémy jsou
proto nachylné k takzvané dekoherenci. Dochazi k provazani zkoumaného systému
s okolim (jinymi systémy, jejichZ stavy nemuZzeme kontrolovat). Vysledny celkovy
provazany stav se sice miize vyvijet unitarné, nicméné vyvoj jednotlivych podsys-
témi unitarni obecné neni. Tim jsou tedy efektivné provadény neunitarni trans-
formace na nasem systému. Dalsim dulezitym piikladem neunitarniho vyvoje jsou
méreni. Ke ztraté kvantovych vlastnosti mize dochézet i v disledku unitarnich
transformaci, které jsou vSak aplikovany nahodné. (Napiiklad v kazdém kroku nahod-
né zménime minci nebo provedeme nahodny fazovy posun [6].) Je nutné takové jevy
zkoumat, abychom méli piehled o tom, do jaké miry se zachovava nami pozadovany
stav. Neunitarni transformace ndm navic davaji Sir§i t¥idu nastroju, diky kterym
miizeme nékdy zamérné ménit pribéh prochazky v nas prospéch.

Ve vétsiné pripadi dekoherence zptusobuje ztratu kvantovych vlastnosti a prechod
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ke klasickému vyvoji. Extrémni ptiklad neunitarniho vyvoje jsme zde jiz zminili
- piipad diskrétni kvantové prochazky, kterd méfena po kazdém kroku, je pfimo
klasickou diskrétni ndhodnou prochéazkou.

Kv1li neunitarité transformaci jiz nemame ¢isté stavy, ale musime systém popisovat
pomoci matice hustoty. Jeji obecny tvar pro diskrétni kvantovou prochazku je

p= Z Z Cocrer |TC) (2], (4.11)

zc x'c!

kde zc a 2’ jsou vSechny p¥ipustné stavy vrcholu grafu a stavu mince. Operétor
U zobrazuje matici hustoty opét na matici hustoty pravé tehdy, kdyz je mozné ho
zapsat pomoci Krausovych operéatori jako

Up =Y Ulpu, (4.12)
€0

kde Y ..o IUZTUi = I. Pro unitarni vyvoj méme tento operator jen jeden a tod = SC,
ktery pusobi jako

Up = SCpCT ST, (4.13)

Neunitarni vyvoj mizeme dostat tak, ze pouzijeme neunitarni minci ¢i neunitarni
operator presunu nebo k nékterym krokim pridadme métfeni. Vyvoj prochazky s
méfenimi je pak popsan rovnici

Up=> P;SCpCTSTP]. (4.14)
1€0

Rovnice (4.14) je vychozim bodem pro dalsi zkouméni jak analytické, tak numerickeé.
Piehled pro rizné varianty grafu (pfimka, cyklus, hyperkrychle) a dekoherence (jen
mince, jen vrcholy, oboji) je mozné najit v préci [6].

Pro ilustraci zde uvedeme zajimavy ptipad chovani prochazky na pfimce. Numericky
model prochazky po 100 krocich pro riizné tirovné dekoherence (mince i pozice) je na
obrazku 4.6. Vyznamna je zde hodnota p = 0,03, pfi které mé pravdépodobnostni
rozdéleni prochazky témér obdélnikovy tvar. Tato vlastnost miize byt vyhodna pfi
pripadném algoritmickém pouziti kvantovych prochazek.
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Obrazek 4.6: Diskrétni nahodna prochazka po 100 krocich. Hodnota p je
pravdépodobnost, s jakou je v kazdém kroku provedeno ndhodné méreni ¢asti sys-
tému. Prevzato z [6].

Pro casové spojité kvantové prochazky je obecné méné vysledki. Jednak jsou zde

N

kterou bylo nalezeno mnoho analytickych vysledku [6].
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Kapitola 5

Vyuziti nahodnych a kvantovych
prochazek

5.1 Vyuziti klasickych ndhodnych prochazek

Nejprve uvedeme dva priklady pouziti klasické nahodné prochazky v oblasti in-
formatiky prevzaté z [7| a nasledné jednoduchy popis vyuziti ndhodné prochézky
pii hodnoceni webovych stranek.

5.1.1 Problém s-t propojeni

Jedna se o tlohu, kde nas zajimé, zda existuje cesta mezi vrcholy s a t. Jednou
moznosti feSeni této tlohy je ziejmé postupné prochazeni grafu s ukladanim celé
historie. Takovy algoritmus po kone¢ném ¢ase (predpokladame kone¢ny graf) najde
patfi¢nou spojujici cestu, nebo projde celou oddélenou ¢ast grafu, ve které se vr-
chol ¢t nenachazi. V obou piipadech mame stoprocentné spravnou odpovéd za cenu
naroku na pamét ameérnych poctu vrcholi N. Musime-li paméti Setfit, miZeme
vyuzit ndhodnou prochazku. NAas algoritmus si bude pamatovat jen své umisténi
a z néj se vzdy vydd ndhodnym smérem. Pokud dorazi do vrcholu ¢, mame jis-
totu, Ze spojnice existuje. Podle 7] bylo ukazano, 7e pokud spojnice existuje, pak
bude nalezena s pravdépodobnosti alespont 1/2 po vykonani N3 kroki nahodné
prochazky. Pro zvyseni pravdépodobnosti mizeme proces vicekrat opakovat. Nikdy
vSak neziskdme stoprocentni jistotu, Ze spojnice neexistuje.

5.1.2 2-SAT problém

Tato zdéanlivé velmi akademickd tloha ma velky vyznam v teoretické informat-
ice. Jedné se o specidlni pripad obecnéjsi tfidy SAT problému. Mame soubor k
logickych vyroki Ci,...,Cp typu C; = AV B! A a B jsou v kazdém vyroku

!Obecné pro n-SAT problém je zde n ¢lent spojenych V.
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nahrazeny néjakymi booleovskymi veli¢inami (nabyvaji jen hodnoty 0-TRUE a 1-
FALSE) z daného souboru Xj, ..., X; nebo jejich negacemi (napiiklad C; = (Xs5) V
(=X4)). Konkrétni vybér hodnot téchto veli¢in pak mizeme reprezentovat ¢islem
ve dvojkové soustavé X = X;...X;. (Napiiklad pro I = 3 a volbu X; = 0,
Xy =1a X3 =0 mame X = 010.) Ze vSech vyroku vytvofime jeden zpusobem:
C =Ci ANCy A ... A Ch. Pokud existuje takovy vybér X, pro ktery jsou vSechny
vyroky splnény, je vyrok C uspokojitelny.

Ptedpokladejme, Ze feSeni naseho 2-SAT problému existuje a je jediné. Pro jeho
nalezeni vyuzijeme ndhodnou prochazku. Na zacatku zvolime sekvenci X nidhodné
a kontrolujeme jeji spravnost pro jednotlivé vyroky dokud nenarazi na takovy, ktery
touto volbou neni splnén. Ten obsahuje dvé veliciny X, a X;. Vime, Ze alespon jednu
z nich musime zménit. Jednu tedy nadhodné zvolime a otoc¢ime jeji hodnotu. Nyni
se opét vracime ke kontrolovani. Vzdalenost naseho soucasného stavu od spravného
feSeni mizeme méfit pomoci takzvané Hammingovy vzdalenosti. Pro dvé binarni
¢isla je to pocet biti, ve kterych se od sebe lisi. V nasem piipadé prohozenim
hodnoty jedné veli¢iny tuto vzdalenost vidy o 1 zmensime nebo zvétsime (oboji
s pravdépodobnosti 1/2). Jedna se tedy o ndhodnou prochazku na tsecce délky k se
symetrickou minci. Pozice chodce je dana Hammingovou vzdalenosti naseho odhadu
od spravného fegeni. Z teorie vime, Ze takova nahodné prochazka méa cover time ? v
fadu k% a po tomto poctu kroki se dostane ? i do bodu 0, tedy spravného FeSeni.

5.1.3 Google PageRank

Tézko bychom dnes hledali nékoho, kdo nikdy neslysel o vyhledavaci Google.com.
Firma Google pochopitelné nezvetejiiuje detaily kodu svych programii a neodhaluje
vSechna sva tajemstvi. Nicméné zakladni myslenka jeho hodnoceni obsahu stranek
(jeden z kli¢ovych kroku k aspéchu Googlu) je k dispozici. (Podrobnéjsi popis s
piiklady v [8].)

Kritérium hodnoceni obsahu je jednoduché: Webova stranka A predava kazdé strance
B, na kterou z ni vede odkaz urc¢itou hodnotu vyznamu. Tato hodnota je piimo
umérna hodnoceni stranky A a nepfimo tmérna celkovému poctu odkazi vedoucich
z A. Chceme-li, aby se nas web objevoval na pfednich mistech vyhledavani, musi na
néj odkazovat co nejvice dobie hodnocenych webt. (Dalsim kritériem je samoziejmé
relevance k vyhledavanému vyrazu.)

Proces hodnoceni je mozné chépat jako ndhodnou prochézku na orientovaném grafu.
Chodec (,surfer”) zatne na né&jaké strance a premisti se na ndhodné vybrany odkaz,
ktery na ni najde. A tak se pohybuje stéale dal. Ve vysledku (po dostate¢ném poctu
kroki) dostaneme stacionarni rozdéleni, kde pravdépodobnost nalezeni chodce v
uréitém vrcholu grafu odpovida hodnoceni stranky. Kvili orientovanosti grafu (ne
vzdy vede cesta zpét) musime jesté vytesit problém stranek, které neodkazuji nikam
nebo jsou Casti uzavieného cyklu. To nejjednoduseji udélame tak, ze pfejdeme k
nahodné prochézce s teleportaci. Stanovime pravdépodobnost s jakou se chodec

2Tedy pocet krokii, po kterém prochézka navstivi véechny vrcholy grafu.
3Samoziejmé jen s uréitou pravdépodobnosti, stejné jako v pFedchozim piipadé.
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Obrazek 5.1: Graf ,slepenych stromu”. Prevzato z [9].

misto presunu po odkazu teleportuje do zcela ndhodné zvoleného vrcholu.

Vysledkem vySe popsaného algoritmu je velmi tGspésny systém hodnoceni, ktery
je odolny vuci snaze uméle zvySovat hodnoceni uré¢itého webu. (Muzeme ovlivnit
rozdéleni hodnoty jednotlivych stranek na vlastnim rozsahlejsim webu, ale ne jeho
celkovou hodnotu.)

5.2 Vyuziti kvantovych prochazek

Jednu moznost vyuziti kvantovych prochazek predstavuji algoritmy pro klasické
prochazky. Zde v nékterych piipadech mizeme dosdhnout zédsadniho urychleni. Ty-
picky se v8ak jedna o grafy s néjakou pravidelnou strukturou. Napiiklad na grafu
takzvanych ,slepenych stromu” (viz obrazek 5.1) dorazi kvantova prochézka z jed-
noho konce na druhy exponencialné rychleji, nez klasicka [9]. To vsak samo o sobé
neposkytuje zadné algoritmické vyuziti.

5.2.1 Groveriav algoritmus

Slibnou oblasti pro aplikaci kvantovych prochazek je vyhledédvani v nesetiidéné
databazi (seznamu). Jde tedy o problém, kdy méame najit dany prvek z né&jakého
souboru, ktery neméa zadnou dalsi strukturu (napiiklad hledéni jména k zadanému
¢islu v telefonnim seznamu). Prozkoumani jednoho prvku ndm nedava zadnou in-
formaci o tom, kde by bylo dobré s hledanim pokracovat, a proto jakykoli klasicky
algoritmus bude potiebovat alespoit O(N) operaci, kde N je pocet zaznamii v sez-
namu. Naproti tomu Groover v ¢lanku [10] popisuje kvantovy algoritmus, kterému
na nalezeni zadaného prvku staci jen O(v/N) krokil.

Méjme fetézec o n bitech (v naSem pfipadé tedy qubitech). Ten ma N = 2" moznych
hodnot, které zde piedstavuji polozky seznamu. Existuje pravé jeden hledany stav
Sh, pro ktery testovaci podminka C(S,) = 1 a pro vSechny ostatni stavy plati
C(S) = 0. Piedpokladame, ze vypocet C(S) pro jeden dany stav je mozné provést
v jednom kroku.

Krok 1: Vezméme jako pocatecni stav takovy, ze hodnoty vSech qubitd jsou 1.
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Na kazdy qubit aplikujeme Hadamardovu transformaci

M= % E _11] , (5.1)

ktera dava M |1) = \%(H) +|0)). Tim tedy ziskame stav, ve kterém jsou vechny

moznosti zastoupeny s amplitudou 277 (Stejné jsou piimo amplitudy, ne jen jejich
absolutni hodnoty.) Na tento krok potifebujeme jen O(n), tedy O(log (N)) kroki.

Krok 2: Nasledujici proceduru budeme opakovat O(v/N) krat a tim je vlastné dana
slozitost celého algoritmu. Nejprve je provedena transformace, kterd oto¢i znaménko
u amplitudy stavu Sy, (fazovy posun o ) a ostatni poneché beze zmény. Dale pouzi-
jeme takzvanou difuzni transformaci D definovanou matici

2 . .
N 17
J ~— 1 i=7
Krok 3: Provedeme méteni systému. Diky predchozimu postupu je nyni pravdépodob-

nost prechodu systému do stavu S, alespoii % [10].

5.2.2 Univerzalni vypoc¢ty pomoci casové spojité kvantové
prochazky

Childs [11] jako prvni ukézal, Ze kvantové prochazky mohou slouzit jako univerzalni
kvantovy pocita¢. Konkrétné se jedné o konstrukci hradla CNOT, fazového posunu
a hradla pro zménu baze. Jeho odvozeni vyuzivajici pravé ¢asové spojitou nahodnou
prochazku je v nésledujici ¢asti stru¢né popsano.

Méjme néjaky graf s matici sousednosti A. Hilbertiv prostor nasi kvantové prochazky
je generovan ortogonalnimi stavy reprezentujicimi umisténi chodce v daném vrcholu
grafu. Samotna prochazka pak odpovid4d Schrédingerovu vyvoji ¢astice pohybujici
se na grafu. Odpovidajici unitarni operator ¢asového vyvoje za ¢as t je e~ 4%

Je-li grafem prochazky nekonecny tetizek - kazdy vrchol je spojen se dvéma soused-
nimi (z € Z), pak vlastni stavy dané matice sousednosti A jsou vlastni stavy hyb-
nosti. Pro pfichozi vlnu o hybnosti k& € (—m,0) oznacenou jako |k) mame

(x|k) = e, (5.3)

V této konstrukei se vyuziva popisu hradla jako kone¢ného grafu, na jehoz nékterych
vrcholech jsou pfipojeny nekonecné fetizky prendaSejici vstupni a vystupni signal.
Diky konec¢né rychlosti sifeni v praxi stac¢i pouzit dostatec¢né dlouhé kone¢né vedeni
aniz by tim byla narusena adekvatnost popisu.

Hradlo CNOT ziskdme pouhym piekiizenim patfi¢nych vedeni, jak je ukazano na
obrazku 5.2(a).

45



|OO:‘n> o———=° |000ur>

| 01,‘,1> oO———0 |O1Uui‘>

| 10in> OX—-_: | 10out> | 1r'n> | 1our>
| 11in> 0—-/ | 11ouf> |Or'n> o—e&——0 |Oout>
(a) Hradlo CNOT. (b) Fazovy posun
I 1in> o— | 1out>
[ ]
Ioin> o—¢ |Ooul‘>

(¢) Zména baze

Obrazek 5.2: Implementace kvantovych hradel pomoci casové spojité kvantové
prochézky. Pievzato z [11].

Schéma pro fazovy posun je na obrazku 5.2(b). Jeho efektivni délka odpovidajici
piimému Sifeni je 2 (tento pocet vrcholu je tedy umistén na druhém vlakné). Hradlo
dobfe funguje jen pro stavy s hybnosti blizkou —x /4. To nés vSak neomezuje, protoze
je mozné veskeré vypocty provadét pouze se stavy s hybnosti blizkou pravé této
hodnoté. Pro vhodné stavy pak hradlo fazového posunu provadi transformaci

1 0
Up = {O em/J : (5.4)

Pti implementaci hradla pro zménu baze budeme potiebovat interakci mezi dvéma
vodicimi linkami. Schéma je na obrazku 5.2(c). Konkrétni tvar transformace je

U, = —% [i ﬂ | (5.5)

Diky tomu, Ze pro stavy s hybnosti —m/4 v uvedenych konstrukcich nedochézi
k odrazu, miizeme t¥i vySe popsana hradla libovolné fetézit a vytvaret tak libovolné
kvantové vypocetni okruhy. Napiiklad Hadamardovo hradlo ziskdme jako Uy =
UZU.U?. Pti konstrukei okruht sice vyvstavaji dalsi problémy napiiklad s pFipravou
stavi dostateéné podobnych vlastnim staviim hybnosti a s vizanymi stavy, nicméné
v [11] je popsano, jak je mozné je vyfesit.

5.2.3 Univerzilni vypoc¢ty pomoci diskrétni kvantové prochazky
V névaznosti na praci [11| ukazal kolektiv autori v ¢lanku [12], Ze i diskrétn{ kvan-
tova prochazka muze provadét veskeré kvantové vypocty.

Nejprve budeme potiebovat vedeni schopné prenaSet prochézku jednim smérem.
Obecné totiz dochazi na vrcholech grafu k interferenci, jejimz vysledkem je ¢astec¢ny
odraz chodce zpét do pivodniho sméru. Pro tento iicel pouzijeme strukturu na obraz-
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Uplny ptenos

Vstup —p
E po 12-ti krocich

Obrazek 5.3: Struktura, kterd béhem 12-ti kroki aplné pienese stav z jednoho konce
na druhy. Pfevzato z [12].

ku 5.3. Pouziva se zde takzvana Groverova mince, kterd ma pro dimenzi 4 tvar

-1 1 1 1
1|1 -1 1 1
@ _
G V21 1 -1 (5:6)
1 1 1 -1

Tuto minci pouzijeme ve v8ech vrcholech se stupném 4. (Cela konstrukee je prove-
dena tak, aby se ve v8ech vrcholech daného stupné pouzivala stejna mince.) Dulezité
pro pienos stavu je, aby byla tato struktura napojena dvéma hranami. Pti napojeni
jednou hranou by i zde dochézelo ke zpétnym odraztim. Ve vrcholech stupné 2 se
pouziva dvoudimenzionalni Groverova mince, kterd mé tvar

G — ﬁ) (1)} . (5.7)

Budeme zde opét konstruovat hradlo CNOT, fazovy posun Pr (rovnice 5.8) a déle
jednoqubitové Hadamardovo hradlo.

el 2

CNOT wvytvoiime stejné jako ve spojitém piipadé pouze prohozenim vlédken na
druhém qubitu. Schéma je na obrazku 5.4.

Pro vytvoreni fazového posunu ¢asteéné piedefinujeme minci ve vrcholech stupné 4
na tvar

4 7 4
G = evGW, (5.9)

kde pro nasi volbu hradla Pz zvolime ¢ = 7. Pii prichodu kazdym takovy vre-
holem tedy nabirdme fazovy posun, ktery v8ak neméa zadny vliv, dokud je na vSech
vlaknech stejny. Nyni miizeme implementovat hradlo fdzového posunu podle sché-
matu na obrazku 5.5.

Nejslozitéjsi je vytvoreni Hadamardova hradla, jelikoz vyzaduje vzdjemnou interakci
dvou qubiti a budeme zde mit vrchol stupné 8. V takovych vrcholech definujeme
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Obrazek 5.4: Schéma pro CNOT. Obloucky predstavuji vedeni z obrazku 5.3.
Prevzato z [12].

Obrézek 5.5: Schéma pro fazovy posun. Obloucky predstavuji vedeni z obrazku 5.3.
Prevzato z [12].

minci ve tvaru

o 0 0 0 1 4 i -1

o 0 0 0 4 1 —1 i

0O 0 0 0 4 —1 1 i

g o 0 0 0 -1 4 i 1
G = i -1 1 4 0 0 0 0 (5.10)

-1 i 4 1 0 0 0 0

1 i i -1 0 0 0 0

K -1 i 0 0 0 0]

Vysledné schéma pro Hadamardovo hradlo je na obrazku 5.6.

Takto vytvorena hradla muzeme libovolné spojovat a provadét tak komplexni vypocty.
Na rozdil od verze se spojitou prochazkou zde nevznika problém s pfipravou pocatec¢niho

(),_..}‘ « % 8 5 & & H <[ W W W W K | Oous)
* ' |EI|. * &
A VIaN H )| AN

TN TN s N N

1 N
- | 1 out/

Obrézek 5.6: Schéma pro Hadamardovo hradlo. Obloucky pfedstavuji vedeni z
obrazku 5.3. Pievzato z [12].
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stavu. Na druhou stranu je pro provedeni stejného vypoctu potieba o néco vice
kroki. (Kazdé hradlo fazového posunu spotiebuje jeden krok navic oproti spojité
prochézce.)

5.3 Shrnuti

Stejné, jako se ndhodné prochazky uplatiuji v klasické informatice, tak i kvantové
prochazky hraji dilezitou roli ve zpracovani kvantové informace. Mohou v principu
nahradit zcela obecny kvantovy pocita¢ a navic naji své dalsi specifické aplikace.
V soucasnosti se jedna o bouflivé se vyvijejici oblast a kromé mnozstvi teoretic-
kych praci jsou realizovany i laboratorni experimenty, kterymi se budeme zabyvat
v nasledujici kapitole.
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Kapitola 6

Fyzikalni realizace kvantovych
prochazek

Jiz bylo realizovano vice experimentu provadéjicich jednorozmérnou kvantovou pro-
chazku s pouzitim ruznych fyzikdlnich principt: prochazky s uvéznénymi atomy
[13] a ionty [14, 15], déale s energetickymi hladinami v NMR (nukledrni magneticka
rezonance) [16, 17|, fotony ve vinovodovych strukturach [18], fotony v polich déli¢u
svazku [19] a se smy¢kou s optickymi vlakny, kterou rozebereme podrobnéji.

6.1 Optickd smycka

6.1.1 Jednorozmérna prochazka

Jedna se o realizaci kvantové prochazky na piimce. Kolektiv autoru v ¢lanku [20]
prezentuje experiment, ve kterém je kvantova prochéazka realizovana pomoci optic-
kych vldken a statickych optickych prvki. Poloha chodce je zde urc¢ena c¢asovym
posunem piichodu signalu do kone¢ného detektoru. Stav kvantové mince je ulozen
v polarizaci svétla a prichod fotonu piilvlnovou destickou zajistuje pozadovanou
transformaci. Jednoduché schéma je na obrazku 6.1.

Pomoci neutral density filtru je snizZena intenzita svazku aZ na troven jednotlivych
fotontu. Nasledné je pomoci polariza¢niho délice svazku a pilvinové a ¢tvrtvinové
destic¢ky pfipraven vychozi stav ve formé

V) = alH) +B|V), (6.1)

kde |H) a |V') jsou stavy odpovidajici horizontalni a vertikalni polarizaci svétla. (Pro
symetrické rozlozeni vysledné prochazky se pouziva kruhova polarizace.) Dale foton
vstupuje do okruhu pies déli¢ svazku, nebo projde a je detekovan diodou. Pomoci
dalgi pulvlnové desticky muze byt provedena libovolna transformace stavu chodce
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tvaru

cos (20)  sin(20)

co) = sin (20) —cos(20)] "

(6.2)

Nasledné polarizacni déli¢ svazku rozdéli horizontalné a vertikalné polarizovanou ¢ast
svétla do dvou vlaken, pficemz jedno z nich je del$i a vznikne tak ¢asovy posun. Obé
¢asti jsou poté opét koherentné slouceny do vysledného stavu. Tim je proveden krok
prochazky. Pomoci zrcadel je svazek opét nasmérovan na déli¢, ktery ho propusti
do dalsi iterace, nebo posle k vyslednému naméteni.

Na obrazku 6.2 je znazornén druhy krok prochazky s Hadamardovou minci pro poca-
tecni stav |0V). Po prvnim kroku se chodec nachazi v rovnomérné superpozici stavi
|—1,V) a |1, H). Nejprve prochézi pies pul-vlnovou desti¢ku, ¢imz je provedena
transformace

1 1 1 1
Ol (1-L V)41 H)) = (|—1> ® (V) + 1)) + 1) 8 2 (1V) - (H>>)) .
6.3

Dale dochéazi k rozdéleni podle polarizace a zpozdéni vertikdlné polarizované ¢isti.
Vysledny stav po dvou krocich je tedy dan vyrazem

(SO(r/4)110.V) = 3 (12, V) + 5 [0 @ (V) + [H) + 5 (2,H). (64)

Rozdéleni pravdépodobnosti je zde stale stejné jako u klasické prochazky se symet-
rickou minci. Rozdily se objevi az od tietitho kroku.

Diky jednoduché realizaci je mozné udélat velké mnozstvi opakovani pokusi a tak
ziskat velmi presnou statistiku rozloZeni chodce pro ruzné pocty kroku. V clanku
jsou prezentovany vysledky pro 5 kroki s Hadamardovou minci a pro tii kroky
s riznymi volbami mince. V pozdé&jsi praci [21]| bylo popsano dosazeni 28 kroku a
podle odhadu autori by mélo byt mozné dalsi optimalizaci zafizeni realizovat 100
kroki kvantové prochazky.

6.1.2 Zkoumani dekoherence na optické smycce

V navaznosti na [20] publikovala stejna skupina ¢lanek [21], ve kterém popisuje
zkoumani riznych druhi dekoherence na vySe popsaném laboratornim zatizeni. Je
zde navic pridan elektro-opticky modulator (EOM), ktery umoziuje vytvaiet fazovy
posun mezi polariza¢nimi stavy mince. Diky tomu, ze EOM muize ménit své ptisobeni
v ¢ase, je mozné vytvaret transformaci mince zavislou na poloze chodce. Celkové ma
pouzita mince tvar

etnle) 0 cos (20)  sin(260)
C<C):{ 0 e"‘b”(c)] {sin(%) —cos (20)]’ (6:5)
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Obrazek 6.1: Shéma optické smycky pro kvantovou prochazku: (ND) neutral density

filtr, (BS) déli¢ svazku,

(HWP/QWP) pul/étvrt-vinova desticka, (PBS) polariza¢ni

déli¢ svazku, (APD) lavinova fotodioda. Pievzato z [20].

1% step

c § ¢ $ 2™ step
S o
/ \ - <> N ¥ t / -
oo - miv - mies.
HWP PBS 1 pBs2 -2 0 2

Obrézek 6.2: Pribéh druhého kroku prochazky s Hadamardovou minci. Prevzato z

120].
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kde ¢n(c) a ¢,(c) uréuji fazovy posun pro horizontalné a vertikalné polarizovanou
cast svétla.

V ¢lanku jsou popsany tii piipady pro ruzny zpisob dekoherence a navic piipad s ho-
mogenni ¢asové neménnou miizkou, kde probiha standardni kvantovi prochazka.
Ve vSech pripadech se vysledné rozdélené pravdépodobnosti stfeduje pies velké
mnozstvi realizaci prochazky.

Nejprve vezméme piipad statické poruchy, kdy se transformace mince neméni v Case,
ale na kazdé pozici je proveden urcity fazovy posun ¢/, (). Byla provedena méfeni
pro rizna rozlozeni fazovych posuni pro jednotlivé polohy. Vysledkem bylo po-
zorovani o¢ekavané Andersonovy lokalizace, kdy pravdépodobnost nalezeni chodce
v dané pozici exponencialné klesa se vzdalenosti od vychoziho bodu.

Déle byly zkoumany rychlé fluktuace. Prodlouzenim intervali mezi zménami fa-
zového posunu v minci dojde k tomu, Ze piisobeni jiz neni zavislé na poloze chodce,
ale na kroku prochazky. Vysledkem této konfigurace je klasickd ndhodné prochazka
s binomickym rozdélenim pravdépodobnosti. Nastavenim velikosti fadzového posunu
v jednotlivych krocich miizeme volné prechézet od ¢isté kvantového az po klasické
chovéani.

Posledni variantou jsou pomalé fluktuace. Zde se intervaly zmén jesté prodlouzi na-
tolik, ze cely vyvoj konkrétni prochézky probihd na statické homogenni miizce.
Postupné dostavame soubor vysledkii pro rtizné parametry prochéazky. V tomto
piipadé byl ménén parametr 6 € [0,7/4] po krocich velikosti 7/18. Vysledkem
bylo téméf rovnomérné rozdéleni se zajimavou vlastnosti, kdy je pravdépodobnost
nalezeni chodce v uplné krajnich bodech dokonce vétsi, nez u kvantové prochazky
bez dekoherence.

Casova zména mince tedy umoziuje modelovat a zkoumat riuzné fyzikalni situace
a navic je zasadnim krokem vpred k realizaci vypocetnich protokolti pomoci kvan-
tovych prochéazek.

6.1.3 Dvourozmérni kvantova prochazka

Velice nedavno byla v ¢lanku [22] prezentovana realizace dvourozmérné kvantové
prochézky. Chodcem je zde opét foton a k realizaci mince je pouzita jeho polari-
zace. Bazové stavy chodce jsou ve tvaru |z123) |c1c), kde 21 a a9 predstavuje pozici
na dvourozmérné miizce a ¢y, ¢y € {—1,+1} jsou stavy mince.

Mince je ¢asteéné realizovana pomoci linearni polarizace, tedy stavy |H) a |V) a
dale vyuzitim prostorového parametru se stavy |a) a |b). Konkrétni piirazeni je
nasledujici

|H,a) =|—1,—1)
|H,b) = |+1,+1)
|V a) = |—1,+1)
[V, b) = [+1,—1). (6.6)
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Obrazek 6.3: Shéma pro 2D optickou kvantovou prochézku: (ND) neutral density
filtr, (BS) déli¢ svazku, (HWP/QWP) pul/¢tvrt-vinova desticka, (PBS) polariza¢ni
déli¢ svazku, (APD) lavinova fotodioda, (EOM) elektro-opticky modulator. Prevzato
z [22].

Transformace stavu mince (¢tyfrozmérna) je provedena pomoci pusobeni ¢tyt pul-
vlnovych desti¢ek (dvourozmérnych transformaci) na riazné dvojice bazovych stavi
a elektro-optického modulatoru. Pul-vlnové desticky provadi opét transformaci 6.5
(na odpovidajici dvojici stavi) a elektro-opticky modulator vytvari fazovy posun
jednotlivych stavi. (Riizné stavy |a) a [b) jsou adresovany rychlymi ¢asovymi zmé-
nami pusobeni.) Timto zpusobem je mozné vytvorit libovolnou minci.

K odliseni prostorového stavu se opét pouziva ¢asovy rozestup. Nyni je vSak potfeba
pouzit dva ruzné dlouhé casové skoky 7 a 7 odpovidajici dvéma prostorovym
soufadnicim. Velky posun o 7, urci jednu soutadnici a maly posun o 7; upfesni
druhou souradnici. Aby nedochazelo k ,promichani” soufadnic, musi platit 2N <
79, kde N je pocet krokl prochéazky, ktery chceme provést.

Vyuziva se zde rozsifené zapojeni z jednorozmérné verze. Schéma je na obrazku 6.3.
Foton opét vstupuje do okruhu pres délic svazku s vertikalni polarizaci. Nasledné
je jeho polarizace transformovéna a dojde k rozdéleni na dvé vétve a posunu jedné
z nich o 7. Déle je opét stav mince v kazdé vétvi transformovén a dojde k rozdéleni
do dvou ¢asti okruhu odpovidajicich staviim |a) a |b). Tim je proveden jeden krok
prochazky a chodec je zachycen fotodiodami, nebo propustén do dalsiho kroku.

Vyznam takovéto prochazky je i v tom, Ze muze misto jednoho chodce ve dvou
rozmérech simulovat soucasnou prochazku dvou vzajemné interagujicich chodcu
na jednorozmérné piimce. To umoznuje ménit droven tiid komplexnosti problémi,
které mizeme TeSit.

S popsanou aparaturou byl nejprve proveden experiment se separovatelnou minci
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Probability Px,, x,)

0.20

Probability P(x,, x,) 10.10

Al

Obrazek 6.4: Vysledky méteni pro dvourozmérnou prochézku. Casti A a B znazornuji
teoretické a namérené rozdéleni pravdépodobnosti pro prochazku se separovatelnou
minci a ¢asti C a D pro prochazku s podminénou operaci. Pievzato z [22].

C = (1 ®Cy a separovatelnym pocatec¢nim stavem. Vysledkem je opét separovatelné
rozdéleni pravdépodobnosti, které odpovida dvéma nezavislym chodctim (viz obrazek
6.4 A a B). Dvourozmérna prochézka nam v8ak umoziuje mnohem komplexné&jsi us-
poradéani, kdy je na minci provedena podminéna transformace. Vyvoj v jednom
rozméru (jednoho chodce) je tedy ovlivnén stavem ve druhém rozméru (stavem
druhého chodce). Na obrazku 6.4 C a D je vidét vysledné neseparovatelné rozdéleni.

Vzajemné interakce chodcti mize byt popsdna jako ptisobeni na dalku, jehoz sila
nezavisi na vzdalenosti. Tento velmi netrivialni efekt je mozné jen velmi tézko reali-
zovat pomoci skutec¢nych ¢astic. Pomoci elektro-optického modulatoru vsak muzeme
simulovat jesté jinou situaci. Diky moznosti rizné transformace mince v zavis-
losti na poloze chodce ve dvourozmérné siti mizeme piejit k sile ptisobici jen na
kratkou vzdalenost (rozptyl ¢astic). Minci s podminénou transformaci aplikujeme
pouze na diagondlnich pozicich sité, kde se oba chodci nachéazeji na stejné pozici.
V popisovaném experimentu byl pouzit vychozi stav invariantni vuci zaméné ¢éstic,
ktery implikuje bosonové chovani. Vysledky, které potvrdili ocekavané nelinedrni
chovani, jsou na obrazku 6.5.
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X =X,

A )(__:E)(2
| e1) | e) —1HF—
| ez} Z] | e2) —{H}— 1048

B Probability P(x,, x,) c Probability P(x,, x, )

Obrézek 6.5: Vysledky méfeni pro dvourozmérnou prochézku s poziéné zavislou
minci. Casti A znazornuje teoretické a ¢ast B naméiené rozdéleni pravdépodobnosti.
Prevzato z [22].

6.2 Integrovany opticky obvod

Clanek [23] prezentuje realizaci kvantové prochazky se dvéma chodci pomoci inte-
grovaného optického obvodu. V podstaté se jednd o kvantovou prochazku na poli
sestaveném z délict svazku, kde je pozice chodce ur¢ena umisténim v poli a mince je
realizovana pomoci polarizace svétla (schéma na obrazku 6.6). Kazdy déli¢ svazku
providi Hadamardovu transformaci na minci a nasledné rozdéleni podle polarizace.

Realizace takového pole déli¢i svazku s potfebnou presnosti je pii pouziti standard-
nich (velkych) optickych prvki velmi naro¢na i pro maly pocet kroku prochazky.
V tomto experimentu je proto pouzita integrovana soucastka vyrobend pomoci laseru
ze substratu borosilikatového skla (schéma na obrazku 6.7). Ta zajistuje jak vedeni
paprsku, tak i potifebné transformace.

Jako vychozi je zde pouzit stav dvou fotontu provazanych pomoci polarizace, ktery
je popséan jako

1

V2

Nastavenim faze muzeme ménit symetrii stavu a tim simulovat bosonové (¢ = 0)
nebo fermionové (¢ = m) chovani chodcti. Pro bosony zde dochézi ke spojovani
(velka pravdépodobnost nalezeni na podobnych pozicich) a pro fermiony k odrazim
(pravdépodobnost vice rozlozena do vzajemné odlehlych pozic). (Viz obrazek 6.6.)
Volbou libovolné jiné faze ¢ je mozné vytvorit stav, ktery odpovida takzvanym
anyonidm. Jedna se o zobecnéni konceptu bozont /fermioni na ¢astice, které nemusi
mit celoc¢iselny ani poloc¢iselny spin. Experiment ukézal ve vSech ptipadech dobrou
shodu s teorii. Vysledky jsou graficky zobrazeny na obrazku 6.8.

[¥)in (H)4@ V) +e? V), @ [H)p). (6.7)
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Z
<

Obrazek 6.6: Prochazka na integrované optické siti: a) Pfimka, na které probiha
prochézka, kde U a D predstavuji stavy mince. b) étyﬁ kroky kvantové prochazky,
kde na svislé ose je poloha chodce a na vodorovné krok prochézky. ¢) Znazornéné
chovani bosonii, respektive fermioni. Prevzato z [23].

SA75pm <170 pm <165 pm
Obrazek 6.7: Vizualizace pole pro ¢tyfi kroky kvantové prochazky: V ¢asti ¢) je

barevné vyznacen vyskovy profil, ktery je ve 3D detailu znazornén v &asti d).
Pievzato z |23].
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Obrazek 6.8: Vysledky realizace pro bosony, fermiony a anyony. Pievzato z |23].
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6.3 Shrnuti

Stejné jako v jinych oblastech pracujicich s kvantovou informaci je i v pripadé kvan-
tovych prochazek teorie daleko mimo moznosti souc¢asnych experimentii. Pfesto, ze v
teorii existuji algoritmy vyuzivajici kvantové prochézky, na jejich aplikaci (konkuren-
ceschopnost s klasickymi pocitaci) si budeme muset jesté pockat. V poslednich letech
se vSak zacind objevovat mmnozstvi experimenti schopnych kvantovou prochazku
provadét. Hlavni sou¢asnou aplikaci kvantovych prochazek je moznost simulovat jiné
kvantové systémy. Zasadni uplatnéni mohou mit pfedevsim prochazky s vice chodci
(respektive vicerozmérné s jednim chodcem). Déle je mozné napiiklad testovat vyh-
ledavaci algoritmus a celkové zkoumat teoreticky predpovézené moznosti kvantovych
pocitacd.
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Zaveér

Tato prace souhrnné podava poznatky potiebné k zékladnimu seznameni s prob-
lematikou kvantovych prochézek. Postupuje od zakladnich poznatki kvantové mecha-
niky pfes obecny tvod do teorie kvantové informace az konefné ke kvantovym
prochazkam. Zabyva se jak teoretickym rozborem problematiky, tak i konkrétnimi
fyzikdlnimi realizacemi. U ¢tenédfe se predpoklada jen zakladni znalost kvantové
mechaniky a linearni algebry. Tuto praci mize ocenit predevsim c¢tenafr, ktery ma
problém s vyuzitim anglicky psané literatury, jelikoZz mnozstvi ¢esky psanych pub-
likaci o kvantovych prochézkach je zna¢né omezené. Proto doufam, ze v budoucnu
nékomu poskytne odrazovy mistek pfi pronikani do tohoto dynamicky se rozvije-
jictho oboru.
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