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kvantovou analogií klasických náhodných procházek a p°edstavují jednu z nejslib-
n¥j²ích oblastí realizace kvantových výpo£t· a zkoumání kvantových systém·. Nej-
prve uvádíme n¥které nezbytné poznatky z kvantové mechaniky následované teorií
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Abstract: The aim of this work is to introduce reader into basics of quantum infor-
mation theory with special focus on quantum walks. Quantum walk is a quantum
analogy of clasical random walk and currently represents one of the most promiss-
ing �eld of realisation of quantum computing and investigation of quantum systems.
First we present some essential knowledge of quantum mechanics followed by quan-
tum information theory wiht its possible uses and description of several physical
realisations of simple quantum computing devices. The rest of the work is devoted
to quantum walks. We provide general de�nitions, comparision with classical ran-
dom walks and in most detail we describe current experiments realising quantum
walks, mostly on optic devices.

Key words: quantum walks, quantum information, experimental realisation



Obsah

Úvod 9

1 Základy kvantové teorie 10

1.1 Dirac·v formalismus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Ket vektory a Bra vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 Skalární sou£in . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.3 Lineární operátory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.4 Tenzorový sou£in . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Pozorovatelné v kvantové mechanice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Matice hustoty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 �asový vývoj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5 Dvourozm¥rný prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Kvantová informace 19

2.1 Klasické logické operace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Kvantová informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1 Jednotka kvantové informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.2 Kvantové logické operace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Fázový posun . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.4 Hadamardovo hradlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.5 Kontrolovaná negace (CNOT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Kvantové výpo£etní obvody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Kvantová Fourierova transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.5 Faktoriza£ní algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Fyzikální realizace kvantových po£íta£· 26

6



3.1 Obecné poºadavky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2 Elektromagnetické pole v dutin¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2.1 Reprezentace qubitu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2.2 Interakce s látkou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2.3 Vícequbitové operace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3 Iontové pasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4 Shrnutí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4 Náhodné procházky 32

4.1 Grafy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.2 Klasická náhodná procházka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.2.1 Klasická náhodná procházka na p°ímce . . . . . . . . . . . . . 33

4.2.2 Klasická náhodná procházka na grafu . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2.3 �asov¥ spojitá náhodná procházka . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.3 Kvantové procházky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.3.1 Diskrétní kvantová procházka na p°ímce . . . . . . . . . . . . 36

4.3.2 Diskrétní kvantová procházka na grafu . . . . . . . . . . . . . 38

4.3.3 �asov¥ spojitá kvantová procházka . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.3.4 Dekoherence v kvantových procházkách . . . . . . . . . . . . . 39

5 Vyuºití náhodných a kvantových procházek 42

5.1 Vyuºití klasických náhodných procházek . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.1.1 Problém s-t propojení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.1.2 2-SAT problém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

5.1.3 Google PageRank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 Vyuºití kvantových procházek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.2.1 Grover·v algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.2.2 Univerzální výpo£ty pomocí £asov¥ spojité kvantové procházky 45

5.2.3 Univerzální výpo£ty pomocí diskrétní kvantové procházky . . 46

5.3 Shrnutí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

6 Fyzikální realizace kvantových procházek 50

6.1 Optická smy£ka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

7



6.1.1 Jednorozm¥rná procházka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.1.2 Zkoumání dekoherence na optické smy£ce . . . . . . . . . . . . 51

6.1.3 Dvourozm¥rná kvantová procházka . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.2 Integrovaný optický obvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6.3 Shrnutí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Záv¥r 60

Seznam pouºitých zdroj· 61

8



Úvod

Cílem této práce je uvést £tená°e do problematiky kvantové informace a speciáln¥
kvantových procházek. Celkem je rozd¥lena do ²esti kapitol. První kapitola obsahuje
základy kvantové mechaniky pot°ebné v dal²ích £ástech, nicmén¥ se spí²e p°edpok-
ládá, ºe £tená° je jiº s kvantovou mechanikou do ur£ité míry seznámen. Druhá kapi-
tola se zabývá kvantovou informací a popisem kvantového po£íta£e a kvantových
algoritm·. T°etí kapitola pak popisuje n¥které pokusy o fyzikální realizace kvan-
tových po£íta£·. Zbývající t°i kapitoly se zabývají kvantovými procházkami - zave-
dením konceptu, moºnostmi jejich vyuºití a fyzikálními realizacemi.
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Kapitola 1

Základy kvantové teorie

V této kapitole, p°edev²ím kv·li ujasn¥ní zna£ení, rozebereme n¥které partie z kvan-
tové mechaniky pot°ebné ve zbytku práce. V ºádném p°ípad¥ se pochopiteln¥ ne-
jedná o snahu podávat ucelený £i úplný výklad kvantové teorie.

1.1 Dirac·v formalismus

1.1.1 Ket vektory a Bra vektory

V klasické mechanice je stav systému pln¥ ur£en bodem ve fázovém prostoru (tedy
polohou a hybností). Popis stavu v kvantové mechanice se zásadn¥ li²í. Je dán (v nej-
jednodu²²ím p°ípad¥) vektorem z n¥jakého Hilbertova prostoru.1 Hilbert·v prostor
je libovolný úplný vektorový prostor se skalárním sou£inem. (Budeme uvaºovat jen
Hilbertovy prostory s nejvý²e spo£etnou bází.)

Vektory z Hilbertova prostoru H stav· systému budeme zna£it |u〉 a nazývat ket
(ket vektor). Zde u m·ºe být nahrazeno libovolným symbolem, který daný vektor
jasn¥ ur£uje. Lineární superpozice takových vektor· je také prvek stejného Hilber-
tova prostoru a odpovídá n¥jakému fyzikálnímu stavu systému. Na Hilbertových
prostorech kone£né dimenze (dimH = N) m·ºeme libovolný vektor vyjád°it jako
lineární kombinaci prvk· báze {|i〉}Ni=1, tedy

|u〉 =
N∑
i=1

ci |i〉 , (1.1)

kde ci jsou komplexní £ísla. Analogický rozklad m·ºeme pouºít i na prostorech
nekone£né dimenze, kde v²ak dostaneme °adu (nekone£nou sumu).

Prvky duálního prostoru kH budeme zna£it 〈ϕ| a nazývat bra (bra vektor). Jedná se
tedy o lineární funkcionály naH. Pro kone£n¥-dimenzionální prostor má i jeho duální

1P°esn¥ji jednorozm¥rným podprostorem vektor·, tedy vynásobení nenulovým komplexním
£íslem nem¥ní fyzikální interpretaci stavu.
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prostor kone£nou, a to stejnou dimenzi. Rieszova v¥ta nám dává antilineární bijekci
mezi H a jeho duálním prostorem. Kaºdému ketu je tedy jednozna£n¥ p°i°azen
(duální) bra vektor, který ozna£ujeme stejným znakem (|u〉 ↔ 〈u|).

1.1.2 Skalární sou£in

Skalární sou£in dvou ket· |u〉 a |v〉 je komplexní £íslo zna£ené (|u〉 , |v〉) ≡ 〈u | v〉 =
〈v |u〉 (pruh zna£í komplexní sdruºení) a n¥kdy nazývané braket (�bracket�, tedy
závorka). De�nuje se vztahem 〈u | v〉 = u(|v〉), kde u je lineární funkcionál odpoví-
dající bra vektoru 〈u|. Tato operace spl¬uje v²echny poºadavky matematické de�nice
skalárního sou£inu a indukuje na H normu ‖ |u〉 ‖≡‖ u ‖ vztahem

‖ u ‖2= 〈u |u〉 . (1.2)

Dále budeme pro popis kvantových systém· vºdy pouºívat normalizované vektory,
tedy takové, pro které platí ‖ u ‖= 1.

�íkáme, ºe dva vektory jsou ortogonální (kolmé), pokud je jejich skalární sou£in
roven nule. �asto budeme pracovat s takzvanou ortonormální bází. Tou nazveme
takovou bázi {|ui〉}, ve které pro kaºdé dva vektory platí

〈ui |uj〉 = δij. (1.3)

M¥jme soubor vektor· z H, ozna£me E mnoºinu v²ech lineárních kombinací v²ech
vektor· z tohoto souboru a E⊥ mnoºinu v²ech vektor· z H kolmých k vektor·m z
E . Potom m·ºeme kaºdý vektor |u〉 ∈ H rozloºit na dva vzájemn¥ kolmé vektory

|u〉 = |uE〉+
∣∣u⊥E 〉 , (1.4)

kde |uE〉 ∈ E a
∣∣u⊥E 〉 ∈ E⊥. Tyto vektory nazýváme projekce na odpovídající pod-

prostory.

1.1.3 Lineární operátory

Lineární operátory jsou lineární zobrazení z Hilbertova prostoru stav· H op¥t do
H. Budeme je v dal²í £ásti pot°ebovat pro popis m¥°ení na kvantových systémech.
P·sobení lineárního operátoru A na ket |u〉 se zapisuje jednodu²e jako A |u〉.

Ke kaºdému lineárnímu operátoru m·ºeme pomocí skalárního sou£inu jednozna£n¥
p°i°adit hermitovsky sdruºený operátor, který budeme zna£it symbolem †. Konkrétn¥
∀ |x〉 , |y〉 ∈ H musí platit

(|x〉 , A† |y〉) = (A |x〉 , |y〉). (1.5)
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Akce A na bra vektor 〈ϕ| je pak de�nována pomocí skalárního sou£inu tak, ºe
∀ |u〉 ∈ H platí

(A(〈ϕ|)) |u〉 = 〈ϕ| (A |u〉). (1.6)

Potom pí²eme

A(〈ϕ|) ≡ 〈ϕ|A. (1.7)

Tato de�nice vede k identit¥, která umoº¬uje pouºívat zjednodu²ené ozna£ení

(〈ϕ|A) |u〉 = 〈ϕ| (A |u〉) ≡ 〈ϕ |A |u〉 . (1.8)

Zvlá²t¥ nás zde budou zajímat samosdruºené operátory s £ist¥ bodovým spektrem.
Tedy takové, pro které platí A† = A a existuje ortonormální báze {|ai〉} prostoru
H taková, ºe pro kaºdý vektor |ai〉 existuje obecn¥ komplexní (pro samosdruºené
operátory reálné) £íslo ai takové, ºe platí

A |ai〉 = ai |ai〉 . (1.9)

Mnoºinu £ísel {ai} nazýváme bodovým spektrem operátoru A a kety {|ai〉} jeho
vlastními vektory.

Speciálním p°ípadem jsou takzvané projek£ní operátory. Vý²e jsme uvedli moºnost
rozkladu vektoru na dva jiné vektory, kde jeden z nich je prvkem daného podprostoru
E a druhý náleºí do jeho ortogonálního dopl¬ku, tedy |u〉 = |uE〉 +

∣∣u⊥E 〉. Projek£ní
operátor na podprostor E ozna£ený PE je pak de�nován jako

PE |u〉 = |uE〉 . (1.10)

Takový operátor má pouze vlastní hodnoty {0, 1}, kde hodnot¥ 1 p°íslu²í v²echny
vektory z E a hodnot¥ 0 v²echny vektory z E⊥.

Pro libovolný vektor |ψ〉 m·ºeme vytvo°it projek£ní operátor na podprostor gene-
rovaný tímto vektorem, který v braketovém formalismu s výhodou zapisujeme jako

Pψ = |ψ〉 〈ψ| . (1.11)

Jeho p·sobení na vektor |ϕ〉 je pak dáno pomocí skalárního sou£inu jako násobek
vektoru |ψ〉, konkrétn¥

Pψ |ϕ〉 = |ψ〉 〈ψ| |ϕ〉 = 〈ψ |ϕ〉 |ψ〉 . (1.12)
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Takto m·ºeme vyjád°it projek£ní operátor na libovolný podprostor E pomocí jeho
báze {|ψi〉} jako

PE =
∑
i

|ψi〉 〈ψi| . (1.13)

Speciáln¥ pro {|uj〉} libovolnou bázi H platí

∑
j

|uj〉 〈uj| = I, (1.14)

kde I je jednotkový operátor (identita).

Obecný operátor A se spektrem {ai} a odpovídajícími vlastními vektory |ai〉m·ºeme
rozloºit pomocí projek£ních operátor· jako

A =
∑
i

ai |ai〉 〈ai| =
∑
i

|ai〉 ai 〈ai| . (1.15)

Na prostorech kone£né dimenze m·ºeme zvolit kone£nou bázi a lineární operátory
interpretovat pomocí matic. Tyto matice udávají p·sobení operátoru na bázové vek-
tory (a tím i na v²echny jejich lineární kombinace). Operátorový po£et se pak re-
dukuje na po£et maticový, kde ket-vektor·m odpovídají sloupcové a bra-vektor·m
°ádkové vektory vyjád°ující rozklad stavu do zvolené báze.

1.1.4 Tenzorový sou£in

Tenzorový sou£in nám umoº¬uje popisovat kvantové systémy sloºené z více podsys-
tém·, jejichº popis jiº známe. M¥jme dva systémy a jim odpovídající Hilbertovy
prostory H(1) a H(2). Je-li stav prvního systému |U〉(1) a stav druhého systému
|V 〉(2), potom je stav celého sloºeného systému popsán tenzorovým sou£inem jed-
notlivých stav· |U〉(1) ⊗ |V 〉(2) ≡ |U〉(1) |V 〉(2) ≡

∣∣U (1)V (2)
〉
, který je prvkem ten-

zorového sou£inu Hilbertových prostor· jednotlivých systém· H = H(1) ⊗H(2). To
je v²ak jen speciální p°ípad. Pokud máme v prvním prostoru bázi {|ui〉(1)}ni=1 a
ve druhém {|vj〉(2)}mj=1, m·ºeme vytvo°it bázi H jako {|ui〉(1) |vj〉(2)}n,mi,j=1. Obecný
vektor z H je pak libovolnou lineární kombinací prvk· této báze, tedy

|ψ〉 =
∑
i,j

Cij |ui〉 |vj〉 . (1.16)

Ve speciálním p°ípad¥, kdy |ψ〉 = |U〉(1) |V 〉(2) dostáváme

|ψ〉 =

(∑
i

ui |ui〉(1)

)(∑
j

vj |vj〉(2)

)
=
∑
i,j

uivj |ui〉(1) |vj〉(2) , (1.17)
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tedy Cij = uivj. Kaºdý stav, jehoº koe�cienty je moºné tímto zp·sobem rozloºit,
m·ºeme vyjád°it jako tenzorový sou£in dvou stav· z díl£ích prostor· a nazýváme jej
neprovázaný. Naopak provázaný stav je kaºdý takový, který tímto zp·sobem rozloºit
nelze. (Zatím bereme v úvahu jen £asté stavy - viz dále.)

Lineární operátory de�nované na n¥kterém díl£ím prostoru nemají ºádný ú£inek na
vektory druhého prostoru. To odpovídá tomu, ºe operátor A(1) roz²í°íme na celý
prostor jako A(1) ⊗ I(2), kde I je jednotkový operátor. Tedy máme

A(1)
∣∣u(1)v(2)

〉
= (A(1)

∣∣u(1)
〉
)
∣∣v(2)

〉
. (1.18)

Také pro kaºdé dva operátory A(1) a B(2) platí

[A(1), B(2)] ≡ A(1)B(2) −B(2)A(1) = 0. (1.19)

1.2 Pozorovatelné v kvantové mechanice

Víme, ºe ket-vektor pln¥ ur£uje stav kvantového systému. Zatím jsme v²ak neuvedli,
jaké jsou v tomto stavu hodnoty veli£in, které jsme schopni m¥°it (hybnost, energie,
moment hybnosti, spin,...). V klasické mechanice jsou tyto pozorovatelné veli£iny
reprezentovány funkcemi na fázovém prostoru a jejich hodnoty jsou daným bodem
fázového prostoru vºdy pevn¥ ur£eny. A´ se to zdá jakkoli nep°irozené, pozorovatel-
ným v kvantové mechanice odpovídají samosdruºené operátory na Hilbertov¥ pros-
toru stav·. Jediné hodnoty, které mohou tyto veli£iny nabývat, jsou dány body
spektra p°íslu²ných operátor·. (Samosdruºené operátory mají reálné spektrum.) Je-
li stav na²eho systému popsán vektorem |ψ〉 a pozorovatelná A má vlastní vektory
{|ai〉}, pro které platí A |ai〉 = ai |ai〉, je pravd¥podobnost nam¥°ení hodnoty ai
veli£iny A rovna

PA=ai = | 〈ψ | ai〉 |2. (1.20)

Konkrétní výsledek v²ak nem·ºeme zjistit, dokud m¥°ení neprovedeme. Výsledky
m¥°ení v kvantové mechanice jsou tedy principiáln¥ náhodné (krom¥ speciálního
p°ípadu, kdy je m¥°ený stav vlastním stavem p°íslu²ného operátoru), i kdyº máme
pevn¥ ur£ený stav systému.

Vztah 1.20 nám umoº¬uje po£ítat st°ední hodnoty veli£in. Kombinací klasické de�nice
st°ední hodnoty a identity pro rozklad operátoru dostáváme pro st°ední hodnotu A
systému ve stavu |ψ〉 tvar

〈A〉ψ =
∑
i

ai| 〈ψ | ai〉 |2 =
∑
i

〈ψ | ai〉 ai 〈ai |ψ〉 = 〈ψ|

(∑
i

|ai〉 ai 〈ai|

)
|ψ〉 = 〈ψ |A |ψ〉 .

(1.21)
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1.3 Matice hustoty

V klasické fyzice m·ºeme mít pln¥ popsaný pohybový stav systému tak, ºe kaºdé £ás-
tici p°i°adíme konkrétní polohu a hybnost v daném £ase. �asto v²ak takto p°esná in-
formace není k dispozici a je t°eba systém popsat statisticky. Potom mu p°i°azujeme
pravd¥podobnostní rozd¥lení poloh a hybností. Jedná se o funkci, která kaºdému
bodu fázového prostoru p°i°azuje pravd¥podobnost, ºe se systém práv¥ v tomto
bod¥ nachází. Analogii této situace máme i v kvantové mechanice.

Kvantový stav popsaný prvkem Hilbertova prostoru |ψ〉 ∈ H je ozna£ován jako £istý.
Jedná se o ideální p°ípad, který £asto není moºné prakticky realizovat. Existují dv¥
situace, které se v²ak matematicky popisují stejn¥. M·ºeme mít soubor mnoha sys-
tém·, ve kterém se r·zné stavy vyskytují s £etností pj. P°ípadn¥ máme jeden systém,
ale jeho skute£ný stav je s pat°i£nou pravd¥podobností vybrán z n¥jakého souboru
moºných stav· (nejistota v jeho p°íprav¥). �íkáme, ºe systém je ve smí²eném stavu.
Jedná se tedy o klasickou neur£itost systému, která se p°idává k principiální kvantové
neur£itosti.

Matematická struktura, která vý²e zmín¥nou situaci dokáºe vystihnout se nazývá
matice hustoty. (Na prostorech nekone£né dimenze se dává p°ednost názvu operátor
hustoty). Máme-li soubor N systém·, kde £etnost stavu |ψj〉 je pj, je matice hustoty
takového systému dána vztahem

ρ =
N∑
j=1

pj |ψj〉 〈ψj| . (1.22)

S takto zavedeným operátorem ρ m·ºeme po£ítat st°ední hodnotu pozorovatelné
celého souboru jako

〈A〉 =
N∑
j=1

pj 〈ψj |A |ψj〉 = Tr(ρA). (1.23)

Se smí²enými stavy se £asto setkáváme v situaci, kdy je ná² systém provázán s jiným
systémem, jehoº stav nechceme sledovat. Provedeme proto stopu p°es stavy tohoto
systému a tím p°ejdeme ke statistickému popisu. Typicky se jedná o nedokonalou
izolaci zkoumaného systému od okolí.

1.4 �asový vývoj

�asový vývoj £istých stav· kvantových systém· se °ídí Schrödingerovou rovnicí,
která má tvar

ih̄
∂ |ψ(t)〉
∂t

= H |ψ(t)〉 , (1.24)

15



kde H je Hamiltonián (operátor energie) a h̄ redukovaná Planckova konstanta. Pro
vlastní stavy Hamiltoniánu H |ψj〉 = Ej |ψj〉 dostáváme jednoduchou diferenciální

rovnici ih̄
∂ |ψj(t)〉

∂t
= Ej |ψj(t)〉, jejíº °e²ení s po£áte£ní podmínkou |ψj(0)〉 = |ψj〉

má tvar

|ψj(t)〉 = exp

(
− i
h̄
Ejt

)
|ψj〉 . (1.25)

Toho m·ºeme vyuºít pro ur£ení £asového vývoje obecného stavu pomocí jeho rozk-
ladu do vlastních stav· Hamiltoniánu. Pak dostáváme

|ψ(t)〉 =
∑
j

exp

(
− i
h̄
Ejt

)
〈ψj |ψ(0)〉 |ψj〉 , (1.26)

kde 〈ψj |ψ(0)〉 jsou koe�cienty rozkladu, a tedy platí |ψ(0)〉 =
∑

j 〈ψj |ψ(0)〉 |ψj〉.

Pro stavy popsané maticí hustoty ρ platí analogická rovnice ve tvaru

ih̄
∂ρ(t)

∂t
= [H, ρ(t)] = Hρ(t)− ρ(t)H. (1.27)

1.5 Dvourozm¥rný prostor

Pro p°iblíºení zmín¥ných pojm· nyní uvedeme jako p°íklad kvantový popis polari-
zace foton·. Hilbert·v prostor odpovídající polariza£nímu stavu jednoho fotonu je
dvourozm¥rný, tedy H ≡ C2. Jako bázové stavy m·ºeme zvolit horizontální a ver-
tikální lineární polarizaci {|h〉 , |v〉}. V maticovém vyjád°ení tedy platí

|h〉 =

[
1
0

]
, |v〉 =

[
0
1

]
. (1.28)

Pomocí lineárních kombinací m·ºeme vytvo°it dal²í polariza£ní stavy a p°echázet
k jiným bázím. Nap°íklad k bázi tvo°ené levoto£iv¥ a pravoto£iv¥ kruhov¥ polarizo-
vaným sv¥tlem:

|l〉 =
1√
2

(|v〉+ i |h〉) =
1√
2

[
1
i

]
, |p〉 =

1√
2

(|v〉 − i |h〉) =
1√
2

[
1
−i

]
. (1.29)

Na prostoru matic se provádí sdruºení (p°echod mezi kety a bra a sdruºení operátor·)
provedením transpozice a komplexního sdruºení sloºek. Tedy nap°íklad

〈l| = 1√
2

(〈v| − i 〈h|) =
1√
2

[
1,−i

]
. (1.30)
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Nyní m·ºeme spo£ítat n¥které skalární sou£iny. P°edn¥ platí

〈l | p〉 =
1√
2

[
1,−i

] 1√
2

[
1
−i

]
=

1

2
(1 + i2) = 0, (1.31)

a dále

〈l | l〉 =
1√
2

[
1,−i

] 1√
2

[
1
i

]
=

1

2
(1− i2) = 1. (1.32)

Vidíme tedy, ºe se opravdu jedná o ortonormální bázi. (Je²t¥ bychom m¥li ov¥°it,
zda i 〈p | p〉 = 1.)

P°íkladem operátoru na dvourozm¥rném prostoru je Hadamard·v operátor

CH =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
. (1.33)

P·sobením na stavy |h〉 a |v〉 dostáváme

CH |h〉 =
1√
2

[
1 1
1 −1

] [
1
0

]
=

1√
2

[
1
1

]
=

1√
2

(|h〉+ |v〉), (1.34)

CH |v〉 =
1√
2

[
1 1
1 −1

] [
0
1

]
=

1√
2

[
1
−1

]
=

1√
2

(|h〉 − |v〉). (1.35)

Dále je²t¥ m·ºeme nap°íklad vytvo°it projek£ní operátor na stav |l〉 ve tvaru

P|l〉 = |l〉 〈l| = 1√
2

[
1
i

]
1√
2

[
1,−i

]
=

1

2

[
1 −i
i 1

]
. (1.36)

Tenzorový sou£in dvou matic na prostoru C2 se provádí jako

A⊗B ≡
[
a1 a2

a3 a4

] [
b1 b2

b3 b4

]
=

[
a1B a2B
a3B a4B

]
=


a1b1 a1b2 a2b1 a2b2

a1b3 a1b4 a2b3 a2b4

a3b1 a3b2 a4b1 a4b2

a3b3 a3b4 a4b3 a4b4

 . (1.37)

U vektor· to je

|a〉 ⊗ |b〉 ≡
[
a1

a2

] [
b1

b2

]
=

[
a1 |b〉
a2 |b〉

]
=


a1b1

a1b2

a2b1

a2b2

 . (1.38)
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D·leºitými operátory na dvourozm¥rném prostoru jsou Pauliho matice de�nované
jako

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
. (1.39)

V²echny tyto matice jsou hermitovské, mají nulovou stopu (sou£et diagonálních
prvk·) a spole£n¥ s jednotkovou maticí I tvo°í bázi operátor· na dvourozm¥rném
prostoru.
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Kapitola 2

Kvantová informace

2.1 Klasické logické operace

V klasických výpo£tech se pouºívá jako jednotka informace bit. Má dv¥ hodnoty 0 a 1.
Spojením více bit· se vyjad°ují £ísla ve dvojkové soustav¥. Abychom mohli provád¥t
výpo£ty, pot°ebujeme n¥jakou sadu operací, které s hodnotami bit· manipulují.

Jedinou operací p·sobící na jediný bit (krom¥ identity) je negace (NOT), která
p°evrací jeho hodnotu. Standardní dvoubitové operace jsou logické �nebo� (OR) a
�a� (AND). Kaºdá z nich spole£n¥ s negací tvo°í univerzální soubor, a je tedy moºné
pomocí nich vyjád°it libovolnou binární operaci. Dále se pouºívá �exkluzivní nebo�
(XOR), které je také ozna£ováno jako �kontrolovaná negace� (CNOT). Nejedno-
zna£nost v názvu je d·sledkem dvou r·zných de�nic (reprezentací) vedoucích na stej-
né zobrazení. Jedním je �Jedno nebo druhé, ale ne ob¥ dv¥.� a druhým �Pokud platí
A, pak vra´ B, jinak vra´ negaci B.� P·sobení v²ech operací je p°ehledn¥ shrnuto v
následující tabulce.

A B NOT A (¬ A) A OR B (A ∨ B) A AND B (A ∧ B) A CNOT B
0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 1 0

Tabulka 1 - Tabulka p·sobení logických operací.

Jelikoº jsou vstupem funkcí dv¥ hodnoty a výstupem pouze jedna, nemohou být
operace reverzibilní. Pokud k výstupu funkce CNOT p°idáme je²t¥ p·vodní vstup
A, dostaneme reverzibilní funkci. Obecn¥ v²echny reverzibilní logické funkce jsou
permutace souboru ((0,0), (0,1), (1,0), (1,1)).
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2.2 Kvantová informace

2.2.1 Jednotka kvantové informace

Jednotkou kvantové informace je qubit. Jedná se o informaci nesenou libovolným
dvouhladinovým kvantovým systémem, tedy krom¥ dvou krajních hodnot (0 a 1)
m·ºe popisovat i jejich libovolnou superpozici.

Pro provád¥ní výpo£t· zvolíme takzvanou výpo£etní bázi {|0〉 , |1〉}. V ní má obecný
stav qubitu tvar

|ψ1〉 = α |0〉+ β |1〉 . (2.1)

Dvouqubitový systém je pak popsán stavem

|ψ2〉 = α00 |0〉 ⊗ |0〉+ α01 |0〉 ⊗ |1〉+ α10 |1〉 ⊗ |0〉+ α11 |1〉 ⊗ |1〉 , (2.2)

a analogicky pro vícequbitové systémy. D·leºité je, ºe pokud chceme uchovat úplnou
informaci o stavu n-qubitového systému na klasickém po£íta£i, pot°ebujeme na to 2n

komplexních £ísel. Z toho je jasné, ºe sloºitost simulace kvantových proces· na kla-
sických po£íta£ích roste exponenciáln¥ s po£ten qubit·. Nabízí se otázka, zda je
moºné tento nepom¥r obrátit v ná² prosp¥ch p°i provád¥ní výpo£t· na kvantovém
po£íta£i. Ukázalo se, ºe to moºné je, ale cesta není p°ímo£ará (viz dále).

2.2.2 Kvantové logické operace

Vzhledem k odli²nosti základní informa£ní jednotky se li²í i kvantové operace (hradla).
Jedná se o unitární transformace p·sobící na vektory popisující stav kvantových sys-
tém·.

Jelikoº qubit je popsán dv¥ma komplexními £ísly (a ne jen hodnotou 1 nebo 0,
jako klasický bit), je t°ída moºných jednoqubitových hradel výrazn¥ bohat²í. I zde
existují univerzální soubory hradel, která mohou nahradit v²echna ostatní. �asto
se volí fázový posun a Hadamardovo hradlo. Pokud p°ipojíme je²t¥ dvouqubitové
hradlo CNOT, máme nástroje pro libovolné dvouqubitové (a tím i vícequbitové)
transformace. Konkrétní popis hradel je uveden níºe.

Chceme-li aplikovat obecnou booleovskou funkci f(α, β) na stav |α〉 |β〉, pouºijeme
transformaci T |αβ〉 = |f(α, β)〉. Ta p·sobí na celý stav |ψ2〉 jako

T |ψ2〉 = α00 |f(0, 0)〉+ α01 |f(0, 1)〉+ α10 |f(1, 0)〉+ α11 |f(1, 1)〉 . (2.3)

Díky lineární superpozici tedy získáme výsledky pro v²echny moºné vstupní hodnoty
najednou. Problém je, ºe z jednoho systému m·ºeme m¥°ením získat vºdy zase jen
jeden výsledek. Pro vyuºití superpozice je tedy pot°eba so�stikovan¥j²í postup.
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Pro obecné kvantové výpo£ty budeme pot°ebovat dva 2n-rozm¥rné systémy - vstupní
|x〉1 ≡ |x1, x2, . . . x2n〉1 a výstupní |y〉2 ≡ |y1, y2, . . . y2n〉2. Systém 2 je na za£átku
výpo£tu vºdy v daném stavu |in〉2 a transformace probíhá podle schématu

T
∑
x

αx |x〉1 |in〉2 =
∑
x

αx |x〉1 |f(x)〉2 . (2.4)

2.2.3 Fázový posun

Fázový posun p°edstavuje transformaci Φ(α |0〉 + β |1〉) = α |0〉 + βeiφ |1〉. Toho je
moºné docílit vyuºitím Hamiltoniánu ve tvaru

H =
λ

2
(1− σ3) = λ

[
0 0
0 1

]
, (2.5)

který ur£uje £asový vývoj e−iHt(α |0〉 + β |1〉) = α |0〉 + βeiλt |1〉. Nyní uº sta£í jen
pro dané λ zvolit správnou dobu p·sobení t.

2.2.4 Hadamardovo hradlo

Hadamardovo hradlo je pro jednoqubitový systém de�nováno jako

U2 ≡
1√
2

(σ1 + σ3) =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
. (2.6)

Efektivn¥ se vlastn¥ jedná o zm¥nu báze. Pro dimenzi 2n pouºijeme rekurentní
de�nici

U2n ≡
[
U2n−1 U2n−1

U2n−1 −U2n−1

]
. (2.7)

Fyzikáln¥ je moºné Hadamardovo hradlo implementovat nap°íklad pomocí optického
elementu zvaného d¥li£ svazku (viz obrázek 2.1). Ten provádí transformaci

[
b1

b2

]
=

1√
2

[
1 i
i 1

] [
a1

a2

]
. (2.8)

P°ede�nujeme-li fáze vstupních a výstupních stav· (vyuºijeme hradlo fázového po-
sunu), m·ºeme transformaci psát jako

[
b1

−ib2

]
=

1√
2

[
1 1
1 −1

] [
a1

ia2

]
, (2.9)

která nyní funguje jako Hadamardovo hradlo.
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Obrázek 2.1: Schéma d¥li£e svazku. �ipky ozna£ené a1 a a2 znázor¬ují dopadající
paprsky sv¥tla, z nichº se kaºdý £áste£n¥ odrazí a £áste£n¥ projde do sm¥r· b1 a b2.

2.2.5 Kontrolovaná negace (CNOT)

Kontrolovaná negace je dvouqubitová operace, která p°evrací hodnotu druhého qubitu
v p°ípad¥, ºe hodnota prvního je 1. V maticovém vyjád°ení ve standardní výpo£etní
bázi má CNOT tvar

C ≡


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (2.10)

Podobným zp·sobem jako p°i vyuºití d¥li£e svazku pro implementaci Hadamardova
hradla m·ºeme p°ede�nováním vstupních a výstupních stav· nahradit CNOT po-
mocí fázového posunu pro eiφ = −1. V maticovém vyjád°ení


|00〉
|01〉

1√
2
(|11〉+ |10〉)

1√
2
(|11〉 − |10〉)

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1




|00〉
|01〉

1√
2
(|11〉+ |10〉)

1√
2
(|10〉 − |11〉)

 . (2.11)

2.3 Kvantové výpo£etní obvody

D·leºitým krokem na cest¥ k vytvo°ení kvantového po£íta£e je moºnost provád¥t
na systémech sekvence operací popsaných v p°edchozí £ásti. Pro obecnou jedno-
qubitovou unitární transformaci U , která na stav p·sobí jako

U(a0 |0〉+ a1 |1〉) = b0 |0〉+ b1 |1〉 , (2.12)

pouºíváme symbol na obrázku 2.2. Symboly pro Hadamardovo hradlo, negaci a
fázový posun jsou po °ad¥ na obrázcích 2.3(a), 2.3(b) a 2.3(c).
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Obrázek 2.2: Zna£ka pro obecnou unitární transformaci.

(a) Hadamardovo
hradlo

(b) Negace (c) Fázový posun

Obrázek 2.3: Jednoqubitová kvantová hradla.

Dále budeme samoz°ejm¥ pot°ebovat vícequbitové transformace. Zde je jeden qubit
|c〉 povaºován za kontrolní (transformace ho nem¥ní) a na druhý qubit |x〉 je prove-
dena transformace Uc. Tato transformace je vybrána na základ¥ hodnoty kontrolního
qubitu. Odpovídající zna£ka takovéto operace v kvantovém okruhu je na obrázku
2.4. Na obrázku 2.5 je pak kontrolovaná negace jako konkrétní p°íklad.

Obrázek 2.4: Diagram znázor¬ující p·sobení hradla Uc na qubit |x〉, které je závislé
na hodnot¥ kontrolního qubitu |c〉.

Obrázek 2.5: Diagram dvouqubitového hradla CNOT.

2.4 Kvantová Fourierova transformace

Kvantová Fourierova transformace je d·leºitý nástroj, který nám kone£n¥ umoºní
vyuºít paralelizmus kvantové mechaniky k zásadnímu urychlení algoritm·. (Viz fak-
toriza£ní algoritmus v dal²í £ásti.) Zde zavedeme Fourierovu transformaci na dimenzi
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N = 2n, kde n je po£et qubit·, se kterými pracujeme. V bázi {|0〉 , |1〉 , ..., |N − 1〉}
je de�nována vztahem

F |k〉 =
1√
N

N−1∑
j=0

(ωN)jk |j〉 . (2.13)

Zde jsme ozna£ili symbolem ωN N -tou odmocninu z jednotky, tedy

ωN = exp

(
i
2π

N

)
. (2.14)

Pro p°ípravu Fourierova obrazu stavu |k〉 m·ºeme pouºít okruh na obrázku 2.6.
Musíme v²ak mít klasickou informaci o hodnot¥ k.

Obrázek 2.6: Okruh pro vytvo°ení stavu F |k〉.

2.5 Faktoriza£ní algoritmus

V této £ásti popí²eme, jak je moºné vyuºít vlastností kvantové mechaniky k zásad-
nímu urychlení n¥kterých algoritm·. Konkrétn¥ se jedná o algoritmus na hledání
d¥litel· (faktor·) velkých £ísel. Pro klasický po£íta£ roste sloºitost tohoto problému
exponenciáln¥ s velikostí faktorizovaného £ísla. Toho se vyuºívá v takzvané arit-
metické kryptogra�i (kryptogra�e s ve°ejným klí£em). Máme-li k dispozici n¥co, co
dokáºe dostate£n¥ rychle rozkládat velká £ísla, m·ºeme takto za²ifrovanou zprávu ro-
zlu²tit. Shor·v algoritmus, který hledá rozklad na (zatím hypotetickém) kvantovém
po£íta£i s polynomiální sloºitostí, vzbudil zna£ný zájem.

Postup faktorizace £íslaN m·ºeme popsat následovn¥. Zvolíme si y tak, aby bylo sN
nesoud¥lné. Pro n¥které volby y nemusí procedura vést k cíli, nicmén¥ není moºné
to zjistit p°edem. V p°ípad¥, ºe postup selºe, pouºijeme jiné y. Hlavním úkolem je
pak najít periodu r tak, ºe platí yl+r = yl mod N . Potom uº máme yr = 1 mod N ,
odkud (yr/2 +1)(yr/2−1) = yr−1 = 0 mod N . Jedna ze závorek uº musí mít n¥jaké
spole£né d¥litele s N , které snadno najdeme vyuºitím Euklidova algoritmu.

Pro °e²ení pomocí kvantového algoritmu budeme pot°ebovat stavový prostor di-
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menze D, kde D > N , a za°ízení schopné provád¥t transformaci

D∑
j=0

|j〉1 |0〉2 =
D∑
j=0

|j〉1
∣∣yj mod N

〉
2
. (2.15)

Kompletní rozbor Shorova algoritmu v obecném p°ípad¥ je nad rámec této práce.
Na²ím cílem je pouze nastín¥ní vyuºití kvantového po£íta£e jakoºto motivace pro
rozvíjení tohoto oboru. Proto zde jen uvedeme p°evzatý p°íklad z [3] pro N = 15 a
y = 7. Nejpre pomocí za°ízení popsaného rovnicí 2.15 p°ipravíme stav

|ψ〉 =
1√
16

(|0〉1 |1〉2 + |1〉1 |7〉2 + |2〉1 |4〉2 + |3〉1 |13〉2

+ |4〉1 |1〉2 + |5〉1 |7〉2 + |6〉1 |4〉2 + |7〉1 |13〉2 (2.16)
+ |8〉1 |1〉2 + |9〉1 |7〉2 + |10〉1 |4〉2 + |11〉1 |13〉2

+ |12〉1 |1〉2 + |13〉1 |7〉2 + |14〉1 |4〉2 + |15〉1 |13〉2).

Vidíme, ºe perioda r je v tomto p°ípad¥ 4. To je v²ak samoz°ejm¥ jen díky tomu, ºe
jsme si klasicky provedli v²echny výpo£ty. Tuto informaci tedy musíme získat jinak.
Nejprve provedeme projektivní m¥°ení na druhý stav. Výsledkem bude nam¥°ení
hodnoty yl a p°echod prvního systému do stavu

|φl〉 =
1√
4

(|l〉1 + |l + r〉1 + |l + 2r〉1 + |l + 3r〉1) =

=
1√
4

(|l〉1 + |l + 4〉1 + |l + 8〉1 + |l + 12〉1), (2.17)

kde l ∈ {0, 1, 2, 3}. Nyní provedeme Fourierovu transformaci, která stav p°evede na

F |φl〉 =
1√
4

1√
16

15∑
j=0

(ω16)jl |j〉 (1 + (ω16)rj + (ω16)2rj + (ω16)3rj)

=
1

8

15∑
j=0

(ω16)jl |j〉 (1 + (e2πi( r
16

)j)1 + (e2πi( r
16

)j)2 + (e2πi( r
16

)j)3). (2.18)

Pro v²echna j 6= N+1
r

= 16
4

= 4 se £ísla v závorce se£tou na nulu a pro j = 4 dají
sou£et 4. Tento stav tedy m·ºeme napsat jako

F |φl〉 =
1

2
(|0〉+ (ω16)4l |4〉+ (ω16)8l |8〉+ (ω16)12l |12〉). (2.19)

Nyní provedeme m¥°ení, jehoº výsledkem bude £íslo m = 4k. Jelikoº víme, ºe musí
platit m = N+1

r
k a N i m známe, m·ºeme r a k ur£it v polynomiálním £ase [4].
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Kapitola 3

Fyzikální realizace kvantových
po£íta£·

3.1 Obecné poºadavky

Kaºdé laboratorní za°ízení, které by m¥lo potenciáln¥ slouºit jako kvantový po£íta£,
musí spl¬ovat ur£ité základní poºadavky. V této £ásti je stru£n¥ rozebereme.

Rozli²itelné qubity: Kaºdý qubit musí být nesen jasn¥ lokalizovaným fyzikálním sys-
témem. Musíme mít vºdy moºnost £íst hodnotu zvoleného qubitu a také na n¥j
libovolnou hodnotu zapsat.

Udrºitelnost informace: Vzhledem k tomu, ºe kaºdý kvantový systém n¥jakým zp·-
sobem interaguje se svým okolím, informace, kterou nese, postupn¥ degraduje. Kaºdý
takový systém je tedy omezen ur£itým £asem, kdy je je²t¥ informace pouºitelná.
Tento £as spolu s rychlostí provád¥ní operací ur£uje, kolik výpo£t· m·ºeme se sys-
témem vykonat.

Vzájemné interakce: Jelikoº chceme provád¥t podmín¥né (vícequbitové) operace,
pot°ebujeme, aby systémy nesoucí qubity vzájemn¥ interagovaly. Obecn¥ je v²ak
problém v tom, ºe systémy, které jsou odolné v·£i naru²ení okolím (nap°íklad
fotony), málo interagují mezi sebou. Naopak elektrony, které se díky elektrostat-
ickému odpuzování ovliv¬ují jednodu²e, podléhají rychle vliv·m vn¥j²ího prost°edí.

Univerzalita a ²kálovatelnost: Abychom mohli z jednotlivých hradel vytvá°et kom-
plexní sít¥ pro kvantové výpo£ty, je nutné, aby kaºdý výstup mohl slouºit jak vstup
pro dal²í operace.
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3.2 Elektromagnetické pole v dutin¥

3.2.1 Reprezentace qubitu

Jedním z moºných kandidát· na nositele kvantové informace je foton. Nabízí po-
hodlnou bázi pro kódování kvantové informace v podob¥ polarizace. Jelikoº je v²ak
ve volném prostoru spektrum elektromagnetických vln spojité, nem·ºeme adreso-
vat jednotlivé qubity na základ¥ jejich frekvence. Moºné °e²ení nabízí práce s fotony
v dutin¥ délky L, kterou volíme pro jednoduchost popisu jednorozm¥rnou. Zde máme
kvantovací podmínky (vyplývající z okrajových podmínek) ve tvaru 2L = nλ, kde n
musí být celé £íslo. Tyto podmínky ur£ují jednotlivé módy s diskrétními vlnovými
délkami λn = 2L

n
. Pomocí mód· nyní m·ºeme reprezentovat jednotliv¥ adresovatelné

qubity. Konkrétní tvar mód· je

un(z) =

√
2

L
sin (knz) =

√
2

L
sin
(πn
L
z
)
. (3.1)

Jelikoº kaºdý z t¥chto mod· je moºné popsat jako harmonický oscilátor, m·ºeme
pouºít formalizmus krea£ních (an) a anihila£ních (a†n) operátor·. Pro reprezentaci
qubitu vyuºijeme koherentní stavy de�nované pomocí operátoru

D(α) = e−
1
2
|α|2eαa

†
ne−α

∗an , (3.2)

jeho p·sobením na vakuový stav |0〉 jako

|α〉 = D(α) |0〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn

n!
|n〉 . (3.3)

Pro malé hodnoty α (|α| � 1) m·ºeme pomocí koherentních stav· reprezentovat
qubit jako

|α〉 ' |0〉+ α |1〉√
1 + |a|2

. (3.4)

Podmínka malosti parametru α v²ak také omezuje mnoºství stav·, které se takto
dají popsat.

3.2.2 Interakce s látkou

Fotony velmi málo interagují s okolím. To je výhoda, protoºe se informace v nich
uloºená dob°e uchovává. Na druhou stranu, pro provád¥ní podmín¥ných hradel (více-
qubitových operací), bychom pot°ebovali jejich vzájemné p·sobení. To k dispozici
nemáme a proto je t°eba vy°e²it situaci zprost°edkovaným p·sobením p°es atomy
látky.
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Pro popis atom· pouºijeme p°iblíºení Jaynes�Cummingova modelu. Stav atomu
popisujeme pomocí jeho energetických hladin |i〉 s energií Ei = h̄ωi. Pro Ei > Ej
m·ºe dojít k absorpci fotonu popsané operátorem a |i〉 〈j| nebo emisi a† |j〉 〈i|. Hamil-
tonián takového systému je

H =
∑
k

h̄ωia
†
kak +

∑
i

Ei |i〉 〈i|+ h̄
∑
k,i>j

gij(ak |i〉 〈j|+ a†k |j〉 〈i|), (3.5)

kde gij jsou konstanty. V p°ípad¥ systému obsahujícího pouze jeden mód a dv¥
energetické hladiny je moºné p°epsat Hamiltonián do tvaru

H = h̄ωa†a+
h̄Ω

2
(1 + σ3) + h̄g(aσ+ + a†σ−), (3.6)

kde σi jsou Pauliho matice a σ± = 1
2
(σ1± iσ2). �e²ením Schrödingerovy rovnice pro

tento systém jsou funkce

|ψn〉 = e−iωnt(c0 |n, 0〉+ c1 |n− 1, 1〉). (3.7)

Konstanty c0(t) a c1(t) se ur£í °e²ením rovnice

i
d

dt

[
c0

c1

]
=

[
0 g

√
n

g
√
n ∆

] [
c0

c1

]
, (3.8)

kde ∆ = Ω − ω. Pokud je²t¥ ozna£íme Ω2
n = ∆2 + 4g2n a nastavíme po£áte£ní

podmínky c0(0) = 1 a c1(0) = 0, dostaneme výsledné °e²ení ve tvaru

c0(t) = exp

(
−i∆t

2

)
(cos

(
Ωnt

2

)
+ i

∆

Ωn

sin

(
Ωnt

2

)
), (3.9)

c1(t) = −2ig
√
n

Ωn

exp

(
−i∆t

2

)
sin

(
Ωnt

2

)
. (3.10)

Zvolíme-li dobu p·sobení tπ práv¥ tak, aby platilo Ωntπ = π, dostaneme takzvaný
π-pulz, který v limit¥ pro ∆→ 0 zp·sobuje inverzi populace. Konkrétn¥ dává koe�-
cienty

c0(tπ)→ 0,

c1(tπ)→ −i. (3.11)

Druhým významným p°ípadem je 2π-pulz (Ωnt2π = 2π), který vrací populaci do p·vod-
ního stavu, ale s obrácenou fází, tedy

28



c0(t2π) = − exp

(
−i∆t2π

2

)
→ −1,

c1(t2π) = 0. (3.12)

Zde navíc vidíme, ºe c1(t2π) = 0 i pro ∆ 6= 0. Toho m·ºeme vyuºít pro vytvo°ení
fázového posunu. Je t°eba upozornit, ºe takovéto vylad¥ní Ωnt na poºadovanou
hodnotu je vºdy moºné jen pro jedno zvolené n.

3.2.3 Vícequbitové operace

Jednou z moºností provád¥ní podmín¥ných operací na stavech elektromagnetick-
ého pole v dutin¥ je vyuºití t°íhladinového systému. Máme atom, který se m·ºe
nacházet ve t°ech energetických stavech |0〉, |1〉 a |2〉. Operátory odpovídajících
mod· pole, které excitují atom na první, respektive druhou hladinu ozna£íme a†,
respektive b†. Situace je znázorn¥na na obrázku 3.1. Qubity budeme reprezentovat
p°ítomností/absencí fotonu daného modu.

Obrázek 3.1: T°íúrov¬ový systém energetických hladin atomu umoº¬ující provád¥t
podmín¥né operace na modech elektromagnetického pole v dutin¥. P°evzato z [3].

Výchozí stav celého systému je

|ψ〉in = (α0 + α1a
†)(β0 + β1b

†) |0〉 (3.13)

a interak£ní Hamiltonián

HI = h̄g(a |1〉 〈0|+ a† |0〉 〈1|+ b |2〉 〈0|+ b† |0〉 〈2|), (3.14)

kde g je konstanta.
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Samotnou operaci provedeme pomocí 2π-pulzu. Není-li p°ítomen foton a†, máme
vlastn¥ dvouúrov¬ový systém se stavy |0〉 a |2〉 a jediným módem, tedy situaci
popsanou d°íve. Dochází tedy k transformaci stavu (β0 + β1b

†) |0〉 → (β0 − β1b
†) |0〉

a analogicky pro nep°ítomnost fotonu b†. V p°ípad¥, kdy jsou excitovány oba módy,
v²ak dostaneme obecný fázový posun eiφ. Celkov¥ m·ºeme transformaci popsat ma-
ticí

T =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 eiφ

 . (3.15)

Uvedená metoda je pouze náznak pouºití p°echod· mezi energetickými hladinami
atom· k provád¥ní vícequbitových operací. Její nevýhodou je p°edev²ím vyuºití
nep°ítomnosti fotonu jako nosi£e informace. Fale²né signály tak mohou zp·sobovat
chyby.

3.3 Iontové pasti

Sou£asná laserová technika umoº¬uje zchladit atomy nebo ionty na velmi nízké
teploty. Systém se pak blíºí stav·m s nejniº²ími moºnými energiemi. Takové ionty je
poté moºno uv¥znit v rychle se m¥nícím potenciálu, jehoº efekt se v £ase vyst°eduje
na nulu. P°esto, ºe toto vn¥j²í pole ovliv¬uje pohyb iont·, m·ºeme je stále alespo¬
p°ibliºn¥ popisovat jako harmonické oscilátory (Paul trap).

Máme-li v pasti více iont·, vzájemn¥ na sebe intenzivn¥ p·sobí odpudivou silou a us-
po°ádávají se do pravidelných struktur (nejjednodu²eji °etízku). Spole£n¥ uv¥zn¥né
ionty vykonávají kolektivní pohyby. P°edev²ím oscilace t¥ºi²t¥ celého systému a
�dýchací� pohyb, kdy se periodicky zv¥t²ují a zmen²ují jejich vzájemné vzdálenosti.
Kolektivní pohyby mohou slouºit jako p°ena²e£e informací umoº¬ující podmín¥né
transformace, zatímco prostorová vzdálenost umoº¬uje zam¥°ování sv¥telných pa-
prsk· na konkrétní iont, a tím jeho individuální adresování.

P·sobením laseru na dvouúrov¬ový systém se základním stavem |g〉 a excitovaným
stavem |e〉 (vnit°ní parametr iontu) vyvoláme provázání

Σ = a |e〉 〈g|+ a† |g〉 〈e| . (3.16)

Zde a a a† p·sobí na oscila£ní stav. Odpovídající transformace je

Uθ = exp(−iθΣ), (3.17)

kde θ je parametr úm¥rný £asu p·sobení a m·ºeme ho tedy volit libovoln¥. Rozvojem
exponenciály do °ady dostaneme p·sobení na stavy {|e, 0〉 , |g, 1〉} jako
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Uθ |e, 0〉 = cos(θ) |e, 0〉 − i sin(θ) |g, 1〉
Uθ |g, 1〉 = cos(θ) |g, 1〉 − i sin(θ) |e, 0〉 . (3.18)

Speciáln¥ pro θ = π/2 má transformace tvar

Uπ/2 |e, 0〉 = −i |g, 1〉
Uπ/2 |g, 1〉 = −i |e, 0〉 (3.19)

a pro θ = π

Uπ |e, 0〉 = − |e, 0〉
Uπ |g, 1〉 = − |g, 1〉 . (3.20)

Nyní budeme pot°ebovat dva uv¥zn¥né ionty, na kterých budeme provád¥t výpo£et
a jeden pomocný. Transformace U1

π/2 a U2
π p·sobí na první a druhý systém. U3

π

spojuje druhý systém s pomocným a efektivn¥ provádí transformaci |g〉2 → −|g〉2.
De�nujeme-li nyní hradlo U = U3

πU
2
πU

1
π/2, m·ºeme jej v maticovém vyjád°ení napsat

jako

U ≈


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 . (3.21)

Tato transformace je ekvivalentní hradlu CNOT, a tedy posta£uje pro provád¥ní
libovolných logických operací na dvou qubitech. Získáváme tak základní stavební
prvek pro kvantový po£íta£.

3.4 Shrnutí

P°esto, ºe se jiº poda°ilo laboratorn¥ realizovat za°ízení schopná udrºet ur£ité mnoºst-
ví qubit· a provést na nich kvantové operace, do realizace skute£ných kvantových
po£íta£· je je²t¥ velmi daleko. P°edev²ím je zde problém se ²kálovatelností. Nej-
pokro£ilej²í experimenty dokáºí provád¥t operace s n¥kolika desítkami qubit· (nap°í-
klad [5]) a stále se svým výkonem nemohou rovnat klasickým po£íta£·m. Aº £as
ukáºe kdy, na jakém fyzikálním principu a zda v·bec budou fungovat kvantové po£í-
ta£e schopné vysn¥ného faktorizovaní obrovských £ísel a °e²ení dal²ích úloh mimo
moºnosti klasické výpo£etní techniky.
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Kapitola 4

Náhodné procházky

4.1 Grafy

Grafem budeme rozum¥t uspo°ádanou dvojici (V,E) mnoºiny vrchol· a mnoºiny
hran. Mnoºina V m·ºe být i spo£etn¥ nekone£ná. E je mnoºina vybraných dvojic vr-
chol·. V tomto podání se tedy jedná o graf neorientovaný (hrany jako dvojice vrchol·
jsou neuspo°ádané) a neohodnocený (v²echny hrany jsou �stejn¥ dlouhé�). Tém¥°
výhradn¥ budeme uvaºovat propojené grafy, tedy takové, kde mezi kaºdými dv¥ma
vrcholy existuje spojnice, která v²ak m·ºe být tvo°ena i více hranami. (Výjimkou je
p°íklad �s-t propojení�.) Ukázka jednoduchého grafu je na obrázku 4.1.

Graf je moºné popsat takzvanou maticí sousednosti. Jedná se o £tvercovou matici
A = {ai,j}, kde ai,j = 1 pokud E obsahuje hranu mezi i-tým a j-tým vrcholem a
ai,j = 0 v²ude jinde. V p°ípad¥ neorientovaného grafu je tedy matice sousednosti
symetrická.

Obrázek 4.1: P°íklad grafu: mnoºina vrchol· V = {1, 2, 3, 4, 5} a mnoºina hran
E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {2, 5}}

Stupe¬ vrcholu je po£et hran, které z daného vrcholu vychází. Je-li stupe¬ v²ech
vrchol· v daném grafu stejný, nazýváme takový graf regulárním.
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Obrázek 4.2: 1D náhodná procházka: �ísla ve £tvercích p°edstavují pravd¥podob-
nost, s jakou se chodec nachází v tomto míst¥. �ísla u spojnic jsou pravd¥podobnosti
uskute£n¥ní práv¥ daného p°echodu.

4.2 Klasická náhodná procházka

V této kapitole práce se budeme zabývat kvantovými náhodnými procházkami.
Nejprve v²ak zavedeme klasické náhodné procházky a aº následn¥ p°ejdeme k je-
jich kvantové verzi. Jednoduchým ilustra£ním p°íkladem je náhodná procházka na
p°ímce, kterou následn¥ zobecníme na procházky na sloºit¥j²ích grafech. Popí²eme
zde jak diskrétní náhodnou procházku, která probíhá v krocích, tak i £asov¥ spojitou
procházku.

4.2.1 Klasická náhodná procházka na p°ímce

Nejjednodu²²ím p°íkladem klasické náhodné procházky je diskrétní náhodná procház-
ka na p°ímce. V tomto p°ípad¥ se jedná o procházku na grafu, jehoº vrcholy jsou
reprezentovány celými £ísly a hrany jsou vºdy jen mezi sousedními vrcholy1. Na za-
£átku je chodec v bod¥ 0. Je vybaven mincí, na které s pravd¥podobností p padne
panna a s pravd¥podobností (1 − p) orel. V kaºdém £asovém kroku si chodec hodí
mincí. Padne-li panna, ud¥lá jeden krok doleva a padne-li orel, ud¥lá krok doprava.
Pravd¥podobnost, ºe se po t krocích chodec nachází v míst¥ x ozna£íme Pt(x). Pak
Pt je funkce popisující rozd¥lení pravd¥podobnosti polohy chodce v £ase t. P°íklad
prvních krok· této procházky se symetrickou mincí je znázorn¥n na obrázku 4.2.

Je z°ejmé, ºe v lichém kroku se m·ºe chodec nacházet pouze na liché pozici a
v sudém na sudé. Pokud v kaºdém kroku bereme pouze body p°ímky s paritou
(sudost/lichost) odpovídající parit¥ £asového kroku, dostáváme na takto vybraných

1Tedy V = Z a ai,j = δi,j−1 + δi,j+1, kde δi,j je Kroneckerovo delta.
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bodech binomické rozd¥lení pravd¥podobnosti (viz obrázek 4.3).

Obrázek 4.3: 1D náhodná procházka: Pravd¥podobnostní rozd¥lení polohy chodce
po deseti krocích.

Pro následné srovnání s kvantovou procházkou zde uvedeme dv¥ vlastnosti náhodné
procházky. Jednou z nich je st°ední kvadratická odchylka polohy chodce, která je zde
po n krocích úm¥rná

√
n. Tato veli£ina v podstat¥ popisuje rychlost ²í°ení procházky

po grafu. Dále je zde fakt, ºe klasická náhodná procházka je proces bez pam¥ti.
Stav v kaºdém kroku je tedy ur£en pouze polohou chodce v kroku bezprost°edn¥
p°edcházejícím. Zbytek trajektorie, po které se chodec do daného místa dostal, nemá
ºádný vliv na dal²í pr·b¥h procházky.

4.2.2 Klasická náhodná procházka na grafu

Náhodnou procházku m·ºeme snadno zobecnit na jiné grafy. Omezíme se na takové,
ve kterých z kaºdého vrcholu m (nejvý²e spo£etné mnoºství vrchol· m·ºeme o£íslo-
vat) vede jen kone£ný po£et d(m) hran. Obecn¥ bychom mohli v kaºdém bod¥ de�-
novat pro kaºdou hranu vedoucí z tohoto bodu pravd¥podobnost, ºe se chodec vydá
daným sm¥rem. Tím bychom vlastn¥ získaly orientovaný (pravd¥podobnost p°e-
chodu z i do j nemusí být stejná jako z j do i) a ohodnocený (pravd¥podobnostmi
p°echodu) graf. My se v²ak omezíme na procházky, kde pravd¥podobnost pohybu
chodce ur£itým sm¥rem z vrcholum závisí pouze na jeho stupni a je ve v²ech sm¥rech
stejná, tedy 1/d(m).

Pokud pro rozd¥lení pravd¥podobnosti polohy chodce na za£átku P0 a po jednom
kroku P1 platí P0 = P1 (a tedy i P0 = PT pro libovolné T ), nazýváme takové rozd¥lení
stacionární. Pro kaºdý graf s kone£ným po£tem vrchol· N existuje nejvý²e jedno
stacionární rozd¥lení a to

π(m) =
d(m)

2N
. (4.1)
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Stacionárního rozd¥lení pro graf s kone£ným po£tem vrchol· má tu vlastnost, ºe bez
ohledu na po£áte£ní rozd¥lení se k n¥mu náhodná procházka p°ibliºuje pro po£et
krok· T jdoucí do nekone£na. Rychlost toho p°ibliºování je popsána veli£inou zvanou
mixing time.

Dal²í d·leºitou vlastností náhodné procházky na grafu je hitting time Hij, coº je
o£ekávaný po£et krok· pot°ebný k tomu, aby se chodec dostal z vrcholu i do vrcholu
j. Souvisejícím parametrem je pak cover time, tedy o£ekávaný po£et krok· pot°ebný
k tomu, aby chodec nav²tívil v²echny vrcholy grafu. Cover time je moºné shora i
zdola omezit násobkem nejhor²ího, respektive nejlep²ího hitting time daného grafu.
Pro klasickou procházku je cover time pro libovolný graf principiáln¥ úm¥rný alespo¬
N logN .

4.2.3 �asov¥ spojitá náhodná procházka

Jinou verzí nekvantové náhodné procházky je £asov¥ spojitá náhodná procházka
na grafu. V tomto p°ípad¥ procházka neprobíhá v diskrétních krocích, ale chodec
m·ºe v kaºdém vrcholu strávit libovolný £asový úsek. Budeme zde op¥t uvaºovat
procházku, ve které je pravd¥podobnost p°esunu do v²ech sousedících (spojených
hranou) vrchol· stejná.

Vyjdeme z diskrétní verze procházky. M¥jme maticiM , jejíº prvekMij udává pravd¥-
podobnost p°echodu z vrcholu i do vrcholu j, tedy Mij = 1/d(i) v sousedících
vrcholech a Mij = 0 jinde. Pravd¥podobnostní rozd¥lení procházky pi(t) se pak v
£ase (v diskrétních krocích) vyvíjí podle vztahu

pi(t+ 1) =
∑
j

Mijpj(t). (4.2)

Nyní vytvo°íme £asov¥ spojitou náhodnou procházku p°echodem k malé £asov¥
nezávislé konstant¥ γ. Namísto matice M zade�nujeme matici H 2 vztahem

Hij =


−γ pro i 6= j sousedící
0 pro i 6= j nesousedící
d(i)γ pro i = j

(4.3)

Procházka se pak vyvíjí podle diferenciální rovnice

dpi(t)

dt
= −

∑
j

Hijpj(t). (4.4)

�e²ením této rovnice ve vektorovém tvaru pro ~p(t) = (p1(t), p2(t), . . . , pN(t)) je
~p(t) = e−Ht~p(0).

2Ozna£ení není náhodné a v kvantovém p°ípad¥ bude tato matice nahrazena Hamiltoniánem.
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4.3 Kvantové procházky

4.3.1 Diskrétní kvantová procházka na p°ímce

Soust°e¤me se nyní na kvantovou verzi náhodné procházky. Zde se jiº nepouºívá
ozna£ení náhodná, protoºe proces je ve skute£nosti deterministický. Náhodnost vy-
chází aº z pravd¥podobnostního chování p°i �nálním m¥°ení. Na rozdíl od klasické
£ástice se chodec v kvantovém sv¥t¥ nenachází daném vrcholu grafu, ale v lineární
superpozici r·zných poloh. M·ºe se tedy v podstat¥ vydat více sm¥ry najednou.

Pro jednoduchost nejprve op¥t vezmeme p°ípad procházky na p°ímce s vrcholy oz-
na£enými celými £ísly. M¥jme HP Hilbert·v prostor popisující polohu chodce a
stavy odpovídající umíst¥ní chodce ve vrcholu m ozna£íme |m〉. Stejn¥ jako v kla-
sickém p°ípad¥ probíhá vývoj procházky v krocích, které jsou podmín¥ny stavem
mince. I ta je zde ale kvantová. Je reprezentována n¥jakým vnit°ním stavem £ástice
(nap°íklad spinem u elektronu nebo polarizací u fotonu). Nech´ HC je Hilbert·v
prostor pro minci s bázovými stavy |L〉 a |R〉. Celkov¥ je tedy stav na²eho chodce
prvkem H = HP ⊗HC a obecn¥ vypadá jako

|ψ〉 =
∑
m

(ψmL |mL〉+ ψmR |mR〉). (4.5)

kde ψmL a ψmR jsou komplexní £ísla spl¬ující
∑

m (|ψmL|2 + |ψmR|2) = 1.

Jeden krok procházky se pak skládá ze dvou transformací. Transformace C zm¥ní
stav mince a transformace S na základ¥ stavu mince vykoná pat°i£ný posun chodce
na grafu. Zde C m·ºe být libovolná unitární transformace na prostoru odpovídající
dimenze. (Na sloºit¥j²ích grafech, neº je p°ímka, n¥kdy pot°ebujeme vícerozm¥rnou
minci.) Jako jednoduchý p°íklad si vezmeme Hadamardovu transformaci

CH =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, (4.6)

která p·sobí jako

CH |L〉 =
1√
2

(|L〉+ |R〉), (4.7)

CH |R〉 =
1√
2

(|L〉 − |R〉).

Vzhledem k tomu, ºe tato operace p·sobí jen na stav mince, je výsledná transformace
celého stavu dána operátorem C = CH ⊗ IP , kde IP je jednotkový operátor na HP .
Posun chodce je dán operátorem

S = |m− 1, L〉 〈mL|+ |m+ 1, R〉 〈mR| , (4.8)
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který jednotlivé stavy transformuje jako

S |mL〉 = |m− 1, L〉 , (4.9)
S |mR〉 = |m+ 1, R〉 .

Procházka, která za£íná nap°íklad ve stavu |0L〉, je po n krocích ve stavu |ψn〉 =
(CS)n |0L〉.

M¥°ení polohy, které zp·sobí kolaps vlnové funkce do n¥kterého konkrétního stavu,
je t°eba provést aº po ur£itém po£tu krok·. Kdybychom provád¥li m¥°ení po kaºdém
kroku, dostali bychom klasickou náhodnou procházku. Transformace mince pak
odpovídá rozloºení pravd¥podobností na klasické minci a kvantový krok následovaný
m¥°ením p°edstavuje hod klasickou mincí a klasický krok v pat°i£ném sm¥ru. Naopak,
pokud provedeme m¥°ení aº po vykonání v¥t²ího po£tu krok· (pro procházku na
p°ímce s Hadamardovou mincí alespo¬ 3), dostaneme jiné rozd¥lení pravd¥podob-
nosti.

Jedním ze zásadních rozdíl· oproti klasické náhodné procházce je to, ºe se kvan-
tová procházka ²í°í po grafu úm¥rn¥ po£tu krok· n. To je oproti klasické procházce,
kde je rychlost ²í°ení úm¥rná

√
n, kvadratické urychlení. Dal²í odli²ností je, ºe pro

úplný popis kvantové procházky musíme znát kompletní hodnoty koe�cient· rozk-
ladu do báze H. To znamená v£etn¥ fáze komplexních £ísel a ne jen jejich abso-
lutní hodnoty. Proto není následující krok kvantové procházky pln¥ ur£en pouhým
pravd¥podobnostním rozd¥lením v p°edchozím kroku, jako je tomu u klasické náhod-
né procházky. Na obrázku 4.4 jsou znázorn¥na rozd¥lení pravd¥podobnosti nalezení
chodce v daném míst¥ po 100 krocích klasické náhodné procházky se symetrickou
mincí a kvantové procházky s Hadamardovou mincí. P°evaha pravd¥podobnosti v
levé £ásti grafu je dána volbou stavu mince v po£áte£ním stavu |0L〉.

Obrázek 4.4: Klasická náhodná procházka se symetrickou mincí (te£ky) a kvantová
procházka s Hadamardovou mincí a po£áte£ním stavem |0L〉 (k°íºky) po 100 krocích.
P°evzato z [6].
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Obrázek 4.5: P°íklad grafu pro kvantovou procházku s dode�novanými hranami na
po£et maximálního stupn¥ grafu. P°evzato z [7].

4.3.2 Diskrétní kvantová procházka na grafu

Nyní se budeme zabývat zobecn¥ním diskrétní kvantové procházky pro p°ípad obec-
n¥j²ího grafu. Konkrétn¥ p·jde o graf, pro který existuje maximální stupe¬ vrcholu
d. (Tedy v²echny vrcholy daného grafu mají stupe¬ d nebo niº²í.) Vrcholy op¥t
m·ºeme o£íslovat a stav odpovídající umíst¥ní chodce v m-tém vrcholu zna£it |m〉.
Co se tý£e hran, máme zde problém s jejich r·zným po£tem v r·zných vrcholech. V
zásad¥ máme dv¥ moºnosti, jak situaci °e²it.

Jedním východiskem je dode�nování pot°ebného po£tu �smy£ek� v kaºdém vrcholu.
Tedy takových hran, které vedou z vrcholu m op¥t do m. Potom m·ºeme v kaºdém
vrcholu ozna£it hrany £ísly od 1 do d a pouºít v²ude stejnou d-rozm¥rnou minci.
P°íklad takového grafu je na obrázku 4.5. Transformace mince je v tomto p°ípad¥
zcela analogická jako u procházky na p°ímce, jen zde máme místo báze {|0〉 , |1〉}
bázi {|J〉}dJ=1. Krok procházky je pak dán transformací S p·sobící na bázový stav
|mJ〉 zp·sobem S |mJ〉 = |kJ〉, kde k je vrchol, do kterého mí°í hrana ozna£ená ve
vrcholu m £íslem J . (Ve vrcholu k m·ºe mít tato hrana jiné ozna£ení.) V p°ípad¥, ºe
stav mince odpovídá hran¥ vedoucí zp¥t do p·vodního vrcholu (smy£ce), se p°i kroku
procházky takový stav nezm¥ní.

Druhou moºností je nechat graf v p·vodní podob¥ a de�novat r·zné mince pod-
le stupn¥ pat°i£ného vrcholu. (Samoz°ejm¥ je moºné de�novat i více druh· mince
pro r·zné vrcholy se stejným stupn¥m.) Nyní uº v²ak transformace mince závisí
na poloze chodce a není ji moºné popsat jako C = CC ⊗ IP , kde CC ozna£uje
p·sobení na Hilbertov¥ prostoru mince a IP je identita na prostoru poloh.

Pokud chceme i ve vrcholech se stupn¥m d > 2 docílit rovnom¥rného rozd¥lení
pravd¥podobnosti mezi v²echny hrany, jednou z moºností je vyuºití takzvanoé DFT
mince (diskrétní Fourierova transformace). Ta je popsána vzorcem (2.13) (po zám¥n¥
N za d) a pro p°ípad d = 2 p°echází v Hadamardovu transformaci.

Ukázali jsme zde zp·sob, jak je moºné zavést diskrétní kvantovou procházku na
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velmi obecné t°íd¥ graf·. Bez znalosti dal²í struktury grafu v²ak nejsme schopni °íct
mnoho o jejím vývoji. Proto se £asto p°echází ke zkoumání konkrétn¥j²ích, n¥jakým
zp·sobem pravidelných graf·.

4.3.3 �asov¥ spojitá kvantová procházka

�asov¥ spojitá kvantová procházka je analogií spojité náhodné procházky. Neprobíhá
tedy v diskrétních £asových krocích, ale vyvíjí se spojit¥ a �nální m¥°ení m·ºeme
provést v libovolném okamºiku. Spojitá kvantová procházka odpovídá Schrödingerovu
£asovému vývoji £ástice s Hamiltoniánem odvozeným z matice sousednosti grafu, na
kterém je procházka provád¥na. Konkrétn¥H = γA, kde γ p°edstavuje pravd¥podob-
nost p°echodu p°es hranu za jednotku £asu a A je matice sousednosti. Formálním
°e²ením Schrödingerovy rovnice dostaneme stav chodce v £ase t ve tvaru

|ψ(t)〉 = e−iγAt |ψ(0)〉 . (4.10)

V této verzi kvantové procházky není ºádná mince a stav je tedy ur£en jen v prostoru
poloh.

Získaný £asový vývoj je do jisté míry obdobný diskrétní kvantové procházce, kde
operátor £asového vývoje U = SC nahradíme operátorem U = e−iγA. �asový vývoj
v obou variantách pak m·ºeme zapsat jako |ψ(t)〉 = U t |ψ(0)〉. Jsou zde ale i n¥které
rozdíly. Díky absenci mince nap°íklad výsledné rozd¥lení a chování procházky daleko
mén¥ závisí na po£áte£ním stavu.

Na rozdíl od klasických procházek není £asov¥ spojitá kvantová procházka p°ímo
limitou diskrétní kvantové procházky pro malé kroky. Absence mince nap°íklad zp·-
sobuje, ºe je zde vºdy rozdíl ve velikosti Hilbertova prostoru, na kterém procházka
probíhá.

4.3.4 Dekoherence v kvantových procházkách

�ádný systém nem·ºeme dokonale izolovat od vn¥j²ích vliv·. Kvantové systémy jsou
proto náchylné k takzvané dekoherenci. Dochází k provázání zkoumaného systému
s okolím (jinými systémy, jejichº stavy nem·ºeme kontrolovat). Výsledný celkový
provázaný stav se sice m·ºe vyvíjet unitárn¥, nicmén¥ vývoj jednotlivých podsys-
tém· unitární obecn¥ není. Tím jsou tedy efektivn¥ provád¥ny neunitární trans-
formace na na²em systému. Dal²ím d·leºitým p°íkladem neunitárního vývoje jsou
m¥°ení. Ke ztrát¥ kvantových vlastností m·ºe docházet i v d·sledku unitárních
transformací, které jsou v²ak aplikovány náhodn¥. (Nap°íklad v kaºdém kroku náhod-
n¥ zm¥níme minci nebo provedeme náhodný fázový posun [6].) Je nutné takové jevy
zkoumat, abychom m¥li p°ehled o tom, do jaké míry se zachovává námi poºadovaný
stav. Neunitární transformace nám navíc dávají ²ir²í t°ídu nástroj·, díky kterým
m·ºeme n¥kdy zám¥rn¥ m¥nit pr·b¥h procházky v ná² prosp¥ch.

Ve v¥t²in¥ p°ípad· dekoherence zp·sobuje ztrátu kvantových vlastností a p°echod
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ke klasickému vývoji. Extrémní p°íklad neunitárního vývoje jsme zde jiº zmínili
- p°ípad diskrétní kvantové procházky, která m¥°ena po kaºdém kroku, je p°ímo
klasickou diskrétní náhodnou procházkou.

Kv·li neunitarit¥ transformací jiº nemáme £isté stavy, ale musíme systém popisovat
pomocí matice hustoty. Její obecný tvar pro diskrétní kvantovou procházku je

ρ =
∑
xc

∑
x′c′

cxcx′c′ |xc〉 〈x′c′| , (4.11)

kde xc a x′c′ jsou v²echny p°ípustné stavy vrchol· grafu a stavu mince. Operátor
U zobrazuje matici hustoty op¥t na matici hustoty práv¥ tehdy, kdyº je moºné ho
zapsat pomocí Krausových operátor· jako

Uρ =
∑
i∈Θ

U
†
iρUi, (4.12)

kde
∑

i∈ΘU
†
iUi = I. Pro unitární vývoj máme tento operátor jen jeden a to U = SC,

který p·sobí jako

Uρ = SCρC†S†. (4.13)

Neunitární vývoj m·ºeme dostat tak, ºe pouºijeme neunitární minci £i neunitární
operátor p°esunu nebo k n¥kterým krok·m p°idáme m¥°ení. Vývoj procházky s
m¥°eními je pak popsán rovnicí

Uρ =
∑
i∈Θ

PiSCρC
†S†P†i . (4.14)

Rovnice (4.14) je výchozím bodem pro dal²í zkoumání jak analytické, tak numerické.
P°ehled pro r·zné varianty grafu (p°ímka, cyklus, hyperkrychle) a dekoherence (jen
mince, jen vrcholy, obojí) je moºné najít v práci [6].

Pro ilustraci zde uvedeme zajímavý p°ípad chování procházky na p°ímce. Numerický
model procházky po 100 krocích pro r·zné úrovn¥ dekoherence (mince i pozice) je na
obrázku 4.6. Významná je zde hodnota p = 0, 03, p°i které má pravd¥podobnostní
rozd¥lení procházky tém¥° obdélníkový tvar. Tato vlastnost m·ºe být výhodná p°i
p°ípadném algoritmickém pouºití kvantových procházek.
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Obrázek 4.6: Diskrétní náhodná procházka po 100 krocích. Hodnota p je
pravd¥podobnost, s jakou je v kaºdém kroku provedeno náhodné m¥°ení £ásti sys-
tému. P°evzato z [6].

Pro £asov¥ spojité kvantové procházky je obecn¥ mén¥ výsledk·. Jednak jsou zde
náro£n¥j²í numerické simulace, jednak není moºné zkoumat dekoherenci mince, pro
kterou bylo nalezeno mnoho analytických výsledk· [6].
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Kapitola 5

Vyuºití náhodných a kvantových
procházek

5.1 Vyuºití klasických náhodných procházek

Nejprve uvedeme dva p°íklady pouºití klasické náhodné procházky v oblasti in-
formatiky p°evzaté z [7] a následn¥ jednoduchý popis vyuºití náhodné procházky
p°i hodnocení webových stránek.

5.1.1 Problém s-t propojení

Jedná se o úlohu, kde nás zajímá, zda existuje cesta mezi vrcholy s a t. Jednou
moºností °e²ení této úlohy je z°ejm¥ postupné procházení grafu s ukládáním celé
historie. Takový algoritmus po kone£ném £ase (p°edpokládáme kone£ný graf) najde
pat°i£nou spojující cestu, nebo projde celou odd¥lenou £ást grafu, ve které se vr-
chol t nenachází. V obou p°ípadech máme stoprocentn¥ správnou odpov¥¤ za cenu
nárok· na pam¥´ úm¥rných po£tu vrchol· N . Musíme-li pam¥tí ²et°it, m·ºeme
vyuºít náhodnou procházku. Ná² algoritmus si bude pamatovat jen své umíst¥ní
a z n¥j se vºdy vydá náhodným sm¥rem. Pokud dorazí do vrcholu t, máme jis-
totu, ºe spojnice existuje. Podle [7] bylo ukázáno, ºe pokud spojnice existuje, pak
bude nalezena s pravd¥podobností alespo¬ 1/2 po vykonání N3 krok· náhodné
procházky. Pro zvý²ení pravd¥podobnosti m·ºeme proces vícekrát opakovat. Nikdy
v²ak nezískáme stoprocentní jistotu, ºe spojnice neexistuje.

5.1.2 2-SAT problém

Tato zdánliv¥ velmi akademická úloha má velký význam v teoretické informat-
ice. Jedná se o speciální p°ípad obecn¥j²í t°ídy SAT problém·. Máme soubor k
logických výrok· C1, . . . , Ck typu Ci = A ∨ B.1 A a B jsou v kaºdém výroku

1Obecn¥ pro n-SAT problém je zde n £len· spojených ∨.
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nahrazeny n¥jakými booleovskými veli£inami (nabývají jen hodnoty 0-TRUE a 1-
FALSE) z daného souboru X1, . . . , Xl nebo jejich negacemi (nap°íklad C1 = (X2) ∨
(¬X4)). Konkrétní výb¥r hodnot t¥chto veli£in pak m·ºeme reprezentovat £íslem
ve dvojkové soustav¥ X = X1 . . . Xl. (Nap°íklad pro l = 3 a volbu X1 = 0,
X2 = 1 a X3 = 0 máme X = 010.) Ze v²ech výrok· vytvo°íme jeden zp·sobem:
C = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Ck. Pokud existuje takový výb¥r X, pro který jsou v²echny
výroky spln¥ny, je výrok C uspokojitelný.

P°edpokládejme, ºe °e²ení na²eho 2-SAT problému existuje a je jediné. Pro jeho
nalezení vyuºijeme náhodnou procházku. Na za£átku zvolíme sekvenci X náhodn¥
a kontrolujeme její správnost pro jednotlivé výroky dokud nenarazí na takový, který
touto volbou není spln¥n. Ten obsahuje dv¥ veli£iny Xa a Xb. Víme, ºe alespo¬ jednu
z nich musíme zm¥nit. Jednu tedy náhodn¥ zvolíme a oto£íme její hodnotu. Nyní
se op¥t vracíme ke kontrolování. Vzdálenost na²eho sou£asného stavu od správného
°e²ení m·ºeme m¥°it pomocí takzvané Hammingovy vzdálenosti. Pro dv¥ binární
£ísla je to po£et bit·, ve kterých se od sebe li²í. V na²em p°ípad¥ prohozením
hodnoty jedné veli£iny tuto vzdálenost vºdy o 1 zmen²íme nebo zv¥t²íme (obojí
s pravd¥podobností 1/2). Jedná se tedy o náhodnou procházku na úse£ce délky k se
symetrickou mincí. Pozice chodce je dána Hammingovou vzdáleností na²eho odhadu
od správného °e²ení. Z teorie víme, ºe taková náhodná procházka má cover time 2 v
°ádu k2 a po tomto po£tu krok· se dostane 3 i do bodu 0, tedy správného °e²ení.

5.1.3 Google PageRank

T¥ºko bychom dnes hledali n¥koho, kdo nikdy nesly²el o vyhledáva£i Google.com.
Firma Google pochopiteln¥ nezve°ej¬uje detaily kód· svých program· a neodhaluje
v²echna svá tajemství. Nicmén¥ základní my²lenka jeho hodnocení obsahu stránek
(jeden z klí£ových krok· k úsp¥chu Googlu) je k dispozici. (Podrobn¥j²í popis s
p°íklady v [8].)

Kritérium hodnocení obsahu je jednoduché: Webová stránka A p°edává kaºdé stránce
B, na kterou z ní vede odkaz ur£itou hodnotu významu. Tato hodnota je p°ímo
úm¥rná hodnocení stránky A a nep°ímo úm¥rná celkovému po£tu odkaz· vedoucích
z A. Chceme-li, aby se ná² web objevoval na p°edních místech vyhledávání, musí na
n¥j odkazovat co nejvíce dob°e hodnocených web·. (Dal²ím kritériem je samoz°ejm¥
relevance k vyhledávanému výrazu.)

Proces hodnocení je moºné chápat jako náhodnou procházku na orientovaném grafu.
Chodec (�surfer�) za£ne na n¥jaké stránce a p°emístí se na náhodn¥ vybraný odkaz,
který na ní najde. A tak se pohybuje stále dál. Ve výsledku (po dostate£ném po£tu
krok·) dostaneme stacionární rozd¥lení, kde pravd¥podobnost nalezení chodce v
ur£itém vrcholu grafu odpovídá hodnocení stránky. Kv·li orientovanosti grafu (ne
vºdy vede cesta zp¥t) musíme je²t¥ vy°e²it problém stránek, které neodkazují nikam
nebo jsou £ástí uzav°eného cyklu. To nejjednodu²eji ud¥láme tak, ºe p°ejdeme k
náhodné procházce s teleportací. Stanovíme pravd¥podobnost s jakou se chodec

2Tedy po£et krok·, po kterém procházka nav²tíví v²echny vrcholy grafu.
3Samoz°ejm¥ jen s ur£itou pravd¥podobností, stejn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥.
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Obrázek 5.1: Graf �slepených strom·�. P°evzato z [9].

místo p°esunu po odkazu teleportuje do zcela náhodn¥ zvoleného vrcholu.

Výsledkem vý²e popsaného algoritmu je velmi úsp¥²ný systém hodnocení, který
je odolný v·£i snaze um¥le zvy²ovat hodnocení ur£itého webu. (M·ºeme ovlivnit
rozd¥lení hodnoty jednotlivých stránek na vlastním rozsáhlej²ím webu, ale ne jeho
celkovou hodnotu.)

5.2 Vyuºití kvantových procházek

Jednu moºnost vyuºití kvantových procházek p°edstavují algoritmy pro klasické
procházky. Zde v n¥kterých p°ípadech m·ºeme dosáhnout zásadního urychlení. Ty-
picky se v²ak jedná o grafy s n¥jakou pravidelnou strukturou. Nap°íklad na grafu
takzvaných �slepených strom·� (viz obrázek 5.1) dorazí kvantová procházka z jed-
noho konce na druhý exponenciáln¥ rychleji, neº klasická [9]. To v²ak samo o sob¥
neposkytuje ºádné algoritmické vyuºití.

5.2.1 Grover·v algoritmus

Slibnou oblastí pro aplikaci kvantových procházek je vyhledávání v neset°íd¥né
databázi (seznamu). Jde tedy o problém, kdy máme najít daný prvek z n¥jakého
souboru, který nemá ºádnou dal²í strukturu (nap°íklad hledání jména k zadanému
£íslu v telefonním seznamu). Prozkoumání jednoho prvku nám nedává ºádnou in-
formaci o tom, kde by bylo dobré s hledáním pokra£ovat, a proto jakýkoli klasický
algoritmus bude pot°ebovat alespo¬ O(N) operací, kde N je po£et záznam· v sez-
namu. Naproti tomu Groover v £lánku [10] popisuje kvantový algoritmus, kterému
na nalezení zadaného prvku sta£í jen O(

√
N) krok·.

M¥jme °et¥zec o n bitech (v na²em p°ípad¥ tedy qubitech). Ten má N = 2n moºných
hodnot, které zde p°edstavují poloºky seznamu. Existuje práv¥ jeden hledaný stav
Sh, pro který testovací podmínka C(Sh) = 1 a pro v²echny ostatní stavy platí
C(S) = 0. P°edpokládáme, ºe výpo£et C(S) pro jeden daný stav je moºné provést
v jednom kroku.

Krok 1: Vezm¥me jako po£áte£ní stav takový, ºe hodnoty v²ech qubit· jsou 1.
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Na kaºdý qubit aplikujeme Hadamardovu transformaci

M =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, (5.1)

která dává M |1〉 = 1√
2
(|1〉 + |0〉). Tím tedy získáme stav, ve kterém jsou v²echny

moºnosti zastoupeny s amplitudou 2−
N
2 . (Stejné jsou p°ímo amplitudy, ne jen jejich

absolutní hodnoty.) Na tento krok pot°ebujeme jen O(n), tedy O(log (N)) krok·.

Krok 2: Následující proceduru budeme opakovat O(
√
N) krát a tím je vlastn¥ dána

sloºitost celého algoritmu. Nejprve je provedena transformace, která oto£í znaménko
u amplitudy stavu Sh (fázový posun o π) a ostatní ponechá beze zm¥ny. Dále pouºi-
jeme takzvanou difuzní transformaci D de�novanou maticí

Dij =

{
2
N

i 6= j
2
N
− 1 i = j

. (5.2)

Krok 3: Provedeme m¥°ení systému. Díky p°edchozímu postupu je nyní pravd¥podob-
nost p°echodu systému do stavu Sh alespo¬ 1

2
[10].

5.2.2 Univerzální výpo£ty pomocí £asov¥ spojité kvantové
procházky

Childs [11] jako první ukázal, ºe kvantové procházky mohou slouºit jako univerzální
kvantový po£íta£. Konkrétn¥ se jedná o konstrukci hradla CNOT, fázového posunu
a hradla pro zm¥nu báze. Jeho odvození vyuºívající práv¥ £asov¥ spojitou náhodnou
procházku je v následující £ásti stru£n¥ popsáno.

M¥jme n¥jaký graf s maticí sousednostiA. Hilbert·v prostor na²í kvantové procházky
je generován ortogonálními stavy reprezentujícími umíst¥ní chodce v daném vrcholu
grafu. Samotná procházka pak odpovídá Schrödingerovu vývoji £ástice pohybující
se na grafu. Odpovídající unitární operátor £asového vývoje za £as t je e−At.

Je-li grafem procházky nekone£ný °etízek - kaºdý vrchol je spojen se dv¥ma soused-
ními (x ∈ Z), pak vlastní stavy dané matice sousednosti A jsou vlastní stavy hyb-
nosti. Pro p°íchozí vlnu o hybnosti k ∈ (−π, 0) ozna£enou jako |k〉 máme

〈x | k〉 = eikx. (5.3)

V této konstrukci se vyuºívá popisu hradla jako kone£ného grafu, na jehoº n¥kterých
vrcholech jsou p°ipojeny nekone£né °etízky p°ená²ející vstupní a výstupní signál.
Díky kone£né rychlosti ²í°ení v praxi sta£í pouºít dostate£n¥ dlouhé kone£né vedení
aniº by tím byla naru²ena adekvátnost popisu.

Hradlo CNOT získáme pouhým p°ek°íºením pat°i£ných vedení, jak je ukázáno na
obrázku 5.2(a).
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(a) Hradlo CNOT. (b) Fázový posun

(c) Zm¥na báze

Obrázek 5.2: Implementace kvantových hradel pomocí £asov¥ spojité kvantové
procházky. P°evzato z [11].

Schéma pro fázový posun je na obrázku 5.2(b). Jeho efektivní délka odpovídající
p°ímému ²í°ení je 2 (tento po£et vrchol· je tedy umíst¥n na druhém vlákn¥). Hradlo
dob°e funguje jen pro stavy s hybností blízkou −π/4. To nás v²ak neomezuje, protoºe
je moºné ve²keré výpo£ty provád¥t pouze se stavy s hybností blízkou práv¥ této
hodnot¥. Pro vhodné stavy pak hradlo fázového posunu provádí transformaci

Ub =

[
1 0
0 eiπ/4

]
. (5.4)

P°i implementaci hradla pro zm¥nu báze budeme pot°ebovat interakci mezi dv¥ma
vodícími linkami. Schéma je na obrázku 5.2(c). Konkrétní tvar transformace je

Uc = − 1√
2

[
i 1
1 i

]
. (5.5)

Díky tomu, ºe pro stavy s hybností −π/4 v uvedených konstrukcích nedochází
k odrazu, m·ºeme t°i vý²e popsaná hradla libovoln¥ °et¥zit a vytvá°et tak libovolné
kvantové výpo£etní okruhy. Nap°íklad Hadamardovo hradlo získáme jako UH =
U2
bUcU

2
b . P°i konstrukci okruh· sice vyvstávají dal²í problémy nap°íklad s p°ípravou

stav· dostate£n¥ podobných vlastním stav·m hybnosti a s vázanými stavy, nicmén¥
v [11] je popsáno, jak je moºné je vy°e²it.

5.2.3 Univerzální výpo£ty pomocí diskrétní kvantové procházky

V návaznosti na práci [11] ukázal kolektiv autor· v £lánku [12], ºe i diskrétní kvan-
tová procházka m·ºe provád¥t ve²keré kvantové výpo£ty.

Nejprve budeme pot°ebovat vedení schopné p°ená²et procházku jedním sm¥rem.
Obecn¥ totiº dochází na vrcholech grafu k interferenci, jejímº výsledkem je £áste£ný
odraz chodce zp¥t do p·vodního sm¥ru. Pro tento ú£el pouºijeme strukturu na obráz-
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Obrázek 5.3: Struktura, která b¥hem 12-ti krok· úpln¥ p°enese stav z jednoho konce
na druhý. P°evzato z [12].

ku 5.3. Pouºívá se zde takzvaná Groverova mince, která má pro dimenzi 4 tvar

G(4) =
1√
2


−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

 . (5.6)

Tuto minci pouºijeme ve v²ech vrcholech se stupn¥m 4. (Celá konstrukce je prove-
dena tak, aby se ve v²ech vrcholech daného stupn¥ pouºívala stejná mince.) D·leºité
pro p°enos stavu je, aby byla tato struktura napojena dv¥ma hranami. P°i napojení
jednou hranou by i zde docházelo ke zp¥tným odraz·m. Ve vrcholech stupn¥ 2 se
pouºívá dvoudimenzionální Groverova mince, která má tvar

G(2) =

[
0 1
1 0

]
. (5.7)

Budeme zde op¥t konstruovat hradlo CNOT, fázový posun Pπ
8
(rovnice 5.8) a dále

jednoqubitové Hadamardovo hradlo.

Pπ
8

=
1√
2

[
1 0
0 ei

π
4

]
(5.8)

CNOT vytvo°íme stejn¥ jako ve spojitém p°ípad¥ pouze prohozením vláken na
druhém qubitu. Schéma je na obrázku 5.4.

Pro vytvo°ení fázového posunu £áste£n¥ p°ede�nujeme minci ve vrcholech stupn¥ 4
na tvar

G(4)
ϕ = eiϕG(4), (5.9)

kde pro na²i volbu hradla Pπ
8
zvolíme ϕ = π

4
. P°i pr·chodu kaºdým takový vrc-

holem tedy nabíráme fázový posun, který v²ak nemá ºádný vliv, dokud je na v²ech
vláknech stejný. Nyní m·ºeme implementovat hradlo fázového posunu podle sché-
matu na obrázku 5.5.

Nejsloºit¥j²í je vytvo°ení Hadamardova hradla, jelikoº vyºaduje vzájemnou interakci
dvou qubit· a budeme zde mít vrchol stupn¥ 8. V takových vrcholech de�nujeme
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Obrázek 5.4: Schéma pro CNOT. Oblou£ky p°edstavují vedení z obrázku 5.3.
P°evzato z [12].

Obrázek 5.5: Schéma pro fázový posun. Oblou£ky p°edstavují vedení z obrázku 5.3.
P°evzato z [12].

minci ve tvaru

G(8) =



0 0 0 0 1 i i −1
0 0 0 0 i 1 −1 i
0 0 0 0 i −1 1 i
0 0 0 0 −1 i i 1
i −1 1 i 0 0 0 0
−1 i i 1 0 0 0 0
1 i i −1 0 0 0 0
i 1 −1 i 0 0 0 0


. (5.10)

Výsledné schéma pro Hadamardovo hradlo je na obrázku 5.6.

Takto vytvo°ená hradla m·ºeme libovoln¥ spojovat a provád¥t tak komplexní výpo£ty.
Na rozdíl od verze se spojitou procházkou zde nevzniká problém s p°ípravou po£áte£ního

Obrázek 5.6: Schéma pro Hadamardovo hradlo. Oblou£ky p°edstavují vedení z
obrázku 5.3. P°evzato z [12].
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stavu. Na druhou stranu je pro provedení stejného výpo£tu pot°eba o n¥co více
krok·. (Kaºdé hradlo fázového posunu spot°ebuje jeden krok navíc oproti spojité
procházce.)

5.3 Shrnutí

Stejn¥, jako se náhodné procházky uplat¬ují v klasické informatice, tak i kvantové
procházky hrají d·leºitou roli ve zpracování kvantové informace. Mohou v principu
nahradit zcela obecný kvantový po£íta£ a navíc nají své dal²í speci�cké aplikace.
V sou£asnosti se jedná o bou°liv¥ se vyvíjející oblast a krom¥ mnoºství teoretic-
kých prací jsou realizovány i laboratorní experimenty, kterými se budeme zabývat
v následující kapitole.
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Kapitola 6

Fyzikální realizace kvantových
procházek

Jiº bylo realizováno více experiment· provád¥jících jednorozm¥rnou kvantovou pro-
cházku s pouºitím r·zných fyzikálních princip·: procházky s uv¥zn¥nými atomy
[13] a ionty [14, 15], dále s energetickými hladinami v NMR (nukleární magnetická
rezonance) [16, 17], fotony ve vlnovodových strukturách [18], fotony v polích d¥li£·
svazku [19] a se smy£kou s optickými vlákny, kterou rozebereme podrobn¥ji.

6.1 Optická smy£ka

6.1.1 Jednorozm¥rná procházka

Jedná se o realizaci kvantové procházky na p°ímce. Kolektiv autor· v £lánku [20]
prezentuje experiment, ve kterém je kvantová procházka realizována pomocí optic-
kých vláken a statických optických prvk·. Poloha chodce je zde ur£ena £asovým
posunem p°íchodu signálu do kone£ného detektoru. Stav kvantové mince je uloºen
v polarizaci sv¥tla a pr·chod fotonu p·lvlnovou desti£kou zaji²´uje poºadovanou
transformaci. Jednoduché schéma je na obrázku 6.1.

Pomocí neutral density �ltru je sníºena intenzita svazku aº na úrove¬ jednotlivých
foton·. Následn¥ je pomocí polariza£ního d¥li£e svazku a p·lvlnové a £tvrtvlnové
desti£ky p°ipraven výchozí stav ve form¥

|ψ〉 = α |H〉+ β |V 〉 , (6.1)

kde |H〉 a |V 〉 jsou stavy odpovídající horizontální a vertikální polarizaci sv¥tla. (Pro
symetrické rozloºení výsledné procházky se pouºívá kruhová polarizace.) Dále foton
vstupuje do okruhu p°es d¥li£ svazku, nebo projde a je detekován diodou. Pomocí
dal²í p·lvlnové desti£ky m·ºe být provedena libovolná transformace stavu chodce

50



tvaru

C(θ) =

[
cos (2θ) sin (2θ)
sin (2θ) − cos (2θ)

]
. (6.2)

Následn¥ polariza£ní d¥li£ svazku rozd¥lí horizontáln¥ a vertikáln¥ polarizovanou £ást
sv¥tla do dvou vláken, p°i£emº jedno z nich je del²í a vznikne tak £asový posun. Ob¥
£ásti jsou poté op¥t koherentn¥ slou£eny do výsledného stavu. Tím je proveden krok
procházky. Pomocí zrcadel je svazek op¥t nasm¥rován na d¥li£, který ho propustí
do dal²í iterace, nebo po²le k výslednému nam¥°ení.

Na obrázku 6.2 je znázorn¥n druhý krok procházky s Hadamardovou mincí pro po£á-
te£ní stav |0V 〉. Po prvním kroku se chodec nachází v rovnom¥rné superpozici stav·
|−1, V 〉 a |1, H〉. Nejprve prochází p°es p·l-vlnovou desti£ku, £ímº je provedena
transformace

C(π/4)
1√
2

(|−1, V 〉+|1, H〉) =
1√
2

(
|−1〉 ⊗ 1√

2
(|V 〉+ |H〉) + |1〉 ⊗ 1√

2
(|V 〉 − |H〉)

)
.

(6.3)

Dále dochází k rozd¥lení podle polarizace a zpoºd¥ní vertikáln¥ polarizované £ísti.
Výsledný stav po dvou krocích je tedy dán výrazem

(SC(π/4))2 |0, V 〉 =
1

2
(|−2, V 〉) +

1

2
|0〉 ⊗ (|V 〉+ |H〉) +

1

2
(|2, H〉) . (6.4)

Rozd¥lení pravd¥podobnosti je zde stále stejné jako u klasické procházky se symet-
rickou mincí. Rozdíly se objeví aº od t°etího kroku.

Díky jednoduché realizaci je moºné ud¥lat velké mnoºství opakování pokus· a tak
získat velmi p°esnou statistiku rozloºení chodce pro r·zné po£ty krok·. V £lánku
jsou prezentovány výsledky pro 5 krok· s Hadamardovou mincí a pro t°i kroky
s r·znými volbami mince. V pozd¥j²í práci [21] bylo popsáno dosaºení 28 krok· a
podle odhadu autor· by m¥lo být moºné dal²í optimalizací za°ízení realizovat 100
krok· kvantové procházky.

6.1.2 Zkoumání dekoherence na optické smy£ce

V návaznosti na [20] publikovala stejná skupina £lánek [21], ve kterém popisuje
zkoumání r·zných druh· dekoherence na vý²e popsaném laboratorním za°ízení. Je
zde navíc p°idán elektro-optický modulátor (EOM), který umoº¬uje vytvá°et fázový
posun mezi polariza£ními stavy mince. Díky tomu, ºe EOMm·ºe m¥nit své p·sobení
v £ase, je moºné vytvá°et transformaci mince závislou na poloze chodce. Celkov¥ má
pouºitá mince tvar

C(c) =

[
eiφh(c) 0

0 eiφv(c)

] [
cos (2θ) sin (2θ)
sin (2θ) − cos (2θ)

]
, (6.5)
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Obrázek 6.1: Shéma optické smy£ky pro kvantovou procházku: (ND) neutral density
�ltr, (BS) d¥li£ svazku, (HWP/QWP) p·l/£tvrt-vlnová desti£ka, (PBS) polariza£ní
d¥li£ svazku, (APD) lavinová fotodioda. P°evzato z [20].

Obrázek 6.2: Pr·b¥h druhého kroku procházky s Hadamardovou mincí. P°evzato z
[20].
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kde φh(c) a φv(c) ur£ují fázový posun pro horizontáln¥ a vertikáln¥ polarizovanou
£ást sv¥tla.

V £lánku jsou popsány t°i p°ípady pro r·zný zp·sob dekoherence a navíc p°ípad s ho-
mogenní £asov¥ nem¥nnou m°íºkou, kde probíhá standardní kvantová procházka.
Ve v²ech p°ípadech se výsledné rozd¥lené pravd¥podobnosti st°eduje p°es velké
mnoºství realizací procházky.

Nejprve vezm¥me p°ípad statické poruchy, kdy se transformace mince nem¥ní v £ase,
ale na kaºdé pozici je proveden ur£itý fázový posun φh/v(x). Byla provedena m¥°ení
pro r·zná rozloºení fázových posun· pro jednotlivé polohy. Výsledkem bylo po-
zorování o£ekávané Andersonovy lokalizace, kdy pravd¥podobnost nalezení chodce
v dané pozici exponenciáln¥ klesá se vzdáleností od výchozího bodu.

Dále byly zkoumány rychlé �uktuace. Prodlouºením interval· mezi zm¥nami fá-
zového posunu v minci dojde k tomu, ºe p·sobení jiº není závislé na poloze chodce,
ale na kroku procházky. Výsledkem této kon�gurace je klasická náhodná procházka
s binomickým rozd¥lením pravd¥podobnosti. Nastavením velikosti fázového posunu
v jednotlivých krocích m·ºeme voln¥ p°echázet od £ist¥ kvantového aº po klasické
chování.

Poslední variantou jsou pomalé �uktuace. Zde se intervaly zm¥n je²t¥ prodlouºí na-
tolik, ºe celý vývoj konkrétní procházky probíhá na statické homogenní m°íºce.
Postupn¥ dostáváme soubor výsledk· pro r·zné parametry procházky. V tomto
p°ípad¥ byl m¥n¥n parametr θ ∈ [0, π/4] po krocích velikosti π/18. Výsledkem
bylo tém¥° rovnom¥rné rozd¥lení se zajímavou vlastností, kdy je pravd¥podobnost
nalezení chodce v úpln¥ krajních bodech dokonce v¥t²í, neº u kvantové procházky
bez dekoherence.

�asová zm¥na mince tedy umoº¬uje modelovat a zkoumat r·zné fyzikální situace
a navíc je zásadním krokem vp°ed k realizaci výpo£etních protokol· pomocí kvan-
tových procházek.

6.1.3 Dvourozm¥rná kvantová procházka

Velice nedávno byla v £lánku [22] prezentována realizace dvourozm¥rné kvantové
procházky. Chodcem je zde op¥t foton a k realizaci mince je pouºita jeho polari-
zace. Bázové stavy chodce jsou ve tvaru |x1x2〉 |c1c2〉, kde x1 a x2 p°edstavuje pozici
na dvourozm¥rné m°íºce a c1, c2 ∈ {−1,+1} jsou stavy mince.

Mince je £áste£n¥ realizována pomocí lineární polarizace, tedy stavy |H〉 a |V 〉 a
dále vyuºitím prostorového parametru se stavy |a〉 a |b〉. Konkrétní p°i°azení je
následující

|H, a〉 = |−1,−1〉
|H, b〉 = |+1,+1〉
|V, a〉 = |−1,+1〉
|V, b〉 = |+1,−1〉 . (6.6)
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Obrázek 6.3: Shéma pro 2D optickou kvantovou procházku: (ND) neutral density
�ltr, (BS) d¥li£ svazku, (HWP/QWP) p·l/£tvrt-vlnová desti£ka, (PBS) polariza£ní
d¥li£ svazku, (APD) lavinová fotodioda, (EOM) elektro-optický modulátor. P°evzato
z [22].

Transformace stavu mince (£ty°rozm¥rná) je provedena pomocí p·sobení £ty° p·l-
vlnových desti£ek (dvourozm¥rných transformací) na r·zné dvojice bázových stav·
a elektro-optického modulátoru. P·l-vlnové desti£ky provádí op¥t transformaci 6.5
(na odpovídající dvojici stav·) a elektro-optický modulátor vytvá°í fázový posun
jednotlivých stav·. (R·zné stavy |a〉 a |b〉 jsou adresovány rychlými £asovými zm¥-
nami p·sobení.) Tímto zp·sobem je moºné vytvo°it libovolnou minci.

K odli²ení prostorového stavu se op¥t pouºívá £asový rozestup. Nyní je v²ak pot°eba
pouºít dva r·zn¥ dlouhé £asové skoky τ1 a τ2 odpovídající dv¥ma prostorovým
sou°adnicím. Velký posun o τ2 ur£í jednu sou°adnici a malý posun o τ1 up°esní
druhou sou°adnici. Aby nedocházelo k �promíchání� sou°adnic, musí platit 2Nτ1 <
τ2, kde N je po£et krok· procházky, který chceme provést.

Vyuºívá se zde roz²í°ené zapojení z jednorozm¥rné verze. Schéma je na obrázku 6.3.
Foton op¥t vstupuje do okruhu p°es d¥li£ svazku s vertikální polarizací. Následn¥
je jeho polarizace transformována a dojde k rozd¥lení na dv¥ v¥tve a posunu jedné
z nich o τ2. Dále je op¥t stav mince v kaºdé v¥tvi transformován a dojde k rozd¥lení
do dvou £ástí okruhu odpovídajících stav·m |a〉 a |b〉. Tím je proveden jeden krok
procházky a chodec je zachycen fotodiodami, nebo propu²t¥n do dal²ího kroku.

Význam takovéto procházky je i v tom, ºe m·ºe místo jednoho chodce ve dvou
rozm¥rech simulovat sou£asnou procházku dvou vzájemn¥ interagujících chodc·
na jednorozm¥rné p°ímce. To umoº¬uje m¥nit úrove¬ t°íd komplexnosti problém·,
které m·ºeme °e²it.

S popsanou aparaturou byl nejprve proveden experiment se separovatelnou mincí

54



Obrázek 6.4: Výsledky m¥°ení pro dvourozm¥rnou procházku. �ásti A a B znázor¬ují
teoretické a nam¥°ené rozd¥lení pravd¥podobnosti pro procházku se separovatelnou
mincí a £ásti C a D pro procházku s podmín¥nou operací. P°evzato z [22].

C = C1⊗C2 a separovatelným po£áte£ním stavem. Výsledkem je op¥t separovatelné
rozd¥lení pravd¥podobnosti, které odpovídá dv¥ma nezávislým chodc·m (viz obrázek
6.4 A a B). Dvourozm¥rná procházka nám v²ak umoº¬uje mnohem komplexn¥j²í us-
po°ádání, kdy je na minci provedena podmín¥ná transformace. Vývoj v jednom
rozm¥ru (jednoho chodce) je tedy ovlivn¥n stavem ve druhém rozm¥ru (stavem
druhého chodce). Na obrázku 6.4 C a D je vid¥t výsledné neseparovatelné rozd¥lení.

Vzájemná interakce chodc· m·ºe být popsána jako p·sobení na dálku, jehoº síla
nezávisí na vzdálenosti. Tento velmi netriviální efekt je moºné jen velmi t¥ºko reali-
zovat pomocí skute£ných £ástic. Pomocí elektro-optického modulátoru v²ak m·ºeme
simulovat je²t¥ jinou situaci. Díky moºnosti r·zné transformace mince v závis-
losti na poloze chodce ve dvourozm¥rné síti m·ºeme p°ejít k síle p·sobící jen na
krátkou vzdálenost (rozptyl £ástic). Minci s podmín¥nou transformací aplikujeme
pouze na diagonálních pozicích sít¥, kde se oba chodci nacházejí na stejné pozici.
V popisovaném experimentu byl pouºit výchozí stav invariantní v·£i zám¥n¥ £ástic,
který implikuje bosonové chování. Výsledky, které potvrdili o£ekávané nelineární
chování, jsou na obrázku 6.5.
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Obrázek 6.5: Výsledky m¥°ení pro dvourozm¥rnou procházku s pozi£n¥ závislou
mincí. �ásti A znázor¬uje teoretické a £ást B nam¥°ené rozd¥lení pravd¥podobnosti.
P°evzato z [22].

6.2 Integrovaný optický obvod

�lánek [23] prezentuje realizaci kvantové procházky se dv¥ma chodci pomocí inte-
grovaného optického obvodu. V podstat¥ se jedná o kvantovou procházku na poli
sestaveném z d¥li£· svazku, kde je pozice chodce ur£ena umíst¥ním v poli a mince je
realizována pomocí polarizace sv¥tla (schéma na obrázku 6.6). Kaºdý d¥li£ svazku
provádí Hadamardovu transformaci na minci a následn¥ rozd¥lení podle polarizace.

Realizace takového pole d¥li£· svazku s pot°ebnou p°esností je p°i pouºití standard-
ních (velkých) optických prvk· velmi náro£ná i pro malý po£et krok· procházky.
V tomto experimentu je proto pouºita integrovaná sou£ástka vyrobená pomocí laseru
ze substrátu borosilikátového skla (schéma na obrázku 6.7). Ta zaji²´uje jak vedení
paprsku, tak i pot°ebné transformace.

Jako výchozí je zde pouºit stav dvou foton· provázaných pomocí polarizace, který
je popsán jako

|ψ〉in =
1√
2

(
|H〉A ⊗ |V 〉B + eiφ |V 〉A ⊗ |H〉B

)
. (6.7)

Nastavením fáze m·ºeme m¥nit symetrii stavu a tím simulovat bosonové (φ = 0)
nebo fermionové (φ = π) chování chodc·. Pro bosony zde dochází ke spojování
(velká pravd¥podobnost nalezení na podobných pozicích) a pro fermiony k odraz·m
(pravd¥podobnost více rozloºena do vzájemn¥ odlehlých pozic). (Viz obrázek 6.6.)
Volbou libovolné jiné fáze φ je moºné vytvo°it stav, který odpovídá takzvaným
anyon·m. Jedná se o zobecn¥ní konceptu bozon·/fermion· na £ástice, které nemusí
mít celo£íselný ani polo£íselný spin. Experiment ukázal ve v²ech p°ípadech dobrou
shodu s teorií. Výsledky jsou gra�cky zobrazeny na obrázku 6.8.
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Obrázek 6.6: Procházka na integrované optické síti: a) P°ímka, na které probíhá
procházka, kde U a D p°edstavují stavy mince. b) �ty°i kroky kvantové procházky,
kde na svislé ose je poloha chodce a na vodorovné krok procházky. c) Znázorn¥né
chování boson·, respektive fermion·. P°evzato z [23].

Obrázek 6.7: Vizualizace pole pro £ty°i kroky kvantové procházky: V £ásti c) je
barevn¥ vyzna£en vý²kový pro�l, který je ve 3D detailu znázorn¥n v £ásti d).
P°evzato z [23].

57



Obrázek 6.8: Výsledky realizace pro bosony, fermiony a anyony. P°evzato z [23].
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6.3 Shrnutí

Stejn¥ jako v jiných oblastech pracujících s kvantovou informací je i v p°ípad¥ kvan-
tových procházek teorie daleko mimo moºnosti sou£asných experiment·. P°esto, ºe v
teorii existují algoritmy vyuºívající kvantové procházky, na jejich aplikaci (konkuren-
ceschopnost s klasickými po£íta£i) si budeme muset je²t¥ po£kat. V posledních letech
se v²ak za£íná objevovat mnoºství experiment· schopných kvantovou procházku
provád¥t. Hlavní sou£asnou aplikací kvantových procházek je moºnost simulovat jiné
kvantové systémy. Zásadní uplatn¥ní mohou mít p°edev²ím procházky s více chodci
(respektive vícerozm¥rné s jedním chodcem). Dále je moºné nap°íklad testovat vyh-
ledávací algoritmus a celkov¥ zkoumat teoreticky p°edpov¥zené moºnosti kvantových
po£íta£·.
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Záv¥r

Tato práce souhrnn¥ podává poznatky pot°ebné k základnímu seznámení s prob-
lematikou kvantových procházek. Postupuje od základních poznatk· kvantové mecha-
niky p°es obecný úvod do teorie kvantové informace aº kone£n¥ ke kvantovým
procházkám. Zabývá se jak teoretickým rozborem problematiky, tak i konkrétními
fyzikálními realizacemi. U £tená°e se p°edpokládá jen základní znalost kvantové
mechaniky a lineární algebry. Tuto práci m·ºe ocenit p°edev²ím £tená°, který má
problém s vyuºitím anglicky psané literatury, jelikoº mnoºství £esky psaných pub-
likací o kvantových procházkách je zna£n¥ omezené. Proto doufám, ºe v budoucnu
n¥komu poskytne odrazový m·stek p°i pronikání do tohoto dynamicky se rozvíje-
jícího oboru.
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