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1 Uvod

V soucasnosti je zkouméani dopravnich systémt pomérné rozsitenou aktivitou. Motivace
je jasna — vytvorit modely s jejichZz pomoci bude mozno modelovat a predpovidat chovani
dopravnich systému a na zakladé téchto modelt zefektivnit fizeni dopravy nebo pifimo
vystavbu dopravni sité.

Cilem této prace je seznamit se s modelovanim dopravy prostiednictvim vybranych
jednoduchych dopravnich modeld. Dale zpracovat data nasbirana z realnych dopravnich

situaci a vysledky vzajemné porovnat.



2 Teorie rozhodovani

V této kapitole uvedeme tvod do teorie rozhodovani, tak jak je popsdna v [1]. Pos-
tupné vyjdeme od nejjednodussiho pripadu, ktery budeme postupné zobecnovat. Studie
potvrzuji, Zze rozhodovani je proces spise pravdépodobnostni, nez deterministicky. Pravdé-
podobnost volby urcité strategie je pfimo umérna poctu piipadi, kdy byla tspésna.
Oznac¢ime-li I mnozinu moznych strategii, ¢+ € I konkrétni strategii a IN; pocet pripadd,
kdy strategie vedla k tispéchu, mtizeme pravdépodobnost volby urcité strategie p; zapsat

zpusobem
N;+1

U ST}
Na pocatku rozhodovani, kdy N; = 0 Vi € I, jsou si vSechny strategie rovny a my
postupujeme metodou pokusu a omylu.
Pro podobu s pfistupem znamym ze statistické fyziky zavedeme tzv. funkci uzitku

ve tvaru

U(i) = TIn(N; + 1),

kde parametr T nazyvame socialni teplota. Tento vztah zaroven predstavuje tzv. Weber-
Fechnertiv zakon, ktery iika, ze zavislost velikosti vnimaného stimulu na fyzikalni inten-
zité stimulu je logaritmicka. Tato funkce tedy reprezentuje uzitek, ktery mame z volby
konkrétni strategie. Po dosazeni pravdépodobnost nabyde tvaru
p(i) = %eU(i)/T, ke 7= 3 /0. (1)
jer

Tento model dale zobecnime pridanim casové zavislosti k funkci uzitku a socialni
teploté, znazornujici napriklad proces uceni anebo zménu vnéjsich podminek. Dale zave-
deme mnozinu A socidlnich skupin, kde u jednotlivych skupin se miize konkrétni rozho-
dovéani lisit. Bud tedy a € A, pak

palist) = % VDT de  Z,(t) = 3 Ve T0) @)
a(t) jerI

Funkci uzitku mtizeme rozdélit na dvé ¢asti U = S + R. Cast S reflektuje nds osobni
uzitek z volby konkrétni strategie, zatimco R vyjadiuje jakési posileni ¢i oslabeni uzitku
kvili reakci okoli na volbu strategie.

Je také mozné uvazovat, ze pravdépodobnosti volby strategii zavisi na aktualné zv-
olené strategii — tedy pfipad, Ze zména strategie nas néco stoji anebo Ze prechod na
vybranou strategii je z té aktualni snazsi. Budeme tedy uvazovat, ze pravdépodobnosti
jsou podminéné. Pro zjednoduseni zapisu upustime od vyznacovani casové zavislosti a
prislusnosti k urcité socialni skupiné.

p(ilj) = Zijer)/T, kde 7, — ;ewwr



Zavedli jsme relativni funkci uzitku U(i|j), pficemzZ v tom nejjednodussim piipadé,
kdy U(ilj) = U(i) — U(j), dostavame zpét nezobecnény model (1), resp. (2). Rozdélme
relativni funkci uzitku na symetrickou a antisymetrickou ¢ast
U(ilj) + U(li)

2 )
. o UGly) = UGl
Allj) = ~Agl) = ZUD UV,
V ptipadé, Ze bychom polozili U(i|j) = U(i) — U(j) — D, kde D je kladna konstanta

kédujici jakési fixni naklady na zménu strategie, pak dostaneme

S(ilg) = S(jl) =

S(ilj) = =D, A(ilj) =U@) = U(j).

Na symetrickou c¢ast se tedy mtzeme divat jako néklady spojené se zménou strategie,
kdezto na antisymetrickou ¢ast jako na zisk zptisobeny zménou strategie. Zavedeme proto
funkci

D(ilj) = D(jli) = e=*W/T

a nazveme ji efektivni vzdalenosti. Pokud opravdu budeme uvazovat A(i|j) = U(i) —

U(j), dostaneme

pll) = Ao T
D(ilj) > vt Dy CUE-UGNT
Pokud definujeme funkci
-U@)/T (Uk)-UG)/T
U'(j) = —Tn = % e wyE = U0 + Tl kzg GDW
tak mame ) | |
plilf) = i /T e VO, )

U/ /T

kde ¢len D nazjvame vzdalenostnim faktorem, ¢len eV/7 pull faktorem a ¢len eV’

push faktorem.

2.1 Master rovnice

Vratme se nyni zpét k popisu s mnozinou A sociélnich skupin. Ozna¢me N, pocet jedincti
ve skupiné a € A. Celkovy pocet jedincti necht je N (N = _, N,). Dale zavedeme tzv.
okupacéni ¢isla n,(i,t) znadici pocet jedincti skupiny a pronésledujicich v ¢ase t strategii

i (plati tedy N, = ) ..;n4(7,t)) a souvisejici vektor socialni konfigurace

n(t) = (Na, (i1,1), 1, (G2, 1), - ., Ny (11, 1), gy (T2, ), .. ).



Tento vektor zjevné zachycuje stav socialniho systému v daném case. Prostor vSech techto
stavii ozna¢ime C. Budeme chtit najit rovnici pro pravdépodobnost p(n,t), Zze systém
se nachazi v konfiguraci n. Jaka je tedy zména pravdépodobnosti konfigurace n v case
t + At oproti ¢asu t?7 ZvySuje se tim, Ze systém s konfiguraci n’ v ¢ase t prejde v Case
t + At do stavu n, a naopak se snizuje opusténim stavu n do stavu jiného n”. Pokud
zavedeme pravdépodobnosti pfechodu systému ze stavu n v ¢ase t do stavun’ v ¢ase t’ jako

p((n,t')|(n,t)), pak rovnice ur¢uji zménu pravdépodobnosti p(n,t) vypada nasledovné

p(n, t+At) = p(n,t) = p((n,t + A0)|(n', 1) p(n', 1) = > p((n',t+ Ab)|(n, 1)) p(n, ).

n'eC n'eC

Ekvivalentni rovnici je tato

p(nt+At) = > p((n, t + A)|(n', 1) p(n', 1),
n'eC
nebot zfejmé plati
> ('t + Ab)|(n, 1) =1,
n'eC
coz neni nic jiného nez vyjadieni, ze v case t + At se systém do néjakého stavu urcité
dostane.

Uvazujic limitu At — 0 dostavame tzv. master rovnici

WD) _ S ol Op(a 1)~ 3w, (. ) 4)

n'#n n'#n

(¢leny s n’ = n se v obou suméch odecetly), kde jsme zavedli pfechodové miry

winl 1) = Tim 2 ADI0L0)

/ /
0 C )
At—0 At Pt ne ’ " # "

Piechodova mira by pro n’ = n divergovala, nebof jisté plati

Jim p((n,t + At)|(n, 1)) = 1.

2.2 Boltzmannova rovnice

Casto je vhodné pracovat s rovnici pro stfedni hodnoty okupac¢nich ¢isel (ng(i)), =
J y
ng(2)p(n,t). Tu ziskdme z master rovnice (4) vynasobenim pfislusnymi n,(i) a
neC Yy y
vyscitanim pres vSechny socialni konfigurace

d(n.(i))e L dp(n, 1)
at = 2_mald) a

neC

Po drobné tpravé dostaneme

—dm;f”t =2 (Z (ng (i) — na(i))w(n’|n, t)) p(n,t) = (mq(i,n,t)), (5)

neC \n'eC

9



kde jsme zavedli prvni prechodovy moment
malisn,t) = 37 (0(0) — ma(i))w(n'|n, 1) (6)
n'eC

Omezime se nyni pouze na konkrétni interakce mezi jedinci v nasledujici podobé.
Zaprvé samotni jedinci se mohou rozhodnout, Ze zméni strategii (z ¢ na ') — toto se
bude dit s pfechodovou mirou w,(7'|i,); a za druhé interakce mezi dvéma jedinci v jejiz
dutsledku prvni jedinec, patfici do skupiny a € A, zméni strategii z ¢ na i’ a druhy (ve
skupiné b € A) prejde od j k j’ — tato je popsdna pomoci we((7', 5)[(7,),t). Vysledné

socialni konfigurace oznacime
N = (. ng(1), .. na(i—1),n0(1) = 1,na(i+1), ..., na(i' — 1), na(i") +1,nq(i' +1),...),

M = (e maB) = L) L () — L) 1)

a prechodové miry v master rovnici budou tvaru

wa (i']4, )1 (i) pro n' = ni’
w(n'[n,t) = wa((7, 5] (i, 5), )na(i) (n(5) — ijdas) pro n' = ny,”
0 jinak.

Onen 0-¢len zabranuje samointerakci, pokud uvazujeme parové interakce ve stejné socialni
skupiné se stejnou strategii. Prechodova mira skaluje s po¢tem interagujicich jedinci. Po

dosazeni do (6) a zanedbani odebrani samointerakci mame

ma(iymt) = Y (wamz",t) +> 0> wal(i: I 7)) nb<j'>> na(i') —

irel beA jj'el
Z <wa(i,|i7 t) + Z Z wab((iluj,”(iuj)a t) nb(])) na(i)‘
Vel beA jj'el

Tzv. pristup stfedniho pole predpoklada, ze plati
(ma(i,n,t)) = mg(i, (n),t),
tedy ze cely vyvoj socidlniho systému je ddn pouze stfedni hodnotou (n). Oznacime-li

Pa(i7 t) _ <na(i)>t

N,
a dosadime do (5)
dPa(i7t) _ 1 d<na(lat>> _ 1 N _ 1 ;
ST o - N (ma(i,n,t)) = Nama(z, (n),t),

obdrzime zobecnénou Boltzmannovu rovnici

10



) _ oy (waw',t) £ S Nl () 5.1 Pbu',t)) Pl 1)

dt el beA j,.5'el
Z (wa(i/’iat) + Z Z waab((ilaj/)’(iaj)at) Pb(j> t)) Pa(i>t)'
el beA j,.5'el

Zavedenim tzv. efektivnich pfechodovych mér
wsff<i/|i7 t) = wa(i/uv t) + Z Z waab((i/aj,”(ivj)v t>Pb<ja t)
beA jj'el
se Boltzmannova rovnice zjednodusi na
dP,(i,t . . 415 .
T = > DRG0 = S ui (L ORG. )

Nyni je jiz jen na nas, jak definujeme jednotlivé piechodové miry we//(i'|i,t), aby

popisovaly nami zvoleny socialni systém.

2.3 Model socialnich sil

Prestoze v predchozim textu jsme sugestivné uvazovali diskrétni prostor strategii, neni to
samoziejmé podminkou. Zde budeme uvazovat, ze strategie je popsana m-tici realnych
¢isel © € R™, mame tedy m-dimenzionalni prostor strategii I = R™. Déle pfedpokladame,
7e zmény strategii se déji jen v malych krocich, tzn. w//(2'|z,t) ~ 0 pro ||’ — z| > K

(K je vhodné zvolend konstanta). Aproximaci Boltzmannovy rovnice dostaneme ([2])

de!@
dt

— fu(z\¥)1),

kde
Fulat) = / (@' — oyl @'z, )™’
(a)

je tzv. socialni sila a z;"/(t) pfedstavuje strategii i-tého jedince naleziciho socidlni
skupiné a € AL
Specifikujme nyni efektivni pfechodovou miru definovanim miry imitovani p.(t) a

miry odpuzovani v,,(t) tak, ze efektivni miry budou tvaru

wl T (@i, 1) = wa(@i, 1) + pa(@'16,1) Y (a6 Po(i', 1) + v (1) Fi(i 1))
beA

1St4le plati znaceni, e mame N jedincti a z nich vidy N, nalezi skupiné a € A. Znadenim i € a € A

pak budeme myslet, Ze i-ty jedinec se strategii x;(¢) nalezi do socidlni skupiny a € A.

11



kde p,(7'|i, t) je pravdépodobnost dle definice (3). Mira imitovani vyjadiuje tendenci ke
sdruzovani, volby stejné strategie jako maji ostatni. Naopak mira odpuzovani reprezentuje
negativni postoje vii¢i urcitym strategiim urcitych skupin.

Zde pak tedy

ful,t) = / (2! — @ywa(@'|e, 1) + pa(a'lz, 1) 3 () Py(a' 1) + v (£) Py, 1)) d™a.

beA

Rozdéleni jednotlivych strategii rozlozime pomoci multivariantnich Gaussovych roz-

déleni p(x)?

Py(x,t) = Nprx—xj

Jjeb
Socialni silu pak mizeme rozlozit na komponenty - spontanni silu, silu imitovani a

silu odpuzovani

falw, 1) = fspwa (fa" (@5, 1) + fap” (2, 25,1))

[ t) = / (2! — oywala|z, H)d",

o w(t
ey t) = [ = e P ! — )
b

) = [@ = on@le.n 2 - a)ana

b

2Multivariantni Gaussovo rozdéleni mézeme definovat jako rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti
tmérnou exp(—3 (z — p)T A~ (z — 1)), kde 1 je stiedni hodnota tohoto rozdéleni a A je regulédrni matice.

12



3 Modely dopravy

V nésledujicich tfech kapitolach budou zevrubné prozkoumany tii vybrané dopravni mod-
ely. Dopravnim modelem rozumime matematicky model snazici se reprodukovat pod-
statné rysy realného dopravniho systému. V naSem pfipadé se bude jednat o jedno-
proudovou jednosmérnou silnici bez predjizdéni a bez najezdovych a vyjezdovych ramp.

Modely miizeme rozdélit podle mnoha kritérii, mezi ty nejzakladnéjsi patii deter-
ministicky versus stochasticky model anebo déleni podle toho, na jakych ”c¢asopros-
torech” modely existuji — tomuto déleni se nyni budeme vénovat blize, nebot kazda caso-

prostorova kategorie ma v této praci svého zkoumaného zastupce.

3.1 Celularni automaty

Tyto modely jsou diskrétni jak v realizaci jednotlivych vozidel (tim myslime, Ze je jich
bud konecné nebo spocetné mnoho), tak v prostoru a ¢ase — ¢asovy vyvoj neprobiha
spojité, nybrz v jednotlivych diskrétnich krocich a polohy vozidel také nabyvaji hodnot
z dané diskrétni mnoziny.

Cisté matematicky mfizeme celularni automaty definovat takto: méjme néjakou dis-
krétni mnozinu X, jejiz prvky budou predstavovat buriky celularniho modelu. Podm-
nozina potenéni mnoziny S C P(X) bude mnoZina pfipustnych stavi. Déale bud f zo-
brazeni f : S — S — toto zobrazeni bude predstavovat pravidla celularniho modelu
nebo tzv. aktualizaéni schéma (pro stochasticky model mizeme uvazovat fx — tedy
tfidu zobrazeni parametrizovanou ndhodnou veli¢inou X). Vezmeme-li s € S, bude tento
prvek reprezentovat stav modelu. Vyvoj se pak odehrava jednoduse opakovanou aplikaci

pravidel celularniho modelu na zvoleny pocatecni stav, tedy
sp € S sk = [F(s0).

Definici celularniho automatu lze samoziejmé pojmout jesté obecnéji, ale pro nase tcely
to bude takto postacovat.

V nasem pripadé bude X = L x®, kde L € N je pocet bunék vozovky a v € N
maximalni rychlost. L predstavuje vozovku a ¢ rychlostni prostor (pfipadné muzeme vzit
X = 7Z x N pro nekone¢nou délku vozovky a neomezenou maximalni rychlost). Mame-li

s € P(X), potom s € S (tzn. s je pfipustny stav) pravé tehdy, kdyz
Vpr=(li,v1) €s Vpr=(la,va) €5 (i =1y = v =1w).

Vozidlem je pak minén prvek piipustného stavu a € s € S (v némz je automaticky

zakédovana jeho rychlost) a podminka pfipustnosti znamena, ze silnice mize byt libovolné

3Mnozinou 7, kde n € N, rozumime mnozinu {1,2,...,n}.

13



obsazena auty a kazdé ma pravé jednu rychlost. Konkrétni realizace zobrazeni f pak
predstavuje konkrétni model a pfedepisuje pohyb aut a zmény jejich rychlosti. Pokud si
vybereme konkrétni vozidlo, mizeme z této abstraktni definice samoziejmé vyextrahovat

piijemnéjsi popis pohybu pomoci funkci polohy a rychlosti
N L={1,2....L}  ©v:N—={0,1,..., 0}

V dalsim textu bude o modelech spadajicich do této kategorie hovoreno jako o celu-

larnich modelech.

3.2 Modely a la Newton

Zde mame opét diskrétni vozidla (tentokrate se omezime na koneény pocet, ozna¢me ho
N), ale ¢asovy vyvoj je spojity a polohy vozidel nabyvaji hodnot ze spojité mnoziny.
Tyto modely svym principem vychazeji z newtonovské mechaniky hmotnych bodid v

jednorozmérném prostoru. Vozidla jsou tedy popsana funkcemi
() R—R ieN
udavajici polohu i-tého vozidla v Case t a tyto funkce spliuji pohybové rovnice
i = firr, @) VieN,

které miizeme interpretovat jako Newtontv druhy pohybovy zdkon. Piipadné mutzeme

uvazovat obecnéjsi situaci

Funkce f;, resp. Fj, pak realizuji konkrétni model.
Modely tohoto typu zfejmé predstavuji nejprirozenéjsi reprezentaci realného doprav-
niho systému. Pro budouci pouziti bude na modely tohoto typu odkazovano jako na

newtonovské modely.

3.3 Tekutinové modely

Pokud bychom se divali na dopravni systém z velké dalky, mtizeme zanedbat onu diskrét-
nost, resp. ¢asticovou strukturu dopravniho systému, a povazovat proud aut za jakysi
pohyb stlacitelné tekutiny (??). Tato pfedstava je nosnou ideou tekutinovych modelt.
Opét mame spojity ¢as i prostor a navic zde neexistuji jednotliva vozidla.

Dopravni proud je pak popsan dvojici funkei — hustotou dopravy p(z,t) a dopravnim

tokem J(z,t). Mtizeme také definovat rychlost dopravy v(z,t) vztahem
J(z,t) = p(x, t)v(x,t).
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Blize o téchto velicinach bude uvedeno v nasledujici podkapitole o charakteristikach do-
pravniho systému. Tyto funkce spliuji zakladni rovnici hydrodynamiky — rovnici kon-

tinuity

To je ovsem pouze jedna rovnice pro dvé neznamé funkce. Dalsi vztah, ktery nam umozni

simulovat konkrétni model, pak uvazujeme ve tvaru?

F(p, J,0%p,05J) = 0.

3.4 Zakladni charakteristiky dopravniho systému

Nejprve zavedme nékolik oznaceni. Jak uZ bylo zminéno, N € N predstavuje pocet aut
v systému. Déle L € Rt bude pfedstavovat délku silnice - omezime se tedy na konecné
délky. Pro celuldrni modely musi zjevné byt L € N a mnozina L = {1,..., L} bude tvofit
prostorovou ¢ast mnoziny stavi, u newtonovskych modelti dostavame omezeni na obor
hodnot

z;(t) : R — (0, L)

a pro tekutinové modely restrikci defini¢cniho oboru
c(x,t), J(z,t),v(x,t): (0,L) x R— R,

Nyni u celuldrnich a newtonovskych modelt pfirozené definujeme (globalni) hustotu
dopravy jako p = N/L; zde nemé zadny smysl lokalni hustota, které je u tekutinovych
modelt reprezentovana funkci p(z,t), naopak u tekutinovych modelu je mozné definovat

globélni (primérnou) hustotu vztahem

1 L
punlt) = 1 | pla ),

Dalsi veli¢inou, ktera u tekutinovych modeld vystupuje zcela prirozené a jiz v definici,
je dopravni tok. U ostatnich typtu ovSem opét nema smysl lokalni tok, zavedeme proto
Casy ts a t. (ts,te € R, ts < t.) a definujeme pramérny tok v ¢asovém intervalu (ts,t.).
Definici vsak 1ze provést nékolika zptisoby. Zptsob prvni vychazi z metody pouzivané pii
méfeni redlnych dat — zvolime na silnici konkrétni polohu x € (0, L) a pocitame, kolik
projede aut béhem casu (t,1.), tento pocet oznacime Ny .)(¢). Pak tokem rozumime

pocet vozidel projetych danym mistem za jednotku casu

N(ts,ta(x)

Jitoey () = P

4Symbolem 9% je myslena zavislost na libovolnych derivacich podle proménnych z a t.
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Druhou moznosti je vybrat si i-té vozidlo a spocist tok na zakladé jeho pohybu

g0 Nailte) = @ilts)
(te) L to—t,

A posledni verze toku je jednoduse prameér toka J &) fo> tj.

XN
_ (i)
J(ts,te) - N Z J<ts,t€>-

i=1
O vzadjemném vztahu mezi témito definicemi a pfipadnych obtizich technického razu pti
jejich pouzivani bude hovoreno v kapitole 3.5. U tekutinovych modelt mtzeme zavést
obdobu toku Jy, +.y(x) takto

1 te
J<ts,te>($) / J(I,t) dt,

_te_ts ts

tedy jako ¢asovy primeér toku v daném misté. O vztahu mezi primérnymi toky v riznych

bodech u tekutinovych modelt bude také hovoreno v 3.5.

3.4.1 Fundamentalni diagram

Fundamentélni diagram je zakladni charakteristikou af uz realného dopravniho systému
anebo dopravniho matematického modelu. Udéava zavislost dopravniho toku na hus-
toté. Umozni rozeznat oblasti hustot, kde se nachéazeji jednotlivé dopravni rezimy, a tedy
naznacuje, kudy se pii podrobnéjsim zkoumani ubirat.

V celularnich a newtonovskych modelech tedy jednoduse zjistujeme pro jednotlivé
globélni hustoty hodnoty toku v dlouhém ¢asovém intervalu (podle vybrané definice). U
tekutinovych modeltl vyvstava vice moznosti co povazovat za fundamentalni diagram.
Méame totiz k dispozici veli¢inu lokalniho toku J(x,t) = p(x,t)v(x,t). Muzeme tedy

vytvorit jakési lokdlni fundamentédlni diagramy, at uz prostorového charakteru
L = { (b, t0), T 1)) | € (0, 1) }

anebo charakteru ¢asového
Dl = { (oo, 1), I (o, ) | € (tst)}.

Tyto diagramy zobrazuji prostorovy, resp. ¢asovy vyvoj systému, pro konkrétni pocatecni
podminky. Naproti tomu miizeme uvazovat i fundamentalni diagramy obdobného charak-
teru jako u celularnich a newtonovskych modeld. Pokud volime poc¢atecni podminku pro

funkci hustoty jako

1 L
p(x,0) = pg, resp. obecnéji p(x,0) = po(x) pii platnosti Z/ po(x)dt = py,
0

tak miizeme uvazovat diagram zavislosti primérného toku Jy_ ¢ (zo) (pro zvoleny bod

xo) na hustoté py.
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3.4.2 Histogramy

Pro lepsi nahlédnuti do mikrostruktury modelu pfi dané hustoté nam poskytnou sluzbu
histogramy rychlosti a histogramy vzdalenosti mezi po sobé jedoucimi auty.
Pomoci nich zjistujeme povahu jednotlivych dopravnich rezimi. Tato charakteristika je
ovsem k dispozici pouze pro modely s mikrostrukturou, tedy pro celularni a newtonovské

modely.

3.5 Okrajové podminky

V zasadé miizeme uvazovat dvoje relevantni okrajové podminky. Jde o kruhovou silnici
a silnici s pfitokem a odtokem.

Silnice s ptitokem/odtokem znamend, Ze z jedné strany se budou definovanym zpu-
sobem vozidla objevovat a z druhé strany mizet. To samoziejmé vede k tomu, ze pocet
vozidel v systému N se miize ménit. Pro tekutinové modely prosté klademe podminky na
funkce c(x,t) a J(x,t) v krajnich bodech z = 0 a © = L. Zde také vyvstavaji problémy

technického razu pri praci s toky J<(2 te)

opusti systém a nebude mit smysl ptat se na jeho polohu v case ..

a Ju, 1) Snadno se totiz miize stit, Ze vozidlo

Pfi nasem zkoumani se ovSsem omezime na okrajovou podminku typu kruhové silnice.
Pro celularni modely se tedy vozidla opustéjici silnici znovuobjevi na druhé strané, u
newtonovskych modelt taktéz. Pro praktickou implementaci je vhodné zavést dodatecné
vozidlo, které se bude tidit rovnici zy41 = 21 + L, a uvazovat silnici nekonec¢né délky.
Polohu vozidel na kruhové silnici pak ziskdme jako x; = (x; mod L). Pro tekutinové

modely nabyva okrajovd podminka tvaru
c(0,t) = e(L, t), J(0,t) = J(L,t).

Podivejme se nyni na problematiku riznych definic tokt u celularnich a newtonovskych
modelti. Snadno nahlédneme, ze pokud plati

Jie N lim a;(t.) = 0o

te—00

(kde mame na mysli onu reprezentaci pro nekonecné dlouhou vozovku — tedy vlastné

vzdélenost urazenou danym vozidlem), pak z toho vyplyva

Vie N lim z(t.) = oo,
te—00

nebot vozidla se nemohou piedjizdét. Pozadujeme tedy, aby vozidla v priméru stale jela

dal. Jednotlivé toky podle riiznych definic se navzajem lisi maximalné o hodnotu —~—, a

te—ts’

tedy plati

lim Ty, (e) = lim Ji) = lim Jy.) Vre(0,L) VieN.

te—00 te—00 Sy
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Podobnou diskuzi chceme nyni udélat i pro tekutinové modely a priimérny tok J, ().
Nejprve musime nalézt trajektorie vozidel. Mé&me vozidlo (v tomto pfipadé nekoneéné

malou ¢astici tekutiny) v ¢ase ¢ na pozici x(t). Poloha vozidla v ¢ase t + dt je déna

vztahem
e dz(t)
z(t +dt) = z(t) + v(x(t), t)dt, pricemz x(t+dt) = x(t) + % dt.
Trajektorii vozidla tedy ziskdme feSenim diferencidlni rovnice®
t(t) = v(x(t),t) s pofateéni podminkou z(ts) = xo. (7)

Pak za pfedpokladu jedine¢nosti feSeni rovnice pro trajektorie (7) (coz vlastné znamena
vzdjemné neptedjizdéni vozidel) a predpokladu

dxg € (0,L) takové, ze pfislusna trajektorie spliiuje tlim x(te) = 00
e—>00

(opét ve smyslu celkové urazené vzdalenosti) plati

lim Jy 0 (x) = lHm Jy .0(y) Va,y € (0,L)

te—00 te—00

3.6 Shlukova analyza

Dalsi metodou, jak analyzovat mikrostrukturu dopravnich modelt, je tzv. shlukova ana-

Iyza ([4],[5]). Rozdélme né&jakou oblast silnice o délce L na k € N tusekil stejné délky
(k)

¢ = L/k. Dale ozna¢me n; ’ pocet vozidel v i-tém tseku pii rozdéleni na k useki
(pro pfipady, kdy je vozidlo pfesné na hranici dvou tseki uvazujeme tvar usekd napft.

((i —1)¢,il) ). Poté veli¢ina

k k
1 2 1
A(k) = % E (ngk) - ﬁ) kde n = e E ngk)
=1 i=1

predstavuje vybérovy rozptyl poc¢tu aut v jednotlivych tisecich. Je-li na silnici N vozidel,
pak jejich pramérny pocet v jednotlivych tsecich je samoziejmé n = N/k. Poté grafem

shlukové analyzy rozumime mnozinu

Ip— {(%,A(k)) ke N}

znazornujici zavislost rozptylu poc¢tu vozidel v jednotlivych tsecich na délce téchto tiseki.
Jedna se vlastné o fluktuace hustoty na jednotlivych tsecich. Pro lepsi porovnatelnost

vysledkii pro rtizné hodnoty hustot dopravy preskalujeme délku silnice na hodnotu poctu

5Jedn4 se vlastné o hledéni integralnich kiivek vektorového pole X (z,t) = v(x, t)a% + %.
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aut, tedy L = N. To efektivné znamena, ze stiedni hodnota vzdalenosti vozidel je rovna

jedné s = 1. Normalizovany graf shlukové analyzy pak mé tvar (po dosazeni tvaru A(k))

k 2
B N 1 #x N

Odvodme nyni tvar grafi shlukové analyzy pro néktera velmi jednoduché rozlozeni
vozidel. Uvazujme Ny € N rovnomerné rozlozenych pozic na vozovce a na kazdé pozici

méjme s automobilt (tedy jakysi dokonaly shluk s vozidel). Plati

Vezmémez m € N a délku usekt ¢ takova, ze spliuji
md>{>(m—1)d (8)

To znamen4, Ze at uz je pozice tseku jakékoliv, tak se v ném nachézi budto m —1 nebo m
shlukt (tedy (m — 1)s nebo ms aut). Ozna¢me n™V resp. n(™ podet tisekii obsahujici

m — 1 resp. m shlukii. Tyto ¢isla pak musi spliiovat néasledujici soustavu rovnic

nm=D) 4
s(m —Dn™ Y 4 smn™ = N,
jejimz TeSenim je
N N
nmY = mk — —, n™ =— — (m—1)k.
s s

Ted mtizeme snadno vypocitat rozptyl A(k) (samoziejmé uvazujeme jen takova k,
aby platila podminka (8)). Tedy

NG :% [(mk— g) <(m— 1)s — %): @ —(m— 1)k) (ms— %)2] |

Po jednoduchych algebraickych tpravach dostaneme vyraz

Alh) = (% — s(m - 1)) (sm - %) | ()
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x = N/k

Obrazek 1: Prubéh A(z) pro rovnomérné rozlozeni idealnich shlukii pro hodnoty s €

{1,2,3} (plné&, ¢arkované, teckované).

Zavedeme jesté proménnou x = N/k (coz je vlastné nezavisla proménné v preskdlovaném

grafu shlukové analyzy) a upravujme podminku (8)

L>L>( 1)L
A
S 1 S
I — 1=
mN>k>(m )N,

a tedy
ms>ax>(m-—1)s.

Tato podminka pro dané m slouzi k vymezeni rozsahu proménné x, na které plati formule

(9). MtZeme se na ni ovSem podivat také tak, ze uréuje m v zavislosti na x. Pak zjevné

e ]

plati

(|z] znadi dolni celou ¢ast). Po dosazeni do (9) dostavame finalni formuli pro rozptyl

o= (s [E]) o [2] 5-2)

kterd se pro s = 1 (tedy pro rovnomérné rozprostiena vozidla) redukuje na tvar
Alz) = (z — [z]) (lz] +1 - 2).

Snadno spoc¢teme i dosahovana maxima kvadratickych odchylek

82

Amaw - -
4

Opacnym poélem jsou naopak vozidla ndhodné rozprostiend na vozovce bez jakékoliv

korelace. Tedy hustota pravdépodobnosti, Ze ur¢ité vozidlo bude mit polohu z € (0, L) je
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w(x) = 1/L. Poloha viech N vozidel je uréena vektorem X = (21, 7,...,2y) € (0, L)Y =
P. Hustota pravdépodobnosti vyskytu tohoto vektoru je pak
1
LN’
Graf shlukové analyzy vypocitame jako primeér rozptylu pres vSechny mozné polohy

W(X) =w(z)w(xg) - ... w(x,) =

vozidel, tedy

Alk) = /P%g(n}’“)()()—%)QLiNdNX

1 <& N\?

(k) N
= —g n, (X)——1] d"'X.
kLlel/P(’() k)

Nyni je dtlezité si uvédomit, ze vSechny tuseky vozovky jsou zcela rovnocenné a tedy

integral nemiize byt zavisly na sumacnim indexu [, diky tomu méame

Pocet vozidel v prvnim tseku lze vyjadrit v nasledujicim tvaru

N
k
n(X) = ZX@,L/@(%),
r=1

kde x;(x) je charakteristickd funkce intervalu /. Rozdélme nyni integral na mnoziny, na
kterych je ngk)(X) € {0, 1,..., N} konstantni, tyto mnoziny ozna¢ime M, M, ..., My.

Mira téchto mnozin je dana vztahem

- ()2 (-5

Ten ziskdme nasledujici jednoduchou avahou. Je-li ngk) (X) = m, pak se musi pravé m
vozidel nachédzet na vozovce v intervalu (0, L/k) a zbylych N — m vozidel v intervalu
(L/k,L). Pocet zptsobt, jakymi mohu vybrat onéch m vozidel, je dan kombinaénim

¢islem a mira mnoziny pro tuto jednu konkrétni volbu je

L m I N—m
——0 L—— .
(=) (%)
Rozptyl pak nabude tvaru

2 = S pan) (- XY

CEEOE T
CEO D)



Stojime tedy pred tkolem secist fadu tvaru

N

N
S(T) — Z <m) m?“ym(l . y)me,

m=0

které se pro r = 0 redukuje na pouhy binomicky rozvoj a plati tedy S(©) = 1. Vypomtizeme
si deriva¢nim trikem
N

dS(T) N T m— -m T m —m—
iy Z(m)m (my™ 1 —y)N " +m (m— N)y™(1—y)N ")
m=0
N
N\ (1 1 N
= Z ( ) (—m’"+1 + 1oy m' — T m’") y"(1—y)Nm
“—~\m) \y ~y ~y
N
1 1 N
— —_ - r+1, m 1— N-m
(y+1—y)n;<m)m vl =2)
N
N N
. Ty™(1 — N—m
D I G KR
- ;S(TH) — is(r)
y(1—y) 1—y
Plati tedy rekurentni formule
ds)
ST = NyS© +y(1 - y)——,
Y
s jejiz pomoci snadno napoc¢teme potiebné rady
SO =
N
S = Ny="—
7%
1 1 N\?
S® = y(1—y)N+ (Ny)? = - (1 — E) N + (E) .

Dosadime-li zpatky do vypoctu rozptylu, mame

2N N? N 1 z
oy ANy N N\ _ o2
A(k) = S —SU + 758 k<1 k) x(l N),

kde jsme opét pouzili proménnou x = N/k v preskdlovaném grafu shlukové analyzy. V
limité N — oo dostaneme

Ax) = z.

Pokud tento ptipad jesté zobecnime, Ze budeme uvazovat N, shluktl o s vozidlech
(tzn. N = Nys), pak se vypocet jen drobné pozmeéni. Pocet vozidel v prvnim tseku bude

vyjadien jako

N
k
n(X) =5 xwrm(),
r=1
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mira mnozin M, takovych, zZe v prvnim tseku je pravé m shluki, dostane vyjadireni

() (-5

Rozptyl pocétu vozidel nabyde tvaru

A(k) = ﬁi}u(Mm) (1ms - %)

a po tpravach a vyuziti rekurentnich formuli pro fady S, kde jsme zaménili N za Nj,

dostaneme finalni vztah
T
A(k) = sx (1 - N)

a v limité velkého poé¢tu vozidel mame A(k) = sz.
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4 Nagel-Schreckenbergitiv model

Nagel-Schreckenbergiv ([7],[6]) model je dopravni model celularniho typu. Vozidlim
piifadime polohy x; € L = {1,2,...,L} a rychlosti v; € Ny; ¢ € N. Indexovéani budiz
pojato tak, ze plati x; < x;,1. Parametry tohoto modelu jsou dva — maximalni rychlost
Umaz € N a tzv. deceleracni pravdépodobnost p,... Zavedeme dale vzdéalenost po sobé

jedoucich vozidel jako s; = x;11 —2z; — 1.

8; = Tjy1 — X — 1

Xg Ti41

4.1 Aktualizaéni schéma

Nyni v nékolika krocich popiseme aktualiza¢ni schéma tohoto modelu. Bude to pravé ona

obecnéjsi stochasticka verze. Aktualizace se sklada ze ¢yt kroki.

1. Akcelerace. Rychlost vSech vozidel je zvysena o 1 se stropem v maximalni rychlosti
Upmaz; tZ1.

v; = min{v; + 1, Unar b

2. Kolize. Pokud neni pred vozidlem dostatek prostoru, je jeho rychlost snizena, aby
se zabranilo kolizi; neboli

v; — min{v;, s; }.

3. Decelerace. S pravdépodobnosti pge. je rychlost vozidla snizena o 1 s minimem v

nulové rychlosti.

4. Pohyb. Poloha vSech vozidel je zvétsena o hodnotu aktualni rychlosti,

X, — T; + ;.

Drobna poznamka na zavér — ¢tyfmi vysSe uvedenymi kroky jsme definovali aktuali-
zacni zobrazeni fy. Jak v tomto konkrétnim piipadé vypada ono X? Jednd se o N-tici
cisel (€1,...,6n), kde & € (0,1) Vi € N s uniformnim pravdépodobnostnim rozdélenim,

wg, (x) = 1. Treti krok by pak nabyl podoby

v; — 1 pro & < Pgec
- pro & < pg
U; pro g’t > Pdec-
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4.2 Pocatecni podminky, parametry modelu

Pocatecni podminky rozdélime na pocatecni polohy a pocatecni rychlosti. Pro polohy

pripadaji v ivahu v podstaté néasledujici t¥i moznosti:
e nihodné polohy
e vozidla rovnomeérné rozprostiena na vozovce

e vozidla nahromadéna na jednom misté, tzn. zaujimajici polohy zg, o+ 1,..., 20+
N—1(zoe L={1,2,...,L}).

A pro rychlosti mame také alespon tfi riiznorodé volby:
e nihodné rychlosti (v celoiselném intervalu 0 az v4.)
e nulové rychlosti, tzn. vozidla rozjizdé€jici se z klidu

e maximalni rychlosti (které pfipadné budou v druhém kroku aktualiza¢niho sché-

matu prizptisobeny vzdélenostem mezi vozidly)

Pro nésledujici vysledky byly pouzity parametry L = 10000, v;q, = 50 @ pgec = 0,2's

pocatecnimi podminkami rovnomérné rozprostienych vozidel s maximalnimi rychlostmi.

4.3 Fundamentalni diagram

Pro nami dané parametry existuji v Nagel-Schreckenbergové modelu v zasadé dva do-
pravni rezimy: rezim volné dopravy a doprava s kongesci (se zacpou).

Nésledujici fundamentalni diagramy byly ziskany pfi simulaci o délce 4000 iteraci, s
prvni tisicovkou iteraci vynechanou. Pocitany tok je typu J <(2,te>’ pocet iteraci je zvolen
tak, aby se hodnoty jednotlivych tokt od sebe lisily jen minimalné.

Pro piehlednost jsou na obrazku 2 zobrazeny dva fundamentalni diagramy — jeden
pro nizké hustoty a druhy pro vysoké hustoty. V oblasti volného rezimu je tedy linearni
narist toku — udan vztahem N - v,,,, — az do bodu, kdy dojde k prechodu do rezimu
s kongesci. Velikost toku v hustotach té€sné po oné kritické hodnoté byl mél byt stejny
jako vytok z ”ideédlni kongesce” (tzn. nekonecéna silnice, od jistého bodu doleva je silnice
vysokych hustot je dan stale zmensujicim se prostorem pro pohyb vozidel.

Jesté se na obrazku 3 v detailu podivejme na situaci okolo tzv. kritické hustoty,
tedy bodu prechodu mezi volnou dopravou a rezimem kongesce, ktery oznacime p..;;.
Existuje tedy tzké rozmezi hustot, kdy se systém muze vyskytovat jak v rezimu volné

dopravy, tak v rezimu s kongesci.
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Obrazek 2: Fundamentalni diagramy pro nizké a vysoké hustoty.
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Obrazek 3: Fundamentalni diagram v okoli kritické hustoty.

4.4 Jednotlivé dopravni rezimy

Veskeré histogramy byly ziskany béhem simulace o délce 4000 iteraci, pri¢emz prvnich tisic
iteraci nebylo zapoc¢itano (z divodu ustéleni stavu systému). Vysledné histogramy vznikly
jako soucet histogramii v kazdé iteraci - jedna se tedy o jakysi histogramovy primeér.
Hodnoty se berou vzdy na konci (tzn. po ¢tvrtém kroku) aktualiza¢niho schématu.

Histogram rozdéleni rychlosti ma vzdy v,,.. + 1 koSt pro rychlosti od 0 do v,,4.-
Naproti tomu histogram vzdalenosti mezi sousednimi vozidly ma pocet koSt dynamicky
upravovan podle poctu vozidel — maximalni vzdalenost zachycenéd v histogramu je dvo-
jnésobek stfedni vzdalenosti mezi vozidly 2L/N).

Pro shlukovou analyzu byla vzata délka vozovky L = 25000 kvtili dostatec¢né velkému
mnozstvi vozidel v systému. Pokud nebude uvedeno jinak, byly polohy vozidel brany po
dvou tisicich iteraci systému.
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4.4.1 Volny rezim pro N << L/vpa

Tento stav je charakterizovan velkymi vzdalenostmi mezi vozidly, tzn. vozidla mezi sebou
prakticky neinteraguji, pouze mezi sebou udrzuji vzdéalenosti vétsi nez v,,4.., aby se mohla

pohybovat maximalni rychlosti.
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Obrazek 4: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti ve volném rezimu pro hustotu
p=0,01, tj. N = 100.
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Obrézek 5: Prubéhy A(x) ve volném rezimu pro p = 0,005, tj. N = 125 pro L = 25000.

Na obrazku 4 vidime, Ze 80% vozidel se pohybuje maximéalni rychlosti, 20% rychlosti o
jedna mensi. To je ve shodé s tim, Ze se vozidla navzajem neovliviiuji a pohybuji se max-
iméalni rychlosti (s ohledem na decelera¢ni pravdépodobnost pge. = 0,2; tvar histogramu
je de facto zptsoben nasi volbou, v kterém misté aktualiza¢niho schématu jsou brany
hodnoty rychlosti).

O néco zajimaveéjsi je histogram vzdélenosti. Na ose x jsou vyneseny dvé dtlezité
vzdélenosti — hodnota maximalni rychlosti (v celularnich modelech bereme vSechny veli¢iny

bezrozmérné) a stfedni vzdéalenost mezi vozidly. Vozidla by byla symetricky rozmisténa
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kolem stfedni vzdalenosti mezi vozidly (tzn. kolem své pocatecni vzdalenosti), nebyt
onoho odpuzovani, které je nuti byt od sebe dal nez hodnota maximéalni rychlosti. Jak je
tohoto odpuzovani dosazeno? V piipadé, ze se dvé vybrand po sobé jedouci vozidla po
druhém kroku aktualizac¢niho schématu (kolize) pohybuji maximdlni rychlosti, tak jejich
vzajemna vzdalenost se po ¢tvrtém kroku aktualizace miize zménit takto: s pravdépodob-
nosti pgec(l — Paec) se zmensi o jedna, se stejnou pravdépodobnosti se zvétsi o jedna a s
pravdépodobnosti p2.. + (1 — pgec)? se nezméni. Pokud se nékde v systému diky témto
nahodnym prochazkam stane, ze vzajemna vzdalenost se dostane na hodnotu v,,4, — 1,
tak v dalsim kroku se jejich vzdalenost jiz nemtze dale zmensit. Pro¢? Rychlost prvniho
vozidla ve dvojici mtize byt budto v, nebo v, — 1, zatimco toho druhého v,,,, — 1
(kvuli zabranéni kolizi) nebo v, — 2 (diky zpomaleni v decelera¢nim kroku). Snadno
nahlédneme, ze vzdalenost zistava stejna s pravdépodobnosti (1 — pgec)Ddec, 2vEtsi se o
jedna s pravdépodobnosti (1 — pgec)* + p2.. a o dva s pravdépodobnosti pgec(1 — paec). Po
zvétSeni vzdalenosti alespon o jedna ma jiz druhé vozidlo prostor pro opétovné zrychleni
na maximalni rychlost. Diky nizké hustoté vozidel a poc¢ate¢nimu rovnomérnému rozlozeni
vozidel se témér vzdy uplatni vyse popsany scénar. Jiné scénafe by byly komplikovanéjsi,
ale v zasadé by sledovaly stejnou myslenku.

Shlukova analyza, viz obrazek 5, potvrzuje rovnomérné rozlozeni vozidel presné podle
analytické predpovédi. Se zvétsujicim se poc¢tem iteraci dochézi k narusovani rovnomeér-

ného rozlozeni a ke zvétsovani poruch ve shlukovém diagramu.

4.4.2 Volny rezim pro N < L/Unu

Pokud zvysSujeme hustotu dopravy, dochazi zaroven k zesilovani vzajemné interakce mezi
vozidly. Stéle se pohybujeme (pro N = 180) v oblasti volné dopravy - tedy vozidla
se pohybuji maximalni rychlosti, avsak rozdéleni vzdalenosti na obrazku 6 ukazuje, zZe

vozidlim jiz dochézi prostor.
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Obrazek 6: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti ve volném rezimu pro hustotu
p = 0,018, tj. N = 180.
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K odklonu od rezimu volné dopravy vsak nedochéazi pfesné pii hodnoté N = L/v4z
(coz je takovy pocet aut, pii nichz je hodnota stfedni vzdalenosti rovna hodnoté max-
imalni rychlosti), ale jiz pfi hodnotach nizsich. V nasem pfipadé je L/vmnq. = 200, ovSem
jiz pri hodnotach N = 182 s nenulovou pravdépodobnosti dojde k prechodu do jiného
dopravniho rezimu, pro N = 186 systém v rezimu volné dopravy jiz neztstane nikdy.

Pro stfedné velké hustoty v oblasti volné dopravy dochazi u grafu shlukové analyzy k
jesté vétsimu odchyleni od idealniho pribéhu rovnomeérného rozlozeni, viz obrazek 7. To
je zptsobeno nesymetrii rozlozeni vzdalenosti mezi auty. Naopak pro hustoty tésné pred
prechodem do rezimu zacpy se shlukovy graf vraci do témér idealni podoby. Je to dano
tim, Ze rozestupy mezi vozidly jsou kvuli nedostatku volného mista stlaceny do malého
intervalu (v,40, L/N).

AX) AX)
05 05
04} 04
03 oo et s 03"
02" o v o 02! . f\.
i : . T i . . IS
01 01 ;
oob X=NKOO e x=N/k
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) p= 0,01, tj. N = 250 (b) p = 0,018, tj. N = 450

Obréazek 7: Prabéhy A(x) ve volném rezimu.

4.4.3 Rezim kongesce pro N > L/Vpa,

V této oblasti jiz nevyhnutelné dochézi ke vzniku zacpy (kongesce) — ta je charakterizovéna
nizkymi az nulovymi rychlostmi a vzdalenostmi mezi vozidly. Pokud hustota dopravy
neni prili§ vysoka, dochazi k zajimavému jevu, kdy kongesce v jednom misté zputisobi
snizeni hustoty v jiném misté, kde mize nastat rezim volné dopravy (mysleno tak, ze v
jednom okamziku se v systému vyskytuje jak kongesce, tak i volna doprava; nedochazi k
prechodtim, kdy je v systému pouze volna doprava a kdy i kongesce).

Tato tvrzeni lze vyc¢ist z rozdéleni rychlosti a vzdalenosti na obrazku 8. Drobny ko-
mentar si zaslouzi snad jen histogram vzdalenosti, kde vidime, Ze stfedni vzdalenost mezi
vozidly jiz nemé Zadny signifikantni vyznam, naopak u hodnoty maximalni rychlosti
vidime typicky peak zndmy z rezimu volné dopravy. Graf shlukové analyzy viz obrazek 9,
tvar je zcela odlisny od teoreticky pfedpovézenych pro idealni shluky. Uvidime, Ze tento

tvar je typicky pro dopravu s kongesci.
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Obrazek 8: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti v rezimu kongesce pro hustotu
p = 0,025, tj. N = 250.

A(X)
140 ¢ S .
120 - %o
100 F

e =N/
8 10

Obréazek 9: Prubéh A(x) v rezimu kongesce pro p = 0,025, tj. N = 625 pro L = 25000.

4.4.4 Rezim kongesce pro N >> L /v,

V tomto pripadé je hustota jiz tak velikd, ze dochéazi ke vzniku mnoha kongesci v celém
systému, které neumoziuji vzniku volného rezimu dopravy, at uz z divodu malého sniZeni
hustoty anebo malé vzdélenosti mezi jednotlivymi kongescemi, kde pomalé akcelerace (v
kazdém kroku zvySeni rychlosti pouze o jedna a jesté jen s pravdépodobnosti 1 — pge.)
neumoznuji dosdhnout maximalni rychlosti, viz obrazek 10. Graf shlukové analyzy na
obrazku 11 ma podobny tvar jako v predchozi kapitole s nizs§imi hustotami, jediny rozdil

je v nizsich dosahovanych hodnotach rozptylu.

30



0.15

\%
10 20 30 40 5 17

)]

Obrazek 10: Histogramy rozde€leni rychlosti a vzdalenosti v rezimu kongesce pro hustotu
p=0,006, tj. N = 600.
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Obréazek 11: Pribéh A(x) v rezimu kongesce pro p = 0,06, tj. N = 1500 pro L = 25000.

4.4.5 Dopravni rezimy pro malé délky silnice

Ukazuje se, ze pro malé délky silnice (pfiblizné L < 3000; viz 4.5.3) vykazuje model
ponekud odlisné chovani. Samoziejmé zlistavd rezim volné dopravy pro nizké hustoty a
rezim s kongesci pro vysoké hustoty. OvSem nenastéva ostry prechod od volného rezimu
k rezimu s kongesci pfi zvySovani poc¢tu aut v blizkosti kritické hustoty. Misto toho
se objevuji dva nové ”prechodové’rezimy a rezim s kongesci se objevuje az pri vyssich
hustotach. Histogramy novych rezima jsou k vidéni na obrézcich 12 a 13 (tyto konkrétné
pro L = 1250):

Prvni bychom mohli nazvat kvazivolny rezim — je charakterizovan pfitomnosti volné
dopravy s primési pomaleji se pohybujicich vozidel. Na histogramu vzdalenosti je pfi-
tomen charakteristicky vrchol zptisobeny rezimem volné dopravy.

Druhy novy rezim predstavuje jakysi synchronizovany rezim, kdy hustota dopravy jiz
neumoznuje nikde v systému volnou dopravu, ale jesté nedochazi ke vzniku kongesce.

Dtivodem pro existenci téchto rezimi pouze pfi nizkych délkach silnice je pravdépo-

dobné existence jakési globalni interakce vozidel - kdy zména hustoty /rychlosti v jednom
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Obrazek 12: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdéalenosti kvazivolného rezimu pro hustotu
p=0,02,tj. N =25 pro L = 1250 m.
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Obrazek 13: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti synchronizovaného rezimu pro
hustotu p = 0,026, tj. N = 32 pro L = 1250 m.

misté ma béhem nékolika iteraci dopad na vSechna vozidla, coz je pti velkych délkach
ZNEemoznéno.

Pro ziskani grafi shlukové analyzy pro malé délky silnice na obrazku 14 byla taktéz
zvolena délka vozovky L = 1250. Pro nedostatek udaji z diivodu malého poctu vozidel
byla simulace spusténa celkem desetkrat a vyslednd hodnota kvadratické odchylky byla
vzata jako primeér dil¢ich, coz odpovida situaci, jako by vozovka byla desetkrat delsi a

bylo na ni vozidel desetkrat vice.

4.5 VlIiv jednotlivych parametru na fundamentalni diagram
4.5.1 Maximalni rychlost v,,,,

Na obrazku 15 muzete vidét fundamentalni diagramy zakreslené do jednoho grafu pro
rizné hodnoty maximalni rychlosti. Pfestoze maxima toku se zlehka zveétsuji pro zvétsujici

se maximalni rychlost, tak mnohem zajimavéjsim efektem je posunovani kritické hustoty
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Obréazek 14: Prubéhy A(x) pro rezimy specifické malym délkam silnice L = 1250.

do oblasti vyssich hustot pro snizujici se maximalni rychlost.

Takze pro kazdou hodnotu hustoty lze nalézt optimalni maximalni rychlost, pfi niz
bude systém tésné pred opusténim rezimu volné dopravy a tedy dosdhneme maximalniho
mozného toku. Coz je jisté zajimavé z globalniho hlediska, ale pokud se na tuto skute¢nost
podivame z pohledu jednotlivého Tidice, ktery se v rezimu volné dopravy pohybuje max-
imalni rychlosti, tak pro néj zvySovani hustoty provozu stale znamena snizovani jeho
rychlosti.

Dalsi véci, kterou mizeme pozorovat, je nezavislost toku v rezimu zacpy na maximalni
rychlosti. Je to tim, Ze tok z kongesce je zavisly pouze na schopnosti vozidel rozjizdét se

a to zavisi pouze na hodnoté pg.., jak uvidime v nasledujici kapitole.

4.5.2 Decelerac¢ni pravdépodobnost pg..

Série fundamentalnich diagramt na obrazku 16 vrhne svétlo na vliv decelera¢ni pravdépo-
dobnosti na chovani modelu. Na prvni pohled je vidét, Ze nenulova deceleracni pravdépo-
dobnost je esencialni pro vznik fenoménu zacpy; se zvétsujici se deceleracni pravdépodob-
nosti dochazi ke stale vétsimu propadu dopravniho toku pfi pfechodu z rezimu volné
dopravy do rezimu s kongesci.

Pro nulovou pravdépodobnost rezim volné dopravy ze zvysujici se hustotou prejde v
jakysi synchronizovany rezim, kdy se auta pohybuji takovou rychlosti, jakou jim umoznuji
rozestupy mezi nimi. Teoretickd predpovéd velikosti toku pro nulovou decelera¢ni pravdé-

podobnost vypada takto

N L—N L—N
J=pv=—p—=1l-p

kde rychlost v je uréena primérnym volnym mistem pred jednotlivymi vozidly (L—N)/N.
Déle neni patrny vliv rtiznych hodnot decelera¢ni pravdépodobnosti v rezimu volné

dopravy. Teoreticky vypocet prozradi vice. Vime, ze Np aut se pohybuje rychlosti v,,,4, — 1

33



I I I I I | I I I I
0.01 0.02 0.03 0.04

P

Obrazek 15: Fundamentalni diagramy pro rizné maximalni rychlosti v, €
{60, 50,40, 30,20} (shora dolu).

a N(p — 1) rychlosti v,,4, a tyto auta spolu téméf neinteraguji. Predpovéd toku je tedy

nasledujici (misto pge. piSeme pouze p)

J = PpUp + P1—pVU1—p = pp(vmax - 1) + p(l - p)vmaz = p(vmam - p)

Tedy tento efekt by byl pozorovatelny pro maximalni rychlosti v fadu jednotek.

Zaroven je mozno pozorovat se zveétsujici se pge. opusténi rezimu volné dopravy pro
zmensujici se hustoty. Pro pgec — 0 zjevné peri — 1/Umas-

Deceleracni pravdépodobnost je tedy klicem ke vzniku kongesce. Miizeme ji inter-
pretovat jako obcasnou prehnanou reakci fidi¢e pii brzdéni kvili nedostatku mista pred
vozidlem. Zaroven jeji velkd hodnota zpomaluje rozjezd vozidel — s pravdépodobnosti
1 — pgec se rychlost zvysi o jedna, s pravdépodobnosti pge. ztistane stejné — to zptsobuje
odlisné toky v rezimu s kongesci — da se snadno nahlédnout, ze velikost toku z idealni

kongesce je 1 — Dgec-

4.5.3 Délka silnice L

Ukazuje se, ze i délka silnice mé vliv na fundamentalni diagram. Pfi nizkych délkach
silnice se objevuji dva nové rezimy dopravy (viz kapitola 4.4.5). Tyto dva nové rezimy

jsou pak rozpoznatelné na fundamentalnim diagramu, viz obrazek 17.
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Obréazek 16: Fundamentalni diagramy pro rtizné deceleracni pravdépodobnosti pg.. €
{0; 0,02; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5} (shora dolu).
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Obréazek 17: Fundamentalni diagramy pro délky silnice. Shora doli toky pro L; =
312, Ly = 625, Ly = 1250, dalsi diagramy jsou jiz témeér nerozlisitelné s L &
{2500, 5000, 10000, 20000, 40000}.
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5 Model optimalni rychlosti

Model optimélni rychlosti [7] je zastupcem newtonovskych modeld. V modelu optimalni
rychlosti nabyvaji pohybové rovnice tohoto konkrétniho tvaru
 Vides (ay, @) — @y

Tp = )
T

kde 7 je konstanta a V/9* je opét funkce proménnych x,,, 4,, — tuto funkci budeme nazyvat
funkce optimalni (bezpecné) rychlosti predstavujici v daném okamziku rychlost,
které chce fidi¢ daného vozidla doséhnout (se stiedni reakéni dobou 7).
V piipadé, Ze by V4 byla konstanta, je feSenim pro rychlosti (s pocateéni podminkou
i(0) = V)
() = VOet/T y ydes(] _ omt/T) = Yides _ (ydes _ 7 (0)yo=t/T,

n
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Obrazek 18: Rychlost vozidla pro konstantni V% s po¢ate¢ni podminkou ,(0) = 0.

Parametr 7 uréuje, jak rychle ¥idi¢ vyrovnava zmény zplisobené zménami V%, Zjevné
plati
Vdes + Vn(o) Vdes _ Vn(o)
iy (TIn2) = —" 3 (0)= — "
Tn(T1n2) 5 Zn(0) -
Zde budeme uvazovat model, kdy V% je funkci pouze od vzdalenosti k nasledujicimu
vozidlu ([8], [9]), tzn. V.%(s,), kde s, = x,41 — 2,. V tomto modelu tedy uvazujeme

vozidla s nulovou délkou®. PouZijeme néasledujici konkrétni volbu funkce optimalni ry-

chlosti (]7],]8])
Vdes(s) = Ves(s) = (tanh (5 ;(Kt> + tanh (%)) ,

5Pokud by vozidla méla nenulové délky d,,, pak je mozné jednoduse zavést vzdalenost mezi vozidly

jako s, = 41 — , — dyy, pripadné vhodné piizpusobit tvar funkce optimalni rychlosti.
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kde C', K; a K, jsou konstanty. Normalizacni konstantu C' je mozno volit naptiklad jako
C' = Upmae/ (1 + tanh(K;/ Ky)), kterd zajistuje vlastnost

lim Vdes(s) = Urnaz:
s$—+00

tedy vozidlo, které ma pred sebou dostateény prostor, ma za svoji optimalni rychlost

rychlost maximalni; danou konstantou v,,,.
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Obrazek 19: Pribéhy funkce V¥ (z) s C = 1 a K, = 1. Na levém obrazku kiivky s
hodnotami K; € {4,6,8}; na pravém K; € {1/2,1,2} — tyto neuvazujeme.
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Obrazek 20: Ktivky V9 (z) pro K; =6 a K, € {1/2,1,2}.

Oblast, pro kterou plati V4 2 0 nebo V% % v,,,,” budeme nazyvat piechodovou
oblasti funkce V9. Parametr K, pak udava umisténi této piechodové oblasti a nastavuje
tak jakousi minimalni bezpecnou vzdalenost od néasledujiciho vozidla, pod jejiz hranici se
fidicovi zacne snizovat optimalni rychlost. Hodnoty K;, pro které neplati tanh (%) ~

1, neodpovidaji pozadovanému priibéhu optimalni rychlosti a nebudeme je uvazovat.

"Pod zapisem VI % 0 A V9 % v,,,, rozumime takovy rozestup mezi vozidly s, Ze plati fvae <
Vaes(s) < (1 = f)vmaz s f =0,01.
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Posledni parametr K, funkce V% jednoduse kontroluje strmost pfechodu mezi maximalni
a nulovou optimalni rychlosti a #idi tedy siftku prechodové oblasti. Vliv téchto parametri

na tvar funkce optimalni rychlosti viz obrazky 19 a 20.

5.1 Pocatec¢ni podminky, parametry modelu

Volné parametry modelu naleznete v tabulce.

Oznaceni | Parametr
N pocet vozidel
L délka silnice
Umnax maximalni rychlost
T "reakéni” doba ridice
K, skalovaci konstanta V.,
K, translacni konstanta V.,

Zvolime konstanty tak, aby odpovidali né€jaké konkrétné zvolené situaci. Maximéalni
rychlost poloZzime V., = 25m.s™! = 90km/h. Délku silnice L = 2500m. Transla¢ni
konstantu volime podle tzv. pravidla dvou sekund — tedy, Ze bezpecna vzdalenost od
nasledujiciho vozidla by méla byt vzdéalenost, kterou pii dané rychlosti urazime za dvé
sekundy. Uvazujeme-li maximalni rychlost, bude K; = 50m. A posledni dva parametry:
reakéni doba fidice 7 = 2s a skalovaci konstanta K, = 8m — o vyznamu téchto parametri
vice v kapitolach o vlivu jednotlivych parametri na fundamentalni diagram.

Pocateéni podminky jsou nulové pocateéni rychlosti v;(0) = vy, a ekvidistatné
rozdélené pocateéni polohy s nepatrnym Sumem tvaru z;(0) = i£ + &, kde ¢ je nadhodna
veli¢ina s uniformnim rozdélenim ¢ € (0, 5%), D = 20.

5.2 Fundamentalni diagram

Na fundamentalnim diagramu znézornéném na obrazku 21 jasné rozeznavame t¥i dopravni
rezimy - volnou dopravu, kongesci a zvlastni synchronizovany rezim, ktery je zptisoben
tvarem funkce V75,

Fundamentalni diagram byl ziskdn béhem simulace trvajici 7' = 100 s s tim, Ze prvnich
T; = 50 s nebylo zapo¢itano (z divodu ustaleni stavu systému). Vypocet byl proveden v
programu Mathematica 8.0 metodou NDSolve. Ostatni fundamentélni diagramy uvedené
v této kapitole byly ziskdny stejnym zptisobem.

P1i pozorném pohledu odhalime nezcela ostré prechody mezi jednotlivymi rezimy. V
obou pripadech se jedna o instabilitu rezimu, ktery se v systému nachazi na zacatku

simulace. Pro oblast hustot ve fundamentalnim diagramu, kde pozorujeme piechod volna
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Obrazek 21: Fundamentalni diagram modelu optimalni rychlosti.

doprava <+ kongesce, se na pocatku systém nachazi ve stavu volné dopravy, ktery se do
stavu kongesce dostane az po relativné dlouhém case. Pro prechod kongesce <+ synchro-
nizovana doprava na pocatku existuje rezim synchronizované dopravy, ktery po relativné
dlouhém case ptejde do stavu kongesce. Neostrosti jsou pak konkrétné zptisobeny tim, ze
po ¢ast doby se tok pocitd v jednom dopravnim rezimu a po zbylou ¢ast v druhém (a
tyto toky jsou diametralné odlisné). Tento "nedostatek”lze odstranit zvétSenim 7" a T;
tak, aby mél systém dostatek casu preklopit se do konecného stavu. Na druhou stranu
se na to nemusime divat jako na nedostatek — v diagramu je pak vidét vlastnost, které
bychom si pfi dlouhych simula¢nich ¢asech nemuseli viibec vSimnout.

Déle vidime zna¢ny rozptyl hodnot toku v oblasti kongesce. Ten je zptisoben rozdilnym
poctem jednotlivych kongesci, které v systému po ustaleni vzniknou. Kazda zacpa zptisobi

zdrzeni daného vozidla a v zavislosti na poctu téchto zdrzeni se prislusné zmensuje tok.

5.3 Jednotlivé dopravni rezimy

V této kapitolce prozkoumame jednotlivé rezimy dopravy, kterym dava vzniknout model
optimalni rychlosti. Prezentované histogramy byly vytvoreny na zakladé 200 simulaci
délky 100 s s hodnotami v koncovém case simulace.

5.3.1 Volna doprava

Na histogramu na obrazku 22 je patrno, ze vSechny automobily se pohybuji maximalni

rychlosti a diky nulové interakci mezi vozidly je rozdéleni vzdéalenosti mezi sousednimi
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vozidly dano pocatecnimi podminkami

1
Si:$i+1_xi:E+(§l — &),

1

kde nédhodné veli¢iny ¢ maji uniformni rozdéleni s hodnotami (0, D—p), a tedy hustota

pravdépodobnosti & — & je pak

1 1

we,—¢,(x) = Dp(1 — Dplz|) pro z € (_D_p’ D_p) ; Jjinak 0
Shlukova analyza na obrazku 23 potvrzuje rovnhomeérné rozlozeni vozidel, nepatrny

Sum v rovnomérném rozlozeni dany pocate¢nimi podminkami neni témér viibec patrny.
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Obrazek 22: Histogram rozdéleni rychlosti a vzdalenosti ve volném rezimu pro hustotu
p=0,01, tj. N =25.
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Obréazek 23: Priubéh A(x) pro volny rezim modelu optimalni rychlosti.

5.3.2 Kongesce

Pro rezim kongesce dostavame typické histogramy charakterizujici tento rezim. Na obrazku

24 vidime zastoupeni nizkych rychlosti a malych rozestupi predstavujici vozidla stojici
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v zacpé a na druhé strané vysoké rychlosti a velké rozestupy odpovidajici vozidlim ve

volném rezimu v oblasti mezi jednotlivymi kongescemi.

5 P
i 0.14F
0.25 0.12F
0.20 0.10F
0.15 0.08}
010 0.06 |
0.04F
0.05 002,

L“ vims?] A Ax [m]

5 10 15 20 25 20 40 60 80 100

Obréazek 24: Histogram rozdéleni rychlosti a vzdéalenosti v rezimu kongesce pro hustotu
p=0,018, tj. N = 45.
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Obréazek 25: Pribéhy A(x) pro reZim kongesce v modelu optimdlni rychlosti. Diagram
vlevo pro hustotu p = 0,02 m~!. Grafy vpravo jsou pro hodnoty rtizné hodnoty hustoty
dopravy p € {0,023; 0,02; 0,017} m™" (shora dol).

Pokud postupné tvofime histogramy pro zvysujici se hustoty (ovSem pouze v té oblasti
fundamentalniho diagramu odpovidajici rezimu kongesce), je patrny ubytek zastoupeni
vozidel v pravé ¢asti histogrami a pribyvani zastoupeni v levé ¢asti histogrami, tzn.
dochazi ke zvétsovani oblasti kongesci na tkor volného rezimu. Pokud vykreslime trajek-
torie vozidel (viz obrazek 26), mizeme vidét jednotlivé kongesce propagujici se smérem
dozadu.

Na obrazku 25 je zobrazena shlukova analyza v rezimu kongesce. Je vidét, ze hustota
dopravy ma vliv na podobu grafu shlukové analyzy. Pokud bychom data pro N/k < 2
prolozili pfimkou, pak vétsi hustota zptsobi vétsi smérnici této primky. To odpovida

intuitivni predstavé, ze pri vétsi hustoté dopravy je shlukovani vétsi.
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Obrazek 26: Trajektorie vozidel v rezimu kongesce pro hustotu dopravy p = 0,02, tj.
N = 50.

5.3.3 Synchronizovana doprava

p =
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Obrazek 27: Histogram rozdéleni rychlosti a vzdalenosti v synchronizovaném rezimu pro
hustotu p = 0,026, tj. N = 65.

Tento zvlastni rezim v oblasti vyssich hustot se vyznacuje témér zcela synchronizovanym
pohybem vozidel v ekvidistantnich vzdalenostech velmi nizkou rychlosti, jak je vidét
na histogramech obrazku 27. Jeho vyskyt je ale jednoduse dan tvarem funkce optiméalni
rychlosti VV9¢*, ktera byla vytvofena s ohledem na udrzovani bezpe¢né vzdalenosti — oviem
pii rychlosti 90 km/h. Pro velké hustoty jednoduSe auta nemaji dostatek prostoru a
jejich pohyb je uréovan pouze tou ¢asti V4 nachazejici se ped prechodem do vysokych
rychlosti - tedy auta se pohybuji rychlosti odpovidajici stfedni vzdalenosti mezi nimi.

Tento neduh modelu by bylo mozno vyfesit zaménou konstanty K; za funkci zavislou
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na rychlosti vozidla — tim by se dynamicky ménila udrzovana bezpec¢na vzdalenost. Graf

shlukové analyzy zcela odpovida rovnomérnému rozlozeni vozidel.

5.4 Vliv jednotlivych parametru na fundamentalni diagram

5.4.1 Maximalni rychlost v,,,,

[
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Obrazek 28: Fundamentalni diagramy pro rizné maximalni rychlosti v, €

{50m.s71, 40 m.s71, 30 m.s71,20m.s71, 10 m.s~1, 5m.s71} (shora doli).

Obrazek 28 znazornuje zavislost fundamentélniho diagramu na hodnoté maximélni ry-
chlosti. V oblasti volné dopravy maximalni rychlost pochopiteln€ linearné skaluje velikost
toku. Zajimavé je, ze v tomto modelu dochéazi pouze k téméf neznatelnému posouvani
hustoty prechodu od volné dopravy ke kongesci (kritické hustoty) se snizovanim max-
imélni rychlosti. Tento drobny posun do oblasti vysSich hustot ovSsem nevynahrazuje
zmenseni smérnice piimky vytvarené ve fundamentalnim diagramu volnou dopravou. V
tomto modelu je tedy nejvyhodnéjsi volit co nejveétsi maximalni rychlost pro maximalizaci
toku.

V zdéné kongesce je pozorovatelné signifikantni zvysSovani toku se zvysSujici se max-
iméalni rychlosti. Tento nartist je dan tim, ze vozidla v prostoru mezi jednotlivymi konge-
scemi akceleruji rychleji a na vétsi rychlost, coz zptisobuje rychlejsi prijezd systémem.

Déle pro nizké hodnoty v,,,, dochézi k tplnému vymizeni rezimu kongesce. Volna
doprava se pti zvysujici hustoté prosté zméni v dopravu synchronizovanou. To napovida,
7e pro vznik zacpy je diilezity dostateéné ostry prechod ve funkci V% — rychlost vz

lineadrné skaluje funkci optiméalni rychlosti — linearné tedy ovliviiuje derivaci této funkce.
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5.4.2 Délka silnice L

Rizné délky silnice (od stovek metr po deseti tisice metrit) nemély absolutné zadny vliv

na podobu fundamentalniho diagramu.

5.4.3 Skalovaci konstanta K

Zmény fundamentalniho diagramu v zavislosti na zménach skalovaci konstanty K, ukazuje
obrazek 29. Zjevny efekt skalovaci konstanty je ten, Ze urcuje oblast hustot, pii které
dochézi ke vzniku zacpy. To neni nic pfekvapivého, nebot k zacpam miZe dochéazet pouze
tehdy, kdyz se vzajemné vzdalenosti vozidel pohybuji v pfechodové oblasti funkce V4.

Vyrazna zména hodnoty toku v oblasti synchronizované dopravy je jednoduchym
disledkem toho, Ze v tomto rezimu se auta pohybuji rychlosti danou hodnotou funkce
Ve okolo bodu stiedni vzdalenosti mezi vozidly.

Zde nema smyslu hovorit o tom, jak bychom méli konstantu nastavit, aby byl pro nas
pritbéh fundamentalniho diagramu co nejvyhodnéjsi. Skalovaci konstanta je parametr
modelu, ktery je dan chovanim fidic¢t, nikoliv parametr, ktery mtzeme v provozu libo-

volnym zplisobem zvolit. Stejna poznamka plati i pro translac¢ni konstantu a reakéni cas.

J[s

04
0.3
0.2

0.1

| I | .- o [m—l]
0.01 0.02 0.03 0.04

Obrazek 29: Fundamentalni diagramy pro rizné skalovaci konstanty K, €
{2m,4m,8m,12m,16 m} (v oblasti volné dopravy shora dolti; v oblasti synchronni do-

pravy zdola nahoru).

5.4.4 Translaéni konstanta K,

I translac¢ni konstanta mé zasadni vliv na podobu fundamentalniho diagramu, tento vliv je

zobrazen na obrazku 30. V prvé radé urcuje, pro jakou hustotu dopravy dojde k prechodu
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od volného rezimu ke kongesci. Volny rezim nastava pro stfedni vzdalenosti, pfi nichz

V4 = ¥4 — a tato oblast je pfimo uréena konstantou K.

Jis Y

0.6+

04+

02F

0.01 002 003 0.04 0.05 0.06

Obrazek 30: Fundamentalni diagramy pro rizné translacni konstanty K, €
{70 m, 60 m, 50 m, 40 m, 30 m,20 m} (zleva doprava).

Stejnym zpusobem je urcovana i oblast hustot, pfi kterych dochézi ke kongesci (a
tim padem i hustoty, v nichz je systém v synchronizovaném rezimu). Velikost oblasti s
rezimem kongesce méni svou velikost podle nepfimé iiméry hustoty na stfedni vzdalenosti
mezi vozidly, tedy jestlize budeme uvazovat pfechodovou oblast tvaru (L + K, R + K;)
pak se da vznik kongesce ocekavat v oblasti hustot <ﬁ, ﬁ)

Se zmensSovanim translac¢ni konstanty ovsem dochazi ke vzniku patologického chovani

modelu, které bude jesté diskutovano.

5.4.5 Reakc¢ni doba 7
Uvazujme nejprve, ze mame feSeni x;(t) rovnic modelu optimalni rychlosti, tj.

(1) = VIS (41 () —Tl'i(t)) —ai(t).

Nyni by nas zajimalo, jakou rovnici spliiuji funkee y;(t) = z;(ct) pro ¢ € R. Snadno

nahlédneme, Ze se jedna o rovnice

Ves (yip1 (0)—ys(t)) /
— Ut
() = —— uo,

T
c

Tedy ty samé, kde nahradime 7 za 7/ = 7/c a V% za (V4e5) = V4 /c. V tomto smyslu

se da reakéni doba 7 chapat pouze jako nastaveni c¢asové skaly modelu.
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V nasem pfipadé ale pii pocitani fundamentélnich diagrami pro rtizné reakéni doby
ponechavame funkci optimalni rychlosti stale stejnou. A skutec¢né dostavame velmi netriv-

ialni zavislost fundamentalnich diagrami, jak ukazuje obrazek 31.
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+.,.++""+++Jr ++++++H++
s + I F *
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Obrazek 31: Fundamentalni diagramy pro rtizné reakéni doby 7.

Vysvétlime podobu diagramu pro 7 — 0. V takovém piipadé se vozidlo pohybuje
vzdy rychlosti udanou funkci V.. Navic vzhledem k tomu, Ze funkce V., je monotonné
rostouci, tak pak vozidla maji tendenci mit mezi sebou stejné rozestupy (nebot v pripadeé,
ze s; > s;11, tak i-té vozidlo jede rychleji nez vozidlo s indexem i + 1 — velikost rozestupu
s; se tedy zmensuje; v pfipadé s; < s;;1 je vSe naopak). Na zakladé téchto informaci jiz

snadno ziskdme funkci toku v zavislosti na hustoté dopravy

J(p) = pv=pVies(s) = pVaes(1/p), mneb p= % a s= %
ktera je zobrazena na obrazku 32.

Jak se lisi trajektorie vozidel pro rtizné hodnoty reakéni doby 7 je znazornéno na
obrazku 33. V tomto modelu je pro vznik kongesce esencialni nepfili§ rychlé dosazeni
optimalni rychlosti — tu miizeme interpretovat jednak jako pomalou reakci ridi¢i anebo

také jako setrvacnost vozidel branici rychlym zménam rychlosti.
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Obrazek 32: Fundamentalni diagram pro "7 = 0”.
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Obrazek 33: Trajektorie pro rizné reakéni doby 7.

5.5 Problémy modelu

P1i vysokych hustotach dopravy a nevhodném nastaveni konstant 7, K; a K, dochéazi k
jistému patologickému chovani modelu. Vozidlo jedouci maximalni rychlosti, které se blizi
k zacpé, zacne snizovat svoji rychlost, ale miize nastat situace, kdy "nedobrzdi” a predjede

vozidlo, které bylo ptuvodné pred nim. Co se v takovém pripadé déje matematicky? V
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zésadé nic tak hrozného. Pokud nastane situace, kdy z;(t) > z;1(¢) (tzn. s;(t) < 0), je
pohyb vozidla Fizen funkci Vies(s) pro zaporné hodnoty s. Plati

Vies(s) <0 pro s <0,

ale de facto pro ne zcela nevhodné zvolené konstanty plati Vies(s) ~ 0. V piipadé, ze
tedy Fidi¢ "nabourd”do vozidla ptfed sebou, tak (v zavislosti na piesné konstelaci 7, K
a K) bud pockd, az zase nastane situace s > 0, anebo dokonce zacouva. Na obrazku 34
jsou zobrazeny pribéhy urazené vzdalenosti a rychlosti pro automobily, které piijizdéji z

dalky maximalni rychlosti ke stojicimu vozidlu.

X(t) [m] v(t) [ms]
250 ¢

200F ——— - - Zimmm e

150 F p
100 -

50

t[s]

V . ey T ‘t[S]
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Obrazek 34: Graf vzdalenosti a rychlosti pii brzdéni vozidla pred pevnou piekazkou
pro K; € {75m,50m,25m} (plny, ¢arkovany, teckovany). Ostatni parametry jsou v

nezménéné podobé. Carkovand linka reprezentuje vzdalenost stojiciho vozidla d = 200 m.

Podobné diagramy bychom mohli vygenerovat i pro rtizné reakéni casy 7 a skalovaci
konstanty K. V zasadé ale toto chovani neni prekvapivé. Pokud reakce ridice na blizici se
prekazku nebude adekvatni, tak do ni fidi¢ prosté naboura. Je tedy vhodné volit takovou

kombinaci parametrtt modelu, aby tyto situace nenastavaly.
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6 Modifikovany model optimalni rychlosti

Hlavnim nedostatkem modelu optimalni rychlosti (pokud odhlédneme od technickych

nedostatkti ve formé nedobrzdovéani vozidel) s volbou Vs ve tvaru

Umaz S_Kt Kt
Viges(s) = —————— | tanh tanh | —
des () 1+tanh(%) (an ( . >+ an (Ks))

je fixni nastaveni bezpecné vzdalenosti pomoci konstanty K;, které zptisobuje v oblasti

vyssich hustot neprirozeny synchronizovany rezim. Pfirozenym zobecnénim je ucinit translac¢ni
konstantu K; zavislou na rychlosti vozidla — simulujic tak zménu bezpecné vzdalenosti

podle aktualni rychlosti. Zvolme tedy napiiklad
K(w) =T+ K",

kde K t(o) predstavuje jakysi miniméalni pozadovany rozestup vozidel a T; skadlovani bezpecné
vzdalenosti s rychlosti. Funkce bezpecné rychlosti se pak stane funkci dvou proménnych

Sav

o _T _K(O) T K(O)
1+tanh(%) s s

a pohybové rovnice nabydou tvaru

. ‘/(Jes(xn+1 - ZL’n7l’n) - xn
Tp = :
T

Parametry modelu byly zvoleny: délka silnice L = 2500 m, maximalni rychlost v, =
25m.s~ !, reakéni doba 7 = 2 s, $kdlovaci konstanta K, = 4 m, ”pravidlo dvou vtefin” T, =
2 s a minimalni rozestup Kt(o) = 10m.

Protoze je nyni pribéh funkce optimélni rychlosti pro obecnou situaci tézko pred-
stavitelny, podivejme se alespon, jak vypada, pokud auto brzdi pfed nehybnou prekazkou.

Ziskame tedy Teseni pohybové rovnice

5o Vies(L — z, %) — @
T

a poté vykreslime parametricky definovanou ki¥ivku (pro dostatecné velké T')
I'={ (L —2(t), Vaes (L — x(£), (1)) [£ € {0,T)} .

Ziskéme tak jakousi efektivni funkci bezpeéné rychlosti pii brzdéni V%) kter4 je zné-

zornéna na obrazku 35.
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Obrazek 36: Fundamentalni diagram modifikovaného modelu optiméalni rychlosti.

6.1 Fundamentalni diagram

Pii prvnim pohledu na fundamentalni diagram na obrazku 36 bychom mohli fict, ze
se nam podafilo problém se synchronizovanou dopravou odstranit. Pro nizké hustoty je
zjevna existence volné dopravy, pak dojde k nasyceni a prechodu do rezimu kongesce,

kdy se se zvysSujici hustotou dopravy dochazi k pozvolnému zmensovani toku.
Bohuzel neni vSechno zlato, co se tipyti. Pokud se podivame na trajektorie vozidel

pro jednotlivé hustoty, zjistime, Ze z volného rezimu model pfechazi rovnou do rezimu
synchronizované dopravy. Nedochazi tedy vibec k tvorbam zacpy! Chovani modelu se

tedy znacné zjednodusilo. Zkusme odvodit tvar fundamentalniho diagramu, tzn. tvar

funkce J(p).
V synchronizovaném rezimu jsou vozidla rovnomeérné rozlozena se vzajemnou vzdalenosti

s = 1/p. Funkce bezpeéné rychlosti se tedy efektivné stava funkei pouze jedné proménné,
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a to rychlosti. Pro ustaleny stav musi byt zrychleni vSech vozidel nulové a z pohybovych

rovnic tedy dostdvdme podminku pro rychlost pii dané hustoté v,
Vites(1/p,v,) = vp. (10)

V pripadé, ze bude platit

8‘/5165('9’ U)

o <1 Yo € (0, Umaz)

s=1/p

(pro p € (0,00)), pak jisté bude mit rovnice (10) pravé jedno feseni. Podivejme se tedy

na derivaci funkce V.,; po upravé vypada nasledujicim zptisobem

sinh ( %
a‘/des(S,U) - _,-Ttvmam . efKL . (K5>
ov K, cosh? (s—Ttv—KfO)) ’
K

coz je pro s > () nepochybné zaporné cislo, takze nase podminka jednoznacnosti feseni je

splnéna. Fundamentalni diagram je pak tvaru

11fund = {(papvp) |p € (07 OO)},

kde v, je feSenim rovnice (10). Vysledkem je pak skutecné diagram zcela odpovidajici

tomu nasimulovanému, jak je mozno se presvédcit na obrazku 37.
0.4[
03"
02}

01+

0.0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ]
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Obrézek 37: Fundamentalni diagram I'f,,,4 ziskany FeSenim rovnice (10).

Prestoze vypocet striktné vzato neni v oblasti reZimu volné dopravy korektni, nebot
vozidla nemusi byt rovnomeérné rozprostiena na vozovce, tak se to na vysledku neprojevi,
neb pro velkd s (a tedy malad p) je feSeni rovnice (10) téméf konstantni a témér rovno
Uma:v-

Histogramova ani shlukova analyza nemé valného smyslu, vysledky budou pfesné
odpovidat volnému resp. synchronizovanému rezimu u nemodifikovaného modelu.

Pro zajimavost se ale podivejme na vliv zmény nékterych parametrii na podobu fun-

damentalniho diagramu.
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6.2 Vliv vybranych parametrt na fundamentalni diagram
6.2.1 Maximalni rychlost v,,,,

Vliv zmény maximalni rychlosti je k vidéni na obrazku 38. Pro volnou dopravu opét
dochazi k pochopitelnému linearni skalovani hodnot toku. Zaroven se zvySovanim max-
imalni rychlosti dochazi k posouvani bodu ptfechodu do synchronizované dopravy do
oblasti nizsich hustot, které je zptisobené zvétsujici se vyzadovanou bezpecnou vzdalenosti.
Stale tu ovsem zustava pravidlo, ze chceme-li maximalizovat tok, je nejvhodnéjsi volit co
nejvetsi maximalni rychlost — pokles toku v dtsledku prechodu do synchronizovaného

rezimu je mensi nez pokles toku kvili snizeni maximéalni rychlosti.

JisY
0.4}
0.3F
02}

[ Ad
0.1 A8
LA

| | | | P [mfl]
0.02 0.04 0.06 0.08

Obrazek 38: Fundamentalni diagramy pro rizné maximalni rychlosti v, €
{35, 25, 15, 10} m.s~* (shora dold).

6.2.2 Konstanty 7; a Kt(o)

Ukazuje se, Ze ona zména bezpecné vzdalenost v zavislosti na aktualni rychlosti (reprezen-
tovand konstantou 7;) méa zasadni vliv na existenci rezimu kongesce. Pro T, = 0s
dostavame nemodifikovany model optimalni rychlosti. Pro nenulové zvétsujici se T; rezim
kongesce velmi rychle vymizi, viz obrazek 39. Dal$im zfejmym efektem je posouvani bodu
prechodu od volné k synchronizované dopravé — konstanta 7; pfimo nastavuje bezpec-
nou vzdalenost pfi maximalni rychlosti, a tedy urcuje, kolik vozidel jedouci maximalni
rychlosti se na vozovku vejde. Dulezité je si uvédomit, ze pokud mame takovou hodnotu
Ty, 7e se jiz neobjevuje rezim kongesce, tak se fundamentalni diagram pfimo odviji od

tvaru funkce optimalni rychlosti (skrze feSeni rovnice (10) a vztah J(p) = pv,).
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Obrazek 39: Fundamentélni diagramy pro rizné hodnoty T; € {0; 0,5; 1; 2; 4} s (shora
dolti) s hodnotou konstanty Kt(o) = 30m.

Podivejme se pro zajimavost na ukazky trajektorii pro rizné hodnoty 7; na obrazku
40. Ono skélovani bezpecné vzdalenosti skrze rychlost zabranuje shlukovani vozidel. Ma
tedy podobny vliv jako reakéni doba 7 u nemodifikovaného modelu. V pripadé modifiko-
vaného modelu naopak zména hodnoty 7 nemé zadny vliv na chovani modelu (samoziejmé

jen pii dostateéné velkém T5).

Xi(t) [m] %i(t) [m]
2000 = — — 2000

1800 1800

%
1600 % 1600
N~

Obrazek 40: Trajektorie pro riizné hodnoty konstanty 7;.

. o o . . e g1 . , —
A na zavér se jesté podivejme na vliv zmény minimalni bezpecné vzdalenosti Kt( ),

viz obrazek 41. Poloha hustoty prechodu do synchronizovaného rezimu je ovliviiovana ze
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zcela stejného divodu jako u konstanty 7}; je prosté dana hodnotou

1

Ki(Vmaz :Tvmaz—i—K(O) a ted rechod = ——————.
t( ) t t y pp hod Kt<'l}max>

Pokles hodnoty toku se zvétsujicim se Kt(o) je jednoduse zpiisoben odsouvanim oblasti
prechodu ve funkci optimalni rychlosti. Tento efekt je stejny jako u nemodifikovaného

modelu.

[
—
wl
o
—

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Obrazek 41: Fundamentalni diagramy pro rizné hodnoty K” € {30, 40, 50, 60, 70} m
(shora doli).
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7 Tekutinovy model

Jak uz vime, u tekutinovych modeli je zakladni rovnici rovnice kontinuity
0] oJ
S ) (11)
ot Ox

Prava strana je nulova v pripadé, Ze neuvazujeme zadné pritoky a odtoky dopravy. Pokud

pouzijeme vztahu J(x,t) = p(z,t)v(z,t) dostaneme rovnici

9] 0 ov
Loy~
ot oz ' Pox
Mame tedy jednu rovnici pro dvé neznamé funkce, potiebujeme tedy dodat jesté jednu
dodatecnou podminku. V tom nejjednodussim pripadé se predpoklada, ze tok dopravy v

daném misté je piimo zavisly na hustoté dopravy [10], tedy

J(,t) = j(plz, 1)) (12)
Po dosazeni do rovnice kontinuity dostaneme

@ L4 dj ap
ot dp or

Po konkrétni volbé funkce j jiz mame vSe, co potfebujeme pro feseni. Pfedpoklad (12)

vvvvvv

. ap
J(p) =3(p) = D7,
kde D je nezaporna tzv. difuzni konstanta. V tomto vztahu je rychlost zmensovana, pokud
dochézi ke zhustovani dopravy a naopak. Rovnice kontinuity pak dostane nésledujici tvar
o G _
ot dpox ox?

Modely tohoto typu se nazyvaji kinematické. V téchto modelech se ze stavu rela-
tivné uniformni hustoty spontanné nevyvine zacpa ([7],[11]). Tento pomérné vyrazny ne-
dostatek odstranuje tzv. dynamicky tekutinovy model. Pro kinematicky model plati, ze
pokud znédme hodnoty toku v daném misté (pfipadné v bezprostiednim okoli pro vypocet
derivaci), tak toto zaroven jednozna¢né urcuje hodnotu rychlosti v daném misté ze vz-
tahu (7). Dynamicky model naproti tomu k4, Ze rychlost v daném misté by se méla
plynule pfiblizit jakési bezpecné rychlosti, ktera je funkci hustoty dopravy — vs.fe(c). To

je zajisténo nasledujici rovnici, podobnou Navier-Stokesové rovnici v hydrodynamice,

av (% o 1Y ap aQU
p (5 + va_x) = 1 Wsagelp) =v) = D o )

V rovnici (13) vystupuje jiz zminéna funkce bezpecné rychlosti v, ., tzv. relaxacni cas

tq, difuzni konstanta D a v nové zavedeném clenu predstavujici jakousi viskozitu dopravu

mame konstantu p.
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7.1 Pocate¢ni podminky, parametry modelu

Parametry modelu jsou v zasadé fenomenologické, konkrétni volba je prevzata z clanku

[12]. Funkce bezpec¢né rychlosti je volena nésledujicim zpiisobem

1 _ P
V:safe(p) = Umax Pmaz R
B (2)

s hodnotami maximalni rychlosti vy, = 25 m.s~!, maximalni hustoty pyee = 0,14 m™!

a Ciselnymi konstantami £ = 100 a 6 = 4.

Vezrel0)/Vmax
1.0

0.8
06+
04+

02f

P S S S S RS SO B i L ! p [m
0.00 002 0.04 006 008 010 0.12 0.14
Obrézek 42: Pribéh funkce bezpecné rychlosti Vi, re(p) tekutinového modelu.

Zbylé parametry maji hodnoty t; = 30 s, = 170m.s~* a D = 225 m?.5s72,

V ¢lanku [12] je modelovana doprava s néjezdovou a vyjezdovou rampou, coz vede k
ptidani ¢lent na pravou stranu rovnice kontinuity (11). V nasem ptipadé kruhové silnice
se ovsem ukazalo, ze model nevykazuje zadné zajimavé chovani. Pro libovolné pocatecni
podminky se vzdy po Case hustota dopravy ustélila na né&jaké uniformni hodnoté p(z,t >
to) = po a k ni prislusné rychlosti v(z,t > to) = Viape(co)-

Pro nékteré hodnoty parametri naopak model vykazoval numerickou nestabilitu nebo
vznik nediferencovatelnych singularit. Z téchto divodid nebudeme zkoumat vliv zmén
parametrid na chovani modelu. Po jistém experimentovani se podafilo stanovit hodnoty
parametrtl, pro které model prozkoumame. Jsou to t; = 10s, D = 25m?.s 2 a u =
50 m.s~! (funkce bezpecné rychlosti a jeji parametry byly ponechdny beze zmény).

Pocatecni podminky byly voleny ve tvaru

max . 2
p(,0) = po € (0, pnas)y & 0(,0) = 22 +sm(g5$)

reprezentujici rovnomérné rozprostiena vozidla s periodickymi rychlostnimi odchylkami.
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7.2 Globalni fundamentalni diagram

Na obrazku 43 je zobrazen globalni fundamentalni diagram tekutinového modelu pro
hustoty p € (0, pmas). ReSeni byla ziskdna v programu Mathematica 8 metodou NDSolve.

Na diagramu jasné rozeznavame volny rezim, rezim kongesce a synchronizovany rezim.

L T 'Tp[m_l]
0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12

Obrazek 43: Fundamentalni diagram tekutinového modelu.

Pokud bychom predpokladali, ze se systém vzdy ustali do stavu, kdy funkce hustoty
i rychlosti je konstatni tak, ze
plz,t>1t) =po a v(z,t>ty) = Viare(po),

pak dostaneme predikci fundamentalniho diagramu znézornénou na obrazku 44, ktera
v oblasti volné a synchronizované dopravy vérné kopiruje numericky ziskany vysledek,
nebof v téchto rezimech se systém skutecné nachdzi v predpokladaném stavu. Naopak

rezim kongesce se vyznacuje témér konstantni velikosti toku.

Js

04+

03"

02"

01+

p M

002 004 006 008 010 012 014

Obrazek 44: Teoreticka predikce fundamentalniho diagramu.
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7.3 Jednotlivé dopravni rezimy
7.3.1 Volny rezim

Jak uz bylo receno v kapitole o globalnim fundamentalnim diagramu, ve volném rezimu
se systém ustali ve stavu, kdy funkce hustoty i rychlosti jsou konstantni a rychlost je

primo déana funkci bezpecné rychlosti, tedy

p(x7t>t0) = po, U(x7t>t0) :Vsafe(po),

kde po je hustota z po¢atecnich podminek (diky rovnici kontinuity). Fundamentalni dia-

gramy at uz ¢asového nebo prostorového charakteru pak budou trividlné obsahovat jediny
bod (po, poVsase(po))-

7.3.2 Kongesce

V porovnani s volnym nebo synchronizovanym rezimem, kdy vlastné neni co studovat, se
v rezimu kongesce dé€je mnoho zajimavého. Podrobné se na situaci v systému podivame
pro pocéatecni hustotu py = 0,04 m 1.

Prvni nahled ndm d& obrazek 45 znézornujici pribéhy funkci rychlosti a hustoty
¢asového charakteru - tyto dva grafy budeme nazyvat Fezem systému (at uz ¢asového
nebo prostorového charakteru). Systém se po spusténi simulace relativné rychle (v poro-
vnani s celkovou délkou simulace; zde Fadoveé stovky vtefin) dostane do jakéhosi kvaziperi-
odického stavu. Pak ale v ¢ase priblizné ¢t =~ 1800 dojde k preklopeni do jiného stavu,
ktery se postupné (béhem asi 3000 sekund) ustali na pomalych oscilacich s periodou okolo

2500 sekund.

V[X0,t]/Vimax X011/ Pmax
10 10

0.8t 08h

06 06

0.4 04¢t

0.2 02

JUUWY

“‘\“‘\“‘\“‘\“‘\“t[s] O Y
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

t[s]

Obrazek 45: Priibéhy rychlosti a hustoty ¢asového charakteru pro py = 0,04 m~!; bod na

vozovce zvolen xg = 0 m.

Co je pri¢inou prechodného stavu pred preklopenim do stabilnich oscilaci? Alespon

¢astecnou odpovéd nam d& prozkoumani systému v prostorovych fezech v konkrétnim
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Case, Cast z nich je znézornéna na obrazku 46. V prvni fazi dochéazi ke globalni korekci
rychlosti, protoze poc¢ate¢ni podminky nebyly zvoleny tak, aby platilo vy4./2 = Viase(po)-
Poté dochazi ke zvétsovani amplitud oscilaci, dokud se neustavi onen kvaziperiodicky

rezim. Stav systému do preklopeni je tedy indukovan pocatecnimi podminkami.

V[X,to]/Vimax pIXtol/Pmax
10 10
0.8+ 08}

06| _ 3 3 B 06f

041 04

02t 0.2

I I I I I X [m] I I I I I X [m]
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Obrazek 46: Priibéhy rychlosti a hustoty prostorového charakteru pro py = 0,04 m™!.
Jednotlivé kiivky pro ¢y € {0, 135, 1025} s (teckované, ¢arkovang, plné). Takto specialni
casy byly zvoleny pro prehlednost z divodu stejné faze krivek, v pribéhu casu se kromeé
vyvoje tvaru pribéhy rychlosti fazové posouvaji.

Na obrazku 47 jsou zakresleny prostorové fezy systému v ¢asech, kdy dochéazi ke zméne
stavu. Obrazek 48 zachycuje postupné ustalovani systému po radikalni zméné stavu, az

konec¢né na obrazku 49 je znazornéna ustalend propagace dvou kongesci smérem vzad.

V[X,t0]/Vimax PIX.tol/Pmax

10 10 X C
i ! -

0.8} 0.8} o I

061 .

04+

0.2r

e () S S S S SR X [m]
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Obrézek 47: Pritbéhy rychlosti a hustoty prostorového charakteru pro py = 0,04 m™!.
Jednotlivé kiivky pro to € {1500, 1625, 1740, 1970} s (plné, ¢arkované, teckované, cer-
chované). Volba specialnich ¢asi stejné jako u obrazku 46.
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V[X,to]/Vmax
10

0.8 b T
0.6
04+

02

\ \ \ \ \ [m] [ X
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Obrazek 48: Priibéhy rychlosti a hustoty prostorového charakteru pro pg = 0,04 m™!.
Jednotlivé kiivky pro to € {2900, 5570, 6850, 8000} s (plné, ¢arkované, teckované, Cer-

chované). Volba specidlnich Casti stejné jako u obrazku 46.

V[X,t0]/Vmax PIX,to]/Pmax
1.0 10
0.8}--- 0.8}
06} 06}
0.4 0.4+
0.2+ 0.2
e () ““‘x[m]
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Obrézek 49: Pritbéhy rychlosti a hustoty prostorového charakteru pro py = 0,04 m~1!.
Jednotlivé kiivky pro tq € {10000, 12000, 14000} s (plné, ¢arkované, teckované).

Alternativni metodou zkoumani vyvoje stavu tekutinového modelu predstavuji lokalni
fundamentalni diagramy, piikladem je obrazek 50. Fundamentalni diagram ¢asového charak-
teru predstavuje analog ¢asového fezu, respektive fundamentalni diagram prostorového
charakteru je analogem prostorového fezu systémem. Jedna se vlastné o ta sama lokalni
data, jen prezentovand jinym zptusobem. Jak vidno, i na fundamentalnich diagramech
lze pozorovat vyvoj systému, pro zakladni piehled jsou vSak fezy systémem prehlednéjsi.
Naopak pro zjistovani periodicity vyvoje systému je fundamentalni diagram vhodnéjsi.
Staci pouze sledovat, zda kiivka (J(t), p(t)) opisuje stéle stejnou stopu.

V oblasti hustot, ve které nedojde k vyhlazeni fluktuaci rychlosti dané pocateé¢nimi
podminkami, pozorujeme velmi netrivialni chovani systému. Kvaziperiodicky rezim in-
dukovany pocatecnimi podminkami vSak neni stabilni a po urcitém case dojde k pirek-
lopeni do jiného stavu. Pro pocatecni hustotu py bylo toto pieklopeni pouze jedno, to

vsak obecné neni pravidlem.
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(a) diagram T'¢jme (b) diagram I'space

Obrazek 50: Lokalni fundamentalni diagram ¢asového a prostorového charakteru pro py =
0,04 m~!. Diagram T, zobrazen pro zo = 0m a t € (0,15000) s, teckované je zobrazen

Casovy tsek ¢ € (0,2050) s. Diagram Iy, vykreslen pro ¢as to = 10000 s.

Na rezech prostorového charakteru si mizeme vSimnout dalsiho problému tohoto mod-
elu. Hustota v nékterych mistech vozovky presahuje hustotu maximalni p,,... Toto je
velmi podobny problém, jaky bylo mozno pozorovat u modelu optiméalni rychlosti, kde
mohlo dochéazet ke vzajemnému piedjeti vozidel, coz zptusobilo nepatrné couvani v souladu
s pribéhem funkce optimalni rychlosti. Pribéh funkce bezpecné rychlosti Vi, . (p) tekuti-
nového modelu je analogicky - pro p > pmq, nabyva funkce Vi, ¢ zdpornych hodnot. Z
matematického hlediska se ovSem opét nedéje nic zavadného. Resenim by bylo zvétsit
hodnoty difuzni konstanty D a viskozity p, ale ne natolik, abychom zcela potlacili rezim

kongesce.

7.3.3 Synchronizovany rezim

V tomto rezimu je situace identickd jako u rezimu volného, samoziejmé az na mnohem

nizsi hodnotu rychlosti (toku) zpisobenou mnohem vyssi hustotou dopravy.
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8 Realna data

Pro méreni dat v redlnych dopravnich situacich se pouzivaji magnetické indukéni smycky
umisténé ve vozovce. Tato zafizeni detekuji jednotliva projizdéjici vozidla a zaznamena-
vaji hlavné néasledujici t¥i parametry: ¢as prijezdu, rychlost vozidla a jeho délku. Oz-
na¢me u i-tého vozidla projetého detektorem od zac¢atku méfeni jednotlivé parametry
jako t; (Cas), v; (rychlost) a d; (délka vozidla). Z téchto udaji nyni chceme zkonstruo-
vat dopravni charakteristiky jako jsou fundamentalni diagram, histogramy vzdalenosti
a rychlosti a také grafy shlukové analyzy. Problémem je, Ze méreni v urcitém misté vo-
zovky poskytuje pouze Cisté lokalni data, kdezto v matematickych modelech jsme se mohli
podivat na systém jako celek. U tekutinovych modeli jsme samoziejmé méli k dispozici i
lokalni veli¢iny, ale ty vznikly jednoduse idealizaci, kdy se na systém divame z velké dalky,
a tedy de facto v sobé také jiz obsahuji jisté primeérovani pres urcitou oblast vozovky.
Podivejme se tedy postupné na ziskavani jednotlivych charakteristik z realnjch dat.
Predem si zvolime pocet vozidel N, - velikost naseho dopravniho vzorku, ze kterého
budeme jednotlivé veli¢iny pocitat. Veli¢inou relativné bezproblémovou je dopravni tok.
Definice je analogem definice toku Jy, ;.)(x) z kapitoly 3.4, pouze misto zvoleni fixniho
casového intervalu a pocitani poctu vozidel, volime naopak fixné pocet vozidel N, a

méfime Cas, za ktery projedou, tzn.

N,y

= Y
ENyk+1 — EN, (k—1)41

JF)

kde horni index oznacuje k-ty dopravni vzorek, ze kterého tok pocitame. Pokud bychom se
striktné drzeli slovni definice ” Cas, za ktery projede NN, vozidel”, pak bychom spravné méli
brat koncovy ¢as ty,x. Definice s Casem ¢y, 111 vSak dava lepsi smysl, ¢as ¢y, k+1—In, (k—1)+1
pak udava casovy interval, ktery ”zabird” N, po sobé jedoucich vozidel. Tato drobna
nuance vynikne zvlasté pro demonstrativné nizko volené hodnoty poctu vozidel ve vzorku,
N, =1 anebo N, = 2.

Dalsi veli¢ina, kterd se snadno definuje, je rozdéleni rychlosti. Z naméfenych dat
méame piimo mnozinu {v;|i € N}, kde N oznacuje celkovy pocet projetych vozidel.
Z této mnoziny jiz snadno vypocitame, co potiebujeme, jen je tfeba mit na paméti,
Ze se nejedna o rozdéleni v jednom case, tak jako tomu bylo v pripadé numerickych
modeli. A ani u téchto modeli tomu tak nebylo doslova. Pro nizky pocet vozidel v
systému bylo nutno spoustét simulace opakované (u modelu optimélni rychlosti) anebo
brat vzorky rychlosti nékolikrat v po sobé néasledujicich ¢asovych okamzicich (u Nagel-
Schreckenbergova modelu).

Prvni problémy nastavaji u rozdéleni vzdalenosti. Udaje, které jsou poskytovany
detektory, zadné informace o vzdalenostech mezi vozidly neobsahuji. Budeme tedy pied-

pokladat, Ze vozidlo po projeti detektorem neméni svoji rychlost alespon do doby, nez
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Obrazek 51: Rekonstrukce situace na vozovce pomoci namérenych dat.

detektor zaznamena dalsi vozidlo. Toto je samoziejmé predpoklad, ktery zdaleka nemusi
byt pravdivy, ale vzhledem k tomu, Ze nemame zadné informace o zrychleni vozidla, tak

je to nejprirozenéjsi volba. Pak jednotlivé vzdalenosti spocteme jako
S; — Uz'(ti+1 — tl)

vic v piipads, e vy i i Yo vvpottena vzda z .
Navic fipadé, ze v, v;, tak vime, ze oc¢tena vzdalenost s; se bude s casem
ménit. Tuto zménu zanedbavame, budujeme jakysi staticky obraz situace na vozovce
stavuje vzdalenost mezi prednimi narazniky vozidla. Pro vypocet rozestupt mezi auty je
tfeba odecist jejich délku

TZ':SZ‘—CZZ'.

A na konec jsme si nechali definici hustoty dopravy. Pokud budeme nasledovat
myslenku z kapitoly 3.4, tedy ze hustota je pocet vozidel na jednotkovou délku urcitého
useku vozovky a jako pocet vozidel zvolime velikost vzorku /N, pak se musime ptat, co v
tomto pripadé bude ona délka tiseku? Prirozené se nabizi pouzit vzdalenosti definované

v predchozim odstavci takto

Ny
m=1
a hustota v k-tém tuseku pak budiz
N,
(k) — v
P = T

Zde budeme pouzivat vyse uvedenou definici hustoty dopravy. Alternativni moznosti [13]
spocivaji ve spocteni arimetmického, resp. geometrického, priméru rychlosti

1 1 X 1

1
E zjlv(kl)Nv+mv o) = Z )

5 L
Nv m—1 V(k—1)Ny+m
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a poté vyjadfeni hustoty pomoci vztahu J = pv, tedy

k) J&) *) J&)

aritm — ,D(k) ’ pgeom - U_J(k) .

Fundamentalni diagram pak budou tvofit jednotlivé body (p*),.J*)) reprezentujici
stav vozidel v daném vzorku.

Jesté poznamka ohledné rozdeéleni rychlosti a vzdalenosti. U matematickych modeld
dopravy jsme vidéli, ze rozdéleni téchto dvou veli¢in velmi vyrazné zaviselo na hustoté
dopravy. Proto je vhodné i u téchto rozdéleni vyuzit vzorky vozidel o velikosti NV, vypocist
hustotu dopravy a pouze v tom ptipadé, ze tato hustota bude v urcitém zvoleném rozmezi
(p — d,p+ 0), vzit jednotlivé vzdalenosti, resp. rychlosti, jako vstupni data pro tvorbu
histogramu. Alternativou k rozmezi hustot je brat v potaz pouze takové vzorky, u nichz
bod fundamentalniho diagramu (p®), J*)) lezi v uréité zvolené oblasti.

Shlukovou analyzu také vyznamné ovliviiuje hustota dopravy. Postup vypoctu tedy
bude podobny jako u histogramu rychlosti a vzdalenosti. Necht n € N oznacduje pocet
nameérenych vzorka o velikosti V,, mame tedy celkem N = N, n vozidel. A budiz N[(,(S)
pocet vzorkt, pro které plati, ze p*) € (p— 6, p+ ) — tyto vzorky nechf jsou indexovany
indexy k; € {1, 2,...,n},i € {1, 2,... ,N,EJ)}. Graf shlukové analyzy pak budeme pocitat
tak, Ze nejprve kazdy vzorek preskalujeme na délku L*) = N, a poté si piedstavime, Ze
jednotlivé vybrané vzorky tvoii souvislou vozovku - odstranime tedy vzorky nespliujici

podminku hustoty. Celkova délka bez preskalovani by byla

N

L = Z (k)
p=1

a po preskalovani L = nN,,.

Pro vypocet fundamentalniho diagramu je tedy potfeba pouze udat velikost vzorku
N,, kterou budeme volit priblizné v souladu s poctem vozidel v matematickych modelech
jako N, = 50. Na obrazku 52 je ukazka fundamentalnich diagramt pro rtizné hodnoty N,.
Pro zvétsujici se velikost vzorku nam samoziejmé klesa pocet bodi ve fundamentalnim

diagramu.
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Obréazek 52: Fundamentalni diagramy z realnych dat pro rtizné velikosti vzorku N,.

8.1 Fundamentalni diagram

Data pro vypocet fundamentalniho diagramu byla nasnimana na triproudové dalnici
béhem 39 dni. Prezentované vysledky na obrazku 53 jsou pro nejrychlejsi pruh. Kromé
volného rezimu a rezimu kongesce je zde patrna hysterezni zavislost hodnoty toku na
aktualni hustoté. Projevuje se to tim, Ze pro jisté rozmezi hustot muze existovat jak
volna doprava, tak rezim kongesce. V pripadeé, ze dojde k prechodu od volného rezimu ke
kongesci, pro obnoveni volné dopravy nestaci pouhé opétovné snizeni hustoty na hodnotu,

kdy predtim doslo ke vzniku kongesce.
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Obrazek 53: Fundamentalni diagram vypocitany z namérenych dat.

8.2 Volny rezim

Obrazky 54 a 55 znazornuji histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti pro dva rtizné
intervaly hustot v rezimu volné dopravy. Charakteristicky rys volné dopravy - tedy pohyb
vozidel vysokymi rychlostmi je samoziejmé zachovan, u histogram® pro vyssi hustoty
pozorujeme drobné sniZeni primérné rychlosti, nebot se s hustotami pohybujeme jiz v
blizkosti nasyceni dopravy. U rozdéleni vzdalenosti pozorujeme pro vyssi hustoty ubytek

zastoupeni vétsich rozestupt — to je samoziejmé dano definici hustoty.

0.15¢
0.10

0.05¢

“““ vims?l
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Obrazek 54: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti pro vzorky s hustotou p*¥) €
(0,005 ; 0,015) m~!. Celkem 4275 vzorki, tedy 213750 vozidel.
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Obrazek 55: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti pro vzorky, pro které plati,
ze (p®, J*)) € (0,02 0,025) m~* x (0,4; 1) s7' — kviili odfiltrovani vzorkf s nizkym

tokem, které neodpovidaji volnému rezimu. Celkem 153 vzorkd, tedy 7650 vozidel.

Velmi zajimavé jsou grafy shlukové analyzy na obrazku 56. Pro zvysujici se hod-
notu hustoty dopravy je pozorovatelny pokles smérnice piimky, prolozené jednotlivymi
vypoctenymi body. To je dano postupnou synchronizaci dopravy, kdy pro zvysujici se
hustotu jsou vozidla nucena udrzovat stale pravidelnéjsi rozestupy, v limitnim pripadé
bychom dostali az diagramy pro zcela rovnomérné rozlozené vozidla.

Ay
407

30}

20}

Nk

0 5 10 15 20

Obrézek 56: Grafy shlukové analyzy pro rozmezi hustot {(0,005; 0,0055), (0,02; 0,021),
(0,025; 0,03)} m~! (shora dolt).

8.3 Rezim kongesce

Na obréazcich 57 a 58 jsou histogramy pro velké hustoty dopravy p > 0,5m™!, kdy se
systém jiz vzdy nachézi v rezimu kongesce. Pozorujeme typicky obraz kongestivni dopravy
s nizkymi rychlostmi a nizkymi vzdalenostmi mezi vozidly. Se zvysujici hustotou dochazi
ke snizovani pramérné rychlosti (a samoziejmé i stfedni vzdalenosti mezi vozidly, ale jak

uz bylo feceno, dle definice hustoty tomu nemuze byt jinak).
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Obrazek 57: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti pro vzorky s hustotou p*) €
(0,06; 0,065) m~!. Celkem 155 vzorkt, tedy 7750 vozidel.
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Obrazek 58: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdalenosti pro vzorky s hustotou p*) €
(0,075 ; 0,08y m~!. Celkem 128 vzorkii, tedy 6400 vozidel.

vz

Zajimavejsi situace je znazornéna na obrazku 59, kde se pohybujeme v oblasti hustot,

kdy je na fundamentalnim diagramu zjevna koexistence rezimu volné dopravy a kongesce.
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Obrazek 59: Histogramy rozdéleni rychlosti a vzdéalenosti pro vzorky, pro které plati, ze
(p®), J*F)) € (0,03; 0,04) m~* x (0; 0,55) s~! — kviili odfiltrovani vzorki ve stavu volné
dopravy. Celkem 36 vzorkt, tedy 1800 vozidel.
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Shlukova analyza prozrazuje, viz obrazek 60, ze dochéazi k poklesu smérnice prolozené

primky se zvysujici se hustotou dopravy ze stejného dtivodu jako u volného rezimu.
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Obrazek 60: Grafy shlukové analyzy pro rozmezi hustot {(0,06; 0,065), (0,07 ; 0,075),
(0,08; 0,085)} m~! (shora doli).
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9 Srovnani jednotlivych modelt

Cilem této kapitoly je porovnat jednak samotné modely, z hlediska implementac¢niho a z
hlediska vypocetni naroc¢nosti, ale hlavneé jejich vysledky — jak navzajem, tak viici realnym

datim.

9.1 Vypocetni a implementacni naroc¢nost

Prestoze vypocetni naro¢nost samoziejmé netvori hlavni kritérium pro vybér modelu, je
vzdy vyhodnéjsi mit model co nejrychlejsi, ktery umozni rychlé prepocitavani vysledkt
pii vSemoznych zménach parametri modelu.

Nagel-Schreckenbergiiv model jako zastupce modeli celularnich je jednoznacné vypocetné
nejjednodussi — je tfeba vykonavat pouze jednoducha pravidla tvortici aktualizacni schéma.
Zaroven je tento model diskrétni v prostoru i Case, coz znamena, Ze numerické Teseni
vyvoje je zcela presné (ale méli bychom mit na paméti, Ze se jedné o model stochasticky).
Tato presnost vyvoje je spole¢na vSem cisté diskrétnim celularnim modeltim.

Model optimalni rychlosti (af uz jeho pivodni nebo modifikovana verze) vyzaduje
feSeni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. To je samoziejmé vypocetné radove
zadnym problémem fesit dopravni systémy obsahujici stovky az tisice vozidel. V pripadé,
Ze nevyuzijeme sluzeb néjakého matematického programu, musime také implementovat
vlastni numerickou metodu na feseni obycejnych diferencialnich rovnic s pocatecnimi
podminkami. Zaroven numerickéd integrace miize zpusobit odchylku vypocteného reSeni
od toho skutecného, na coz je treba dat pozor vhodnou tpravou numerického algoritmu.

U tekutinového modelu je jiz tfeba fesit parcialni diferencialni rovnice, coz je obecné
vypocetné pomérné narocné. Navic tento model projevoval znacnou nestabilitu zvlaste v
téch oblastech hustot, kde dochéazelo k prechodim mezi jednotlivymi rezimy, coz vyustilo
v potfebu velmi jemného déleni domény, na které reseni probihalo ({0, L) x (0,7)). O im-
plementaci a chybach pfi numerickém integrovani plati to samé, co bylo fe¢eno u modelu

newtonovského typu.

9.2 Jednotlivé dopravni rezimy a fundamentalni diagramy

Zacneme volnym rezZimem, ktery byl pfitomen u vSech modeli a samoziejmé i pii
analyze realnych dat. Tento rezim byl u vSech modeld velmi podobny, presto najdeme
drobné odlignosti. U Nagel-Schreckenbergova (N-S) modelu, modelu optimélni rychlosti
(Opt-vel) i jeho modifikované podoby (Mod-vel) se vozidla pro libovolnou hustotu spada-
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jici do oblasti volné dopravy pohybovala maximalni rychlosti®, coz zptsobovalo zcela
presné linearni skalovani toku s nartistajici hustotou. U tekutinového modelu byla rychlost
urcena funkel Vi, re(po), u které i v oblasti volné dopravy neplatilo Vi re(po) = Umaz, tok
pri dané hustoté se pak nachazel vzdy pod hodnotou v,,..po — to je rozdil oproti modelu
Opt-vel, resp. Mod-vel, kde pohyb byl fizen funkci V.., kterda pro podminky nastavajici
ve volném rezimu méla vzdy hodnotu maximalni rychlosti.

Pokud budeme hovofit o modelech s mikrostrukturou (N-S, Opt-vel, Mod-vel) a
podivame se na rozdéleni vzdalenosti mezi vozidly, tak u vSech je histogram silné zavisly
na pocatecnich podminkéch s jednou vyjimkou a tou je udrzovani jistych minimalnich
rozestupi, které umoznuji pohyb maximalni rychlosti. U N-S modelu je to vzdalenost

Umaz, U Opt-vel je to nejmensi vzdélenost s, .., pro kterou plati Vies(Su,...) = Umaz, & U

mod
Umax’

7e je spInéno Ve, (s™4  vy,00) &

VUmazx

modelu Mod-vel je to takova nejmensi vzdalenost s
Umaz- DUvod tohoto odpuzovani je rozebran u N-S modelu, u ostatnich je princip velmi
obdobny.

Je treba prohlasit, Zze ani jeden z modeli nedokaze popsat mikrostrukturu zjisténou
z redlnych dat. Zde je vhodné zminit model termodynamického dopravniho plynu, ktery
dokaze rozdéleni rychlosti a vzdalenosti reprodukovat velmi dobfe, viz naptiklad [14][15].

Zvlastnim jevem u N-S modelu byl kvazivolny rezim, ktery se vyskytoval pouze pro
malé délky vozovky. Z toho lze usuzovat, Ze se jedna pouze o patologické chovani vzniklé
na zakladé periodickych okrajovych podminek, kde pro malé velikosti systémii miize
dochazet k nechténé samointerakci.

Jako dalsi budeme diskutovat rezim kongesce. V modelu Mod-vel tento rezim viibec
nebyl pritomen. V ostatnich modelech vsak ano. Nejcastéji se rezim kongesce projevo-
val tak, Zze v systému byly k nalezeni oblasti, ve kterych se vozidla pohybovala velkou
rychlosti, a zaroven oblasti, kde se naopak pohybovala velmi nizkou rychlosti — to se délo
u modelu N-S pro malé hustoty, modelu Opt-vel a také u tekutinového modelu, kde misto
histogramu rychlosti pouzivame funkci rychlosti. Z mikroskopického pohledu byly N-S a
Opt-vel modely kvalitativné velmi podobné — histogramy mély dva vrcholy — kazdy pro
rychle, resp. pomalu, se pohybujici dopravu.

U N-S modelu navic plati, ze v pfipadé zvysSovani hustoty postupné dochazi k utlu-
movani oné rychle jedouci slozky, az v jistém okamziku tplné vymizi. To lze vnimat jako
urc¢ity analog synchronizovaného rezimu, o kterém bude tec¢ dale.

Pro fundamentalni diagramy tekutinového a Opt-vel modelu v oblasti kongesce platilo,
ze tok je pro zvétsujici se hustotu témér konstantni, pouze zlehka se zmensujici. U N-S
modelu nebyla tato vlastnost dana specialni volbou pocatecnich podminek. Pro tekuti-

novy model sice skutecné byly voleny jen jisté specialni poc¢ate¢ni podminky, ale radikalni

8Respektive pro pfesnost u N-S modelu pge.N vozidel rychlosti vpaz a (1 — paec) N vozidel rychlosti

VUmaz — 1.
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zmeéna, ktera se v systému vzdy po urcité dobé odehrala — preklopeni do zcela jiného a sta-
bilniho stavu nez toho indukovaného pocatecnimi podminkami, dava nadéji, ze i v tomto
pripadé je tok na pocatecnich podminkach nezavisly. Naproti tomu zde mame Opt-vel
model, kde byly voleny pomérné specialni pocatecni podminky s nepatrnym Sumem a
kde drobné zmény vedly k vyraznym zménam toku (po ustéleni stavu systému). Toto je
vlastnost, ktera velmi dobte koresponduje s chovanim realného dopravniho systému, kde
je v kongestivnim rezimu také velky rozptyl moznych toki pii dané hustoté.

Opét je tieba prohlasit, ze mikrostruktura matematickych modeli je velmi odlisna od
té, ktera je k naméfeni na realné vozovce. Jistou podobu s predpovédmi modelt vykazuje
pouze histogram rychlosti pro kongesci v hysterezni oblasti fundamentalniho diagramu.

Synchronizovanym rezimem jsme v pravém slova smyslu rozuméli pohyb vozidel
rovnomerne rozlozenych pohybujicich se nizkymi rychlostmi. Navic byla tato konfigurace
stabilni — pfi drobném vychyleni se vozidla opét vratila do rovnomérného rozdéleni. Na
fundamentalnim diagramu se tento rezim projevoval velmi nizkymi hodnotami tokt v
oblasti vysokych hustot. V tomto smyslu jsme se s timto rezimem setkavali u Opt-vel
modelu a u tekutinového modelu. Prestoze u tekutinového modelu nemame pfimo zadné
rozdéleni vzdalenosti vozidel, tak si mizeme predstavit, ze funkce hustoty udava jakousi
prevracenou hodnotu vzdalenosti mezi vozidly (dle vztahu p = N/L), a v tekutinovém
modelu byla funkce hustoty konstantni jak v prostorové, tak v ¢asové proménné.

Za celem odstranéni tohoto rezimu byl modifikovan model optiméalni rychlosti. Bo-
huzel tato modifikace vedla k vymizeni rezimu kongesce a jeho nahrazeni synchronizo-
vanym v SirSim slova smyslu — dosahované rychlosti byly totiz pomérné vysoké. To se
také odrazilo na tvaru fundamentalniho diagramu, kdy v oblasti synchronizované do-
pravy mame pomérné vysoky tok, ktery pomalu klesa se zvysujici se hustotou.

Specialni poznamku opét vyzaduje N-S model, kde se pro malé délky vozovky vysky-
toval rezim, ktery také nesl nazev synchronizovany. To se ovSsem jednda pouze o duplicitu
nazvi, ktery s vyse diskutovanym nema nic spole¢ného. Nazev vznikl tak, ze vozidla jsou
natolik synchronizovana, ze nevytvareji ani skupiny stojicich vozidel ani shluky vozidel
pohybujicich se maximalni rychlosti. A podobné jako u druhého rezimu specifického pro
malé délky vozovky, i zde plati poznamka o jisté patologi¢nosti pravdépodobnobné zpii-
sobené samointerakci.

A na zavér se podivejme na prechody mezi jednotlivymi rezimy. Pro vS§echny modely
s vyjimkou modelu Mod-vel plati, Ze pfechody mezi jednotlivymi rezimy jsou velmi ostré.
Tim myslime dvoji véc — zaprvé, zZe existuje pouze velmi tzké rozmezi hustot, pfi nichz
se z pocate¢nich podminek mohou vyvinout oba rezimy (to je pfipad N-S modelu), a
zadruhé, ze pti zméné rezimu dochazi ke znacné zméné toku v systému. U modifikovaného
modelu optimélni rychlosti naopak je pozvolny pfechod mezi volnym a synchronizovanym

rezimemn.
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V pripadé fundamentalniho diagramu ziskaného z redlnych dat byla patrnd vyrazna
hystereze. Tedy vyskytovala se oblast hustot, kdy se mohl vysksytovat jak volny rezim,
tak rezim kongesce. To byl dost podstatny rozdil oproti fundamentalnim diagramtim
matematickych modeli — tento rozdil by se dal odstranit opusténim okrajovych podminek
kruhové silnice a zavedenim pritokd a odtokl na kraji vozovky. Tim bychom se mnohem

vice priblizili situaci, ktera panuje na skutecné vozovce.

9.3 Shlukova analyza

Nejprve par poznamek k interpretaci shlukovych diagramt, které vznikly syntézou infor-
maci poskytnutych jednak analytickymi predpovédmi pro jednoduché rozlozeni vozidel
a druhak jako numericky vypocitané diagramy pro simulace jednotlivych modeld. Vime,
ze pro zcela ndhodné rozmisténa vozidla ma v primeéru graf shlukové analyzy tvar iden-
tity (alespon pro vysoky pocet dilkt vozovky k). Pro zcela rovnomérné rozlozené vozidla
dostaneme takovy tvar grafu shlukové analyzy, Zze pokud bychom ho prolozili piimkou,
tak tato bude mit smérnici blizkou nule. Naopak pro dokonalé shluky o velikosti s vozidel
nahodné rozmisténé na vozovce dostaneme primku o smérnici s. Interpretace je tedy
nésledujici: ¢im vice se graf odchyluje nad identitu, tim vétsi shluky® se v systému tvoii.
Naopak ¢im vice lezi graf shlukové analyzy pod identitou, tim vice jsou auta synchro-
nizovana do rovnomérného rozlozeni. Shlukovou analyzu mélo samoziejmé smysl pocitat
jen pro modely s mikrostrukturou, tedy modely N-S, Opt-vel a Mod-vel.

Tvar graft shlukové analyzy pro volny rezim byl dédn hlavné pocatecnimi pod-
minkami. Dostali jsme tedy diagramy presné korespondujici s teoretickou predpovédi
pro rovnomeérné rozlozena vozidla. U N-S modelu, kde s pribéhem simulace dochéazelo
diky nahodné prochazce k postupnému vzdalovani od rovnomeérnych poloh, jsme po-
zorovali nejveétsi odchylku od predpovédi. V pripadé shlukového diagramu ziskaného z
realnych dat dostavame pro hustoty blizko pfechodu do rezimu kongesce v zasadé podobné
vysledky, tedy do jisté miry synchronizovanou dopravu. Naopak pro velmi nizké hustoty
nam shlukovy diagram naznacuje, ze vozidla vytvareji urc¢ité shluky jdouci za ramec
shlukii, které se vytvoii pfi zcela ndhodném rozmisténi vozidel (shlukovy diagram totiz
pro velmi nizké hustoty lezel nad identitou).

V rezimu kongesce dosahoval nejvétsich hodnot rozptylu N-S model. Pro zvysujici se
hodnotu hustoty dopravy dostéavame snizujici se hodnoty rozptylu. Abychom toto mohli
vysvétlit, podivejme se, jak vypadaji kongesce v N-S modelu. Vlastni ”jadro” kongesce

tvori vozidla, ktera stoji bez mezer na sousedicich burikach. Napravo od jadra se vozidla

------

//////

gescemi, aby mohla naraz zastavit a rozsifovat tak jadro kongesce smérem doleva. Pti

9Slovem vétsi je mysleno tvoieno z vice aut a zaujimajici mensi prostor.
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zvySovani hustoty se tedy kongesce nemohou zahustovat v tom smyslu, Ze vozidla v ja-
dru kongesce jiz maji nejmensi moznou vzdalenost mezi sebou. Déle dochazi k tomu,
Ze mezi jednotlivymi kongescemi vozidla akceleruji na stale mensi a mensi rychlost, coz
zptsobuje, ze mezi sebou maji mensi a mensi rozestupy. Celkové tedy zvySovani globalni
hustoty zmensuje fluktuace hustoty v jednotlivych mistech systému, coz se samoziejmé
odrazi na shlukovém diagramu.

U modelu optimalni rychlosti je zavislost velikosti rozptylu na hustoté opacna. V tomto
modelu se jednotlivé kongesce pro zvysujici hustotu skladaji z vice vozidel a koncentruji
se do mensiho prostoru. Naopak mezi kongescemi ziistava stale dostatek prostoru, aby
vozidla akcelerovala az na maximalni rychlost — tim si udrzuji jisté minimalni rozestupy
— a timto procesem se fluktuace lokalni hustoty zvysuji se zvysujici se globalni hustotou.

U redlnych dat jsme vidéli, ze pro zvétsujici se hustotu dostavame stale synchronizo-
vanéjsi vozidla, coz je tedy kvalitativné ve shodé s N-S modelem.

Vzhledem k povaze synchronizovaného rezimu, kdy vozidla stabilné udrzuji rovno-
mérné vzdalenosti mezi sebou, neni divu, Ze u vSech modeld, u nichZ se synchronizovany
rezim vyskytuje, jsme dostali graf shlukové analyzy pfesné odpovidajici teoreticky pted-
povézenému pro rovihomeérné rozprostiena vozidla.
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10 Zavér

Byl zformulovan zékladni obecny matematicky ramec vhodny pro popis socialnich sys-
tému. Teorie rozhodovani zavedena pomoci formalismu statistické fyziky vedla k master
rovnici, kterd urcuje casovy vyvoj téchto systémi. Omezenim naseho zajmu pouze na
¢asové stiedni hodnoty okupacnich ¢isel jsme obdrzeli zobecnénou Boltzmannovu rovnici,
jejiz aproximaci byl dilezity model socialnich sil.

Dopravni modely byly rozdéleny do tii kategorii podle jejich prostorocasového charak-
teru na modely celularniho typu, newtonovského typu a modely tekutinové. Byly defi-
novany zakladni charakteristiky popisujici dopravni systém jako jsou hustota dopravy,
dopravni tok a fundamentalni diagram. Definice téchto charakteristik byla vhodné pii-
zpusobena pro potieby konkrétnich kategorii modeli. Byla popsana metoda shlukové
analyzy zjistujici fluktuace hustoty ve zvoleném tseku vozovky a byla odvozena analyti-
cké vyjadreni pro nasledujici rozlozeni vozidel — rovnomérné rozlozeni dokonalych shlukt
a na druhé strané zcela ndhodné rozlozeni dokonalych shluki vozidel.

Byly popsany tii konkrétni dopravni modely, kazdy pro jednu prostorocasovou kate-
gorii. Jednalo se o Nagel-Schreckenbergtiv model jako zastupce celularniho typu, model
optimalni rychlosti s konkrétni volbou funkce Vs byl zastupcem newtonovského modelu
a na zaver tekutinovy model s pohybovou rovnici Navier-Stokesova typu. Tyto vybrané
modely byly implementovany a byla provedena jejich zevrubnd analyza — vypocteni fun-
damentalnich diagrami a za zjednodusujicich podminek jejich teoreticka predikce, iden-
tifikace jednotlivych dopravnich rezimt a jejich mikroskopickd analyza véetné shlukové
analyzy (kde to mélo smysl). Déale bylo zanalyzovano chovani modelt v zavislosti na
jednotlivych parametrech, které je definovaly. U vsSech zakladnich modeli se podafilo
reprodukovat fenomén kongesce.

Nagel-Schreckenbergiiv model vykazoval netriviadlni zavislost fundamentalnich dia-
gramt na maximalni rychlosti, kdy bylo mozno odsouvat bod pfechodu z volného rezimu
do rezimu kongesce do oblasti vyssich hustot. Tato vlastnost se nevyskytovala u zad-
ného z dalsich modeli. Pro kratsi délky kruhové vozovky se vyskytly nové dopravni
rezimy pravdépodobné vyvolané samointerakci v prilis malém systému s periodickymi
okrajovymi podminkami.

Model optiméalni rychlosti vykazoval zajimavé chovani v rezimu kongesce, kdy pro
danou hustotu vozidel dochazelo pti nepatrnych zménach pocatecnich podminek k velkym
rozdilim ve vysledném toku — parametr zodpovédny za toto chovani byla tzv. reakcni
doba tidic¢e a jeho dostatecné velkd hodnota. Tato vlastnost je typickd pro kongesce v
realné dopravé, kdy pro danou konkrétni hustotu také pozorujeme velky rozptyl tok.
Také byly zminény problémy tohoto modelu, kdy pro ne zcela vhodné zvolené parametry
dochézelo k nedobrzdovani vozidel pii piijezdu k jednotlivym kongescim.

Synchronizovany rezim s velmi nizkymi hodnotami tokt pritomny v modelu optimalni
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rychlosti byl divodem pro jeho modifikaci skrze zménu funkce optiméalni rychlosti. Tyto
neprirozené nizké toky v oblasti vyssich hustot byly eliminovany — ovSem za cenu vymizeni
rezimu kongesce.

7 divodu velmi velké vypocetni naroc¢nosti a nestabilité tekutinového modelu nebyla
provedena analyza zavislosti fundamentalnich diagramt na jednotlivych definujicich pa-
rametrech. Model vykazoval velmi zajimavé chovani v rezimu kongesce, kdy stav systému
indukovany poc¢ateénimi podminkami se ukazal jako nestabilni a po urc¢itém case se vzdy
preklopil do diametralné odlisného stabilniho stavu. Byly prezentovany priklady lokal-
nich fundamentalnich diagramt, které u ostatnich typt modeli nemély smysl. I v tomto
modelu byl pfitomen synchronizovany rezim.

Byly popsany metody vypocteni zékladnich dopravnich charakteristik z redlnych na-
mérenych dat. Tyto metody pak byly aplikovany na data ziskand z brnénské dalnice.
Opét byly identifikovany jednotlivé dopravni rezimy a provedena jejich mikroskopicka a
shlukova analyza.

Modely byly porovnany z hlediska vypocetnich a implementac¢nich narokid. Dale byly
z kvalitativniho hlediska vzajemné porovnany ziskané vysledky. Jednalo se o porovnani
vyskytu jednotlivych rezimu a jejich mikroskopické struktury, tvaru fundamentalnich dia-
grami a grafi shlukové analyzy. Mikroskopicka struktura modeld prilis neodpovidala
realnym dattim. V rezimu kongesce u shlukové analyzy vykazoval Nagel-Schreckenbergiv
model pro zvysujici se hustotu vétsi synchronizaci vozidel smérem k rovnomérnému ro-
zlozeni — to odpovidalo realnym datim. U modelu optiméalni rychlosti tomu bylo praveé
naopak — s vyssi hustotou dochéazelo ke koncentrovani shlukt, coz je v rozporu s naméie-
nymi daty.

Podafilo se tedy reprodukovat fada jevii, které se vyskytuji v redlnych dopravnich
situacich. Samotny vyskyt kongestivni dopravy, oddaleni pfechodu do rezimu kongesce
snizenim maximalni rychlosti, velky rozptyl hodnot tokt v oblasti kongestivni dopravy.
Naopak, jak uz bylo nékolikrat feceno, mikroskopickou strukturu dopravy vybrané modely
vysvétlit nedokazaly. Déle se pro vysokou vypocetni naro¢nost a nestabilitu nepodafilo
prozkoumat tekutinovy model v takové hloubce, jako tomu bylo u ostatnich model.

Z této prace vzesly tii zakladni sméry, kudy se ubirat v dalsim vyzkumu. Prvni vy-
plyva z toho, ze veskeré modely jsme zkoumali pro okrajovou podminku kruhové silnice.
Ptirozenym zobecnénim, které navic 1épe vystihuje redlnou situaci, je vozovka s pritokem
a odtokem. Tento pristup by pravdépodobné umoznoval zachytit hysterezni zavislost toku
na hustoté vyskytujici se v redlné doprave.

Daéle je také mozno hloubé&ji zkoumat shlukovy diagram. At uZz snahou analyticky
odvodit jeho tvar pro co nejvic riiznych rozlozeni vozidel, anebo pfipravou rtiznych mode-
lovych rozlozeni vozidel, napiiklad zavislych na parametrech, a sledovani, jak tyto zmény

ovliviiuji shlukovy diagram. To pak umozni lepsi porozumeéni vysledki ziskanych z jed-
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notlivych modelti ¢i redlnych dat.
A v neposledni fadé by také bylo vhodné zkoumat dalsi rizné modifikace modelu opti-
malni rychlosti za ii¢elem dosazeni co nejvétsi shody fundamentalniho diagramu ziskaného

modelovanim a toho ziskaného z realnjch dat.

77



Reference

1]

Helbing, Dirk: Quantitative Sociodynamics — Stochastic Methods and Models of
Social Interaction Processes, 2nd ed., 2010, Springer, New York

Helbing, Dirk (1993), Boltzmann-like and Boltzmann-Fokker-Planck equations as a
foundation of behavioral models, Physica A 196:546-573

R. Kiihne, in: N. Gartner, C. J. Messner, A. J. Rathi (eds.), Transportation Research
Board (TRB) Special Report 165, ” Traffic Flow Theory,”2nd ed. (1998)

M. L. Mehta, Random matrices (revised and enlarged), New York: Academic Press,
1991

M. Krbélek, P. Seba, Spectral rigidity of vehicular streams (random matrix theory
approach), J. Phys. A: Math. Theor. 42 (2009) 345001 (10pp)

K. Nagel, M. Schreckenberg, A cellular automaton model for freeway traffic, J. Phys.
I France 2 2221, 1992

D. Chowdbury, L. Santen, A. Schadschneider, Physics Report 329, 199 (2000)

M. Bando, K. Hasebe, A. Nakayama, A. Shibata, Y. Sugiyama, Phys. Rev. E 51,
1035 (1995); Jpn. J. Ind. Appl. Math. 11, 202 (1994)

M. Bando, K. Hasebe, K. Nakanishi, A. Nakayama, A. Shibata, Y. Sugiyama, J.
Physique I 5, 1389 (1995)

M. J. Lighthill, G. B. Whitham, Proc. Roy. Soc. Lond. A 229, 281 (1955)
M. Leibig, Phys. Rev. E 49, 184 (1994)

H. Y. Lee, H.-W. Lee, D. Kim, Phys. Rev. Lett. 81, 1130 (1998): Origin of Synchro-

nized Traffic Flow on Highways and Its Dynamic Phase Transitions

M. Krbalek, Socio-fyzikalni modelovani dynamiky transportnich systému (habilitacni
prace), FJFI CVUT, 2011

M. Krbalek, Equilibrium distributions in a thermodynamical traffic gas, J. Phys. A:
Math. Theor. 40 (2007) 5813-5821

M. Krbalek, D. Helbing, Determination of interaction potentials in freeway traffic
from steady-state statistics, Physica A 333 (2004) 370-378

78



