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Kapitola 1
Uvod

V mnohych fyzikalnich ulohach hraji pii jejich FeSenich vyznamnou roli ruzné
symetrie. Pro jejich popis je fundamentalni teorie grup a specialné teorie Lieovych
grup. 7Z teorie Lieovych grup vime, Ze tlohu na popis Lieovy grupy lze lokalné pre-
vést na algebraickou tlohu o popisu pfislusné Lieovy Algebry. Takovy to postup
ma spoustu vyhod a je tedy vhodné seznamit se z moznymi strukturami Lieovych
Algeber.

V moderni fyzice ma bohaté zastoupeni specidlni tf¥ida Lieovych grup zvana
Poisson-Lieovy grupy, s kterymi se seznamime. Je pfirozené se ptat jakou strukturu
maji Lieovy algebry pftislusici Poisson-Lieovym grupam. Zabyvame se tedy specialni
tfidou Lieovych algeber zvanych Lieovy bialgebry. Ukazeme si, Ze tato struktura je
pfirozenou strukturou algebry Poisson-Lieovy grupy [2].

Mizeme si také klast otdzku jakou strukturu ma grupa ptislusici Lieovské
bialgebie. U specialni podtiidy kohrani¢nich Lieovych bialgeber si ukidzeme, zZe je-
jich grupa méa Poisson-Lieovu strukturu pfirozené definovanou pomoci Sklyaninovy
zévorky.

V neposledni fadé navazujeme na klasifikaci tfidimenzionalnich kohrani¢nich
Lieovych bialgeber provedenou v mé bakalaiské praci, kterou uzijeme k vybudovani

Poissonovy struktury na piislusnych Lieovych grupéach.



Kapitola 2

Poisson-Lieovy grupy a Lieovy

algebry

V prvni kapitole se seznamime s zékladnimi pojmy v teorii Poisson-Lieovych

grup a Lieovych algeber.

2.1 Lieovy grupy a Algebry

Zde si zopakujeme zakladni pojmy z teorie Lieovych grup a algeber.

Definice(2.1.1):

Mnozinu G nazveme grupou, pokud

(i) je definovana asociativni operace G X G 3 [g,¢]| = g9’ € G

(ii) existuje tzv. jednotkovy prvek e € G takovy, Ze eg = ge = g pro v8echna g € G

(iii) ke kazdému g € G existuje inverzni prvek ¢g—' splitujici g7'g = gg~' = e

Definice(2.1.2):

Lieova grupa je diferencovateln4 varieta G vybavend binarni operacie : GXG — G
takovou, ze

(i) (G, e) je grupa.

(ii) Grupové nasobeni e a grupové inverze (-)~" jsou hladka zobrazen.

Definice(2.1.3):
Necht G je Lieova grupa,pak zobrazeni L, : G — G resp.R, : G — G definované

jako L,h = gh resp. R,h = hg, Vh € GG nazveme levou resp. pravou translaci.
J g g g g



Pomoci levé a pravé translace muzeme nyni zadefinovat levo resp. pravo

invariantni Vektorové pole

Definice(2.1.3):
Vektorové pole X € X(G) nazyvame levo, resp. pravo invariantni. Pokud:
Vg, heG: Lg*(X‘h) = X‘gh resp Rg*(X‘h) = thg

Tvrzeni(2.1.1):
Vektorovy prostor viech vektorovych poli X(G) grupy G tvori Algebru vzhledem ke

komutatoru vektorovych poli.

Definice(2.1.4):

Mnozinu vSech levo-invariantnich vektorovych poli grupy G zna¢ime g

Tvrzeni(2.1.2):
g tvofi podalgebru X(G), nazyvanou Lieovu algebrou Lieovy grupy G.

Lieovu algebru jde také zadefinovat bez pfislusné grupy, avsak existuje vzdy
jedna ku jedné souvislost mezi zadefinovanou algebrou a néjakou souvislou a jedno-

duse souvislou Lieovou grupou.

Definice(2.1.5):

Abstraktni Lieova algebra A = (A, +, -, [-,]) takova, ze:(A, +,-) je vektorovy
prostor a zobrazeni [-,-] : A x A — A splhuje:

i)[-, -] je distributivni vzhledem k +, - (tudiz je bilinearni)

i) [X,Y] = [V, X] = 0,VX,Y € A (neboli [X, X] = 0,VX € A) (Antisymetrie)
i) [X, [V, Z)|+ [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0,VX,Y, Z € A(Jacobiho identita)

Definice(2.1.6):

Kazda Lieovska algebra g piisobi na sebe samu adjungovanou reprezentaci,
ad : x € g — End g, definovanou pro y € g, jako adx(Y) := [X, Y]

Obecné g plisobi na jakykoliv tenzorovy soucet g sim se sebou néasledovné,

pro faktorizovatelné prvky, 11 @ - - Q@ y, z g ® - - - ® g(p-krat) ,
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Xo (Vi@ 0Y,)=add (Vi@ 2V,
=adxY1®Y,® - QY,+Y1®adxYoR@Y;® - @Y, + ...
1Yo ® - @Y, 1) ®adxy,
pro p = 2 tedy
adP (Y, @ Yy) = adx Y, @ Vs + Y1 @ ady Yy = [X, V1] @ Vs + V1 @ [X, Ya]

Je snadné ukazat, ze ady, je reprezentace.

2.2 Poissonovy variety a Poisson-Lieovy grupy

Poissonovy variety jsou specialni t¥idou variet vybavenych bilinearni operaci na
algebfe hladkych funkci nad pftisluSnou varietou. Je-li takovato varieta soucasné
Lieovou grupou a Poissonova struktura je kompatibilni s Lieovou,to jest grupové

néasobeni je tak zvané Poissonovo zobrazeni, pak dostdvame Poisson-Lieovu grupu.

Definice(2.2.1):
Necht M je hladk& varieta konec¢né dimenze m. Algebru vSech hladkych realnych
funkei na M znacime C'* (M)

Definice(2.2.2):

Poissonova zavorka na M je bilinearni zobrazeni
{,:}:C®(M)x C®(M)— C>® (M),

takové, ze

(1)
{1, o} = = {2, [}
(2)
{fiAfe fs3) + A A S il H{Fs {1 f23) =0

{fifo, fs} = fidfo, fa} + {f1, fs} fo

11



Vfi, fa, f3 € O (M)

Nyni muzeme definovat Poissonovu varietu.

Definice(2.2.3):

Poissonova varieta je varieta vybavena Poissonovou zavorkou.

12



Pro formulaci Poisson-Lieovy grupy budeme potiebovat nasledujici definici.

Definice(2.2.4):
Necht N, M jsou Poissonovy variety, Hladké zobrazeni F' : N — M nazveme

Poissonovym zobrazenim, pokud zachoviva Poissonovu zavorku na M a N, tedy

{fi,fafyyo F={fioF, fao F}y

Mame-li nyni obé struktury kompatibilni dostavame Poisson-Lieovu grupu:

Definice(2.2.5):

Poisson-Lieova grupa je Lieova grupa G, kterd ma Poissonovu strukturu {-,-}
takovou, Ze grupové nasobeni @ : G x G — G a grupova inverze (\)' : G — G je
Poissonovo zobrazeni.

to jest:

{fioe face}e o (g1,92) = {f1, fa}c (910 92)
{fl © (')_1, fao (')_1}G (9) = {fl, fz}c ((9)_1)

13



Kapitola 3
Kohranic¢ni Lieovy bialgebry

V této kapitole se sezndmime ze specidlni tfidou Lieovych algeber zvanych
bialgebry a zadefinujeme pomoci kohomologii jejich kohrani¢ni podtiidu, s kterou

budeme nésledné pracovat.

3.1 Kohomologie

Kohomologie Lieovych Algeber jsou potiebné pro definici Lieovy bialgebry a jeji

kohrani¢ni podmnoziny. Definujeme proto nésledujici pojmy, viz [3]

Definice(3.1.1):
Pro kazdé nezéporné celé ¢islo k, vektorovy prostor antisymetrickych k-linedrnich
zobrazeni na g do M, kde M je vektorovy prostor pevné zvolené reprezentace > na

g, se nazyva prostorem k-koietézi na g s hodnotami v M

Definice(3.1.2):
Kohranici k-kofetézu v z g do M je (k + 1)-kofetéz du do M definovan vztahem

5U(£L’Q, L1y 7xk) = Zf:o(_lyfz > (U(,I()’ L1y - - 7'ﬁia s ,.Ik))

+Z(—1)i+ju({$i,$j],l’0, c. ,i’i, ce 7fj, e ,SL’k),

1<j

pro zop, x1,...,T € g, kde 2; znaci, ze prvek x; je vynechan a x;> znaci reprezentaci

prvku x; na piislusny k-koretéz.

Tvrzeni(3.1.1):
d(du) = 0 pro kazdy k-kotetéz u, k >0

14



Definice(3.1.3):
k-kotetéz u nazveme k-kocyklem pokud du = 0. k-kofetéz u nazveme k-kohraniéni

pokud existuje (k — 1)-kofetéz v takovy, Ze u = dv

3.2 Lieovy bialgebry

Lieovska bialgebra je lieovska algebra, kterd ma lieovskou strukturu na svém
piislusném dualnim prostoru. Existuje také alternativni zapis formou Maninovych

trojic, ktery si ukazeme.

Definice(3.2.1):

Lieovska bialgebra(g, ) je lieovska algebra g s linearnim zobrazenim v : g — g®g
takovym, ze

(i) v : g* ® g* — g* definuje lieovskou zavorku na g*

(splitujici antisymetrii a Jacobiho identitu) (* zna¢i dualni zobrazeni)

(ii) v je 1-kocyklem na g s hodnotami v g ® g, kde g pusobi na g ® g adjungovanou
reprezentaci ad®

Podminka (ii) znadi, ze 2-kotetéz oy = 0, tedy pro X,Y € g

adP(7(Y)) — ad (v(X)) —1([X,Y])) =0

Poznamka: zobrazeni v : g — g ® g spliujici podminky definice(3.2.1) nazyvame

lieovskym kosoucinem.

Definice(3.2.2):
Maninova trojice je trojice (p,a,b), kde p je lieovskd algebra s invariantni, ne-
degenerovanou, symetrickou bilinearni formou (-,-), a a,b jsou jeji dopliujici se

(a @ b =p) izotropni vzhledem k (-, -) lieovské podalgebry.

Ptechod mezi lieovskymi bialgebrami a Maninovymi trojicemi je snadny. Mame-
li lieovskou bialgebru pak definujeme piislusnou Maninovu trojici jako (p, g, g*) kde
lieovskou zavorku na g* definujeme pomoci lieovského kosoucinu. Naopak mame-li
Maninovu trojici (p,a, b), pak definujeme lieovsky kosouc¢in na a* pomoci Lieovy

zéavorky na b.

15



Teorém(3.2.1):
V konecné dimenzi existuje jedna ku jedné souvislost mezi Maninovymi

trojicemi a lieovskymi bialgebrami.

Existuje klasifikace Sesti dimenzionalnich Maninovych trojic, s kterou jsem pracoval[l]

3.3 Kohrani¢ni Lieovy bialgebry

Kohrani¢ni lieovské bialgebry jsou specialni tiidou lieovskych bialgeber (g,~),
pro které je 1-kofetez v kohrani¢nim. Mizeme tedy nasledovné hledat O-kofetéz r

takovy, ze v = or
Definice(3.3.1):
Lieovskou bialgebru (g, ) takovou, ze 3 0-kofetéz r spliujici v = Jr, nazveme ko-
hranic¢ni lieovskou bialgebrou.
0-kotetéz r definujici lieovskou bialgebru (g, ) budeme nazyvat r-matici.
V Dodatku (7.2) je uveden vypis vSech kohrani¢nich lieovskych bialgeber ve

formé Maninovych trojic se svymi pfislusnymi r-maticemi, které jsem spocital uzitim

programu Matlab[6] ve své bakalarské praci.

16



Kapitola 4
,Kohrani¢ni“ Poisson-Lieovy grupy

Ackoliv privlastek kohrani¢ni nepatii k pojmu grupa my jej budeme uzivat
z divodu souvislosti mezi kohrani¢nimi lieovskymi bialgebrami a Poisson-Lieovymi
grupami. Ukézeme si jakou strukturu méa Lieova Algebra Poisson-Lieovy grupy. Také
si ukdzeme, Ze pro kohrani¢ni Lieovy bialgebry mé prislusna Lieova grupa strukturu

Poisson-Lieovy grupu.

4.1 Algebra Poisson-Lieovy grupy

Je prirozené se zeptat jakou strukturu ma Lieova Algebra g prislusici Poisson-
Lieové grupé G. Jelikoz na G méame zadefinovanou Poissonovu zavorku, muzeme
pomoci ni pfirozené zadefinovat lieovsky kosoucin a tim vybudovat bialgebraickou

strukturu.
Postup:

Necht &, & € g* pak pro vechna fi, fo € C* (G) takova, ze (df;), = &

Definujeme:

€1, &l = (d{f1, f2}),

Takto definovana zévorka je dobte definovana a zavisi pouze na &, &, viz [5]
Vlastnosti Lieovy zavorky plynou pfimo z vlastnosti Poissonovy zavorky a neni

obtizné dokazat, ze timto zpiisobem definovany kosoudin je 1-kocyklem na g s hod-

notami v g ® g. K Poisson-Lieové grupé tedy prislusi lieovska bialgebra.

17



4.2 Sklyaninuv predpis

Nyni si klademe otazku, zda je mozné piirozené definovat Poissonovu zavorku
na Lieové grupé piislusici Lieové bialgebte. Ukazeme si, ze pro podtiidu
kohranic¢nich lieovskych bialgeber je mozné Poissonovu strukturu pfirozené
definovat pomoci takzvané Sklyaninovy zavorky. Poisson-Lieovy grupy vybudované
timto
zpusobem budeme nazyvat "kohranic¢ni".

Méjme Lieovu grupu G s piislusnou algebrou g, kterd ma strukturu kohrani¢éni
lieovské
bialgebry (g, o). Necht {X;}7_, je baze g, jeji r-matice je tvaru r = Zijzl riX,®X;
a necht {Xf}?zl (resp. {XZR}?ZI) jsou odpovidajici levo (resp. pravo) invariantni
vektorova pole.

Pak muzeme definovat Skylaninovu zavorku jako:

3

{fi fo} = D09 (XER) (XER) — (X A) (XER))

ij=1

Tvrzeni(4.2.1):
Sklyaninova zavorka je Poissonovou zavorkou. Antisymetrie a Jacoboho identita

jsou splnény z vlastnosti r-matice a deriva¢ni vlastnosti (3) diky vlastnostem Poli.

Tvrzeni(4.2.2):
Necht G je Lieova grupa s lieovskou algebrou g se strukturou kohrani¢ni lieovské
bialgebry (g,d0r). Pak odpovidajici Poisson-Lieova Struktura na G je definovana

Sklyaninovou zavorkou

18



Kapitola 5
Vlastni vypocet

Nyni se podivame jak vybudovat Poisson-Lieovu strukturu k zadané kohrani¢ni
bialgebie (g,0r). Nejprve je tieba nalézt levo (resp. pravo) invariantni vektorova
pole piislusici k bazi algebry, v které mame zadanou r-matici a nasledovné uzitim

Sklyaninova piedpisu definovat Poissonovu zavorku na prislusné Lieové grupé

5.1 Hledani prislusnych levo a pravo invariantnich
poli

Pro vlastni Sklyaniniv pfedpis je potfebujeme kromé r-matice v bazi {Xi}le
také vektorova pole prislusejici této bazi. UkdZeme si na Bianchiho algebie 4 jak
prislusna vektorova pole najit.

Necht {X3,_1} je baze g majici v této bazi komutac¢ni relace:
(X1, Xo] = =X + X, [Xo, X3] =0, [ X3, Xi] = X

piislugna levo (resp. pravo) invariantni vektorova pole najdeme pomoci inverznich

vielbeinu
g tdg = dxieinj
resp.
(dg)g ™' = da'e;’ X
kde

g = exp(x1X;)exp(roXs)exp(xs3 Xs)

lokalné resp pro fesitelné viz. [4]

19



nasledné pomoci inverze ziskdme piislusna levo (resp. pravo) invariantni pole:

- d

XE=(eh, —
F= e
- d

X =(""—
F=E 0

Ptejdéme zpét k piikladu Bianchi 4 uzijeme oznaceni z; = x, 29 = y, 13 = 2.

Levo invariantni pole:
g9 'dg = exp(—zX3)exp(—yXs)exp(—2 X1 )d(exp(xX1)exp(yXa)exp(2X3)) =

= dz(exp(—2Xs)erp(—yXs)exp(—2X1) Xyexp(zXy)exp(yXs)ewp(2Xs))
+dy(exp(—2zX3)exp(—yXa)exp(—x Xy )exp(x X)) Xoeaxp(yXa)exp(2X3))

+dz(exp(—2zX3)exp(—yXs)exp(—x Xy )exp(x Xy )exp(yXo) Xsexp(2X3)) =

= dr(erp(—2X3)exp(—yXa) Xiexp(yXz)exp(2X3))
+dy(exp(—2X3) Xoexp(2X3)) + dz(X3) =

uzitim rovnosti:

cap(zA)Beap(—zA) = B+ |A, B] + % (A, [A, B]] + % [A, [A, [A, B]]] + ...
dostavame
= dz(exp(—2Xs) (Xl — (X, Xi] + % X, [Xa, X1]] — % [Xa, [ X2, [Xo, Xa]]] + .- )
exp(2X3)) + dy <X2 — 2 [X5, Xo] + % X, [X3, Xa]] — % (X, [X5, [X5, Xo]]] + .. )
+dz(X3) =

= dx(exp(—2X3) (X1 — y(Xo — X3))exp(z2X3))

+dy(Xs) + dz(X3) =

= dl’(Xl — Z [Xg,Xl] — yX2 + ng)

+dy(Xs) + dz(X3) =

20



= dz(X; — yXo + (y — 2)X3)
+dy(Xz) + dz(X3) =

Odtud vidime matici e

1 -y y—=z
e=10 1 0
0 0 1

Provedeme-li inverzi (pro inverzi matic jsem uzival programu Matematika 9)

I y z—y
elt=10 1 0
00 1

Ptislusna levo invariantni vektorova pole tedy jsou:

0 0 0
L—_ —_— E— JE—
L_ 9
2 ay
r_ 0
502

Stejnym postupem nalezneme i pravo invariantni vektorova

R_ 9
L ox
X = e‘”a2 — xex%
X§ = e“ag
z

21



5.2 Priklad vypoctu prisluSsnych Sklyaninovych za-
vorek

Vlastni vypocet Sklyaninovy zavorky je uz jednoduchy, sta¢i jen dosadit a

zjednodusit predpis. Budeme pracovat s kohrani¢ni Maninovou trojici (4 |2.ii).
Maninova trojice (4/2.ii):
[X17X2] = X37 [X27X3] - Xla [X37X1] - XQ'

X1, X2 = 0, [X2, X% = — X, [X%, XY = 0.

0 0 0
r=10 0 %
0 3 0
0 0
Xt == — —y)=—
i Chl e
0
0
0
X§:e$%—xe$%
Xf:e"”a2
z

Odtud dosazenim do Sklyaninova predpisu
1
U fob = SUOXEFOXE L) — (XEF)(XER))

_%((XgLfl)(XQLfg) — (X5 h) (X3 f)) =

1,0 .0 20 w0y 0
= (GG l) = (€5~ ae" S (e o)

1 8 a T a x a x 8 —
_§<(&f1)(8_yf2> — (e &fﬁ((e oy xe a)ﬁ)) =

22



Zjednodusenim vyrazu dostavame:

1

o, 0 o, 0
{f17f2} = (5 - €2x)(a—yf1£f2 - %flﬁ_y]%)
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5.3 Vysledky

Vypis levo a pravo invariantnich vektorovych poli piislusicich danym algebram
v fixni bazi {Xi}?zl. Uvadim jen algebry, které maji Kohrani¢ni bialgebraickou
strukturu alespon u jedné Maninovy trojice. Znaceni algeber odpovida Bianchiho

algebram z dodatku, kde N.i znac¢i algebru N v jiné bazi.

1. Lieovska algebra 9:
[Xl,XQ] - Xg, [XQ,Xg] = Xl, [Xg,Xl] = XQ.

prislusna vektorova pole

X = S82 o) ~ oo XE = L + cos)f +
tan(y)sin(z) 2, X¥ = 2

Xf=2 Xl = tan(y)sin(x)%+cos(x)8%—‘Zggg%,XgR = —tan(y)cos(z) g5+
sin(@) 3 + S o

2. Lieovska algebra 8:
[X17X2] = _X37 [X27X3] = X17 [X37X1] = X2-

prislusna vektorova pole

sin(z)

XE = ot 0y gin(y )& — tanh(y)cos(z) 2, X5 = _cosh(y)a% - COS(Z)B% +
L

cosh(y) Oz
tanh(y)sin(z) 2, X¥ = 2
sinh(x)

XPE=2 XF— —tanh(y)smh(x)g—x—l—cosh(x)a%ﬁLmsh(y)%;X:?: —tanh(y)cosh(z) g+
)

EXE
cosh(z

sinh(x )a% + osh(y) 92

3. Lieovska algebra 7,:
(X1, Xo] = —aXs + X3, [Xo, X3] =0, [ X5, Xy] = Xo + aXs.
prislusna vektorova pole
Xf:@+(ay+z)ﬁ+(az— y) 2L, X5 = aay,XL =

Xf=2 XJi=e" cos(x)a% — e*sin(r) 55, X5t = eaxsm(@a% +e*cos(x) 5
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4. Lieovska algebra 7g:
[X17X2] - 07 [X27X3] == XlJ [X37X1] == X2'
prislusna vektorova pole

Xt =cos(2) 2 + sz’n(z)ﬁ,XQL = —sin(z)Z + cos(z)a%,XgL =2
) )
Xf=2 XP=2 XF=—y2 tal+2
5. Lieovska algebra 6,:
(X1, Xo] = —aXy — X3, [Xo, X3] =0, [ X3, Xi] = X + aXs.

prislusna vektorova pole

Z

L X =e cosh(x)a—yjtea’”smh(x)&, Xt = e”smh(:ﬂ)a%+e“xcosh(x)%

Xt = §+(ay+z) +(az+y) 2, XF = ay,XL
XE =
6. Lieovska algebra 6, 4.741:
(X1, Xo] = = X3, [Xo, X3] = ( Xo + X3), [X5, Xi] = — X,
prislusna vektorova pole

Xt =ev=d X} = (ea+1 —2)2 4 (1 - ea+1)6XL:Q
9
XR 8x’XR 8:(3

7. Lieovska algebra 6:
[Xl, XQ] = —CLXQ — Xg, [XQ, Xg] = 07 [Xg, Xl] = X2 —I— (ng.

prislusna vektorova pole

0z

Xt = cosh(z)Z — sinh(z) y,XQL = —sinh(z)Z + cosh(z)a%,X:gL =42
R_0 yYR_0 yYR_ _,0 9 ., 0
X' =50 X =5, X5 = —yg — 75t 5

8. Lieovska algebra 5:
[Xl,XQ] - —XQ, [XQ,Xg] - 0, [Xg,Xl] - Xg.
prislusna vektorova pole
X{ = 8w+y8y+< )azvXL avaL a

Xft =2, X5t = (exp(a)) g, X5t = exp(x) g
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9. Lieovska algebra 5.1:
(X1, Xo] = = X1 + Xo, [Xp, X3] = X3, [X3, X1] = — X3,
prislusna vektorova pole

Xt = Xt =

Xt = exp(y)ﬁ + (1 - 693]9(?4))38@, Zaz’ 8z

— 25
dz
Xt =2, X3 = (1 - exp(—x )£§+ewﬂ—)@rXR—emﬂ v)exp(—y) =

10. Lieovska algebra 4:
[leXZ] - _X2 + X37 [X27X3] = O’ [X?nXl] = X3-
prislusna vektorova pole

X = 6x+y6y+(z—y) X =2 XI=

Fl
0z’ ay’ oz
Xt = 40 X3! = (eap(a)) g, — w(exp(x))g:, X5 = exp(x) F;

11. Lieovska algebra 4.i:
(X1, Xo] = (= X1 + Xo + X3), [Xo, Xs] = X3, [X3, X1] = — X,

prislusna vektorova pole

Xt = exp(y)aﬁ + (1= exp(y) g, + (y — 32+ (22)exp(y)) 5, X5 = 5, + 255,
Xi =

Z

Xt = 4. X3t = (1 — exp(—x)) 57 + (exp(—2)) 5, — wewp(—z)exp(—y) 5.,
o]

X:? = exp(—x)exp(—y) £
12. Lieovska algebra 3:
[X17X2] =—X;— X3> [Xz,Xs] =0, [X3>X1] =Xy + X;s.

prislusna vektorova pole

Xt=Z+y+2)g+W+2)5 Xy =2,X3 =L
Xl = 8x,X2R:%(€£L'p(2$) Lexp(2z) — 1) 2,

Dy +
X5t = 5leap(2x) — 1), + 5(exp(2x) + 1) 5,
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13. Lieovska algebra 3.i:
[X17X2] - 07 [X27X3] == X2 + X37 [X37 Xl] - 0
prislusna vektorova pole

Xt = 50, Xy = eap(—2) 5, + (exp(—2) = 1) g, X5 = &

XE = ax,XR aay,XR (exp(— )—1)6—y—|—eajp(—y)%
14. Lieovska algebra 3.7::

(X1, Xo] = =X, [ Xy, X3] = 0,[ X5, X1] = X,

prislusna vektorova pole

XlL = exp(—y)exp(— )ax7XL aanL _z

R _ 0 R _ R _ 9 9
X 63:’X l‘ +8y’X x@z_l_az

15. Lieovska algebra 2:

[X17X2] = 07 [X27X3] = X17 [X37X1] - O

prislusna vektorova pole

L L __ L _ 0
X1 Bm’X _Zaz + 8y’X 0z
R __ R __ R _ _, 0 0
X 8x’X 8y’X y(’)x + 8z

16. Lieovska algebra 2.1:
[XlaXQ] - 07 [X27X3] - _Xla [X37X1] — 0
prislusna vektorova pole

L __ L __ L __
X Oz"X 8:1:+6y’X oz

R __ R __ R
X 8967X 8y7X y81+8z

17. Lieovska algebra 1:
[X17X2] = 07 [X27X3] = 07 [X?n Xl] = 0.
prislusna vektorova pole

L _ 0 L _ 0 L __
X B:E’X By’X 82

Xt =20 XE—

R __
X 890 ) By ’ 82
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Vypis Kohrani¢nich Lieovskych bialgeber (Maninovych trojic) a k nim piislusné
Sklyaninovy zavorky.
1. Maninova trojice (9|1):
[Xla XQ] — X37 [X27X3] - Xla [X37X1] - XQ'
(X1, X2 =0, [X2, X% =0,[X3 X! =0.
piislusna Sklyaninova zavorka
{f17 f2} =0
2. Maninova trojice (9|5|b):
(X1, Xo] = X, [Xo, X5] = X4, [ X5, X4] = Xo.
X1, X2 = b2, (X2, X% = 0, [§9, 1 = bX3 b > 0.
prislusna Sklyaninova zavorka

{fi, fo} = b(tan(y)(a%fl%ﬁ — %fl%fg) - zizgzg(a%fl%ﬁ — %fla%f?)
T (COS(Z) o co;(y))(%f1%f2 - %flf%fé))

3. Maninova trojice (8]1):
(X1, Xo] = = X5, [Xo, X3 = X3, [X3, Xi] = Xo.
(X', X% =0, [X2% X% =0,[X% X! =0.
prislusna Sklyaninova zavorka
{f17 f2} =0
4. Maninova trojice (8|5.i|b):
[XlaXQ] = _X37 [X27X3] = X17 [X37X1] = XZ'
X1, X2) = —bX2, [X2, X9 = 0, [, 1] = bX,b > 0.
prislugna Sklyaninova zavorka

{f1, fo} = b(tanh(y)(a%ﬁa%fz — a%ﬁa%ﬁ) - CSOTh((Z;) (a%fl%ﬁ - %flg%fZ)
+ (cos(z) — F}l(y))(a%fl%f? - %fla%,fZ))
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5. Maninova trojice (85.ii|b):
[X17X2] = _X37 [X27X3] = X17 [X37X1] = XQ-
1 %2) = 0, [X2, %9 = bX2, [, X1 = —bX1 b > 0.

prislugna Sklyaninova zavorka

{f1: f2} = b((cosh(z) — m)(%fla%ﬁ - %fla%fﬂ
+(zzoz}ft($))(8wf18zf2 fl%fz)
_tanh( )(3yflazf2 Zfl%fQ))

6. Maninova trojice (8]5.iii):
(X1, Xo] = — X3, [Xo, X3] = X1, [X3, X4] = Xo.
[X17X2] = X27 [X27X3} = XQ? [X?)’Xl] = _(Xl + XB)
piislusna Sklyaninova zavorka

(2} = (cosh(o) = “SEEN G 8512 = 5o
+(%)(aif1azf2 flaxf2)
(—cos(2) + oo >><ayflazf2 Lhif)

7. Maninova trojice (7,|1):
(X1, Xo] = —aXs + X3, [Xo, X3] = 0, [X3, X1] = Xp + aX3.
(X1, X2 =0, [X2, X% =0,[X% X' =0.

prislusna Sklyaninova zavorka

{fi.fo} =0

8. Maninova trojice (7,|2.i):
[Xl,XQ] = —CLXQ + X3, [XQ, Xg] = 0, [Xg,Xl] = X2 + CLX3.
X1, X2 = 0, [X2, X% = X0, [X%, K] = 0.
prislusna Sklyaninova zavorka
{f1, fo} = 5:(1 = 62’”)(3%f1%f2 - %fla%fz)
9. Maninova trojice (7,|2.ii):
[X1, Xo] = —aXy + X3, [Xa, X3] = 0,[X3, X1 = Xo + aXs.
X, X7 = 0, [X2, X% = —X,[X%, X = 0.
piislugna Sklyaninova zavorka

(i fo} = 3,1 = )G i fo = iy o
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10.

11.

12.

13.

14.

Maninova trojice (7o|1):
[X1, Xo] =0, [Xo, X5] = X3, [X5, X4 = Xo.
(X1, X2 =0, [X2, X3 =0,[X% X! =0.

piislusna Sklyaninova zavorka

{fi.fo} =0

Maninova trojice (7¢|5.1):

(X1, Xo] =0, [ X, X3] = X1, [X3, Xi] = Xo.

X1, X2 = X2, [X2, X% = 0,[X*, XY = X°.

piislusna Sklyaninova zavorka

{f1. fo} = _y(%fla%fz— a%fl%fz) _Sm(zxa%ﬁ%ﬁ azflaxf2)
V(g fi5:fo = g2 figg f)

Maninova trojice (64|1):

(cos(z) —

[Xl,XQ] = —aXy — X3, [XQ,X:))] =0, [Xg,Xl] = Xy +aX3,a>0,a 7é 1.

(X1, X2 =0, [X2, X3 =0,[X3 X! =0.

piislusna Sklyaninova zavorka

{fi.fa} =0

Maninova trojice (6,]2):

(X1, Xo] = —aXy — X3, [Xo, X3] =0, [ X5, X1 = Xo+aX35,a>0,a # 1.

(X!, X? =0, [X2,X%] = X!,[X? X'] = 0.

piislusna Sklyaninova zavorka
{f1, fa} = (e** — 1)(3%f1%f2 - %fl(%fQ)

Maninova trojice (6a|61/a.ii):

[Xl,XQ] = —aXy — X3, [XQ,X?,] =0, [Xg,Xl] = Xo+aX3,a>0,a 7& 1.

X187 = X1, [R2, X9 = 2 (X2 + £9),[8°, %) = £

piislusna Sklyaninova zavorka

{f17f2}— — [( - a+1 )(axf ayf2 fl,%f2)
- (1 - )(8a:f18zf2 8zf18:cf2)
—WH4M+0HJVM%h%ﬁ—%ﬁ%ﬁH
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15. Maninova trojice (64]61/a.iii):
[Xl, X2] = —aXy — X3, [XQ, Xg] =0, [Xg, Xl] = Xo+aX3,a>0,a 7£ 1.
[X17X2] = Xl? [X27X3} = Z_:(_XQ +X3)7 [X37X1] = _Xl'
prislugna Sklyaninova zavorka

{f17f2} a+1[(1_ (a+1)e )(axf any flg%f2)
+ (1 —elathe )(dxflazfQ f13$f2)
+((a=1y—(a—1)z )(ayﬁ%b — s hg )l

16. Maninova trojice (61 /,.iii|64):
(X1, Xo] = X3, [ Xy, X3] = 93 (—Xo 4 X3), [X5, X1] = =X
(X1, X% = —aX?— X3 [X2, X% =0,[X3 X' =X?+aX?a>0,a#1.
piislusna Sklyaninova zavorka
2a a1 20
{f, o} = (5157 oo —2ev = (L higyfo— g figefo) — (€577 +
a—1
eart? —2e V)L fi 5 fo — L fid fo)
17. Maninova trojice (6¢]1):
[X17X2] - 07 [X27X3] - X17 [X37X1] - _XQ'
(X1, X% =0, [X2 X% =0,[X% X =0.
prislugna Sklyaninova zavorka
{fi, [} =0
18. Maninova trojice (4.ii|6¢):
(X1, Xo] = (X1 + Xo + X3), [Xo, Xs] = X3, [ X5, Xo] = - XG.
X1, %2) = 0, [%2, 9] = X,, [X%, X1) = —X,.
piislugna Sklyaninova zavorka

(o} = 30 =200 b (i o = G o
_5( 2+6_2$ y)(ayflazfQ fl(n%fQ)

19. Maninova trojice (6¢|5.1):
[X1, Xo] =0, [X2, X5] = X1, [X5, Xi] = —Xo.
(X1, X? = — X2, [X2, X% =0, [X3, X!] = X3,

piislusna Sklyaninova zavorka
{1, fo} = —y(Gfigy o & Frm fo) —sinh(2) (§ fr & fo— & fr 5 fo) + (cosh(2) —
V(& figefo— 3 figs fa)
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20.

21.

22.

23.

24.

Maninova trojice (6¢|5.ii):
(X1, Xo] = 0, [Xo, X3] = X1, [ X5, X1] = —Xo.
(X1 X2 = — X'+ X2 [X2, X% = X3 [X?® X] = —X3.

piislusna Sklyaninova zavorka

(s bo} = =) hgy fo = i ) + (sinh(2) — cosh(2) + 1) (5 fi fo =
%fl%fQ) + (sinh(z) — cosh(z) + 1)(%f1%f2 _ %fla%fﬁ

Maninova trojice (5.ii|6¢):
[Xl?Xz] = _Xl + X27 [X27X3] - X3, [X,?),Xl] == —X3.
X1, X2 =0, [X2, X% = X, [X3,X] = - X2

piislugna Sklyaninova zavorka

(i fo} = 5/ =27V 4 (B8 fo — SN o)
=5 =24 e (SN~ E NG )

Maninova trojice (5/1):
[X17X2] = _X27 [X27X3] = 07 [X37X1] = X3-
X1, X2 = 0, [X2, X% = 0,[X%, X1] = 0.

prislugna Sklyaninova zavorka

{fi, fa} =0
Maninova trojice (5/2.1):
[X17X2] = _X27 [X27X3] = 07 [X37X1] = X3-
X1, X2 = 0, [X2, X% = X1, [X2, %] = 0.
piislugna Sklyaninova zavorka
{fi, fo} = 5(¥ =D)L figs fo — & Fra 1)
Maninova trojice (2.i|5):
[X17X2] = 07 [X27X3] == XlJ [X37X1] - O
1K = X7 (K2 %9 = 0, (%9, %] = £

piislusna Sklyaninova zavorka

{f1, f2} = —y(%fla%ﬁ - %fla%ﬁ)
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25.

26.

27.

28.

29.

Maninova trojice (4[1):

[X17X2] = _X2 + X37 [X27X3] = 07 [X37X1]

(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3X]=0.

piislusna Sklyaninova zavorka

{fi.fo} =0

Maninova trojice (4]2.ii):

- Xg.

[X1;X2] = —Xy + X3, [X27X3] =0, [X37X1] = X;.
(X1 X% =0, [X2, X% = X1, [X3, XY = 0.

piislusna Sklyaninova zavorka

(o fo} = 3= )2 fi2fo—

Maninova trojice (3]1):

[XlaXZ] = _X2 - X37 [X27X3] = 07 [X37X1]

o 1af2)

(X1, X2 =0, [X?, X% =0,[X3 X! =0.

piislusna Sklyaninova zavorka

{f17f2}20

Maninova trojice (3]2):

[XlaXZ] = _X2 - X37 [X27X3] = 07 [X?nXl]

X!, X? =0, [X2,X%] = X!, [X?, X'] = 0.

prislugna Sklyaninova zavorka
{fi, fo} = %(629& - 1)(3%f1%f2 -

Maninova trojice (3.ii|3):

(X1, Xo] =0, [Xo, X3) = Xo + X5, [ X3, X3] = 0.
[XlaXQ] — _XZ - X?n [XQjX:}] = 07 [X?;,)Z'l]

prislugna Sklyaninova zavorka

{ffl=(V+e* =2 (2hif-

ZHEf)
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30. Maninova trojice (3.iii|3):
[X17X2] = X17 [X27X3] = 07 [X37X1] = _Xl-
X0 X2 = — X, — Xy, [X2, X9 = 0,[X%, X1 = X, + %
piislusna Sklyaninova zavorka
{fi, fo} = (e7¥7% = 1)(5%f13%f2 — %fl%f?)"‘ (e7v 72— 1)(3%f1%f2 — %fla%ﬁ)
31. Maninova trojice (2]1):
(X1, Xo] = 0, [X2, X3] = X3, [ X3, X1] = 0.
(X', X% =0, [X2, X3 =0,[X? X' =0.
piislusna Sklyaninova zavorka
{fi, f2} =0
32. Maninova trojice (1]1):
[X1, Xo] =0, [ X, X3] =0, [X3, X1] = 0.
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3 X]=0.

piislusna Sklyaninova zavorka

{f17f2}20
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Kapitola 6
ZAavér

V pribéhu prace jsem se lépe seznamil z danou problematikou a uvédomil jsem
si nékteré skutecnosti z teorie lieovskych grup a algeber, které mi v minulosti nebyly
zirejmé. Sklyaniniv piedpis samotny se jevil jako priméa cesta k vysledkiim, avSak
pii hledéni pfislusnych invariantnich poli jsem se nékolikrat potykal z problémy z
kterych vyplynulo, 7e tato tiloha je komplikovana a vyzaduje nové znalosti.

Samotny vypocet byl pifimy a aplikovatelny pro vSechny kohrani¢ni lieovské
bialgebry. Uz na dimenzi 3 byl zna¢né numericky naro¢ny, jak v hledani invariantnich
poli tak v samotném dosazeni do Sklyaninova predpisu.

Ve své bakalaiské praci, v které jsem klasifikoval kohrani¢ni lieovské bialgebry
dimenze 3 jsem nasel 32 riznych kohrani¢nich lieovskych bialgeber. U 21 z téchto 32
bialgeber se ukazalo, Ze generuji pomoci Sklyaninova ptredpisu netrivialni Poisson-

Lieovu strukturu na pfislusné lieové grupé.
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Kapitola 7

Dodatek

7.1 Bianchiho algebry

Kazdou tfi-dimenzionalni lieovskou algebru je mozné prevést na jeden z 11
vypsanych tvart zménou baze. Tyto tvary reprezentuji neizomorfni lieovské algebry
a jsou znamy jako Bianchiho algebry. Pokud se v algebfe vyskytuje parametr, pak

pro riznou volbu parametru jsou algebry neizomorfni.

9: [X1, Xo] = X3, [Xo, X3] = X4, [X5, Xi] = X (s0(3)),

8: [X1, Xo] = — X5, [ X, X3] = X4, [X5, Xi] = X (s1(2,R)),

To 0 [ X1, Xo] = —aXo 4+ X3, [Xo, X3] =0, [ X3, Xi] = Xo + aX3,a >0,
To: [ X1, Xo] =0, [Xs, X3] = X1, [ X35, X1] = Xo

6o : [X1, Xo] = —aXe — X3, [ X0, X3] =0, [ X5, X1] = Xo +aX3,a # 1
6o @ [X1, Xo] =0, [Xo, X3] = X1, [ X5, X4] = — X

50 [X1, Xo] = —Xo, [ X2, X3] =0, [ X35, X4] = X3

4: [X1, Xo] = —Xo + X5, [Xo, X3] =0, [ X5, Xq] = X5

3: [ X1, Xo] = —Xo — X3, [ X0, X3] =0, [ X3, X1] = Xo+ X3

2 [X1, Xo] =0,[Xo, X3] = X4, [X3,X4] =0

1: [XlaXQ] = 07 [X27X3] = 07 [X37X1] =0
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7.2 Pocitani Vielbeinu

Mame li souvislou a jednoduse souvislou n-dimenzionélni Lieovu grupu G majici

feSitelnou Lieovu algebru g. Pak kazdy prvek g € G muzeme napsat jako

g= ealTl ea2T2 . eanTn

Kde oy € R a (T;)}_, je baze g. MuZeme uzit n-tici (av, . .., a,) jako soufadnice na

G, oznafme souradnicové funkcionaly jako y', tedy v’ (g) = 4
)
Oyt
generovanymi T; € g. Hledame tedy matici el(g) takovou, 7e

a levo-invariantnimi polmi

Transformac¢ni matici mezi soufadnicovymi polemi

0
gy |1 = (@) Ly (T1)
Pro libovolnou hladkou funkci f : G a bod p € G linearni zobrazeni f, : T,G G

definujeme jako:
d
[f*(v)]f(p) T dt (t:o)f(’Y;/(t))

kde V € T,G a vV je integralni kiivka vychazejici z bodu p € G.

Je jednoduché najit integralni k¥ivky ~'(¢) prislusici vektorim % ¢ vychézejicich z

bodu g. Pokud g = ealTl eozzTQ . eanTn pak

,Yz(t) _ ea1T1 . e(t-l-ai)Ti . eanTn

, v . , Ny 0
Nyni uz je snadné spocitat Lgﬂ*(a—yi

g), jelikoz z definice pushforwardu vyse

vyplyva, Ze miZzeme psat g jako g = e T1e2?2 ... canTn g proto

9
oy’

d

d
=0

(=0 Ly (7(1)) = - [y {7 T em el gt} =

L1,
g ( dt

—anTy |, e—ai+1Ti+1e(t)Tieai+1Ti+1 . eanTn} —

d
ey |t=0) {e

fd Ad(e—anTn...efai#»lTi#»l)(ﬂ) = <7—‘k7 Ad(e—anTn...eiai+lTi+l)(1—;)> Tk

Definujeme li nyni matici eX(g) jako

6L<€alT1 ea2T2 e eanTn) - <Tk? Ad(e*anTn...e_%HTHl)(T%)> s
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Dostaneme vysledek jelikoz:

L, 0

g *(8_gﬂ g =€"(9)i Tx

a tudiz

0
oy’

|9 = eL(g)ng*Tk
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7.3 Tridimenzionalni kohrani¢ni Lieovy bialgebry

Vypis vSech t¥i dimenzionalnich kohrani¢nich lieovskych bialgeber (Maninovych
trojic) a jejich r-matice. P¥islusné r-matice jsou uvedeny v béazi {Xi}le prvni

algebry v Maninové trojiciX;.

1. Maninova trojice (9|1):

(X1, Xo] = X, [Xo, X3] = X1, [ X3, Xh] = Xo.
(X1, X% =0, [X2 X =0,[X%X]=0.

2. Maninova trojice (9|5|b):

(X1, Xo] = X3, [Xo, X3] = X4, [ X3, X4] = Xo.
X1, X2 — —bX2, [X2, X9 — 0,[X3, X1 = bX%, b > 0.

3. Maninova trojice (8]1):

(X1, Xo] = =X, [Xo, X3 = X1, [ X5, X1] = X,
(X1, X% =0, [X2 X =0,[X% X =0.

S o O
o O
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4. Maninova trojice (8|5.i|b):

[X17X2] - _X37 [X27X3] = X17 [X37X1] = XQ-
TR b2 (X2 - 0, (X0 XY = X b > 0,

c 0 0
r=10 ¢ b
0 -b —c

5. Maninova trojice (85.ii|b):

(X1, Xo] = = X5, [Xo, X5] = X, [X3, Xi] = Xo.
(X1, X% =0, [X2, X3 =bX2 [X3 X' = —bX',b > 0.

c —b 0
r=15b c 0
0 0 —c

6. Maninova trojice (8]5.iii):

(X1, Xo] = =X, [Xo, X5] = X1, [ X5, X4 = Xo.

X, X2 = X2, [X2, X7 = X2, [X%, K] = (X' + %),

c =1 0
r=11 ¢ -1
0 1 -—c

7. Maninova trojice (7,|1):

(X1, Xo] = —aXs + X5, [ Xy, X3] =0, [ X3, Xq] = X5 + aXs.
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3X]=0.

ﬁ
I

o o o

o o o

o o o
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8. Maninova trojice (7,|2.i):
[X17X2] = —CLX2+X3, [X27X3] = 07 [X37X1] :X2+QX3-

ﬁ
I

o o o

o ¥l o

0
0
1
2a

9. Maninova trojice (7,|2.ii):
[Xlu X2] = _aXZ + X37 [X27 X3] = 07 [X?)?Xl] = X2 + (ng.
1, X2 = 0, [, X% = — X1, [X%, %) = 0.

0 0 O
r=10 0 %
0 g—; 0
10. Maninova trojice (7o|1):
[Xla X2] - 07 [X27 X3] - XlJ [X37 Xl] - X2'
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3 X]=0.
cg ¢ 0
r = —Co C1 0
0 0 O

11. Maninova trojice (7o|5.1):

(X1, Xo] =0, [ X, X3] = X1, [X3, Xi] = Xo.

X1, X2 = — X2, [X2, X9 = 0,[X*, X = X7,

C1 Co 0
r = —Cy C1 1
0 -1 0
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12. Maninova trojice (64]1):
PX&,)(ﬂ ::——G)Qg—'A%,[)(%‘XS]ZZO,LXé,)(ﬂ ::)(2+—a)(&CL>>O,a:#:L

(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3X]=0.

000
r=10 0 0
0 00

13. Maninova trojice (6,]2):
pXi,)(ﬂ ::——a)(g——‘Xg,[)(ngh]:: O,ﬂXé,)(ﬂ =Xy +aX3,a>0,a #21.

X1, X2 = 0, [X2, X7 = X, [X% XY =0,

0 0 0
r:()();—i
O%O

14. Maninova trojice (6,61 /a.ii):
[X1, Xo] = —aXy — X5, [Xo, X5] = 0,[X5, X3] = Xo +aX5,a > 0,0 # 1.

X1, X = X', [X2, X9 = £51(X? 4+ X9), [X7, X)) = X,

15. Maninova trojice (6,]61/a.iii):
[)(1,)(2]:: ——a)(g'—')(g,[)(g,)(g]:: 0,[)(3,)(ﬂ = Xo+aX3,a>0,a #21.
(X1, X% = X! [X2 X¥) = = (- X2 4+ X3), [ X3, X1] = - X1,

-1 -1
O a+1 a+1
_ 1
r=\ a3 0 0
1
a+1 0 0
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16. Maninova trojice (61 /a.iii|64):

[Xl,f@] — X2 _XB’ [X'Q’X'S] =0, [)”(3’)21] — X2 +aX3,a > 0,0 # 1.

0 e e
r=|[=t 0 0
==L 0 0
17. Maninova trojice (6¢[1):
[Xl’ X2] - 0 [X27 X3] XlJ [X37 Xl] - _XQ.
(X1, X7 =0, [X2, X3] = 0, [X?, X1] = 0.

C1 ca 0
r=|—-c —c3 0
0 0 O

18. Maninova trojice (4.ii|6¢):
[X17X2] - (_Xl + X2 + X3), [X27X3] = X:)” [X37X1] — —X3'
(X1, X2 =0, [X2, X% = X, [X?, X'] = - X,.

O NI N

0 0
r=10 0
-1 -1
2 2

19. Maninova trojice (6o|5.1):

[X17X2] - 07 [X27X3] = Xl; [X37X1] = —Xo.

(X1, X% = —X2 [X2 X3 =0,[X3 X] = X3

C1 Co 0

r = —Cy —C1 1

0 -1 0
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20. Maninova trojice (6¢]5.1i):

[Xl’X2] = 07 [X27X3] = Xla [X37X1] = _XQ.
[Xl’Xz] - _Xl +X27 [X2,X3] = X37 [X37X1] = _X3.

c1 c —1
r = —Coy —C1 -1
1 1 0

21. Maninova trojice (5.ii|6p):

(X1, X% =0, [X2, X% = X', [X%, X) = - X2

0 0 1
r=10 0 %
7 3 0
22. Maninova trojice (5/1):
(X1, Xo] = = X5, [Xo, X3] = 0,[X3, Xi] = X
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3 X]=0.
000
r=10 0 0O
000
23. Maninova trojice (5/2.1):
(X1, Xo] = =Xy, [Xo, X3] = 0,[X3, Xi] = X
X187 = 0, [X2, X9 = X1, [%5, %] = 0.
00 0
r=10 0 _71
01 0
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24. Maninova trojice (2.i]5):

[X17X2] - 07 [X27X3] == XlJ [X37X1] - O
[Xl’XZ] = _X2a [X27X3] =0, [X3’X1] = Xs'

C1 Ca C3
r = —Co 0 1

—C3 -1 0
25. Maninova trojice (4]1):

[X1;X2] =—Xo+ X37 [X27X3] =0, [X37X1] = X;s.
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3 X =0.

<
I

o o o

o o o

o o o

26. Maninova trojice (4/2.ii):

[X1;X2] = —Xy + X3, [X27X3] =0, [X37X1] = X;.
(X1 X% =0, [X2, X% = X1, [X3, XY = 0.

O = O

27. Maninova trojice (3]1):

[XlaXZ] - _X2 - X37 [X27X3] = 07 [X37X1] - X2 + X3-
(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3X]=0.
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28. Maninova trojice (3]2):
(X1, Xo] = —Xo — X, [Xo, X3] =0, [ X5, Xq] = Xo+ Xs.
X1, K2 — 0, [, X% = XL, [X%, XY = 0.

0 0 0
r=10 c —Cc— 3
0 —c+3 c
29. Maninova trojice (3.ii|3):

(X1, Xo] =0, [Xo, X5] = Xo + X5, [ X5, X4] = 0.
X0 X2 = %, — Xy, [X2, K9] = 0, [X%, X1 = %, + Xy,

30. Maninova trojice (3.iii|3):

(X1, 0] = X3, [Xs, X3] = 0, [X5, X3] = =X
[Xl’XQ] =X —Xg, [X2,X3] =0, [X'?)’Xq] — X, + X,

0 1 1
r=\|1-1 ¢ -—c
-1 —¢ ¢
31. Maninova trojice (2]1):
(X1, Xo] =0, [Xo, X3] = X4, [X5,X,] =0
(X1, X2 =0, [X2, X3 =0,[X3X"]=0
C1 Cy C3
r= —C9 0 0
—C3 0 0
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32. Maninova trojice (1]1):
[X17X2] =Y, [X27X3] = 07 [X37X1] = 0

(X1, X% =0, [X% X% =0,[X3 X' =0.

r = [1b.
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