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Kapitola 1

Úvod

V mnohých fyzikálních úlohách hrají p°i jejich °e²eních významnou roli r·zné

symetrie. Pro jejich popis je fundamentální teorie grup a speciáln¥ teorie Lieových

grup. Z teorie Lieových grup víme, ºe úlohu na popis Lieovy grupy lze lokáln¥ p°e-

vést na algebraickou úlohu o popisu p°íslu²né Lieovy Algebry. Takový to postup

má spoustu výhod a je tedy vhodné seznámit se z moºnými strukturami Lieových

Algeber.

V moderní fyzice má bohaté zastoupení speciální t°ída Lieových grup zvaná

Poisson-Lieovy grupy, s kterými se seznámíme. Je p°irozené se ptát jakou strukturu

mají Lieovy algebry p°íslu²ící Poisson-Lieovým grupám. Zabýváme se tedy speciální

t°ídou Lieových algeber zvaných Lieovy bialgebry. Ukáºeme si, ºe tato struktura je

p°irozenou strukturou algebry Poisson-Lieovy grupy [2].

M·ºeme si také klást otázku jakou strukturu má grupa p°íslu²ící Lieovské

bialgeb°e. U speciální podt°ídy kohrani£ních Lieových bialgeber si ukáºeme, ºe je-

jich grupa má Poisson-Lieovu strukturu p°irozen¥ de�novanou pomocí Sklyaninovy

závorky.

V neposlední °ad¥ navazujeme na klasi�kaci t°ídimenzionálních kohrani£ních

Lieových bialgeber provedenou v mé bakalá°ské práci, kterou uºijeme k vybudování

Poissonovy struktury na p°íslu²ných Lieových grupách.

8



Kapitola 2

Poisson-Lieovy grupy a Lieovy

algebry

V první kapitole se seznámíme s základními pojmy v teorii Poisson-Lieových

grup a Lieových algeber.

2.1 Lieovy grupy a Algebry

Zde si zopakujeme základní pojmy z teorie Lieových grup a algeber.

De�nice(2.1.1):

Mnoºinu G nazveme grupou, pokud

(i) je de�nována asociativní operace G×G 3 [g, g′]→ gg′ ∈ G
(ii) existuje tzv. jednotkový prvek e ∈ G takový, ºe eg = ge = g pro v²echna g ∈ G
(iii) ke kaºdému g ∈ G existuje inverzní prvek g−1 spl¬ující g−1g = gg−1 = e

De�nice(2.1.2):

Lieova grupa je diferencovatelná varieta G vybavená binární operací • : G×G→ G

takovou, ºe

(i) (G, •) je grupa.
(ii) Grupové násobení • a grupová inverze (·)−1 jsou hladká zobrazení.

De�nice(2.1.3):

Nech´ G je Lieova grupa,pak zobrazení Lg : G → G resp.Rg : G → G de�nované

jako Lgh = gh resp. Rgh = hg, ∀h ∈ G nazveme levou resp. pravou translací.
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Pomocí levé a pravé translace m·ºeme nyní zade�novat levo resp. pravo

invariantní Vektorové pole

De�nice(2.1.3):

Vektorové pole X ∈ X(G) nazýváme levo, resp. pravo invariantní. Pokud:

∀g, h ∈ G : Lg∗(X|h) = X|gh resp Rg∗(X|h) = X|hg

Tvrzení(2.1.1):

Vektorový prostor v²ech vektorových polí X(G) grupy G tvo°í Algebru vzhledem ke

komutátoru vektorových polí.

De�nice(2.1.4):

Mnoºinu v²ech levo-invariantních vektorových polí grupy G zna£íme g

Tvrzení(2.1.2):

g tvo°í podalgebru X(G), nazývanou Lieovu algebrou Lieovy grupy G.

Lieovu algebru jde také zade�novat bez p°íslu²né grupy, av²ak existuje vºdy

jedna ku jedné souvislost mezi zade�novanou algebrou a n¥jakou souvislou a jedno-

du²e souvislou Lieovou grupou.

De�nice(2.1.5):

Abstraktní Lieova algebra A ≡ (A,+, · , [·, ·]) taková, ºe:(A,+, · ) je vektorový
prostor a zobrazení [·, ·] : A× A→ A spl¬uje:

i)[·, ·] je distributivní vzhledem k +, · (tudíº je bilineární)
ii) [X, Y ]− [Y,X] = 0, ∀X, Y ∈ A (neboli [X,X] = 0,∀X ∈ A) (Antisymetrie)

iii) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0,∀X, Y, Z ∈ A(Jacobiho identita)

De�nice(2.1.6):

Kaºdá Lieovská algebra g p·sobí na sebe samu adjungovanou reprezentací,

ad : x ∈ g 7→ End g, de�novanou pro y ∈ g, jako adX(Y ) := [X, Y ]

Obecn¥ g p·sobí na jakýkoliv tenzorový sou£et g sám se sebou následovn¥,

pro faktorizovatelné prvky, y1 ⊗ · · · ⊗ yp z g⊗ · · · ⊗ g(p-krát) ,
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X . (Y1 ⊗ · · · ⊗ Yp) = ad
(p)
X (Y1 ⊗ · · · ⊗ Yp)

= adXY1 ⊗ Y2 ⊗ · · · ⊗ Yp + Y1 ⊗ adXY2 ⊗ Y3 ⊗ · · · ⊗ Yp + . . .

y1 ⊗ Y2 ⊗ · · · ⊗ Y(p−1) ⊗ adXYp

pro p = 2 tedy

ad
(2)
X (Y1 ⊗ Y2) = adXY1 ⊗ Y2 + Y1 ⊗ adXY2 = [X, Y1]⊗ Y2 + Y1 ⊗ [X, Y2]

Je snadné ukázat, ºe adXi je reprezentace.

2.2 Poissonovy variety a Poisson-Lieovy grupy

Poissonovy variety jsou speciální t°ídou variet vybavených bilineární operací na

algeb°e hladkých funkcí nad p°íslu²nou varietou. Je-li takováto varieta sou£asn¥

Lieovou grupou a Poissonova struktura je kompatibilní s Lieovou,to jest grupové

násobení je tak zvané Poissonovo zobrazení, pak dostáváme Poisson-Lieovu grupu.

De�nice(2.2.1):

Nech´ M je hladká varieta kone£né dimenze m. Algebru v²ech hladkých reálných

funkcí na M zna£íme C∞ (M)

De�nice(2.2.2):

Poissonova závorka na M je bilineární zobrazení

{·, ·} : C∞ (M)× C∞ (M)→ C∞ (M) ,

takové, ºe

(1)

{f1, f2} = −{f2, f1}

(2)

{f1, {f2, f3}}+ {f2, {f3, f1}}+ {f3, {f1, f2}} = 0

(3)

{f1f2, f3} = f1 {f2, f3}+ {f1, f3} f2

11



∀f1, f2, f3 ∈ C∞ (M)

Nyní m·ºeme de�novat Poissonovu varietu.

De�nice(2.2.3):

Poissonova varieta je varieta vybavená Poissonovou závorkou.

12



Pro formulaci Poisson-Lieovy grupy budeme pot°ebovat následující de�nici.

De�nice(2.2.4):

Nech´ N,M jsou Poissonovy variety, Hladké zobrazení F : N →M nazveme

Poissonovým zobrazením, pokud zachovává Poissonovu závorku naM a N , tedy

{f1, f2}M ◦ F = {f1 ◦ F, f2 ◦ F}N

Máme-li nyní ob¥ struktury kompatibilní dostáváme Poisson-Lieovu grupu:

De�nice(2.2.5):

Poisson-Lieova grupa je Lieova grupa G, která má Poissonovu strukturu {·, ·}
takovou, ºe grupové násobení • : G × G → G a grupová inverze (·)−1 : G → G je

Poissonovo zobrazení.

to jest:

{f1 ◦ •, f2 ◦ •}G×G (g1, g2) = {f1, f2}G (g1 • g2){
f1 ◦ (·)−1, f2 ◦ (·)−1

}
G
(g) = {f1, f2}G ((g)−1)
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Kapitola 3

Kohrani£ní Lieovy bialgebry

V této kapitole se seznámíme ze speciální t°ídou Lieových algeber zvaných

bialgebry a zade�nujeme pomocí kohomologií jejich kohrani£ní podt°ídu, s kterou

budeme následn¥ pracovat.

3.1 Kohomologie

Kohomologie Lieových Algeber jsou pot°ebné pro de�nici Lieovy bialgebry a její

kohrani£ní podmnoºiny. De�nujeme proto následující pojmy, viz [3]

De�nice(3.1.1):

Pro kaºdé nezáporné celé £íslo k, vektorový prostor antisymetrických k-lineárních

zobrazení na g do M , kde M je vektorový prostor pevn¥ zvolené reprezentace . na

g, se nazývá prostorem k-ko°et¥z· na g s hodnotami v M

De�nice(3.1.2):

Kohranicí k-ko°et¥zu u z g do M je (k + 1)-ko°et¥z δu do M de�nován vztahem

δu(x0, x1, . . . , xk) =
∑k

i=0(−1)ixi . (u(x0, x1, . . . , x̂i, . . . , xk))

+
∑
i<j

(−1)i+ju([xi, xj], x0, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xk),

pro x0, x1, . . . , xk ∈ g, kde x̂i zna£í, ºe prvek xi je vynechán a xi. zna£í reprezentaci

prvku xi na p°íslu²ný k-ko°et¥z.

Tvrzení(3.1.1):

δ(δu) = 0 pro kaºdý k-ko°et¥z u, k ≥ 0
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De�nice(3.1.3):

k-ko°et¥z u nazveme k-kocyklem pokud δu = 0. k-ko°et¥z u nazveme k-kohrani£ní

pokud existuje (k − 1)-ko°et¥z v takový, ºe u = δv

3.2 Lieovy bialgebry

Lieovská bialgebra je lieovská algebra, která má lieovskou strukturu na svém

p°íslu²ném duálním prostoru. Existuje také alternativní zápis formou Maninových

trojic, který si ukáºeme.

De�nice(3.2.1):

Lieovská bialgebra(g, γ) je lieovská algebra g s lineárním zobrazením γ : g→ g⊗g
takovým, ºe

(i) tγ : g∗ ⊗ g∗ → g∗ de�nuje lieovskou závorku na g∗

(spl¬ující antisymetrii a Jacobiho identitu) (t zna£í dualní zobrazení)

(ii) γ je 1-kocyklem na g s hodnotami v g⊗ g, kde g p·sobí na g⊗ g adjungovanou

reprezentací ad(2)

Podmínka (ii) zna£í, ºe 2-ko°et¥z δγ = 0, tedy pro X, Y ∈ g

ad
(2)
X (γ(Y ))− ad(2)Y (γ(X))− γ([X, Y ])) = 0

Poznámka: zobrazení γ : g→ g⊗ g spl¬ující podmínky de�nice(3.2.1) nazýváme

lieovským kosou£inem.

De�nice(3.2.2):

Maninova trojice je trojice (p, a, b), kde p je lieovská algebra s invariantní, ne-

degenerovanou, symetrickou bilineární formou 〈·, ·〉, a a, b jsou její dopl¬ující se

(a⊕ b = p) izotropní vzhledem k 〈·, ·〉 lieovské podalgebry.

P°echod mezi lieovskými bialgebrami a Maninovými trojicemi je snadný. Máme-

li lieovskou bialgebru pak de�nujeme p°íslu²nou Maninovu trojici jako (p, g, g∗) kde

lieovskou závorku na g∗ de�nujeme pomoci lieovského kosou£inu. Naopak máme-li

Maninovu trojici (p, a, b), pak de�nujeme lieovský kosou£in na a∗ pomocí Lieovy

závorky na b.
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Teorém(3.2.1):

V kone£né dimenzi existuje jedna ku jedné souvislost mezi Maninovými

trojicemi a lieovskými bialgebrami.

Existuje klasi�kace ²esti dimenzionálních Maninových trojic, s kterou jsem pracoval[1]

3.3 Kohrani£ní Lieovy bialgebry

Kohrani£ní lieovské bialgebry jsou speciální t°ídou lieovských bialgeber (g, γ),

pro které je 1-ko°etez γ kohrani£ním. M·ºeme tedy následovn¥ hledat 0-ko°et¥z r

takový, ºe γ = δr

De�nice(3.3.1):

Lieovskou bialgebru (g, γ) takovou, ºe ∃ 0-ko°et¥z r spl¬ující γ = δr, nazveme ko-

hrani£ní lieovskou bialgebrou.

0-ko°et¥z r de�nující lieovskou bialgebru (g, δr) budeme nazývat r-maticí.

V Dodatku (7.2) je uveden výpis v²ech kohrani£ních lieovských bialgeber ve

form¥ Maninových trojic se svými p°íslu²nými r-maticemi, které jsem spo£ítal uºitím

programu Matlab[6] ve své bakalá°ské práci.
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Kapitola 4

�Kohrani£ní� Poisson-Lieovy grupy

A£koliv p°ívlastek kohrani£ní nepat°í k pojmu grupa my jej budeme uºívat

z d·vodu souvislosti mezi kohrani£ními lieovskými bialgebrami a Poisson-Lieovými

grupami. Ukáºeme si jakou strukturu má Lieova Algebra Poisson-Lieovy grupy. Také

si ukáºeme, ºe pro kohrani£ní Lieovy bialgebry má p°íslu²ná Lieova grupa strukturu

Poisson-Lieovy grupu.

4.1 Algebra Poisson-Lieovy grupy

Je p°irozené se zeptat jakou strukturu má Lieova Algebra g p°íslu²ící Poisson-

Lieov¥ grup¥ G. Jelikoº na G máme zade�novanou Poissonovu závorku, m·ºeme

pomocí ní p°irozen¥ zade�novat lieovský kosou£in a tím vybudovat bialgebraickou

strukturu.

Postup:

Nech´ ξ1, ξ2 ∈ g∗ pak pro v²echna f1, f2 ∈ C∞ (G) taková, ºe (dfi)e = ξi

De�nujeme:

[ξ1, ξ2]g∗ = (d {f1, f2})e

Takto de�novaná závorka je dob°e de�novaná a závisí pouze na ξ1, ξ2 viz [5]

Vlastnosti Lieovy závorky plynou p°ímo z vlastností Poissonovy závorky a není

obtíºné dokázat, ºe tímto zp·sobem de�novaný kosou£in je 1-kocyklem na g s hod-

notami v g⊗ g. K Poisson-Lieov¥ grup¥ tedy p°íslu²í lieovská bialgebra.
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4.2 Sklyaninuv p°edpis

Nyní si klademe otázku, zda je moºné p°irozen¥ de�novat Poissonovu závorku

na Lieov¥ grup¥ p°íslu²ící Lieov¥ bialgeb°e. Ukáºeme si, ºe pro podt°ídu

kohrani£ních lieovských bialgeber je moºné Poissonovu strukturu p°irozen¥

de�novat pomocí takzvané Sklyaninovy závorky. Poisson-Lieovy grupy vybudované

tímto

zp·sobem budeme nazývat "kohrani£ní".

M¥jme Lieovu grupu G s p°íslu²nou algebrou g, která má strukturu kohrani£ní

lieovské

bialgebry (g, δr). Nech´ {Xi}3i=1 je báze g, její r-matice je tvaru r =
∑3

i,j=1 r
ijXi⊗Xj

a nech´
{
XL
i

}3
i=1

(resp.
{
XR
i

}3
i=1

) jsou odpovídající levo (resp. pravo) invariantní

vektorová pole.

Pak m·ºeme de�novat Skylaninovu závorku jako:

{f1, f2} =
3∑

i,j=1

rij
((
XL
i f1
) (
XL
j f2
)
−
(
XR
i f1
) (
XR
j f2
))

Tvrzení(4.2.1):

Sklyaninova závorka je Poissonovou závorkou. Antisymetrie a Jacoboho identita

jsou spln¥ny z vlastností r-matice a deriva£ní vlastnosti (3) díky vlastnostem Polí.

Tvrzení(4.2.2):

Nech´ G je Lieova grupa s lieovskou algebrou g se strukturou kohrani£ní lieovské

bialgebry (g, δr). Pak odpovídající Poisson-Lieova Struktura na G je de�novaná

Sklyaninovou závorkou
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Kapitola 5

Vlastní výpo£et

Nyní se podívame jak vybudovat Poisson-Lieovu strukturu k zadané kohrani£ní

bialgeb°e (g, δr). Nejprve je t°eba nalézt levo (resp. pravo) invariantní vektorová

pole p°íslu²ící k bázi algebry, v které máme zadanou r-matici a následovn¥ uºitím

Sklyaninova p°edpisu de�novat Poissonovu závorku na p°íslu²né Lieov¥ grup¥

5.1 Hledání p°íslu²ných levo a pravo invariantních

polí

Pro vlastní Sklyanin·v p°edpis je pot°ebujeme krom¥ r-matice v bázi {Xi}3i=1

také vektorová pole p°íslu²ející této bázi. Ukáºeme si na Bianchiho algeb°e 4 jak

p°íslu²ná vektorová pole najít.

Nech´ {X3
i i=1} je báze g mající v této bázi komuta£ní relace:

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3

p°íslu²ná levo (resp. pravo) invariantní vektorová pole najdeme pomocí inverzních

vielbein·

g−1dg = dxie j
i Xj

resp.

(dg)g−1 = dxiẽ j
i Xj

kde

g = exp(x1X1)exp(x2X2)exp(x3X3)

lokáln¥ resp pro °e²itelné viz. [4]
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následn¥ pomocí inverze získáme p°íslu²ná levo (resp. pravo) invariantní pole:

XL
i = (e−1) j

i

d

dxj

XR
i = (ẽ−1) j

i

d

dxj

P°ejd¥me zp¥t k p°íkladu Bianchi 4 uºijeme ozna£ení x1 = x, x2 = y, x3 = z.

Levo invariantní pole:

g−1dg = exp(−zX3)exp(−yX2)exp(−xX1)d(exp(xX1)exp(yX2)exp(zX3)) =

= dx(exp(−zX3)exp(−yX2)exp(−xX1)X1exp(xX1)exp(yX2)exp(zX3))

+dy(exp(−zX3)exp(−yX2)exp(−xX1)exp(xX1)X2exp(yX2)exp(zX3))

+dz(exp(−zX3)exp(−yX2)exp(−xX1)exp(xX1)exp(yX2)X3exp(zX3)) =

= dx(exp(−zX3)exp(−yX2)X1exp(yX2)exp(zX3))

+dy(exp(−zX3)X2exp(zX3)) + dz(X3) =

uºitím rovnosti:

exp(xA)Bexp(−xA) = B + x [A,B] +
x2

2!
[A, [A,B]] +

x3

3!
[A, [A, [A,B]]] + . . .

dostáváme

= dx(exp(−zX3)

(
X1 − y [X2, X1] +

y2

2!
[X2, [X2, X1]]−

y3

3!
[X2, [X2, [X2, X1]]] + . . .

)

exp(zX3)) + dy

(
X2 − z [X3, X2] +

z2

2!
[X3, [X3, X2]]−

z3

3!
[X3, [X3, [X3, X2]]] + . . .

)
+dz(X3) =

= dx(exp(−zX3) (X1 − y(X2 −X3))exp(zX3))

+dy(X2) + dz(X3) =

= dx(X1 − z [X3, X1]− yX2 + yX3)

+dy(X2) + dz(X3) =
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= dx(X1 − yX2 + (y − z)X3)

+dy(X2) + dz(X3) =

Odtud vidíme matici e

e =

1 −y y − z
0 1 0

0 0 1


Provedeme-li inverzi (pro inverzi matic jsem uºívál programu Matematika 9)

e−1 =

1 y z − y
0 1 0

0 0 1


P°íslu²ná levo invariantní vektorová pole tedy jsou:

XL
1 =

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ (z − y) ∂

∂z

XL
2 =

∂

∂y

XL
3 =

∂

∂z

Stejným postupem nalezneme i pravo invariantní vektorová

XR
1 =

∂

∂x

XR
2 = ex

∂

∂y
− xex ∂

∂z

XR
3 = ex

∂

∂z
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5.2 P°íklad výpo£tu p°íslu²ných Sklyaninových zá-

vorek

Vlastní výpo£et Sklyaninovy závorky je uº jednoduchý, sta£í jen dosadit a

zjednodu²it p°edpis. Budeme pracovat s kohrani£ní Maninovou trojicí (4 |2.ii) .

Maninova trojice (4|2.ii):

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = −X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 1
2

0 −1
2

0


XL

1 =
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ (z − y) ∂

∂z

XL
2 =

∂

∂y

XL
3 =

∂

∂z

XR
1 =

∂

∂x

XR
2 = ex

∂

∂y
− xex ∂

∂z

XR
3 = ex

∂

∂z

Odtud dosazením do Sklyaninova p°edpisu

{f1, f2} =
1

2
((XL

2 f1)(X
L
3 f2)− (XR

2 f1)(X
R
3 f2))

−1

2
((XL

3 f1)(X
L
2 f2)− (XR

3 f1)(X
R
2 f2)) =

=
1

2
((
∂

∂y
f1)(

∂

∂z
f2)− ((ex

∂

∂y
− xex ∂

∂z
)f1)(e

x ∂

∂z
f2))

−1

2
((
∂

∂z
f1)(

∂

∂y
f2)− (ex

∂

∂z
f1)((e

x ∂

∂y
− xex ∂

∂z
)f2)) =
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Zjednodu²ením výrazu dostáváme:

{f1, f2} = (
1

2
− e2x)( ∂

∂y
f1
∂

∂z
f2 −

∂

∂z
f1
∂

∂y
f2)
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5.3 Výsledky

Výpis levo a pravo invariantních vektorových polí p°íslu²ících daným algebrám

v �xní bázi {Xi}3i=1. Uvádím jen algebry, které mají Kohrani£ní bialgebraickou

strukturu alespo¬ u jedné Maninovy trojice. Zna£ení algeber odpovídá Bianchiho

algebrám z dodatku, kde N.i zna£í algebru N v jiné bázi.

1. Lieovská algebra 9:

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = cos(z)

cos(y)
∂
∂x

+ sin(z) ∂
∂y
− tan(y)cos(z) ∂

∂z
, XL

2 = −sin(z)
cos(y)

∂
∂x

+ cos(z) ∂
∂y

+

tan(y)sin(z) ∂
∂z
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = tan(y)sin(x) ∂
∂x
+cos(x) ∂

∂y
− sin(x)
cos(y)

∂
∂z
, XR

3 = −tan(y)cos(x) ∂
∂x
+

sin(x) ∂
∂y

+ cos(x)
cos(y)

∂
∂z

2. Lieovská algebra 8:

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = cos(z)

cosh(y)
∂
∂x

+ sin(z) ∂
∂y
− tanh(y)cos(z) ∂

∂z
, XL

2 = − sin(z)
cosh(y)

∂
∂x

+ cos(z) ∂
∂y

+

tanh(y)sin(z) ∂
∂z
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = −tanh(y)sinh(x) ∂
∂x
+cosh(x) ∂

∂y
+ sinh(x)
cosh(y)

∂
∂z
, XR

3 = −tanh(y)cosh(x) ∂
∂x
+

sinh(x) ∂
∂y

+ cosh(x)
cosh(y)

∂
∂z

3. Lieovská algebra 7a:

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
+ (ay + z) ∂

∂y
+ (az − y) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = eaxcos(x) ∂
∂y
− eaxsin(x) ∂

∂z
, XR

3 = eaxsin(x) ∂
∂y

+ eaxcos(x) ∂
∂z
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4. Lieovská algebra 70:

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = cos(z) ∂

∂x
+ sin(z) ∂

∂y
, XL

2 = −sin(z) ∂
∂x

+ cos(z) ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

+ ∂
∂z

5. Lieovská algebra 6a:

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
+ (ay + z) ∂

∂y
+ (az + y) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = eaxcosh(x) ∂
∂y
+eaxsinh(x) ∂

∂z
, XR

3 = eaxsinh(x) ∂
∂y
+eaxcosh(x) ∂

∂z

6. Lieovská algebra 61/a.iii:

[X1, X2] = −X1, [X2, X3] =
a−1
a+1

(−X2 +X3), [X3, X1] = −X1.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = e−y−z ∂

∂x
, XL

2 = (e
a−1
a+1

z − 2) ∂
∂y

+ (1− e
a−1
a+1

z) ∂
∂z
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = −x ∂
∂x

+ ∂
∂y
, XR

3 = −x ∂
∂x

+ (1− e−
a−1
a+1

y) ∂
∂y

+ e−
a−1
a+1

y ∂
∂z

7. Lieovská algebra 60:

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = cosh(z) ∂

∂x
− sinh(z) ∂

∂y
, XL

2 = −sinh(z) ∂
∂x

+ cosh(z) ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = −y ∂
∂x
− x ∂

∂y
+ ∂

∂z

8. Lieovská algebra 5:

[X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
+ y ∂

∂y
+ (z) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = (exp(x)) ∂
∂y
, XR

3 = exp(x) ∂
∂z
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9. Lieovská algebra 5.i:

[X1, X2] = −X1 +X2, [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = exp(y) ∂

∂x
+ (1− exp(y)) ∂

∂y
− z ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
− z ∂

∂z
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = (1− exp(−x)) ∂
∂x

+ exp(−x) ∂
∂y
, XR

3 = exp(−x)exp(−y) ∂
∂z

10. Lieovská algebra 4:

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
+ y ∂

∂y
+ (z − y) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = (exp(x)) ∂
∂y
− x(exp(x)) ∂

∂z
, XR

3 = exp(x) ∂
∂z

11. Lieovská algebra 4.i:

[X1, X2] = (−X1 +X2 +X3), [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = exp(y) ∂

∂x
+ (1− exp(y) ∂

∂y
+ (y − 3z + (2z)exp(y)) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y

+ z ∂
∂z
,

XL
3 = ∂

∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = (1− exp(−x)) ∂
∂x

+ (exp(−x)) ∂
∂y
− xexp(−x)exp(−y) ∂

∂z
,

XR
3 = exp(−x)exp(−y) ∂

∂z

12. Lieovská algebra 3:

[X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
+ (y + z) ∂

∂y
+ (y + z) ∂

∂z
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = 1
2
(exp(2x) + 1) ∂

∂y
+ 1

2
(exp(2x)− 1) ∂

∂z
,

XR
3 = 1

2
(exp(2x)− 1) ∂

∂y
+ 1

2
(exp(2x) + 1) ∂

∂z
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13. Lieovská algebra 3.i:

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X2 +X3, [X3, X1] = 0.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
, XL

2 = exp(−z) ∂
∂y

+ (exp(−z)− 1) ∂
∂z
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = (exp(−y)− 1) ∂
∂y

+ exp(−y) ∂
∂z

14. Lieovská algebra 3.ii:

[X1, X2] = −X1, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X1.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = exp(−y)exp(−z) ∂

∂x
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = x ∂
∂x

+ ∂
∂y
, XR

3 = −x ∂
∂x

+ ∂
∂z

15. Lieovská algebra 2:

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
, XL

2 = −z ∂
∂z

+ ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = −y ∂
∂x

+ ∂
∂z

16. Lieovská algebra 2.i:

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = −X1, [X3, X1] = 0.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
, XL

2 = z ∂
∂x

+ ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = y ∂
∂x

+ ∂
∂z

17. Lieovská algebra 1:

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0.

p°íslu²ná vektorová pole

XL
1 = ∂

∂x
, XL

2 = ∂
∂y
, XL

3 = ∂
∂z

XR
1 = ∂

∂x
, XR

2 = ∂
∂y
, XR

3 = ∂
∂z

27



Výpis Kohrani£ních Lieovských bialgeber (Maninových trojic) a k nim p°íslu²né

Sklyaninovy závorky.

1. Maninova trojice (9|1):

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

2. Maninova trojice (9|5|b):

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −bX̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = bX̃3, b > 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = b(tan(y)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)− sin(z)

cos(y)
( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

+ (cos(z)− 1
cos(y)

)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2))

3. Maninova trojice (8|1):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

4. Maninova trojice (8|5.i|b):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −bX̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = bX̃3, b > 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = b(tanh(y)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)− sin(z)

cosh(y)
( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

+ (cos(z)− 1
cosh(y)

)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2))
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5. Maninova trojice (8|5.ii|b):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = bX̃2, [X̃3, X̃1] = −bX̃1, b > 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = b((cosh(x)− 1
cosh(y)

)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)

+ ( sinh(x)
cosh(y)

)( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

− tanh(y)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2))

6. Maninova trojice (8|5.iii):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = X̃2, [X̃2, X̃3] = X̃2, [X̃3, X̃1] = −(X̃1 + X̃3).

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (cosh(x)− 1−sinh(y)
cosh(y)

)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)

+ ( sinh(x)+sin(z)
cosh(y)

)( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

(−cos(z) + 1−sinh(y)
cosh(y)

))( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2))

7. Maninova trojice (7a|1):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

8. Maninova trojice (7a|2.i):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = −1
2a
(1− e2ax)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

9. Maninova trojice (7a|2.ii):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = −X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2a
(1− e2ax)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)
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10. Maninova trojice (70|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

11. Maninova trojice (70|5.i):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = −y( ∂∂xf1
∂
∂y
f2− ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)− sin(z)( ∂∂xf1

∂
∂z
f2− ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)+ (cos(z)−

1)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

12. Maninova trojice (6a|1):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

13. Maninova trojice (6a|2):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (e2ax − 1)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

14. Maninova trojice (6a|61/a.ii):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃2, X̃3] = a+1
a−1(X̃

2 + X̃3), [X̃3, X̃1] = X̃1.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
a−1 [(1− e

(a+1)x)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)

− (1− e(a+1)x)( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

− ((a+ 1)y + (a+ 1)z)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)]
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15. Maninova trojice (6a|61/a.iii):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃2, X̃3] = a−1
a+1

(−X̃2 + X̃3), [X̃3, X̃1] = −X̃1.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = −1
a+1

[(1− e(a+1)x)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)

+ (1− e(a+1)x)( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

+ ((a− 1)y − (a− 1)z)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)]

16. Maninova trojice (61/a.iii|6a):

[X1, X2] = X1, [X2, X3] =
a−1
a+1

(−X2 +X3), [X3, X1] = −X1.

[X̃1, X̃2] = −aX̃2 − X̃3, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + aX̃3, a > 0, a 6= 1.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (e
2a
a+1

z−y + e
a−1
a+1

y − 2e−y−z − 2)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2) − (e

2a
a+1

z−y +

e
a−1
a+1

y − 2e−y−z)( ∂
∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

17. Maninova trojice (60|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

18. Maninova trojice (4.ii|60):

[X1, X2] = (−X1 +X2 +X3), [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X1, [X̃
3, X̃1] = −X2.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2
(ey − 2e−x−y + e−2x−y)( ∂

∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

− 1
2
(ey − 2 + e−2x−y)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

19. Maninova trojice (60|5.i):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = −y( ∂∂xf1
∂
∂y
f2− ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)−sinh(z)( ∂∂xf1

∂
∂z
f2− ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)+(cosh(z)−

1)( ∂
∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)
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20. Maninova trojice (60|5.ii):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃1 + X̃2, [X̃2, X̃3] = X̃3, [X̃3, X̃1] = −X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (y− x)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2) + (sinh(z)− cosh(z) + 1)( ∂

∂x
f1

∂
∂z
f2 −

∂
∂z
f1

∂
∂x
f2) + (sinh(z)− cosh(z) + 1)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

21. Maninova trojice (5.ii|60):

[X1, X2] = −X1 +X2, [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = −X̃2.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2
(ey − 2e−x−y + e−2x−y)( ∂

∂x
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

− 1
2
(ey − 2 + e−2x−y)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

22. Maninova trojice (5|1):

[X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

23. Maninova trojice (5|2.i):

[X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2
(e2x − 1)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

24. Maninova trojice (2.i|5):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = −y( ∂∂xf1
∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)
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25. Maninova trojice (4|1):

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

26. Maninova trojice (4|2.ii):

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = −X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2
(1− e2x)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

27. Maninova trojice (3|1):

[X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

28. Maninova trojice (3|2):

[X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 1
2
(e2x − 1)( ∂

∂y
f1

∂
∂z
f2 − ∂

∂z
f1

∂
∂y
f2)

29. Maninova trojice (3.ii|3):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X2 +X3, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = −X̃2 − X̃3, [X̃
2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (e−y + e−z − 2)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2 − ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2) + (e−y + e−z − 2)( ∂

∂x
f1

∂
∂z
f2 −

∂
∂z
f1

∂
∂x
f2)
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30. Maninova trojice (3.iii|3):

[X1, X2] = X1, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = −X1.

[X̃1, X̃2] = −X̃2 − X̃3, [X̃
2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + X̃3.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = (e−y−z−1)( ∂
∂x
f1

∂
∂y
f2− ∂

∂y
f1

∂
∂x
f2)+(e−y−z−1)( ∂

∂x
f1

∂
∂z
f2− ∂

∂z
f1

∂
∂x
f2)

31. Maninova trojice (2|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0

32. Maninova trojice (1|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

p°íslu²ná Sklyaninova závorka

{f1, f2} = 0
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Kapitola 6

Záv¥r

V pr·b¥hu práce jsem se lépe seznámil z danou problematikou a uv¥domil jsem

si n¥které skute£nosti z teorie lieovských grup a algeber, které mi v minulosti nebyly

z°ejmé. Sklyanin·v p°edpis samotný se jevil jako p°ímá cesta k výsledk·m, av²ak

p°i hledání p°íslu²ných invariantních polí jsem se n¥kolikrát potýkal z problémy z

kterých vyplynulo, ºe tato úloha je komplikovaná a vyºaduje nové znalosti.

Samotný výpo£et byl p°ímý a aplikovatelný pro v²echny kohrani£ní lieovské

bialgebry. Uº na dimenzi 3 byl zna£n¥ numericky náro£ný, jak v hledání invariantních

polí tak v samotném dosazení do Sklyaninova p°edpisu.

Ve své bakalá°ské práci, v které jsem klasi�koval kohrani£ní lieovské bialgebry

dimenze 3 jsem na²el 32 r·zných kohrani£ních lieovských bialgeber. U 21 z t¥chto 32

bialgeber se ukázalo, ºe generuji pomocí Sklyaninova p°edpisu netriviální Poisson-

Lieovu strukturu na p°íslu²né lieov¥ grup¥.
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Kapitola 7

Dodatek

7.1 Bianchiho algebry

Kaºdou t°í-dimenzionální lieovskou algebru je moºné p°evést na jeden z 11

vypsaných tvar· zm¥nou báze. Tyto tvary reprezentují neizomorfní lieovské algebry

a jsou známy jako Bianchiho algebry. Pokud se v algeb°e vyskytuje parametr, pak

pro r·znou volbu parametru jsou algebry neizomorfní.

9 : [X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2 (so(3)),

8 : [X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2 (sl(2,R)),

7a : [X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0,

70 : [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2

6a : [X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a 6= 1

60 : [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2

5 : [X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3

4 : [X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3

3 : [X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3

2 : [X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0

1 : [X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0
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7.2 Po£ítání Vielbein·

Máme li souvislou a jednodu²e souvislou n-dimenzionální Lieovu grupu G mající

°e²itelnou Lieovu algebru g. Pak kaºdý prvek g ∈ G m·ºeme napsat jako

g = eα1T1eα2T2 · · · eαnTn

Kde α1 ∈ R a (Ti)
n
i=1 je báze g. M·ºeme uºít n-tici (α1, . . . , αn) jako sou°adnice na

G, ozna£me sou°adnicové funkcionály jako yi, tedy yi (g) = αi

Transforma£ní matici mezi sou°adnicovými polemi ∂
∂yi

a levo-invariantními polmi

generovanými Ti ∈ g. Hledáme tedy matici eL(g) takovou, ºe

∂

∂yi
∣∣
g = (eL(g))kiLg∗(Tk)

Pro libovolnou hladkou funkci f : G a bod p ∈ G linearní zobrazení f∗ : TpGf(p)G

de�nujeme jako:

[f∗(V )]f(p) =
d

dt

∣∣
(t=0)f(γ

V
p (t))

kde V ∈ TpG a γV je integrální k°ivka vycházející z bodu p ∈ G.
Je jednoduché najít integrální k°ivky γi(t) p°islu²ící vektor·m ∂

∂yi
|g vycházejících z

bodu g. Pokud g = eα1T1eα2T2 · · · eαnTn pak

γi(t) = eα1T1 · · · e(t+αi)Ti · · · eαnTn

Nyní uº je snadné spo£ítat Lg−1∗(
∂
∂yi
|g) , jelikoº z de�nice pushforwardu vý²e

vyplývá, ºe m·ºeme psát g jako g = eα1T1eα2T2 · · · eαnTn a proto

Lg−1∗(
∂

∂yi

∣∣∣∣g) = d

dt

∣∣∣∣(t=0)Lg−1(γi(t)) =
d

dt

∣∣
(t=0)

{
e−αnTn · · · e−αiTie(t+αi)Ti · · · eαnTn

}
=

=
d

dt

∣∣
(t=0)

{
e−αnTn · · · e−αi+1Ti+1e(t)Tieαi+1Ti+1 · · · eαnTn

}
=

= Ad(e−αnTn ···e−αi+1Ti+1 )(Ti) =
〈
T k, Ad(e−αnTn ···e−αi+1Ti+1 )(Ti)

〉
Tk

De�nujeme li nyní matici eL(g) jako

eL(eα1T1eα2T2 · · · eαnTn) =
〈
T k, Ad(e−αnTn ···e−αi+1Ti+1 )(Ti)

〉
,
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Dostaneme výsledek jelikoº:

Lg−1∗(
∂

∂yi
∣∣
g = eL(g)ki Tk

a tudíº
∂

∂yi
∣∣
g = eL(g)kiLg∗Tk
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7.3 T°ídimenzionální kohrani£ní Lieovy bialgebry

Výpis v²ech t°i dimenzionálních kohrani£ních lieovských bialgeber (Maninových

trojic) a jejich r-matice. P°íslu²né r-matice jsou uvedeny v bázi {Xi}3i=1 první

algebry v Maninov¥ trojiciXi.

1. Maninova trojice (9|1):

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

c 0 0

0 c 0

0 0 c


2. Maninova trojice (9|5|b):

[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −bX̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = bX̃3, b > 0.

r =

c 0 0

0 c b

0 −b c


3. Maninova trojice (8|1):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

c 0 0

0 c 0

0 0 −c
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4. Maninova trojice (8|5.i|b):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −bX̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = bX̃3, b > 0.

r =

c 0 0

0 c b

0 −b −c


5. Maninova trojice (8|5.ii|b):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = bX̃2, [X̃3, X̃1] = −bX̃1, b > 0.

r =

c −b 0

b c 0

0 0 −c


6. Maninova trojice (8|5.iii):

[X1, X2] = −X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = X̃2, [X̃2, X̃3] = X̃2, [X̃3, X̃1] = −(X̃1 + X̃3).

r =

c −1 0

1 c −1
0 1 −c


7. Maninova trojice (7a|1):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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8. Maninova trojice (7a|2.i):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 −1
2a

0 1
2a

0


9. Maninova trojice (7a|2.ii):

[X1, X2] = −aX2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = −X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 1
2a

0 −1
2a

0


10. Maninova trojice (70|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

 c1 c2 0

−c2 c1 0

0 0 0


11. Maninova trojice (70|5.i):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

r =

 c1 c2 0

−c2 c1 1

0 −1 0
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12. Maninova trojice (6a|1):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 0

0 0 0


13. Maninova trojice (6a|2):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 −1
2a

0 1
2a

0


14. Maninova trojice (6a|61/a.ii):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃2, X̃3] = a+1
a−1(X̃

2 + X̃3), [X̃3, X̃1] = X̃1.

r =

 0 −1
a−1

1
a−1

1
a−1 0 0
−1
a−1 0 0


15. Maninova trojice (6a|61/a.iii):

[X1, X2] = −aX2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 + aX3, a > 0, a 6= 1.

[X̃1, X̃2] = X̃1, [X̃2, X̃3] = a−1
a+1

(−X̃2 + X̃3), [X̃3, X̃1] = −X̃1.

r =

 0 −1
a+1

−1
a+1

1
a+1

0 0
1

a+1
0 0
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16. Maninova trojice (61/a.iii|6a):

[X1, X2] = X1, [X2, X3] =
a−1
a+1

(−X2 +X3), [X3, X1] = −X1.

[X̃1, X̃2] = −aX̃2 − X̃3, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + aX̃3, a > 0, a 6= 1.

r =

 0 a+1
2

a+1
2

−a−1
2

0 0
−a−1

2
0 0


17. Maninova trojice (60|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

 c1 c2 0

−c2 −c1 0

0 0 0


18. Maninova trojice (4.ii|60):

[X1, X2] = (−X1 +X2 +X3), [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X1, [X̃
3, X̃1] = −X2.

r =

 0 0 1
2

0 0 1
2

−1
2

−1
2

0


19. Maninova trojice (60|5.i):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

r =

 c1 c2 0

−c2 −c1 1

0 −1 0



43



20. Maninova trojice (60|5.ii):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = −X2.

[X̃1, X̃2] = −X̃1 + X̃2, [X̃2, X̃3] = X̃3, [X̃3, X̃1] = −X̃3.

r =

 c1 c2 −1
−c2 −c1 −1
1 1 0


21. Maninova trojice (5.ii|60):

[X1, X2] = −X1 +X2, [X2, X3] = X3, [X3, X1] = −X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = −X̃2.

r =

 0 0 1
2

0 0 1
2

−1
2

−1
2

0


22. Maninova trojice (5|1):

[X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 0

0 0 0


23. Maninova trojice (5|2.i):

[X1, X2] = −X2, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 −1
2

0 1
2

0
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24. Maninova trojice (2.i|5):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = −X̃2, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃3.

r =

 c1 c2 c3

−c2 0 1

−c3 −1 0


25. Maninova trojice (4|1):

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 0

0 0 0


26. Maninova trojice (4|2.ii):

[X1, X2] = −X2 +X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = −X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 0 1
2

0 −1
2

0


27. Maninova trojice (3|1):

[X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 c −c
0 −c c
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28. Maninova trojice (3|2):

[X1, X2] = −X2 −X3, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 +X3.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = X̃1, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

0 0 0

0 c −c− 1
2

0 −c+ 1
2

c


29. Maninova trojice (3.ii|3):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X2 +X3, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = −X̃2 − X̃3, [X̃
2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + X̃3.

r =

 c 1 −1
−1 0 0

1 0 0


30. Maninova trojice (3.iii|3):

[X1, X2] = X1, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = −X1.

[X̃1, X̃2] = −X̃2 − X̃3, [X̃
2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = X̃2 + X̃3.

r =

 0 1 1

−1 c −c
−1 −c c


31. Maninova trojice (2|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r =

 c1 c2 c3

−c2 0 0

−c3 0 0
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32. Maninova trojice (1|1):

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = 0.

[X̃1, X̃2] = 0, [X̃2, X̃3] = 0, [X̃3, X̃1] = 0.

r = lib.

47



Literatura

[1] L. Hlavatý and L. �nobl, Classi�cation of six-dimensional real drinfeld doubles,

International Journal of Modern Physics A, Vol. 17, No. 28 (2002) 4043-4067.

[2] C. Klim£ík and P. �evera, T-duality and the moment map,

arXiv:hep-th/9610198v2, 1996

[3] Y. Kosmann-Schwarzbach , Lie bialgebras, Poisson Lie groups and dressing

transformations, Lectures Notes in Physics 638, Springer 2004, pp. 107�173.

[4] A.O. Barut, R. Raczka, Theory of group representation and applications,

PWN Warszawa, 1977

[5] V. Chari and A. Pressley, A Guide to Quantum Groups,

Cambridge University Press, 1994

[6] Program Matlab verze R2011b

[7] Program Wolfram Matematika 9

48


