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1 Prvni déjstvi

Ukolem této préce je pokusit se zjistit, zda je Nappi-Wittentuv takzvané dualizovatelny ¢i
nikoliv; to jest, zda existuje takovy Drinfelduv double a piislusnd matice Ey (viz. kap. 1.4),
které by daly vzniknout tomuto modelu. Pfedem je tfeba Tici, ze neexistuje zadny obecné platny
postup, ktery by zarucené fungoval. Jakkoliv je postup ziskani sigma modelu pii zadaném Din-
feldové doublu viceméné mechanicky, opacny postup (a zjisténi, zda-li je viibec mozny) je o

v/

V této kapitolce predstavime Nappi-Wittenuv model a pojem dudlnich sigma modelu.

1.1 Sigma model

Meéjme diferencovatelné variety ¥ a M. Varieta 3 necht je dvourozmérn4 a je na ni definovéna
metrika 1 a metrickd forma objemu w. Na varieté M méjme metriku g a 2-formu B.
Systém popsany akci tvaru

1 .. 1 ..
S:/ inljgu,,aix“f)jx”—§w”BW3ix“8jx”d2x
by

nazyvame sigma modelem.

vvvvvv

do ®do a formou objemu w = d7 Ado. Po prechodu k soutadnicim svételného kuzele x4 = 17+0

prejde akce na tvar
S = /(g,w + Byy)04 2t 0_x"d*x
Pohybové rovnice nabyvaji tohoto tvaru
04 0_wp+Th,0 a0, 2” =

kde 1
Ffjﬂ = §g“p(Fpg,a + Fop,s — Fapp)

1.2 Wess-Zumino-Wittenuv model

Necht G je kompaktni, jednoduse souvisld Lieova grupa a g jeji Lieova algebra, po které
vyzadujeme, aby byla prosta. Dale méjme 2D Riemannovskou varietu X a zobrazeni g : ¥ — G.
Pak Wess-Zumino-Wittenovym (WZW) modelem rozumime sigma model s akef

Slgl = _8177/ K(g~'o"g,g " 0ug)d®x + 215" 7 [g]
b

kde K je Killingova forma algebry g a SWZ je tzv. Wess-Zumintv ¢len, o kterém bude fe¢ déle.
Integrand K(g~'0"g, g~19,g) piepsany do diferencidlné geometrické hantyrky nabyde tvaru

Z " K(Lg-1,9x0u, Lg-1,940,)
wv

Wess-Zuminuv ¢len mé tvar

wzr 1 /ijk 109 109 109\ 3
STl =~ 5 = Klg ayi’[g R 8y"7] d’y

kde B je 3D varieta takové, ze B = X, zobrazeni g je libovolnym zpusobem rozsifeno na celé

B a [, ] je komutétor na algebfe g.



1.3 Nappi-Wittenuv model

Nappi-Wittenuv model (viz. [1]) je WZW modelem s drobnym zobecnénim. Jeho zdkladem
je 4D Lieova grupa, jejiz algebra mé ndsledujici nenulové strukturni koeficienty (pro zvolené
bazické vektory (Pi, Pa, J,T))

[J,P] =P, [J, Po] = —Py [P, P =T

Je zobecnénim WZW modelu v tom smyslu, Ze pouzitd algebra neni poloprostd. U WZW
modelu mé v akci pouzitd Killingova forma nasledujici vlastnosti - bilinearita, symetrie, ad-
invariance a nedegenerovanost. Pokud pozadujeme zachovani téchto vlastosti, tak pro algebru,
ktera neni poloprostd, nelze Killingovu formu v definici pouzit. Misto toho ji nahradime obecnou
formou €2, ktera tyto vlastnosti splni a kterd méa ve vsi obecnosti nasledujici tvar

100 0
0100

) =k

() 00 b 1
00 1 0

kde k a b jsou libovolné konstanty(k # 0).
Pro ziskani akce, kterd je tvaru

1 - i —laoa \j 1 —laa N\i(,— i (o —
S=— / d*0Q4;(9~ " 0ag) (97 0%g) + dPoeapy(97'0%9) (97'0%9) (97107 9) "t}

musime vypoéist ¢leny g~ '0,g. Pro prvky grupy volime nasledujici parametrizaci

g — €a1P1+a2P2 euJ+UT

Ptidruzené reprezentace jednotlivych bazickych vektoru pak vypadaji

00 0 0 0 01 0
00 -1 0 0 00 0

d: d:

a%h 00 0 0 aor, 0 000
01 0 0 100 0
0 -1 0 0 0000
1

) - 0 00 n— | 0000
0 0 00 000 0
0 0 00 0000

Zde vidime podstatny zadrhel. Postup vypoétu g 10,9 ! pouzity v [2] zdvisel na znalosti
grupového skladani na piislusné grupé, ktery jsme ziskali diky tomu, ze adjungované reprezentace
byly vzdy vérné - to v tomto piipadé nenastava. Touto metodou se nam nepodaii ziskat zdkon
sklddani v soufadnici v. Moznosti, jak z toho ven, je celd fada. Muzeme napiiklad zkusit najit
takovou reprezentaci algebry, kterd vérnd je. Nebo pouzitim tzv. Baker-Campbell-Hausdorff-

Dynkinovy formule? [3] prokomutovat jednotlivé exponenciely - tedy pievést vyraz

eafP1 +agP2 eug J+'U9Tea’f P +a§ P> euh J+ohT

!Tento ¢len mé v korektnim diferencidlné-geometrickém jazyku zapis L,-1,(g«0a)
2Pro zajimavost je uvedens v dodatku



na tvar

ea"thPl +agOhP2 eu9°hJ+v9°hT

Vyse dvé uvedené metody jsou vsak netrividlni a ve vétsiné piipadu tézko pouzitelné. Pokud
se vSak oprostime od pozadavku znalosti grupové struktury, tak lze pouzit nasledujici vypocet.

Formalni postup vypada takto

g — exlTl eann
Oag = €T (Qpa)Tie™ T2 . emnTn 4
@111 gr2To (8a332)T26$3T3 L
1T, . ePnTn (Oazn)Ty
Tedy vyraz
g tog =emIn . emmTig (e T eonTn)
po rozepsani a drobné upravé? vypads takto
e tnIn . . e‘”sz(@axl)Tle“TQ L S
et . eg”ST?’((906332)Tge"’“”?’T3 L
+
e_ann(aaxn—l)Tn—leann +
(8a$n)Tn
Jednotlivé cleny
e tnTn . . e_x’“T’“T;,C_le”C’“T’C o etnTn

nejsou nic jiného nez pusobeni adjungované reprezentace grupy na vektory algebry
Ad(ekak-_,,.eCCnTn)—lTk‘—l

A adjungovanou reprezentaci grupy ziskame snadno slozenim exponenciel matic adjungované

reprezentace algebry.

ackadi . xnadr,

Ad o1, panT, = € e

Po provedeni téchto vypoctu uz snadno vyéteme koeficienty u jednotlivych bazickych vektori.
Proc¢ tento formalni postup funguje? Pro maticové grupy je tento postup spravny i po matem-
atické strance. Staci si pak jen uvédomit, ze ke kazdé grupé muzeme nalézt izomorfni maticovou

realizaci.

a1Pi+azPs

prvku grupy, to jest g = e wJ+T " Jde o to, Ze clen yay Py 4 0na0 Py obecné nekomutuje

s a1 Py + as P. Spoc¢téme si tedy, cemu je roven vyraz Opetrritazls
+oo n
8 ea1P1+a2P2 - 8a(a1P1 + CLQPQ)
A = E
|
n!
n=0

3Spocivajici ve vyuziti toho, ze vektory T; komutujf se svymi exponencielami "¢



Pro zkraceni zapisu oznatme C' = a1 P + asPs.

n—1
0,C™ =) C"F 1 (0,0)CF
k=0

Nyni musime v kazdém ¢lenu prokomutovat d,C na konec.
C M L(9,0)CCR T = 0" TR(9,C)CFTY 4 O™ 2e,(nai) af T =

=...= C"’lﬁaC + kC’”’Qaij(aaai) CLjT

nebot
[(8aa1)P1 + (8aa2)P2, a1P1 + GQPQ] = Eij(aaai) CLjT

Pouzitim toho vysledku dostavame

9aC" = nC" 19,0 + M=V om2e (5 ) a,T

2
a poté
—+o00 n —+00 n—1 +o0 -
8040 C 1 C
N (n—1)! 9 T o\ Cl i)a; T =
nz% n! nz:l(n—l)!aaC—l—2§<n_2)!6j(8aa)a]

1
= ecaaC’ + €C§€ij(aaai) CL]'T

Clen s vektory J a T je bez problému, nebot tyto vektory spolu komutuji. Takze koneéné

muzeme psat
1
Ong = e Prrazl2 (9 a )P + (8,a2) Py + 551 (Gati) a;T)e"” T 1 g, (uJ + vT)
a tedy
1
g_laag = 6_(UJ+UT)((aaCL1)P1 + (aaag)Pg)e”JJr”T + 581']‘ (8aai) CLjT + (8au)J + (aav)T

Potiebné adjungovand reprezentace ma tvar

cosu —sinu 0 O
sinu cosu 0 O
AdeuJJrvT — 0 O 1 O
0 0 0 1
A vysledkem tedy je
g 10,9 = Pi(cosudya; — sinudqag) +

Py (sinu0qa;1 + cosudqag) +
J(Oqu) +

T <8av + %(804@1) as —

5 (0ac2) a1>

Potom

Qij(g_laag)i(g_lao‘g)j = 0p010%a1 + Ona20“as — %(%agaau + Oqud™ag)+
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%(&yalaau + 0na10%U) + bOuud“u + Oqud*v + Jpvd*u
Stejné spocteme i Clen
Eapy(9710%9) (971 0%g) (97107 9) £
Po ptevedeni akce na tvar

S = /(g,w + Byw) 0zt 0" d*o

dostdvame o-model s

1 0 %2 0 0 w 00
T s | w000
@ _u 0 000
0 0 1 0 0 000

1.4 Vzijemné dudalni c-modely

V této kapitolce v rychlosti shrneme postup pro ziskani vzdjemné dudlni sigma modela v
Poisson-Lieové smyslu (dle [4]).

Méjme tedy Drinfelduv double D. To znamend, ze mame direktni rozklad algebry © (Lieova
algebra grupy D) do dvou maximdlné izotropnich (vué¢i dané symetrické bilinedrni nedegen-
erované ad-invariantni formé) podalgeber g a g (ke kterym piislusi grupy G a G a které tvoif
tzv. Maninovu trojici (9, g,g)).

Dale méjme regularni matici Ey € R™"™ (kde n je ddno dimenzi Drinfeldova doublu, ktera je
2n).

Potom o-model s akci pro zobrazeni g : R? — G

S = /FW(g)(?Jrg“@_g”de
ziskame takto
Fuu(9) = €,(9)Eij(9)el,(9)
kde eL jsou komponenty pravoinvariantnich forem na grupé G (ziskanych napiiklad pomoci
g tog = 8g“eLTi) a matice F je ddna vztahem
E(g) = (Ey' +11(g))™"  Ti(g) = b(g)alg)™*

Matice a(g) a b(g) jsou submatice adjungované reprezentace prvku g

| alg™HT bgTHT
Adgl_( 0 d(gl>T>

Prislusny dudlni model

5= /FMV8+.§N8—§V

ziskdme, pokud prohodime role grup G a G. Tedy

Fu(§) = €,(3)Ei; (9)el(9)



E(g) = (Ey" +11(g) "

(61T
Ay = 49 1)T
b(g—")
Pricemz matice Ey a Ey jsou svézdny vztahem
EoEg =1



2 Druhé déjstvi

V této kapitolce nastinime nékolik postupi, které by mohly vést k rozieseni otazky dualizo-
vatelnosti Nappi-Wittenova modelu.

2.1 Kliméik-Severovy rovnice

Jednou z moznosti je vyuzit Kliméik-Severovy rovnice
ik A
Loy, (F)p = Fmv;fi] v Fy

Pokud se nam podaii zvolit takovou algebru g generujici na grupé G bazickd levoinvariantni
pole v; a zaroven takovou algebru g majici strukturni koeficienty ff k, ze jsou Kliméik-Severovy
rovnice splnény, pak vime, Ze je sigma model dany tenzorem F dualizovatelny. Protoze G a G
musi tvofit Drinfeldiiv double, nemame tplné svobodnou volbu algeber g a g. Jejich direktni
soucet g @ g musi také byt Lieovou algebrou, pficemz komutatory ”kiizovych” vektoru jsou dané
vztahem
T3, T;] = f,i;Tk + ﬁka

kde T} resp. T} jsou bazické vektory g resp. §.

Hacek je v tom, ze pokud mame pouze zadany tenzor F' a nic vic, tak neméme zadné voditko,
jak algebry g a g volit. Navic, pokud pro némi zvolené algebry g a § Kliméik-Severovy rovnice
splnéné nejsou, tak o dualizovatelnosti nemuzeme fici nic.

V pripadé Nappi-Wittenova modelu oviem zndme puvod F'. Pokud bychom si odmysleli
Wess-Zumintuv ¢len, tak se odvozeni shoduje s klasickou konstrukei sigma modelu, kde bychom
za matici Ey zvolili matici 2, za algebru g zvolili onu ” Nappi-Wittenovu algebru”a na grupé G
zvolili abelovskou algebru. Nabizi se tedy moznost zkusit vzit za v; levoinvariantni pole Nappi-
Wittenovy algebry a pokusit se najit strukturni koeficienty fzj k tak, aby Kliméfk-Severovy rovnice
byly splnény.

2.2 Symetrie tenzoru F

Dalsi mozny postup je popsan v praci [5]. Nejprve nalezneme podprostor vektorovych poli
P C X(G) takovy, ze
P={¢eX(G)|LeF =0}

Tento podprostor je zaroven algebrou vektorovych poli s operaci komutatoru diky vlastnosti
Lieovy derivace
Lieq = [Le: L

Z této algebry nyni vybereme 4D podalgebru - ozna¢me vektorova pole, ze kterych se sklada,
(£1,&2,83,&4). K této algebie samoziejmé existuje prislusnd Lieova grupa H. Sestrojme na nf
algebru levoinvariantnich vektorovych poli (v, va, v3, v4) takovym zpusobem, Ze komutac¢ni relace
jsou stejné jako v pifpadé vektorovych poli &. Nasim tikolem je nynf nalézt difeomorfismus grup?
[+ H — G takovy, ze plati f.v; = &;. Pokud se nam toto podaii a definujeme-li si tenzor
F' = f*F, tak pak bude platit

L, F'=0

4Nebo alespon difeomorfismus mezi okolimi jednotek danych grup



Coz nenf nic jiného nez splnéné Kliméik-Severovy rovnice s tenzorem F’ definovaného na grupé
H s levoinvariantnimi vektorovymi poli v; a s nulovymi strukturnimi koeficienty f,’.
Zaroven je ale mozno pohlizet na tento difeomorfismus jako na pouhou zménu soufadnic na

grupé G a tim padem jsme prokazali dualizovatelnost sigma modelu s tenzorem F'.

2.3 Napovedy

V ¢léncich [1] a [6] jsou uvedeny zminky o dualité daného modelu.

Clének [1], v némz je studovany model zaveden, hovoii takto: ” As there are three commuting
isometries, other interesting geometries are expected to emerge via O(3,3) duality.”

Dale ¢lanek [6] rozviji tuto zminku v nésledujicim sméru: Jestlize vezmeme akci Nappi-

Wittenova modelu
S = % / da;0a; — %Eijai(aajéu + da;0u) + boudu + udv + dudv + ue’ da;d0a;
a prejdeme k soufadnicim aq = rcosf, as = rsin 6, tak poté integraci per partes ziskdme akci
S = % /81"5r + r20udu + bOudu + dudv + dudv (1)

Pokud za¢neme z plochého prostoru v soufadnicich r, 6, u, v a provedeme O(3, 3) transformaci

v roviné 0, u, v, tak dostaneme akci (1). Odpovidajici O(3,3) transformace je dana

1 00 00 —3
a=dH'= -1 0% b=0 é=[00 0
0 01 30 0

Jak se ovsem do¢teme v zavéru ¢lanku [1], pokud provedeme transformaci soufadnic
a1 = aCcosu as = fsinu U:U+§afsinu U=1u
tak metrika pifejde na tvar
ds? = da? + df? + 2dadf cos u + 2dudv + bdu?
kterd ma tii komutujici symetrie a to
a—a+c f—=f+c v — v+ c3

Tedy veskeré poznamky tykajici se duality jsou velmi pravdépodobné spojeny pouze s metrickym

tenzorem ¢ a nikoliv s tenzorem F'.
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3 Treti dejstvi
3.1 Kliméik-Severovy rovnice

Nejprve se podivame na to, jaké algebry g jsou piipustné, aby g a g tvofily rozklad Lieovy
algebry Drinfeldova doublu. Jednd se tedy o to, aby g @ g spliiovala Jacobiho identity. Bazické
vektory algebry g oznacime (11, T3, T3, Ty) se strukturnimi koeficienty [T, T;] = f!}Tk, u algebry g
méjme vektory (X1, X, X3, X4) a strukturni koeficienty zavedeme jako [X;, X;] = fz'ij Méme
tH typy Jacobiho identit, ze kterych ziskdme omezujici rovnice pro koeficienty NZ’; Nejprve, ze

samotnéa algebra g je Lieova typu
(X, [X5, Xil] 4 [XG, [X, Xal] + [Xg, [ X3, X;]] = 0
a poté dvé rovnice pro vektory jak z algebry g, tak i g
[T, [Ty, Xi)) + [T, [ X, T]) + [ Xk, [T3, T5]] = 0
(T3, [X5, Xi]] + [X5, [Xe, Ti]] + [Xi, [T3, X;]] = 0
Po rozepséni téchto rovnic pomoci strukturnich koeficientti méame
Xi(f5h i & F i+ J1 fim) = 0 (2)
T Bt = T i+ S Font = Fvilo = ST + Xu(fh i 0 = Swad i = S fl) =0 (3)
Ti(f5i font + Pl F58 = FimFi) + X0 T = Fvi B & Fim o + Fifhm = Fim i) =0 (4)

V rovnicich (3) a (4) u vektoru X; resp. T; se jednéd o Jacobiho identity pro algebry g resp.
3°. Resenfm linedrnich rovnic v (3) a (4) dostaneme takovouto moznou algebru

72 71 71 72 72 73 71 73 72 71
Jia=—fu=a Juu=fa=co Jio=fis=fau=c3 fos=fau=—fa=a

kde ¢q, co, c3, ¢4 € R jsou volné parametry, stéjné jako koeficienty fﬂ a f§4. Ostatni koeficienty®

jsou nulové. S témito omezenimi na mysli pak rovnice (2) nabyvaji tvaru
_ _ 2, 2
cicg —cocy =0 cocg +ciey =0 c3+c; =0

které jsou splnény jen a pouze pro c3 = ¢4 = 0. Vysledna algebra kompatibilni s Nappi-
Wittenovou algebrou, aby dohromady tvofily algebru Drinfeldova doublu, ma tedy tvar

(X1, X4] = 2 X1 + 1 Xa + [, X3

[Xo, X4] = —c1 X1 + 2 X2 + f3, X3

Nyni zaméiime pozornost na samotné Kliméik-Severovy rovnice.
_ Kk fik A
Lo, (F)yw = ueVi fi v Faw

Pro vypocet potiebujeme znat levoinvariantni vektorova pole v;. Jak je ziskat, se dozvime za

okamzik.
5Jak 1ze snadno nahlédnout za pouziti vlastnosti ffj- =— fﬁ»
5Samoziejmé mam na mysli pouze koeficienty fi';, kde 7 < j; aneb médme pofad na mysli vlastnost filz- =— fﬁ
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3.1.1 Intermezzo diferencidlni geometrie
Méjme levoinvariantn{ formy o, ol (e) = 8}/, tzn.

aL;,1
ox?

oLk,
w_ g

A Qv
g

af(e) = dat(e)  ay(g) = (Lg«(e)at(e))y =

g

A definujeme-li nyni slozky vektorovych poli (X,,)"(g) = X//(g) tim zptisobem, Ze matice X}/ (g)
spliuje vztah X 2‘0& = 6;1; tak vektorova pole X, budou tvofit levoinvariantni vektorova pole s
vlastnosti X,(e) = 0,. Snadno ovéiime, ze tomu tak skutecné je.

aLg,1

OL":
0"(X,) = (Lgu(€)da”) (Lgs(€)0) = —2=| 8 5

A dzp
g

oL”,
S

1 K
. ox

oL

g(‘?x“e

Posledni rovnost plati, neb komplikovany vyraz neni nic jiného nez Jacobiho matice zobrazeni
Ly, o Ly = id. Takze zavér je, ze matici slozek levoinvariantnich vektorovych poli ziskdme
prostou inverzi matice slozek levoinvariantnich forem.

Dalsim tvrzenim je, ze matice €] definovand predpisem g_lﬁug = (O,z;)e]Tj je matici slozek

levoinvariantnich forem. Opét snadno ovéiime vypoctem ¢lenu g_lf)ug

aLJg' .

ozt J
g

97199 = Ly 1.(9) (9:0,) = Ly1.(9) ((0,2)0) = (8,2")Ly1,(9)0) = (82"

Nyni ndm jiz nic nebrani pokracovat ve vypoétu. Vypisme tedy matici e v nagem konkrétnim
1

pripadé
cosu sinu O % ao
j —sinu cosu 0 — %al
e =
! 0 0 1 0

0 0 O 1

A jeji inverzi tedy ziskdme slozky levoinvariantnich vektorovych poli

cosu —sinu 0 —2i(aysinu+ ascosu)
j sinu  cosu 0 3(ajcosu— apsinu)
v =
! 0 0 1 0

0 0 0 1

A postupné rozepsand vektorova pole

COS U sinu
B —sinu . cosu
o 0 2o 0
— (a1 sinu + as cosu) (a1 cosu — ag sinu)
0 0
1 0 | o
V3 = 1 Vg = 0
0 1

12



Lieovu derivaci spo¢teme snadno podle vzorce
££(F)ul/ = f)\FMV,)\ + §A,HFAV + {A,VF/L/\

a po dosazeni £ = v; dostaneme

0 0 —2sinu —ucosu 0
Lo (F) = 0 0 —2cosu +usinu 0
v N —2sinu +ucosu —2cosu — usinu 0 0
0 0 0 0
0 0 2cosu —usinu 0
Lo (F) = 0 0 —2sinu —ucosu 0
v 2cosu+usinu —2sinu + ucosu 0 0
0 0 0 0

0 1 0 O 00 00

-1 0 0 O 00 0O

EulB)=10 o 0 o LalB)=114 4 ¢ ¢

0 0 0 O 00 0O

" zamyslime se nad

Jesté nez pristoupime k vypoctu pravé strany Kliméik-Severovych rovnic
vlastnim feSenim téchto rovnic. Vzhledem k tomu, ze ff k jsou ¢iselné konstanty, tak staci pouze
vyrazy rozdélit na linedrné nezavislé funkce f,(ai,az,u,v) a dat do rovnosti koeficienty stojici

u nich.
ok k) Fk
Za% )fb(al’a%uvv) :Z Zaz(_; )fzg fL(CLl)aQ?uvv)
. v \ig
kde a%’k) jsou koeficienty ziskané z vypoctu Lieovy derivace dle vektorového pole vi. Zaroven

plati podminka linedrni nezavislosti

> Bufilar, az,u,v) =0 pouze, pokud Ve (8, = 0)

Dostaneme tedy linearni rovnice pro fz-’} tvaru
(1,k) (k) ke _
ap -~ Z%‘j fij=0
2%

Takovéto sady rovnic samoziejmé dostaneme pro kazdou slozku tenzorové rovnice.

Pokud vezmeme v ivahu omezeni, ktera jsme vypocetli pro algebru g, tak rovnice pro & = vy
jsou splnény z duvodu N;; =0.

Pro £ = v3 vypiSeme rovnice pro prvni dvé tenzorové slozky (pfi jejich psani zatim zapomen-

eme na omezeni kladend na algebru g)

2]?2 + figgu sinu — f233u cosu =10

"7 duvodu zachovani sumaéni konvence a také zazitého zapisu v oboru dualizovatelnych sigma modela jsou
koeficienty algebry § zapsany s pfehozenymi indexy; tzn. misto £/ piseme f;’
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Fiau® = fa+ f33 (a2 cosw) — fizar cos ut(fis+ f33)a1 — (fis+ f35)azu— flzaz sinut fizar sinu = 1
A ted se na né zadivdme s tim, Ze algebraickd omezeni bereme v patrnost. Prvni rovnice je
splnéna, nebot pifslusné strukturni koeficienty jsou nulové. Ale bohuzel u druhé rovnice musime
pro jeji splnéni vyzadovat ff’z = —1, coz neni mozné.

Timto zpusobem se tedy nepodafilo ukazat, zda je Nappi-Witteniv model dualizovatelny.
Povedlo se ukazat, ze neni dualizovatelny za pouziti Nappi-Wittenovy algebry. Nicméné neméné
zajimavou otazkou zustava, které tenzory F jsou dualizovatelné s Nappi-Wittenovou algebrou v
roli algebry g.

3.2 Kilasifikace Drinfeldovych doubla

Méme-li dva Drinfeldovy doubly s algebrami D a D’ a existuje-li zobrazeni I : D — D/,
které je izomorfismem algeber D a D’ a které zéroven respektuje bilinearni formu definovanou
na doublech, tzn.

(X,Y)p = (I(X), I(Y))p

pak fikdme, Ze jsou dané Drinfeldovy doubly izomorfni. Uvazujme déle Maninovy trojice (D, g, g)
a (D', ¢,d). Mdme-li nyni izomorfismus Drinfeldovych doubla I respektujici rozklad algeber D
a D, tzn.

Ig)=¢ 1@ =7
hovofime o izomorfismu Maninovych trojic.

Nasim cilem je najit neizomorfni Maninovy trojice, kde v roli algebry g vystupuje Nappi-
Wittenova algebra. Pro tyto trojice pak sestrojime dualizovatelné sigma modely, kde za matici
Ey zvolime matici 2. Na zavér se pak podivdme na to, zda-li jednotlivé dvojice trojic nejsou
pouze ruznym rozkladem téhoz Drinfeldova doublu.

Pfi hledani izomorfismu Maninovych trojic vypada nejobecnéjsi transformace baze (v blokovém

~(43)

V prvé fadé se ovSsem musime omezit pouze na takové transformace, které zachovavaji kanonicky

tvaru) takto

tvar bilinearn{ formy, tj.
(T3, Tj) = 63
Toto omezeni ndm uréuje tvar matice B = A=7.

Hledejme nyni takové matice A, které ponechavaji strukturni koeficienty Nappi-Wittenovy
algebry invariantni. Pokud tedy

k
pak vztah pro nové koeficienty je nasledujici
k 14—
f/ij - AlkAjnlAirr}, irm

piicemz nasim pozadavkem je f’ f] = l]; To dava rovnice pro prvky matice A; pro prakticky

vypocet se ovSsem vice hodi vzorec bez inverzi
k n
AilAjmflm - fijAnk =0

14



Resenim téchto rovnic ziskdme nésledujici transformaéni matice

0 Fo 0 A14
« 0 0 Ao

A= a,A 7A 7A ceR « 0
FU G AL Au s Azt At ?
0 0 0 +ao?
a 0 0 Ay
0 ta 0 Ay
A: ,A 714 ’A GR 0
:F% _% +1 Agy Q, A14, A24, A34 o F#
0 0 0 :I:a2
s Ta 0 Ay
@ +6 0 Agy
A= , 8, A14, Aoy, A4 € R 7 0
iaAazgig?M (XA;%Ig?%L :F]- A34 (6] /B 14 24 34 a /67é
0 0 0 F+p)

Mezi dulezité specidlni piipady transformaci patii: skalovani S, prohazovani vektoru 17 a Th
P a "michani”vektora T7 a To M, g.

a 0 0 0 01 0 0 B —a 0 0
Sa:oozoo leooo Maﬁ_aﬁo 0

001 0 00 -1 0 ’ 0 0 1 0

0 0 0 a2 00 0 -1 0 0 0 a?>+p2

Vrhnéme se tedy nyni na hleddni neizomorfnich algeber (s transformacemi omezenymi pouze

na vyse nalezené®) tvorenych vektory (X1, X2, X3, X4) s komutacnimi relacemi
(X1, X4] = 2 Xi + a1 Xo + [1.X3

(X2, X4] = —a1 X1 + 2 Xo + f2X3

Jednotlivé piipady si rozdélime podle dimenze [g, g].

3.2.1 dim|g,g]=0

Tento piipad nastane pro ¢; = co = f1 = fo = 0. Dostaneme abelovskou algebru a piislusnou
Maninovu trojici budeme znacit (NW, A).
3.2.2 dim|g,g] =1

V tomto piipadé pozadujeme, aby vektory (co,ci, f1,0) a (—ci1,c2, f2,0) byly nenulové a
linedrné zavislé. To se stane tehdy, pokud c; = ¢ = 0 a zéroven f? + f2 # 0. Komutaéni relace

tvaru

(X1, X4] = f1X3 (X2, Xy] = foX3
lze ovsem vzdy prevést transformacemi S, a M, g na tvar
(X1, X4] = X3

Maninovu trojici s touto algebrou ozna¢ime (NW,I).

8 A stdle médme na mysli onu transpozici, kterou je tfeba s transformaci provést
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3.2.3 dim[g, ] =2

Linearni nezévislost vektoru stojicich na pravé strané komutac¢nich relaci zajistime podminkou

c? + c3 # 0. Koeficienty f; a f» mohou byt libovolné. Pouzijeme-li transformaci tvaru

1 0 0 A

A 0 1 0 Aoy
—Ayy —A 1 0
0 0 0 1

odstranime z komutantu vektor X3, tzn. dostaneme
(X1, X4] = 2 X1+ 1 Xo (X2, X4] = —a1 X1 + 2 X

Naopak koeficienty ¢ a co lze pouze skélovat o a provést zménu co — —co. S témito poznatky
jiz snadno ur¢ime jednotlivé neizomorfni algebry. Jsou to

pro c¢1 >0,c0=0,f2 €R (X1, X4] = Xo (X2, X4] = - X1

pro ci <O,CQ :O,f12 cR [Xl,X4] = —Xg [XQ,X4] :X1

pro c¢1 € R, ¢ %O,fu cR [X17X4] = X1 +cXy [XQ,X4] = —cX1 + X5 (6261/02)

Tyto trojice po fadé oznacime (NW,I1,), (NW,II1_), (NW,III.).

3.3 Sigma modely pro jednotlivé Maninovy trojice

V této kapitolce pfichazi na fadu vypocet sigma modelu pro jednotlivé neizomorfni Maninovy
trojice. Jak uz bylo feceno, za matici Ey bude volena matice {2 pouzitd pfi konstrukci Nappi-
Wittenova modelu. Budeme uvadét pouze tvary vyslednych tenzoriu F' - vypocet je dostatecné
popsan v [2] a kapitolach 1.3 a 1.4.

3.3.1 Maninova trojice (NW, A)

1 0 2 o0
A 0 1 —% 0

a a

37 -3 b1

0 0 1 0

Skutetné nam tedy vysla metrika g Nappi-Wittenova modelu, coz byl hlavni davod pro
zkoumani feseni Kliméik-Severovych rovnic s Nappi-Wittenovou algebrou v roli algebry g.

3.3.2 Maninova trojice (NW, )

1 0 F +sinu 0
o 0 1 —% +cosu—1 0
| %2 -sinu —% —cosu+1 b+2cosu—1) 1

0 0 1 0
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3.3.3 Maninova trojice (NW, 1)

1 0 % +azcosu—apsinu 0

o 0 1 —% —agsinu —aycosu 0
T ‘;—Q—agcosu—i-alsinu —a—21+agsinu+alcosu c—a%—a% 1
0 0 1 0

1 0 G —azcosu+apsinu 0

o 0 1 —% +agsinu+ajcosu 0
T %Q—Fagcosu—alsinu —%—agsinu—alcosu c—a%—a% 1
0 0 1 0

3.3.4 Maninova trojice (NW,II1,.)

1 0 2 4+ K 0

e 0 1 —4 4+ K, 0
LK -%4-Ky b—(1+c*)(ai+a3) 1

0 0 1 0

kde
Ky = (a1 + agc) cosu + (—ajc + az) sinu

Ky = (—aic+ ag) cosu — (a1 + azc)sinu

3.4 Pokracovani klasifikace Drinfeldovych doubli

Pro piehlednost jesté jednou uvedme jednotlivé neizomorfni Maninovy trojice

Typ | Pro Kanonicky tvar
A =0 =0 fi=0 fo=0][X;,X;]=0
I c1=0 =0 fieR freR [Xl,X4]:X3
Iy c1>0 =0 fieR freR [Xl,X4] = X9 [XQ,X4] =-X;
II_ c1<0 =0 f1 eR f2 ceR [Xl,X4] =—-X5 [XQ,X4] =X
II1c c1 € R &) 75 0 f1 eR f2 cR [Xl,X4] = X1 + C.X2 [XQ,X4] = —CX1 + Xz

Zajimalo by nés, zda nejsou nékteré neizomorfni Maninovy trojice izomorfni ve smyslu
izomorfie Drinfeldovych doublu. Znamenalo by to, Ze jeden Drinfeldiv double mé ruzné moznosti
rozkladu algebry D = gPg, coz je vlastnost dulezita pro tzv. Poisson-Lieovu T-pluralitu. V tomto
pripadé piipoustime §irs{ t¥idu transformaci - vypoustime totiz podminky I(g) = ¢’ a I(g) = ¢'.

(P @
T_<R s) (5)

Ti = PyTj + Qi X (6)

Méjme tedy transformaci

interpretovanou jako
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Xi = Ry;Tj + Si; X; (7)

Pak zachovani kanoni¢nosti bilinedrni formy

(LI =0 (XX =0 (T.X])=dy

vede na podminky
PQT+QPT =0 RST+SRT"=0 PST+QRT'=1

coz muzeme samoziejmé zapsat maticové jako

OG-0

Jak budeme postupovat? Vybereme si dvé Maninovy trojice a pokusime se najit transformaci,
kterd prevadi jedny strukturni koeficienty na druhé. Abychom toto mohli udélat, odvodime

rovnice pro transformaci strukturnich koeficientt v pripadé na$i transformace T. Mame tedy

k =k
[Tz‘/aT]{] = f/z‘jTlé [X{’XJ/‘] = f/in’/f

a po dosazeni z transformacnich vztahu a rozepsani komutart dostaneme rovnice

T PP £ + PucQiufl, — QutPitfm — FiiPom)  + (9)

Xon (P Qi fhor — QP fh, + QuQufr — flijkm) =0 (10)
. . . -k

T (Rix Pt fi + RieSiifl, — Sk Rjiflm — FlijBim)  + (11)
_ s

Xon(SieSifi + RieSiiflo — SR fr, — f'iiSm) = 0 (12)

Dtive nez pristoupime k feSeni téchto slozitych rovnic pro veskeré dvojice Maninovych tro-
jic, podivame se na charakteristické série’ jednotlivych algeber, coz by ndm mohlo umoznit
urcit neizomorfni algebry bez naro¢nych vypocti. Bohuzel pro libovolnou Maninovu trojici maji
charakteristické série nasledujici tvar

DW= span{Ty, Ty, Ty, X1, Xo, X3}

D? = span{Ty, X3}

DB = {0}

DY = span{Ty,Tp, Ty, X1, X2, X3} keN

Tato metoda nam tedy ke zjednoduSeni naseho tkolu nepomuze, nezbyva nez tedy fesit
rovnice (8), (9), (10), (11) a (12) pro matice P, @, R a S pro vSechny dvojice Maninovych
trojic.

Ukazalo se, ze jediné izomorfni Maninovy trojice ve smyslu izomorfie Drinfeldovych doublu
jsou trojice (NW,II1.) a (NW,III_.). Pro ostatni dvojice trojic neexistovalo redlné feseni'®

pro matice P, @), R a S, které by prevadélo jedny strukturni koeficienty na druhé.

9Pouzivéme znaceni g(o) =g°=g, g(k) = [g(k_l),g(k_l)} agh= [gk_l,g}.
10Toto tvrzeni se opird o vysledky metody Reduce v programu Mathematica 7.0
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Piikladem transformace, kterd prevadi strukturni koeficienty trojice (NW,II1.) na koefi-
cienty trojice (NW, II1_.), jel!

ja)

Trir, -, =

O O O O o O+~ O

O O O O o o o =

o O O O O

O O O O = O O O
@)

_ O O O O O O O

"Transformace je uvedena ve stejném zépisu a smyslu jako v (5), (6) a (7)
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4 Zavér

Byla prozkoumana jedna z moznosti, kterd méla nadéji odpovédét na otdzku dualizovatel-
nosti Nappi-Wittenova modelu. Bohuzel se ukazalo, ze danou metodou nelze o dualizovatelnosti
rozhodnout. Diléi vysledkem alespon byla klasifikace Drinfeldovych doublu, jejichz jednu alge-
bru tvori Nappi-Wittenova algebra, a konstrukce ptislusnych sigma modeli korespondujicich s
jednotlivymi Maninovymi trojicemi.

Dalsim moznym smérem patrani je vyuziti Lieovych symetrii tenzoru F definujiciho sigma
model, coz je metoda, ktera zcela opomiji ” puvod” Nappi-Wittenova modelu, ale jiz v minulosti
v ptripadé jiného modelu vedla k vysledku.
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5 Dodatek

5.1 Baker-Campbell-Hausdorff-Dynkinova formule

Mgjme Lieovu grupu G a necht g je jeji Lieovou algebrou. Vezméme nyni libovolné, ale dané,
vektory X,Y € g a neznamy vektor Z € g a zajimejme se o feSeni rovnice

expZ =expXexpY

kde exp : g — G je exponentni zobrazeni.
Odpovédi na to, jak ziskat onen nezndmy vektor, je tzv. Baker-Campbell-Hausdorff-Dynkinova
formule, ktera ve vsi obecnosti vypadd nésledujicim zpusobem (viz. [3])

_1)1171 (Z?: (TZ' +Si))_1 r s T s T s
Z:Z(n Z L [XTY$1X72Y$2 XY ]

n Nl
[[ rilsi!
n>0 Ti+5i>0 i=1

1<i<n
kde je pouzito znaceni

XMy XY= (XX XYY Y XXX Y YY)

Ve
71 S1 Tn Sn

Tento ¢len je zjevné nulovy pro s, > 1 anebo pro s, = 0 a r, > 1. Specidlni pripady jsou
definovany takto

XY = Xx
XYY = v
[(XMys . XY = LX X, (X, Y)L )
N e

Ostatni specialni piipady jsou analogické.
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