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Vedoućı práce: Prof. RNDr. Ladislav Hlavatý, DrSc.
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1 Prvńı dějstv́ı

Úkolem této práce je pokusit se zjistit, zda je Nappi-Witten̊uv takzvaně dualizovatelný či

nikoliv; to jest, zda existuje takový Drinfeld̊uv double a př́ıslušná matice E0 (viz. kap. 1.4),

které by daly vzniknout tomuto modelu. Předem je třeba ř́ıci, že neexistuje žádný obecně platný

postup, který by zaručeně fungoval. Jakkoliv je postup źıskáńı sigma model̊u při zadaném Din-

feldově doublu v́ıceméně mechanický, opačný postup (a zjǐstěńı, zda-li je v̊ubec možný) je o

poznáńı náročněǰśı.

V této kapitolce představ́ıme Nappi-Witten̊uv model a pojem duálńıch sigma model̊u.

1.1 Sigma model

Mějme diferencovatelné variety Σ a M . Varieta Σ necht’ je dvourozměrná a je na ńı definována

metrika η a metrická forma objemu ω. Na varietě M mějme metriku g a 2-formu B.

Systém popsaný akćı tvaru

S =

∫
Σ

1

2
ηijgµν∂ix

µ∂jx
ν − 1

2
ωijBµν∂ix

µ∂jx
νd2x

nazýváme sigma modelem.

Nejd̊uležitěǰśım př́ıpadem je situace, kdy Σ = R2 s Minkowského metrikou η = dτ ⊗ dτ −
dσ⊗dσ a formou objemu ω = dτ ∧dσ. Po přechodu k souřadnićım světelného kužele x± = τ±σ
přejde akce na tvar

S =

∫
(gµν +Bµν)∂+x

µ∂−x
νd2x

Pohybové rovnice nabývaj́ı tohoto tvaru

∂+∂−xµ+ Γµαβ∂−x
α∂+x

β = 0

kde

Γαβµ =
1

2
gµρ(Fρβ,α + Fαρ,β − Fαβ,ρ)

1.2 Wess-Zumino-Witten̊uv model

Necht’ G je kompaktńı, jednoduše souvislá Lieova grupa a g jej́ı Lieova algebra, po které

vyžadujeme, aby byla prostá. Dále mějme 2D Riemannovskou varietu Σ a zobrazeńı g : Σ→ G.

Pak Wess-Zumino-Wittenovým (WZW) modelem rozumı́me sigma model s akćı

S[g] = − 1

8π

∫
Σ
K(g−1∂µg, g−1∂µg)d2x+ 2πSWZ [g]

kde K je Killingova forma algebry g a SWZ je tzv. Wess-Zumin̊uv člen, o kterém bude řeč dále.

Integrand K(g−1∂µg, g−1∂µg) přepsaný do diferenciálně geometrické hantýrky nabyde tvaru∑
µ,ν

ηµνK(Lg−1∗g∗∂µ, Lg−1∗g∗∂ν)

Wess-Zumin̊uv člen má tvar

SWZ [g] = − 1

48π2

∫
B
εijkK

(
g−1 ∂g

∂yi
, [g−1 ∂g

∂yj
, g−1 ∂g

∂yk
]

)
d3y

kde B je 3D varieta taková, že ∂B = Σ, zobrazeńı g je libovolným zp̊usobem rozš́ı̌reno na celé

B a [·, ·] je komutátor na algebře g.
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1.3 Nappi-Witten̊uv model

Nappi-Witten̊uv model (viz. [1]) je WZW modelem s drobným zobecněńım. Jeho základem

je 4D Lieova grupa, jej́ıž algebra má následuj́ıćı nenulové strukturńı koeficienty (pro zvolené

bazické vektory (P1, P2, J, T ))

[J, P1] = P2 [J, P2] = −P1 [P1, P2] = T

Je zobecněńım WZW modelu v tom smyslu, že použitá algebra neńı poloprostá. U WZW

modelu má v akci použitá Killingova forma následuj́ıćı vlastnosti - bilinearita, symetrie, ad-

invariance a nedegenerovanost. Pokud požadujeme zachováńı těchto vlastost́ı, tak pro algebru,

která neńı poloprostá, nelze Killingovu formu v definici použ́ıt. Mı́sto toho j́ı nahrad́ıme obecnou

formou Ω, která tyto vlastnosti splńı a která má ve vš́ı obecnosti následuj́ıćı tvar

(Ωij) = k


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 b 1

0 0 1 0


kde k a b jsou libovolné konstanty(k 6= 0).

Pro źıskáńı akce, která je tvaru

S =
1

4π

∫
Σ

d2σΩij(g
−1∂αg)i(g−1∂αg)j +

1

12π

∫
B

d3σεαβγ(g−1∂αg)i(g−1∂βg)j(g−1∂γg)kΩklf
l
ij

muśıme vypoč́ıst členy g−1∂αg. Pro prvky grupy voĺıme následuj́ıćı parametrizaci

g = ea1P1+a2P2euJ+vT

Přidružené reprezentace jednotlivých bazických vektor̊u pak vypadaj́ı

adP1 =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

0 1 0 0

 adP2 =


0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0



adJ =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 adT =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


Zde vid́ıme podstatný zádrhel. Postup výpočtu g−1∂αg

1 použitý v [2] závisel na znalosti

grupového skládáńı na př́ıslušné grupě, který jsme źıskali d́ıky tomu, že adjungované reprezentace

byly vždy věrné - to v tomto př́ıpadě nenastává. Touto metodou se nám nepodař́ı źıskat zákon

skládańı v souřadnici v. Možnost́ı, jak z toho ven, je celá řada. Můžeme např́ıklad zkusit naj́ıt

takovou reprezentaci algebry, která věrná je. Nebo použit́ım tzv. Baker-Campbell-Hausdorff-

Dynkinovy formule2 [3] prokomutovat jednotlivé exponenciely - tedy převést výraz

ea
g
1P1+ag2P2eu

gJ+vgT ea
h
1P1+ah2P2eu

hJ+vhT

1Tento člen má v korektńım diferenciálně-geometrickém jazyku zápis Lg−1∗(g∗∂α)
2Pro zaj́ımavost je uvedená v dodatku
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na tvar

ea
g◦h
1 P1+ag◦h2 P2eu

g◦hJ+vg◦hT

Výše dvě uvedené metody jsou však netriviálńı a ve většině př́ıpad̊u těžko použitelné. Pokud

se však oprost́ıme od požadavku znalosti grupové struktury, tak lze použ́ıt následuj́ıćı výpočet.

Formálńı postup vypadá takto

g = ex1T1 · . . . · exnTn

∂αg = ex1T1(∂αx1)T1e
x2T2 · . . . · exnTn +

ex1T1ex2T2(∂αx2)T2e
x3T3 · . . . · exnTn +

· · ·
ex1T1 · . . . · exnTn(∂αxn)Tn

Tedy výraz

g−1∂g = e−xnTn · . . . · e−x1T1∂α(ex1T1 · . . . exnTn)

po rozepsáńı a drobné upravě3 vypadá takto

e−xnTn · . . . · ex2T2(∂αx1)T1e
x2T2 · . . . · exnTn +

e−xnTn · . . . · ex3T3(∂αx2)T2e
x3T3 · . . . · exnTn +

· · · +

e−xnTn(∂αxn−1)Tn−1e
xnTn +

(∂αxn)Tn

Jednotlivé členy

e−xnTn · . . . · e−xkTkTk−1e
xkTk · . . . · exnTn

nejsou nic jiného než p̊usobeńı adjungované reprezentace grupy na vektory algebry

Ad(exkTk ·...·exnTn )−1Tk−1

A adjungovanou reprezentaci grupy źıskame snadno složeńım exponenciel matic adjungované

reprezentace algebry.

AdexkTk ·...·exnTn = exkadTk · . . . · exnadTn

Po provedeńı těchto výpočt̊u už snadno vyčteme koeficienty u jednotlivých bazických vektor̊u.

Proč tento formálńı postup funguje? Pro maticové grupy je tento postup správný i po matem-

atické stránce. Stač́ı si pak jen uvědomit, že ke každé grupě můžeme nalézt izomorfńı maticovou

realizaci.

Bohužel v našem př́ıpadě bude postup o něco složitěǰśı. Je to zp̊usobeno zvolenou parametrizaćı

prvk̊u grupy, to jest g = ea1P1+a2P2euJ+vT . Jde o to, že člen ∂αa1P1 +∂αa2P2 obecně nekomutuje

s a1P1 + a2P2. Spočtěme si tedy, čemu je roven výraz ∂αe
a1P1+a2P2 .

∂αe
a1P1+a2P2 =

+∞∑
n=0

∂α(a1P1 + a2P2)n

n!

3Spoč́ıvaj́ıćı ve využit́ı toho, že vektory Ti komutuj́ı se svými exponencielami exiTi
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Pro zkráceńı zápisu označme C = a1P1 + a2P2.

∂αC
n =

n−1∑
k=0

Cn−k−1(∂αC)Ck

Nyńı muśıme v každém členu prokomutovat ∂αC na konec.

Cn−k−1(∂αC)CCk−1 = Cn−k(∂αC)Ck−1 + Cn−2εij(∂αai) ajT =

= . . . = Cn−1∂αC + kCn−2εij(∂αai) ajT

nebot’

[(∂αa1)P1 + (∂αa2)P2, a1P1 + a2P2] = εij(∂αai) ajT

Použit́ım toho výsledku dostáváme

∂αC
n = nCn−1∂αC +

n(n− 1)

2
Cn−2εij(∂αai) ajT

a poté
+∞∑
n=0

∂αC
n

n!
=

+∞∑
n=1

Cn−1

(n− 1)!
∂αC +

1

2

+∞∑
n=2

Cn−2

(n− 2)!
εij(∂αai) ajT =

= eC∂αC + eC
1

2
εij(∂αai) ajT

Člen s vektory J a T je bez problému, nebot’ tyto vektory spolu komutuj́ı. Takže konečně

můžeme psát

∂αg = ea1P1+a2P2((∂αa1)P1 + (∂αa2)P2 +
1

2
εij(∂αai) ajT )euJ+vT + g∂α(uJ + vT )

a tedy

g−1∂αg = e−(uJ+vT )((∂αa1)P1 + (∂αa2)P2)euJ+vT +
1

2
εij(∂αai) ajT + (∂αu)J + (∂αv)T

Potřebná adjungovaná reprezentace má tvar

AdeuJ+vT =


cosu − sinu 0 0

sinu cosu 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


A výsledkem tedy je

g−1∂αg = P1(cosu∂αa1 − sinu∂αa2) +

P2(sinu∂αa1 + cosu∂αa2) +

J(∂αu) +

T

(
∂αv +

1

2
(∂αa1) a2 −

1

2
(∂αa2) a1

)
Potom

Ωij(g
−1∂αg)i(g−1∂αg)j = ∂αa1∂

αa1 + ∂αa2∂
αa2 −

a1

2
(∂αa2∂

αu+ ∂αu∂
αa2)+
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a2

2
(∂αa1∂

αu+ ∂αa1∂
αu) + b∂αu∂

αu+ ∂αu∂
αv + ∂αv∂

αu

Stejně spočteme i člen

εαβγ(g−1∂αg)i(g−1∂βg)j(g−1∂γg)kΩklf
l
ij

Po převedeńı akce na tvar

S =

∫
(gµν +Bµν)∂αx

µ∂αxνd2σ

dostáváme σ-model s

g =


1 0 a2

2 0

0 1 −a1
2 0

a2
2 −a1

2 b 1

0 0 1 0

 B =


0 u 0 0

−u 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


1.4 Vzájemně duálńı σ-modely

V této kapitolce v rychlosti shrneme postup pro źıskáńı vzájemně duálńı sigma model̊u v

Poisson-Lieově smyslu (dle [4]).

Mějme tedy Drinfeld̊uv double D. To znamená, že máme direktńı rozklad algebry D (Lieova

algebra grupy D) do dvou maximálně izotropńıch (v̊uči dané symetrické bilineárńı nedegen-

erované ad-invariantńı formě) podalgeber g a g̃ (ke kterým př́ısluš́ı grupy G a G̃ a které tvoř́ı

tzv. Maninovu trojici (D, g, g̃)).

Dále mějme regulárńı matici E0 ∈ Rn,n (kde n je dáno dimenźı Drinfeldova doublu, která je

2n).

Potom σ-model s akćı pro zobrazeńı g : R2 → G

S =

∫
Fµν(g)∂+g

µ∂−g
νd2x

źıskáme takto

Fµν(g) = eiµ(g)Eij(g)ejν(g)

kde eiµ jsou komponenty pravoinvariantńıch forem na grupě G (źıskaných např́ıklad pomoćı

g−1∂g = ∂gµeiµTi) a matice E je dána vztahem

E(g) = (E−1
0 + Π(g))−1 Π(g) = b(g)a(g)−1

Matice a(g) a b(g) jsou submatice adjungované reprezentace prvku g−1

Adg−1 =

(
a(g−1)T b(g−1)T

0 d(g−1)T

)

Př́ıslušný duálńı model

S =

∫
F̃µν∂+g̃

µ∂−g̃
ν

źıskáme, pokud prohod́ıme role grup G a G̃. Tedy

F̃µν(g̃) = eiµ(g̃)Ẽij(g̃)ejν(g̃)
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Ẽ(g̃) = (Ẽ−1
0 + Π̃(g̃))−1 Π̃(g̃) = b̃(g̃)ã(g̃)−1

Adg̃−1 =

(
d̃(g̃−1)T 0

b̃(g̃−1)T ã(g̃−1)T

)
Přičemž matice E0 a Ẽ0 jsou svázány vztahem

E0Ẽ0 = I
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2 Druhé dějstv́ı

V této kapitolce nast́ıńıme několik postup̊u, které by mohly vést k rozřešeńı otázky dualizo-

vatelnosti Nappi-Wittenova modelu.

2.1 Klimč́ık-Ševerovy rovnice

Jednou z možnost́ı je využ́ıt Klimč́ık-Ševerovy rovnice

Lvi(F )µν = Fµκv
κ
j f̃

jk
i v

λ
kFλν

Pokud se nám podař́ı zvolit takovou algebru g generuj́ıćı na grupě G bazická levoinvariantńı

pole vi a zároveň takovou algebru g̃ maj́ıćı strukturńı koeficienty f̃ jki , že jsou Klimč́ık-Ševerovy

rovnice splněny, pak v́ıme, že je sigma model daný tenzorem F dualizovatelný. Protože G a G̃

muśı tvořit Drinfeld̊uv double, nemáme úplně svobodnou volbu algeber g a g̃. Jejich direktńı

součet g⊕ g̃ muśı také být Lieovou algebrou, přicemž komutátory ”kř́ıžových”vektor̊u jsou dané

vztahem

[Ti, T̃j ] = f jkiT̃k + f̃ jki Tk

kde Ti resp. T̃i jsou bazické vektory g resp. g̃.

Háček je v tom, že pokud máme pouze zadaný tenzor F a nic v́ıc, tak nemáme žádné vod́ıtko,

jak algebry g a g̃ volit. Nav́ıc, pokud pro námi zvolené algebry g a g̃ Klimč́ık-Ševerovy rovnice

splněné nejsou, tak o dualizovatelnosti nemůžeme ř́ıci nic.

V př́ıpadě Nappi-Wittenova modelu ovšem známe p̊uvod F . Pokud bychom si odmysleli

Wess-Zumin̊uv člen, tak se odvozeńı shoduje s klasickou konstrukćı sigma modelu, kde bychom

za matici E0 zvolili matici Ω, za algebru g zvolili onu ”Nappi-Wittenovu algebru”a na grupě G̃

zvolili abelovskou algebru. Nab́ıźı se tedy možnost zkusit vźıt za vi levoinvariantńı pole Nappi-

Wittenovy algebry a pokusit se naj́ıt strukturńı koeficienty f̃ jki tak, aby Klimč́ık-Ševerovy rovnice

byly splněny.

2.2 Symetrie tenzoru F

Daľśı možný postup je popsán v práci [5]. Nejprve nalezneme podprostor vektorových poĺı

P ⊂ X (G) takový, že

P = {ξ ∈ X (G) | LξF = 0}

Tento podprostor je zároveň algebrou vektorových poĺı s operaćı komutátoru d́ıky vlastnosti

Lieovy derivace

L[ξ,ζ] = [Lξ,Lζ ]

Z této algebry nyńı vybereme 4D podalgebru - označme vektorová pole, ze kterých se skládá,

(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4). K této algebře samozřejmě existuje př́ıslušná Lieova grupa H. Sestrojme na ńı

algebru levoinvariantńıch vektorových poĺı (v1, v2, v3, v4) takovým zp̊usobem, že komutačńı relace

jsou stejné jako v př́ıpadě vektorových poĺı ξi. Naš́ım úkolem je nyńı nalézt difeomorfismus grup4

f : H → G takový, že plat́ı f∗vi = ξi. Pokud se nám toto podař́ı a definujeme-li si tenzor

F ′ = f∗F , tak pak bude platit

LviF ′ = 0

4Nebo alespoň difeomorfismus mezi okoĺımi jednotek daných grup
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Což neńı nic jiného než splněné Klimč́ık-Ševerovy rovnice s tenzorem F ′ definovaného na grupě

H s levoinvariantńımi vektorovými poli vi a s nulovýmı́ strukturńımi koeficienty f̃ ijk .

Zároveň je ale možno pohĺıžet na tento difeomorfismus jako na pouhou změnu souřadnic na

grupě G a t́ım pádem jsme prokázali dualizovatelnost sigma modelu s tenzorem F .

2.3 Nápovědy

V článćıch [1] a [6] jsou uvedeny zmı́nky o dualitě daného modelu.

Článek [1], v němž je studovaný model zaveden, hovoř́ı takto: ”As there are three commuting

isometries, other interesting geometries are expected to emerge via O(3, 3) duality.”

Dále článek [6] rozv́ıj́ı tuto zmı́nku v následuj́ıćım směru: Jestliže vezmeme akci Nappi-

Wittenova modelu

S =
k

2π

∫
∂ai∂̄ai −

1

2
εijai(∂aj ∂̄u+ ∂̄aj∂u) + b∂u∂̄u+ ∂u∂̄v + ∂̄u∂v + uεij∂ai∂̄aj

a přejdeme k souřadnićım a1 = r cos θ, a2 = r sin θ, tak poté integraćı per partes źıskáme akci

S =
k

2π

∫
∂r∂̄r + r2∂u∂̄u+ b∂u∂̄u+ ∂u∂̄v + ∂̄u∂v (1)

Pokud začneme z plochého prostoru v souřadnićıch r, θ, u, v a provedeme O(3, 3) transformaci

v rovině θ, u, v, tak dostaneme akci (1). Odpov́ıdaj́ıćı O(3, 3) transformace je dána

â = (d−1)T =

 1 0 0

−1
2 0 b

2

0 0 1

 b̂ = 0 ĉ =

 0 0 −1
2

0 0 0
1
2 0 0


Jak se ovšem dočteme v závěru článku [1], pokud provedeme transformaci souřadnic

a1 = a cosu a2 = f sinu v = v +
1

2
af sinu u = u

tak metrika přejde na tvar

ds2 = da2 + df2 + 2dadf cosu+ 2dudv + bdu2

která má tři komutuj́ıćı symetrie a to

a→ a+ c1 f → f + c2 v → v + c3

Tedy veškeré poznámky týkaj́ıćı se duality jsou velmi pravděpodobně spojeny pouze s metrickým

tenzorem g a nikoliv s tenzorem F .
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3 Třet́ı dějstv́ı

3.1 Klimč́ık-Ševerovy rovnice

Nejprve se pod́ıváme na to, jaké algebry g̃ jsou př́ıpustné, aby g a g̃ tvořily rozklad Lieovy

algebry Drinfeldova doublu. Jedná se tedy o to, aby g ⊕ g̃ splňovala Jacobiho identity. Bazické

vektory algebry g označ́ıme (T1, T2, T3, T4) se strukturńımi koeficienty [Ti, Tj ] = fkijTk, u algebry g̃

mějme vektory (X1, X2, X3, X4) a strukturńı koeficienty zavedeme jako [Xi, Xj ] = f̃kijXk. Máme

tři typy Jacobiho identit, ze kterých źıskáme omezuj́ıćı rovnice pro koeficienty f̃kij . Nejprve, že

samotná algebra g̃ je Lieova typu

[Xi, [Xj , Xk]] + [Xj , [Xk, Xi]] + [Xk, [Xi, Xj ]] = 0

a poté dvě rovnice pro vektory jak z algebry g, tak i g̃

[Ti, [Tj , Xk]] + [Tj , [Xk, Ti]] + [Xk, [Ti, Tj ]] = 0

[Ti, [Xj , Xk]] + [Xj , [Xk, Ti]] + [Xk, [Ti, Xj ]] = 0

Po rozepsáńı těchto rovnic pomoćı strukturńıch koeficient̊u máme

Xl(f̃
m
jk f̃

l
im + f̃mki f̃

l
jm + f̃mij f̃

l
km) = 0 (2)

Tl(f̃
j
kmf

l
im − f̃ ikmf ljm + fkmj f̃

i
ml − fkmif̃

j
ml − f

m
ij f̃

m
kl ) +Xl(f

k
mjf

m
li − fkmifmlj − fmij fklm) = 0 (3)

Tl(f̃
m
jk f̃

i
ml + f̃ ikmf̃

m
jl − f̃ ijmf̃mkl ) +Xl(f̃

m
jkf

m
li − fkmif̃ ljm + f̃ ikmf

j
lm + f jmif̃

l
km − f̃ ijmfklm) = 0 (4)

V rovnićıch (3) a (4) u vektor̊u Xl resp. Tl se jedná o Jacobiho identity pro algebry g resp.

g̃5. Řešeńım lineárńıch rovnic v (3) a (4) dostaneme takovouto možnou algebru

f̃2
14 = −f̃1

24 = c1 f̃1
14 = f̃2

24 = c2 f̃2
12 = f̃3

13 = f̃1
34 = c3 f̃3

23 = f̃2
34 = −f̃1

12 = c4

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R jsou volné parametry, stějně jako koeficienty f̃3
14 a f̃3

24. Ostatńı koeficienty6

jsou nulové. S těmito omezeńımi na mysli pak rovnice (2) nabývaj́ı tvaru

c1c3 − c2c4 = 0 c2c3 + c1c4 = 0 c2
3 + c2

4 = 0

které jsou splněny jen a pouze pro c3 = c4 = 0. Výsledná algebra kompatibilńı s Nappi-

Wittenovou algebrou, aby dohromady tvořily algebru Drinfeldova doublu, má tedy tvar

[X1, X4] = c2X1 + c1X2 + f̃3
14X3

[X2, X4] = −c1X1 + c2X2 + f̃3
24X3

Nyńı zaměř́ıme pozornost na samotné Klimč́ık-Ševerovy rovnice.

Lvi(F )µν = Fµκv
κ
j f̃

jk
i v

λ
kFλν

Pro výpočet potřebujeme znát levoinvariantńı vektorová pole vi. Jak je źıskat, se dozv́ıme za

okamžik.

5Jak lze snadno nahlédnout za použit́ı vlastnosti fkij = −fkji
6Samozřejmě mám na mysli pouze koeficienty f̃kij , kde i < j; aneb máme pořád na mysli vlastnost f̃kij = −f̃kji
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3.1.1 Intermezzo diferenciálńı geometrie

Mějme levoinvariantńı formy αµ, αµν (e) = δµν , tzn.

αµ(e) = dxµ(e) αµν (g) = (Lg∗(e)α
µ(e))ν =

∂Lλg−1

∂xν

∣∣∣∣∣
g

δµλ =
∂Lµ

g−1

∂xν

∣∣∣∣∣
g

A definujeme-li nyńı složky vektorových poĺı (Xµ)ν(g) = Xν
µ(g) t́ım zp̊usobem, že matice Xν

µ(g)

splňuje vztah Xλ
µα

ν
λ = δνµ; tak vektorová pole Xµ budou tvořit levoinvariantńı vektorová pole s

vlastnost́ı Xµ(e) = ∂µ. Snadno ověř́ıme, že tomu tak skutečně je.

αν(Xµ) = (Lg∗(e)dx
ν)(Lg∗(e)∂µ) =

∂Lλg−1

∂xκ

∣∣∣∣∣
g

δνλ
∂Lκg
∂xρ

∣∣∣∣
e

δρµ =
∂Lνg−1

∂xκ

∣∣∣∣∣
g

∂Lκg
∂xµ

∣∣∣∣
e

= δνµ

Posledńı rovnost plat́ı, neb komplikovaný výraz neńı nic jiného než Jacobiho matice zobrazeńı

Lg−1 ◦ Lg = id. Takže závěr je, že matici složek levoinvariantńıch vektorových poĺı źıskáme

prostou inverźı matice složek levoinvariantńıch forem.

Daľśım tvrzeńım je, že matice eji definovaná předpisem g−1∂µg = (∂µxi)e
j
iTj je matićı složek

levoinvariantńıch forem. Opět snadno ověř́ıme výpočtem členu g−1∂µg

g−1∂µg = Lg−1∗(g) (g∗∂µ) = Lg−1∗(g) ((∂µx
i)∂

(g)
i ) = (∂µx

i)Lg−1∗(g)∂
(g)
i = (∂µx

i)
∂Lj

g−1

∂xi

∣∣∣∣∣
g

Tj

Nyńı nám již nic nebráńı pokračovat ve výpočtu. Vypǐsme tedy matici eji v našem konkrétńım

př́ıpadě

eji =


cosu sinu 0 1

2a2

− sinu cosu 0 −1
2a1

0 0 1 0

0 0 0 1


A jej́ı inverźı tedy źıskáme složky levoinvariantńıch vektorových poĺı

vji =


cosu − sinu 0 −1

2(a1 sinu+ a2 cosu)

sinu cosu 0 1
2(a1 cosu− a2 sinu)

0 0 1 0

0 0 0 1


A postupně rozepsaná vektorová pole

v1 =


cosu

− sinu

0

−1
2(a1 sinu+ a2 cosu)

 v2 =


sinu

cosu

0
1
2(a1 cosu− a2 sinu)



v3 =


0

0

1

0

 v4 =


0

0

0

1
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Lieovu derivaci spočteme snadno podle vzorce

Lξ(F )µν = ξλFµν,λ + ξλ,µFλν + ξλ,νFµλ

a po dosazeńı ξ = vi dostaneme

Lv1(F ) =


0 0 −2 sinu− u cosu 0

0 0 −2 cosu+ u sinu 0

−2 sinu+ u cosu −2 cosu− u sinu 0 0

0 0 0 0



Lv2(F ) =


0 0 2 cosu− u sinu 0

0 0 −2 sinu− u cosu 0

2 cosu+ u sinu −2 sinu+ u cosu 0 0

0 0 0 0



Lv3(F ) =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 Lv4(F ) =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


Ještě než přistouṕıme k výpočtu pravé strany Klimč́ık-Ševerových rovnic7 zamysĺıme se nad

vlastńım řešeńım těchto rovnic. Vzhledem k tomu, že f̃ jki jsou č́ıselné konstanty, tak stač́ı pouze

výrazy rozdělit na lineárně nezávislé funkce fι(a1, a2, u, v) a dát do rovnosti koeficienty stoj́ıćı

u nich. ∑
ι

α
(ι,k)
L fι(a1, a2, u, v) =

∑
ι

∑
i,j

α
(ι,k)
ij f̃kij

 fι(a1, a2, u, v)

kde α
(ι,k)
L jsou koeficienty źıskané z výpočtu Lieovy derivace dle vektorového pole vk. Zároveň

plat́ı podmı́nka lineárńı nezávislosti∑
ι

βιfι(a1, a2, u, v) ≡ 0 pouze, pokud ∀ι (βι = 0)

Dostaneme tedy lineárńı rovnice pro f̃kij tvaru

α
(ι,k)
L −

∑
i,j

α
(ι,k)
ij f̃kij = 0

Takovéto sady rovnic samozřejmě dostaneme pro každou složku tenzorové rovnice.

Pokud vezmeme v úvahu omezeńı, která jsme vypočetli pro algebru g̃, tak rovnice pro ξ = v4

jsou splněny z d̊uvodu f̃4
ij = 0.

Pro ξ = v3 vyṕı̌seme rovnice pro prvńı dvě tenzorové složky (při jejich psańı zat́ım zapomen-

eme na omezeńı kladená na algebru g̃)

2f̃3
12 + f̃3

13u sinu− f̃3
23u cosu = 0

7Z d̊uvodu zachováńı sumačńı konvence a také zažitého zápisu v oboru dualizovatelných sigma model̊u jsou

koeficienty algebry g̃ zapsány s přehozenými indexy; tzn. mı́sto f̃kij ṕı̌seme f̃ ijk
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f̃3
12u

2−f̃3
12+f̃3

23(a2 cosu)−f̃3
23a1 cosu+(f̃3

13+f̃3
23)a1−(f̃3

13+f̃3
23)a2u−f̃3

13a2 sinu+f̃3
13a1 sinu = 1

A ted’ se na ně zad́ıváme s t́ım, že algebraická omezeńı bereme v patrnost. Prvńı rovnice je

splněna, nebot’ př́ıslušné strukturńı koeficienty jsou nulové. Ale bohužel u druhé rovnice muśıme

pro jej́ı splněńı vyžadovat f̃3
12 = −1, což neńı možné.

T́ımto zp̊usobem se tedy nepodařilo ukazát, zda je Nappi-Witten̊uv model dualizovatelný.

Povedlo se ukázat, že neńı dualizovatelný za použit́ı Nappi-Wittenovy algebry. Nicméně neméně

zaj́ımavou otázkou z̊ustavá, které tenzory F jsou dualizovatelné s Nappi-Wittenovou algebrou v

roli algebry g.

3.2 Klasifikace Drinfeldových doubl̊u

Máme-li dva Drinfeldovy doubly s algebrami D a D′ a existuje-li zobrazeńı I : D → D′,
které je izomorfismem algeber D a D′ a které zároveň respektuje bilineárńı formu definovanou

na doublech, tzn.

〈X,Y 〉D = 〈I(X), I(Y )〉D′

pak ř́ıkáme, že jsou dané Drinfeldovy doubly izomorfńı. Uvažujme dále Maninovy trojice (D, g, g̃)

a (D′, g′, g̃′). Máme-li nyńı izomorfismus Drinfeldových doubl̊u I respektuj́ıćı rozklad algeber D
a D′, tzn.

I(g) = g′ I(g̃) = g̃′

hovoř́ıme o izomorfismu Maninových trojic.

Naš́ım ćılem je naj́ıt neizomorfńı Maninovy trojice, kde v roli algebry g vystupuje Nappi-

Wittenova algebra. Pro tyto trojice pak sestroj́ıme dualizovatelné sigma modely, kde za matici

E0 zvoĺıme matici Ω. Na závěr se pak pod́ıváme na to, zda-li jednotlivé dvojice trojic nejsou

pouze r̊uzným rozkladem téhož Drinfeldova doublu.

Při hledáńı izomorfismů Maninových trojic vypadá nejobecněǰśı transformace báze (v blokovém

tvaru) takto

T =

(
A 0

0 B

)
V prvé řadě se ovšem muśıme omezit pouze na takové transformace, které zachovávaj́ı kanonický

tvar bilinearńı formy, tj.

〈Ti, T̃j〉 = δij

Toto omezeńı nám určuje tvar matice B = A−T .

Hledejme nyńı takové matice A, které ponechávaj́ı strukturńı koeficienty Nappi-Wittenovy

algebry invariantńı. Pokud tedy

[Ti, Tj ] = fkijTk Ti = AijT
′
j [T ′i , T

′
j ] = f ′

k
ijT
′
k

pak vztah pro nové koeficienty je následuj́ıćı

f ′
k
ij = AlkA

−1
jnA

−1
imf

l
mn

přičemž naš́ım požadavkem je f ′kij = fkij . To dává rovnice pro prvky matice A; pro praktický

výpočet se ovšem v́ıce hod́ı vzorec bez inverźı

AilAjmf
k
lm − fnijAnk = 0
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Řešeńım těchto rovnic źıskáme následuj́ıćı transformačńı matice

A =


0 ∓α 0 A14

α 0 0 A24

∓A24
α

A14
α ±1 A34

0 0 0 ±α2

 α,A14, A24, A34 ∈ R α 6= 0

A =


α 0 0 A14

0 ±α 0 A24

∓A14
α −A24

α ±1 A34

0 0 0 ±α2

 α,A14, A24, A34 ∈ R α 6= 0

A =


β ±α 0 A14

α ∓β 0 A24

±αA24+βA14

α2+β2
αA14−βA24

α2+β2 ∓1 A34

0 0 0 ∓(α2 + β2)

 α, β,A14, A24, A34 ∈ R α, β 6= 0

Mezi d̊uležité speciálńı př́ıpady transformaćı patř́ı: škálováńı Sα, prohazováńı vektor̊u T1 a T2

P a ”mı́cháńı”vektor̊u T1 a T2 Mα,β.

Sα =


α 0 0 0

0 α 0 0

0 0 1 0

0 0 0 α2

 P =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 Mα,β =


β −α 0 0

α β 0 0

0 0 1 0

0 0 0 α2 + β2


Vrhněme se tedy nyńı na hledáńı neizomorfńıch algeber (s transformacemi omezenými pouze

na výše nalezené8) tvořených vektory (X1, X2, X3, X4) s komutačńımi relacemi

[X1, X4] = c2X1 + c1X2 + f1X3

[X2, X4] = −c1X1 + c2X2 + f2X3

Jednotlivé př́ıpady si rozděĺıme podle dimenze [g̃, g̃].

3.2.1 dim[g̃, g̃] = 0

Tento př́ıpad nastane pro c1 = c2 = f1 = f2 = 0. Dostaneme abelovskou algebru a př́ıslušnou

Maninovu trojici budeme značit 〈NW,A〉.

3.2.2 dim[g̃, g̃] = 1

V tomto př́ıpadě požadujeme, aby vektory (c2, c1, f1, 0) a (−c1, c2, f2, 0) byly nenulové a

lineárně zavislé. To se stane tehdy, pokud c1 = c2 = 0 a zároveň f2
1 + f2

2 6= 0. Komutačńı relace

tvaru

[X1, X4] = f1X3 [X2, X4] = f2X3

lze ovšem vždy převést transformacemi Sα a Mα,β na tvar

[X1, X4] = X3

Maninovu trojici s touto algebrou označ́ıme 〈NW, I〉.
8A stále máme na mysli onu transpozici, kterou je třeba s transformaćı provést
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3.2.3 dim[g̃, g̃] = 2

Lineárńı nezávislost vektor̊u stoj́ıćıch na pravé straně komutačńıch relaćı zajist́ıme podmı́nkou

c2
1 + c2

2 6= 0. Koeficienty f1 a f2 mohou být libovolné. Použijeme-li transformaci tvaru

A =


1 0 0 A14

0 1 0 A24

−A14 −A24 1 0

0 0 0 1


odstrańıme z komutant̊u vektor X3, tzn. dostaneme

[X1, X4] = c2X1 + c1X2 [X2, X4] = −c1X1 + c2X2

Naopak koeficienty c1 a c2 lze pouze škálovat α2 a provést změnu c2 → −c2. S těmito poznatky

již snadno urč́ıme jednotlivé neizomorfńı algebry. Jsou to

pro c1 > 0, c2 = 0, f12 ∈ R [X1, X4] = X2 [X2, X4] = −X1

pro c1 < 0, c2 = 0, f12 ∈ R [X1, X4] = −X2 [X2, X4] = X1

pro c1 ∈ R, c2 6= 0, f12 ∈ R [X1, X4] = X1 + cX2 [X2, X4] = −cX1 +X2 (c = c1/c2)

Tyto trojice po řadě označ́ıme 〈NW, II+〉, 〈NW, II−〉, 〈NW, IIIc〉.

3.3 Sigma modely pro jednotlivé Maninovy trojice

V této kapitolce přicháźı na řadu výpočet sigma model̊u pro jednotlivé neizomorfńı Maninovy

trojice. Jak už bylo řečeno, za matici E0 bude volena matice Ω použitá při konstrukci Nappi-

Wittenova modelu. Budeme uvádět pouze tvary výsledných tenzor̊u F - výpočet je dostatečně

popsán v [2] a kapitolách 1.3 a 1.4.

3.3.1 Maninova trojice 〈NW,A〉

F =


1 0 a2

2 0

0 1 −a1
2 0

a2
2 −a1

2 b 1

0 0 1 0


Skutečně nám tedy vyšla metrika g Nappi-Wittenova modelu, což byl hlavńı d̊uvod pro

zkoumáńı řešeńı Klimč́ık-Ševerových rovnic s Nappi-Wittenovou algebrou v roli algebry g.

3.3.2 Maninova trojice 〈NW, I〉

F =


1 0 a2

2 + sinu 0

0 1 −a1
2 + cosu− 1 0

a2
2 − sinu −a1

2 − cosu+ 1 b+ 2(cosu− 1) 1

0 0 1 0
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3.3.3 Maninova trojice 〈NW, II±〉

F+ =


1 0 a2

2 + a2 cosu− a1 sinu 0

0 1 −a1
2 − a2 sinu− a1 cosu 0

a2
2 − a2 cosu+ a1 sinu −a1

2 + a2 sinu+ a1 cosu c− a2
1 − a2

2 1

0 0 1 0



F− =


1 0 a2

2 − a2 cosu+ a1 sinu 0

0 1 −a1
2 + a2 sinu+ a1 cosu 0

a2
2 + a2 cosu− a1 sinu −a1

2 − a2 sinu− a1 cosu c− a2
1 − a2

2 1

0 0 1 0


3.3.4 Maninova trojice 〈NW, IIIc〉

F =


1 0 a2

2 +K1 0

0 1 −a1
2 +K2 0

a2
2 −K1 −a1

2 −K2 b− (1 + c2)(a2
1 + a2

2) 1

0 0 1 0


kde

K1 = (a1 + a2c) cosu+ (−a1c+ a2) sinu

K2 = (−a1c+ a2) cosu− (a1 + a2c) sinu

3.4 Pokračováńı klasifikace Drinfeldových doubl̊u

Pro přehlednost ještě jednou uved’me jednotlivé neizomorfńı Maninovy trojice

Typ Pro Kanonický tvar

A c1 = 0 c2 = 0 f1 = 0 f2 = 0 [Xi, Xj ] = 0

I c1 = 0 c2 = 0 f1 ∈ R f2 ∈ R [X1, X4] = X3

II+ c1 > 0 c2 = 0 f1 ∈ R f2 ∈ R [X1, X4] = X2 [X2, X4] = −X1

II− c1 < 0 c2 = 0 f1 ∈ R f2 ∈ R [X1, X4] = −X2 [X2, X4] = X1

IIIc c1 ∈ R c2 6= 0 f1 ∈ R f2 ∈ R [X1, X4] = X1 + cX2 [X2, X4] = −cX1 +X2

Zaj́ımalo by nás, zda nejsou některé neizomorfńı Maninovy trojice izomorfńı ve smyslu

izomorfie Drinfeldových doubl̊u. Znamenalo by to, že jeden Drinfeld̊uv double má r̊uzné možnosti

rozkladu algebry D = g⊕g̃, což je vlastnost d̊uležitá pro tzv. Poisson-Lieovu T-pluralitu. V tomto

př́ıpadě připoušt́ıme širš́ı tř́ıdu transformaćı - vypoušt́ıme totiž podmı́nky I(g) = g′ a I(g̃) = g̃′.

Mějme tedy transformaci

T =

(
P Q

R S

)
(5)

interpretovanou jako

T ′i = PijTj +QijXj (6)
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X ′i = RijTj + SijXj (7)

Pak zachováńı kanoničnosti bilineárńı formy

〈T ′i , T ′j〉 = 0 〈X ′i, X ′j〉 = 0 〈T ′i , X ′j〉 = δij

vede na podmı́nky

PQT +QP T = 0 RST + SRT = 0 PST +QRT = I

což můžeme samozřejmě zapsat maticově jako(
P Q

R S

)(
0 I

I 0

)(
P Q

R S

)T
=

(
0 I

I 0

)
(8)

Jak budeme postupovat? Vybereme si dvě Maninovy trojice a pokuśıme se naj́ıt transformaci,

která převad́ı jedny strukturńı koeficienty na druhé. Abychom toto mohli udělat, odvod́ıme

rovnice pro transformaci strukturńıch koeficient̊u v př́ıpadě naš́ı transformace T. Máme tedy

[T ′i , T
′
j ] = f ′

k
ijT
′
k [X ′i, X

′
j ] = f̃ ′

k
ijX

′
k

a po dosazeńı z transformačńıch vztah̊u a rozepsáńı komutár̊u dostaneme rovnice

Tm(PikPjlf
m
kl + PikQjlf̃

k
lm −QikPjlf̃ lkm − f ′

k
ijPkm) + (9)

Xm(PikQjlf
l
mk −QikPjlfkml +QikQjlf̃

m
kl − f ′

k
ijQkm) = 0 (10)

Tm(RikPjlf
m
kl +RikSjlf̃

k
lm − SikRjlf̃ lkm − f̃ ′

k
ijRkm) + (11)

Xm(SikSjlf̃
m
kl +RikSjlf

l
mk − SikRjlfkml − f̃ ′

k
ijSkm) = 0 (12)

Dř́ıve než přistouṕıme k řešeńı těchto složitých rovnic pro veškeré dvojice Maninových tro-

jic, pod́ıváme se na charakteristické série9 jednotlivých algeber, což by nám mohlo umožnit

určit neizomorfńı algebry bez náročných výpočt̊u. Bohužel pro libovolnou Maninovu trojici maj́ı

charakteristické série následuj́ıćı tvar

D(1) = span{T1, T2, T4, X1, X2, X3}
D(2) = span{T4, X3}
D(3) = {0}
Dk = span{T1, T2, T4, X1, X2, X3} k ∈ N

Tato metoda nám tedy ke zjednodušeńı našeho úkolu nepomůže, nezbývá než tedy řešit

rovnice (8), (9), (10), (11) a (12) pro matice P , Q, R a S pro všechny dvojice Maninových

trojic.

Ukázalo se, že jediné izomorfńı Maninovy trojice ve smyslu izomorfie Drinfeldových doubl̊u

jsou trojice 〈NW, IIIc〉 a 〈NW, III−c〉. Pro ostatńı dvojice trojic neexistovalo reálné řešeńı10

pro matice P , Q, R a S, které by převádělo jedny strukturńı koeficienty na druhé.

9Použ́ıváme značeńı g(0) = g0 = g, g(k) = [g(k−1), g(k−1)] a gk = [gk−1, g].
10Toto tvrzeńı se oṕırá o výsledky metody Reduce v programu Mathematica 7.0
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Př́ıkladem transformace, která převád́ı strukturńı koeficienty trojice 〈NW, IIIc〉 na koefi-

cienty trojice 〈NW, III−c〉, je11

TIIIc→III−c =



0 1 0 0 −1 0 − c
1+c2

0

1 0 0 0 0 1 − c2

1+c2
0

0 0 −1 0 − c2

1+c2
− c

1+c2
0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



11Transformace je uvedena ve stejném zápisu a smyslu jako v (5), (6) a (7)
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4 Závěr

Byla prozkoumána jedna z možnost́ı, která měla naději odpovědět na otázku dualizovatel-

nosti Nappi-Wittenova modelu. Bohužel se ukázalo, že danou metodou nelze o dualizovatelnosti

rozhodnout. Dı́lč́ı výsledkem alespoň byla klasifikace Drinfeldových doubl̊u, jejichž jednu alge-

bru tvoř́ı Nappi-Wittenova algebra, a konstrukce př́ıslušných sigma model̊u koresponduj́ıćıch s

jednotlivými Maninovými trojicemi.

Daľśım možným směrem pátráńı je využit́ı Lieových symetríı tenzoru F definuj́ıćıho sigma

model, což je metoda, která zcela opomı́j́ı ”p̊uvod”Nappi-Wittenova modelu, ale již v minulosti

v př́ıpadě jiného modelu vedla k výsledku.
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5 Dodatek

5.1 Baker-Campbell-Hausdorff-Dynkinova formule

Mějme Lieovu grupu G a necht’ g je jej́ı Lieovou algebrou. Vezměme nyńı libovolné, ale dané,

vektory X,Y ∈ g a neznámý vektor Z ∈ g a zaj́ımejme se o řešeńı rovnice

expZ = expX expY

kde exp : g→ G je exponentńı zobrazeńı.

Odpověd́ı na to, jak źıskat onen neznámý vektor, je tzv. Baker-Campbell-Hausdorff-Dynkinova

formule, která ve vš́ı obecnosti vypadá následuj́ıćım zp̊usobem (viz. [3])

Z =
∑
n>0

(−1)n−1

n

∑
ri + si > 0

1 ≤ i ≤ n

(
∑n

i=1(ri + si))
−1∏n

i=1 ri!si!
[Xr1Y s1Xr2Y s2 . . . XrnY sn ]

kde je použito značeńı

[Xr1Y s1 . . . XrnY sn ] := [X, [X, . . . [X︸ ︷︷ ︸
r1

, [Y, [Y, . . . [Y︸ ︷︷ ︸
s1

, . . . [X, [X, . . . [X︸ ︷︷ ︸
rn

, [Y, [Y, . . . Y︸ ︷︷ ︸
sn

] . . .]

Tento člen je zjevně nulový pro sn > 1 anebo pro sn = 0 a rn > 1. Speciálńı př́ıpady jsou

definovány takto

[X1Y 0] = X

[X0Y 1] = Y

[Xr1Y s1 . . . XrnY 1] = [. . . [[X, [X, . . . [X︸ ︷︷ ︸
rn

, Y ]] . . .]]

Ostatńı speciálńı př́ıpady jsou analogické.
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