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Vedoućı práce: Prof. RNDr. Ladislav Hlavatý, DrSc.
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geometrie, křivost
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1 Úvod

Sigma modely jsou zjednodušeným fyzikálńım modelem d̊uležitým pro teorii strun. Ukazuje
se, že d̊uležitým objektem pro konstrukci v jistém smyslu duálńıch sigma model̊u je tzv. Drin-
feld̊uv double. V této práci tedy zkonstruujeme tyto modely na čtyřrozměrném Drinfeldově
doublu a za použit́ı nástroj̊u Riemannovské geometrie se pokuśıme určit, zda existuje nějaký
vztah mezi křivost́ı daného modelu a jeho duálńıho protěǰsku.
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2 Úvodńı pojmy

V této kapitole budou nejprve v minimálńım rozsahu uvedeny a vysvětleny pojmy, které
jsou potřeba k alespoň základńımu porozuměńı odvozeńı a práci s pohybovými rovnicemi na
tzv. Drinfeldově doublu.

Lieova grupa. Necht’ G je grupa a zároveň diferencovatelná varieta taková, že zobrazeńı
◦ : G×G→ G a −1 : G→ G jsou hladká. Pak G nazveme Lieovou grupou.

Lieova algebra. Necht’ V je vektorový prostor, [·, ·] : V × V → V bilineárńı zobrazeńı
splňuj́ıćı

1. (∀x, y ∈ V ) ([x, y] = −[y, x]) antisymetrie

2. (∀x, y, z ∈ V ) ([[x, y], z] + [[z, x], y] + [[y, z], x] = 0) Jacobiho identita

pak (V, [·, ·]) nazýváme Lieovou algebrou.

Izomorfismus Lieových algeber. Bud’te g, h Lieovy algebry. Ř́ıkáme, že jsou izomorfńı,
jestliže existuje lineárńı izomorfismus I : g→ h takový, že

(∀x, y ∈ g)(I([x, y]g) = [Ix, Iy]h)

Translace na grupě. Bud’ G Lieova grupa, g ∈ G, pak zobrazeńı

Lg : G→ G Lg(h) := g ◦ h

Rg : G→ G Rg(h) := h ◦ g

nazýváme levou resp. pravou translaćı. K nim jsou př́ıslušná tečná zobrazeńı

Lg∗(h) : ThG→ TghG

Rg∗(h) : ThG→ ThgG

Bud’te g, h ∈ G, V ∈ TgG, pak pod značeńım V h resp. hV budeme rozumět Rh∗(g)V resp.
Lh∗(g)V .

Necht’ X ∈ X(G)I, pak řekneme, že X je levoinvariantńı vektorové pole, jestliže plat́ı

(∀g, h ∈ G)(gX(h) = X(g ◦ h))II

Množinu všech levoinvariantńıch vektorových poĺı označ́ıme XLinv. Bud’ V ∈ TeG, pak
XV (g) := gV je levoinvariantńı vektorové pole. Dále jestliže X,Y ∈ XLinv pak [X,Y ] ∈ XLinv.
Množinu XLinv s operaćı komutátoru vektorových poĺı nazveme Lieovou algebrou Lieovy
grupy G.

IX(G) znač́ı množinu všech hladkých vektorových poĺı
IIZde je použito značeńı zavedené výše.
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Ekvivalentńı definićı Lieovy algebry Lieovy grupy je položit g ≡ TeG a jako komutátor
definovat

(∀u, v ∈ g)([u, v] := [Xu, Xv](e))

kde Xu a Xv jsou levoinvariantńı vektorová pole generovaná vektory u a v. Nebudeme dále
rozlǐsovat mezi těmito dvěma definicemi.

Jednoparametrická podgrupa. Bud’ G Lieova grupa. Mějme zobrazeńı φ : R→ G takové,
že

(∀s, t ∈ R)(φ(t+ s) = φ(t) ◦ φ(s))

Pak zobrazeńı φ nazýváme jednoparametrickou podgroupou grupy G. Je to homomorfis-
mus reálné aditivńı grupy a nějaké podgrupy grupy G. Plat́ı, že libovolná jednoparametrická
podgrupa je integrálńı křivkou nějakého levoinvariantńıho vektorového pole procházej́ıćı jed-
notkou a naopak (tzn. že každá integrálńı křivka levoinvariantńıho pole procházej́ıćı jednotkou
je jednoparametrickou podgrupou).

Maximálńı izotropie. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T , W podprostor V ,
h : V ×V → T symetrická bilineárńı forma. Ř́ıkáme, že podprostor W je maximálně izotropńı,
právě když

1. h|W×W ≡ 0

2. (∀P ⊂⊂ V )(W $ P )(h|P×P 6≡ 0)

ad-invariantnost. Necht’ G je Lieova grupa, g jej́ı Lieova algebra, h : g× g→ R bilineárńı
forma. Ř́ıkáme, že h je ad-invariantńı, právě když

(∀x, y, z ∈ g)(h(adxy, z) + h(y, adxz) = 0)III

Z ad-invariance nav́ıc plyne Ad-invariantnost formy pro prvky g ∈ exp(g)IV, která je definována
takto

(∀x, y ∈ g)(〈gxg−1, gyg−1〉 = 〈x, y〉)

Drinfeld̊uv double. Necht’ D je souvislá Lieova grupa, D jej́ı Lieova algebra, 〈·, ·〉 ad-
invariantńı nedegenerovaná bilinearńı forma na D. Ř́ıkáme, že D je Drinfeld̊uv double, právě
když existuj́ı maximálně izotropńı (v̊uči 〈·, ·〉) podalgebry g, g̃ takové, že g ⊕ g̃ = D (jakožto
součet vektorových prostor̊u). Trojici (D, g, g̃) nazýváme Maninovou trojićı.

Rn jako diferencovatelná varieta. Necht’ x ∈ Rn, označme x ≡ (x1, . . . , xn). Atlas je
definovaný jedinou mapou (Rn, idRn). Bázi tečného prostoru TxRn označ́ıme (∂x1 , . . . , ∂

x
n), a

voĺıme ji tak, aby platilo

∂xi f =
∂f

∂xi

∣∣∣∣
x

IIIZobrazeńı adx : V → V : adx(y) := [x, y], bĺıže o tomto zobrazeńı v kapitole (3.3).
IVO zobrazeńı exp viz. kapitola (3.2).
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kde f : Rn → R. Konkrétně pro n = 2 budeme značit x ≡ (x+, x−) a TxR2 = span(∂x+, ∂
x
−).

Sigma model. Mějme diferencovatelné variety R2 a T . F ∈ T 0
2 tenzororové pole na varietě

T , zobrazeńı φ : R2 → T . Systém popsaný Lagrangiánem tvaru

L = F (φ∗∂−, φ∗∂+) resp. v souřadnićıch L = Fµν∂−φ
µ∂+φ

ν

nazveme sigma modelem. Dále T nazýváme ćılovou varietou. V této práci je ćılová varieta
T dvourozměrnou podgrupou čtyřrozměrného Drinfeldova doublu.
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3 Ćılová Lieova grupa

Ćılovými varietami sigma model̊u diskutovaných v této práci jsou dvourozměrné podgrupy
čtyrrozměrných Drinfeldových doubl̊u. Jejich algebry jsou tedy dvourozměrné. V této kapitole
bude uveden př́ıklad dvourozměrných grup generuj́ıćıch neizormorfńı Lieovy algebry, nast́ıněny
možnosti zavedeńı r̊uzných souřadnic na grupě, uvedeny základńı pojmy reprezentaćı grup a
hlavně přidružené reprezentace.

3.1 Dvourozměrné Lieovy algebry

Necht’ (V, [·, ·]) je Lieova algebra, dimV = 2, (T1, T2) báze V . Pak existuj́ı pouze dvě
neizomorfńı algebry

[T1, T2] = 0 nebo [T1, T2] = T2

Uvedeme nyńı př́ıklad dvou dvourozměrných Lieových grup, které za svou algebru budou mı́t
prvńı resp. druhý př́ıpad.

3.1.1 Abelovská grupa

Mějme g, h ∈ R2, označme g = (g1, g2), h = (h1, h2). Tato grupa je definována následovně

G ≡ (R2, ◦) ◦ : G×G→ G g ◦ h := (g1 + h1, g2 + h2)

pak
e = (0, 0) g−1 = (−g1,−g2)

Diferencovatelná struktura je zavedena, jak bylo popsáno v kapitole (2).
Tečná zobrazeńı př́ıslušej́ıćı k levé resp. pravé translaci

Lg∗(h) = Rg∗(h) =

(
1 0
0 1

)

Tedy vektory přenášené pomoćı translaćı neměńı své složkové vyjádřeńı. Levoinvariantńı vek-
torové pole generované vektorem V ∈ TeG, V = (v1, v2) je konstantńı na celé varietě

XV (g) = v1∂g+ + v2∂g−

Jejich komutátor [XV , XW ] = 0 pro ∀V,W ∈ TeG tedy i [X(1,0), X(0,1)] = 0.
Integrálńı křivky levoinvariantńıch vektorových poĺı procházej́ıćıch jednotkou jsou př́ımky

γV (t) = (v1t, v2t) t ∈ R



3 CÍLOVÁ LIEOVA GRUPA 10

3.1.2 Grupa afinńıch transformaćı na R

Necht’ α, β ∈ R, α 6= 0, g = (g1, g2), h = (h1, h2) ∈ R2 . Afinńı transformaćı R rozumı́me
zobrazeńı A : R→ R, A(x) := αx+β. Množina afinńıch transformaćı (ozn. A) společně s operaćı
skládáńı zobrazeńı pak tvoř́ı grupu. Zobrazeńı I : A → R2 : I(A) := (α, β) je izomorfismus s
grupou

Af(1) ≡ (R2/{(0, x) | x ∈ R}, ◦) ◦ : Af(1)×Af(1)→ Af(1)

g ◦ h := (g1h1, g1h2 + g2)

pak
e = (1, 0) g−1 = (1/g1,−g2/g1)

Tuto grupu nazveme grupou afinńıch transformaćı. Diferencovatelná struktura zavedena
opět, jak bylo popsáno v kapitole (2). Tečná zobrazeńı k translaćım

Lg∗(h) =

(
g1 0
0 g1

)
Rg∗(h) =

(
g1 0
g2 1

)

Levoinvariantńı vektorová pole

XV (g) = v1g1∂
g
+ + v2g1∂

g
−

Komutátor [XV , XW ](g) = (v1w2 − v2w1)g1∂
g
− tedy [X(1,0), X(0,1)] = X(0,1).

Integrálńı křivky

γV (t) =
(
ev

1t,
v2

v1

(
ev

1t − 1
))

pro v1 6= 0

respektive
γV (t) =

(
1, v2t

)
pro v1 = 0

3.2 Souřadnice na grupě

Exponentńı zobrazeńı. Necht’ G je Lieova grupa, g jej́ı Lieova algebra, V ∈ g. Pak defin-
ujeme zobrazeńı

exp : g→ G exp(V ) := γV (1)

kde γV je integrálńı křivka levoinvariantńıho vektorového pole generovaného vektorem V a
procházej́ıćı jednotkou (γ(0) = e, γ̇(0) = V ). Toto zobrazeńı nazýváme exponentńı zobrazeńı.

Normálńı souřadnice. Bud’ G Lieova grupa, dimG = n, (Ti)i∈n̂ báze TeG. Pak existuje
okoĺı U ⊂ TeG takové, že exp |U : U → exp(U) je difeomorfismus. Tedy

(∀g ∈ exp(U))(∃1(α1, . . . , αn) ∈ Rn)(exp(
n∑
i=1

αiTi) = g)
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Každému prvku g ∈ U(G) tedy můžeme přǐradit odpov́ıdaj́ıćı souřadnice (αi)i∈n̂. Takto zavedené
souřadnice se nazývaj́ı normálńı souřadnice (viz. [3]).

Řešitelná algebra. Bud’ g Lieova algebra. Definujme

g0 := g gn+1 := [gn, gn] = {[x, y] | x, y ∈ gn} ∀n ∈ N0

Řekneme, že g je řešitelná algebra, jesliže ∃n0 ∈ N tak, že gn0 = 0.

Ideál. Necht’ g je Lieova algebra, I ⊂⊂ g. Pak I nazveme ideálem, jestliže [g, I] ⊆ I.
Bud’ g řešitelná Lieova algebra, pak jednotlivé členy posloupnosti gn jsou ideály. Existuje

tedy posloupnost ideál̊u (Ii)i∈n̂ (n je dimenze algebry) taková, že

g = I0 ⊃ I1 ⊃ . . . ⊃ In = 0

Př́ımé resp. zpětné souřadnice. Necht’ G je souvislá Lieova grupa a g je jej́ı řešitelná
Lieova algebra, n ∈ N dimenze g, mějme bázi (Ti)i∈n̂ ⊂ g tak, že

span(T1, . . . , Tk) = In−k

kde In−k jsou ideály zmı́něné v předchoźım odstavci. Pak pro každé g ∈ G existuje právě jedno
(α1, . . . , αn), (α′1, . . . , α

′
n) ∈ Rn takové, že

g = exp(α1T1) ◦ exp(α2T2) ◦ . . . ◦ exp(αnTn)

resp.
g = exp(α′nTn) ◦ exp(α′n−1Tn−1) ◦ . . . ◦ exp(α′1T1)

T́ımto zp̊usobem také můžeme na grupě zavést souřadnice. Pro účely této práce budeme použ́ıvat
tyto dva typy souřadnic a budeme je nazývat př́ımé resp. zpětné souřadnice. Př́ımé souřadnice
budeme značit nečárkovanými řeckými ṕısmeny a zpětné čárkovanými.

Ukážeme si jednotlivé typy souřadnic na grupě Af(1). To, že grupovému prvku g ∈ Af(1)
př́ısluš́ı normálńı resp. př́ımé resp. zpětné souřadnice budeme značit g ∼ (g1, g2) resp. g ∼
(α1, α2) resp. g ∼ (α′1, α

′
2). Pro jednotlivé typy souřadnic prvky grupy fyzicky vypadaj́ı takto

Normálńı (N)

g ∼ (g1, g2) g =
(
eg1 , g2g1 (eg1 − 1)

)
pro g1 6= 0

g = (1, g2) pro g1 = 0
Př́ımé (P)
g ∼ (α1, α2) g = (eα1 , 0) ◦ (1, α2) = (eα1 , α2e

α1)
Zpětné (Z)
g ∼ (α′1, α

′
2) g = (1, α′2) ◦ (eα

′
1 , 0) = (eα

′
1 , α′2)
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Přepočet mezi jednotlivými typy souřadnic ukazuje následuj́ıćı tabulka V

(N) (P) (Z)
(N) g1 = g1 g1 = α1 g1 = α′1

g2 = g2 g2 = α1α2e
α1(eα1 − 1)−1 g2 = α′1α

′
2(eα

′
1 − 1)−1

(P) α1 = g1 α1 = α1 α1 = α′1
α2 = g2g

−1
1 e−g1(eg1 − 1) α2 = α2 α2 = α′2e

−α′1

(Z) α′1 = g1 α′1 = α1 α′1 = α′1
α′2 = g2g

−1
1 (eg1 − 1) α′2 = α2e

α1 α′2 = α′2

3.3 Reprezentace grup

Reprezentace grupy. Mějme grupu G, vektorový prostor V , zobrazeńı ρ : G → Aut V

(Aut V je množina všech lineárńıch bijekćı na V (automorfismů)) takové, že

(∀g, h ∈ G)(ρ(g ◦ h) = ρ(g)ρ(h))

nazveme reprezentaćı grupy G ve vektorovém prostoru V .

Reprezentace Lieovy algebry. Bud’ g Lieova algebra, V vektorový prostor, lineárńı zo-
brazeńı ρ : g → EndV (EndV je množina všech lineárńıch zobrazeńı na V (endomorfismů))
takové, že

(∀x, y ∈ g)(ρ([x, y]) = ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x) =: [ρ(x), ρ(y)])

nazýváme reprezentaćı Lieovy algebry v prostoru V.

Věrná reprezentace. Bud’ ρ : G → Aut(V ) resp. ρ′ : g → End(V ) reprezentace grupy G

resp. algebry g. O reprezentaci ř́ıkáme, že je věrná, jestliže zobrazeńı ρ resp. ρ′ je prosté.

Maticová exponenciela. Mějme matici A ∈ Rn,n. Pak pod značeńım exp A rozumı́me

exp A :=
+∞∑
n=0

An

n!
= I + A +

A2

2
+ . . .VI

Odvozená reprezentace. Mějme G Lieovu grupu, g jej́ı Lieovu algebru, V vektorový pros-
tor, ρ reprezentaci grupy G na prostoru V . Dále bud’ ρ′ reprezentace algebry g v prostoru V

taková, že splňuje komutativńı diagram

G
ρ−−−→ AutV

exp

x xexp

g
ρ′−−−→ EndV

(1)

Vv ńıž jsme normálńı, př́ımé a zpětné souřadnice označili symboly po řadě (N), (P) a (Z)
VIA0 je definováno jako jednotková matice.
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(levé exp znač́ı exponentńı zobrazeńı, kdežto pravé maticovou exponencielu), neboli

(∀x ∈ g)(ρ(exp(x)) = exp(ρ′(x)))

Tuto reprezentaci pak nazýváme odvozenou reprezentaćı.

Vnitřńı automorfismus. Necht’ G je grupa, g ∈ G, pak zobrazeńı Ig : G → G : Ig(h) :=
ghg−1 nazýváme vnitřńı automorfismus na grupě G.

Přidružená (adjungovaná) reprezentace. Bud’G Lieova grupa, Ig vnitřńı automorfismus
na G. Pak zobrazeńı Ig∗(e) : TeG→ TeG je automorfismus na TeG a zobrazeńı

Ad : G→ AutTeG Ad(g) := Ig∗(e)

je reprezentaćı G v TeG a nazýváme ji přidruženou reprezentaćı. Odvozenou reprezentaci od
Ad označ́ıme ad : g → EndTeG a plat́ı ad(x) = [x, ·]. Z d̊uvodu přehlednosti zavedeme značeńı
Ad(g) ≡ Adg a ad(g) ≡ adg.
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4 Polńı rovnice v obecném př́ıpadě

V této kapitole pro jistý tvar rovnic pro zobrazeńı na Drinfeldově doublu obecně odvod́ıme
(resp. shrneme články [2], [5], [7]) pohybové rovnice pro zobrazeńı na podgrupách G a G̃ a tvar
k nim př́ıslušných Lagrangián̊u.

Necht’ D je Drinfeld̊uv double o dimenzi 2n, kde n ∈ N. Bud’te E+, E− podprostory D

dimenze n takové, že

(∀x ∈ E+)(∀y ∈ E−)(〈x, y〉 = 0) ∧ E+ ⊕ E− = D (2)

Tedy, že prostory E+ a E− jsou na sebe kolmé ve smyslu dané formy a tvoř́ı direktńı rozklad
algebry D.

Z nedegenerovanosti formy dané z definice Drinfeldova doublu již nutně plyne, že podalgebry
g a g̃ maj́ı dimenzi n. Označme bázi g resp. g̃ jako (Ti)i∈n̂ resp. (T̃ i)i∈n̂. Tyto báze je vždy možno
vybrat tak, aby

(∀i, j ∈ n̂)(〈Ti, T̃ j〉 = δji )

Splněńı této podmı́nky pro danou bázi algebry g resp. g̃ již je určena báze g̃ resp. g jednoznačně.
Dı́ky maximálńı izotropii formy samozřejmě plat́ı

∀i, j ∈ n̂ 〈Ti, Tj〉 = 0 ∧ 〈T̃ i, T̃ j〉 = 0)

Strutkurńı koeficienty v algebrách g a g̃

[Ti, Tj ] = fkijTk [T̃ i, T̃ j ] = f̃ ijk T̃
k

již plně určuj́ı komutačńı relace [Ti, T̃ j ] d́ıky ad-invariatnosti formy a plat́ı

[Ti, T̃ j ] = f jkiT̃
k + f̃ jki Tk

Uvažujme nyńı zobrazeńı l : R2 → D a k němu př́ıslušné tečné zobrazeńı l∗ : TR2 → TD.
Bud’ x ∈ R2, pak l∗(x) : TxR2 → Tl(x)D. Zavedeme podobné značeńı jako v úvodńı kapitole.
Pod symbolem ∂±l budeme rozumět l∗(x)∂x±.

Definujme rovnice pro zobrazeńı l jako

〈∂±l l−1, x〉 = 0 ∀x ∈ E± (3)

V okoĺı jednotky existuje jednoznačný rozklad l(x) = g(x)◦ h̃(x), kde g : R2 → G a h̃ : R2 →
G̃ ( G resp. G̃ jsou podgrupy př́ıslušej́ıćı podalgebrám g resp. g̃). Dosazeńım tohoto rozkladu
dostáváme

∂±l l
−1 = ∂±(g ◦ h̃)(g ◦ h̃)−1 (4)

Plat́ı
(g ◦ h̃)−1 = R(gh̃)−1 = Rh̃−1g−1 = Rh̃−1Rg−1 = h̃−1g−1

∂±(g ◦ h̃) = (g ◦ h̃)∗∂± = (◦∗ ◦ (g∗, h̃∗))∂± = ◦∗(∂±g, ∂±h̃) = ∂±gh̃+ g∂±h̃
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kde ◦∗ představuje tečné zobrazeńı ke grupovému skládáńı ◦ : D ×D → D a plat́ı

◦∗(g, h̃) : TgD × Th̃D → Tgh̃D : ◦∗(g, h̃)(Vg, Vh̃) = Vgh̃+ gVh̃

kde Vg ∈ TgD a Vh̃ ∈ Th̃D.
Dosazeńım do (3),(4) dostáváme

〈∂±gg−1 + g∂±h̃h̃
−1g−1, x〉 = 0

Z Ad-invariance formy pro prvek g−1 dostáváme

〈g−1∂±g + ∂±h̃h̃
−1, g−1xg〉 = 0 (5)

Předpokládejme dále, že báze podprostoru E+ resp. E− lze zvolit ve tvaru

(Ti + Eij T̃
j)i∈n̂ resp. (Ti +Bij T̃

j)i∈n̂

pro nějakou matici E resp. B. Pak z ’ortogonality’ podprostor̊u E+ a E− (viz vztah (2)) plyne
tvar matice B

0 = 〈T i + EikT̃k, T
j +BjkT̃k〉 = Bjk〈Ti, T̃k〉+ Eik〈T̃ k, Tj〉 = Bji + Eij

tedy B = −ET . Bázi prostor̊u

g−1E±g := {g−1xg|x ∈ E±}

(vystupuj́ıćıch v upravených pohybových rovnićıch (5)) lze zapsat v analogickém tvaru jako bázi
p̊uvodńıch E±

g−1E±g = Ti + Eij(g)T̃ j

Nalezněme tedy tvar matice E(g). Pro bazické vektory plat́ı

Adg−1(Ti + Eij T̃
k) = Adg−1Ti + EijAdg−1T̃

j (6)

Adg−1Ti = a k
i Tk

Adg−1T̃
j = bjkTk + dj kT̃

k

kde jsme maticemi a, b, d (obecně jsou samozřejmě závislé od g) označili submatice v přidružené
reprezentaci

Adg−1 =

(
aT bT

0 dT

)
Dosazeńım Adg−1Ti a Adg−1T̃

j do (6) a osamostatněńım Ti dostáváme

E(g) = (a+ Eb)−1Ed

Pokud v (5) voĺıme za x jednotlivé bazické vektory E+ resp. E− dostaneme po úpravě

−(∂+h̃h̃
−1)i = Eij(g)(g−1∂+g)j =: Ai+(g)
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−(∂−h̃h̃−1)i = −Eji(g)(g−1∂−g)j =: Ai−(g)

kde (∂+h̃h̃
−1)i a (g−1∂−g)i označuj́ı i-té složky př́ıslušných vektor̊u, a kde jsme označili nové

funkce Ai+, Ai−. Úpravami dospějeme k rovnićım

∂+A
i
−(g)− ∂−Ai+(g)− f̃ ijkA

j
−(g)Ak+(g) = 0 (7)

Rovnice (7) jsou pohybovými rovnicemi systému s Langrangiánem (viz. [7])

L = Eij(g)(g−1∂−g)i(g−1∂+g)j

Použijeme-li mı́sto rozkladu l = g ◦ h̃ rozklad l = g̃ ◦ h, kde

g̃ : R2 → G̃ h : R2 → G

tak obdobnými postupy dostaneme

〈g̃−1∂±g̃ + ∂±hh
−1, g̃−1xg̃〉 = 0

Báze E+ resp. E− voĺıme tentokrát

(T̃ i + ẼijTj)ni=1 resp. (T̃ i − ẼjiTj)ni=1

Přidružená reprezentace

Adg̃−1 =

(
d̃T 0
b̃T ãT

)
Pak

Ẽ(g̃) = (ã+ Ẽb̃)−1Ẽd̃

A Lagrangián
L̃ = Ẽij(g̃−1∂−g̃)i(g̃−1∂+g̃)j

Pro pevně zvolené podprostory E+ a E− źıskáme jedńım resp. druhým rozkladem prvk̊u
grupy vzájemně duálńı sigma modely. Z rovnosti

span{Ti + Eij T̃
j |i ∈ n̂} = span{T̃ i + ẼijTj |i ∈ n̂}

plyne rovnost
E = Ẽ−1
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5 Polńı rovnice v konkrétńım př́ıpadě

5.1 Klasifikace 4D Drinfeldových doubl̊u

Na začátku této kapitoly pouze uvedeme výsledky klasifikace z [6], které budeme následně
potřebovat pro odvozeńı k nim př́ıslušných Lagrangián̊u.

Izomorfismus Drinfeldových doubl̊u. Bud’te D,D′ Drinfeld̊uv double, D,D′ jejich al-
gebry, 〈·, ·〉D, 〈·, ·〉D′ jejich bilineárńı formy. Ř́ıkáme, že doubly D a D′ jsou izomorfńı, jestliže
existuje izomorfismus I algeber D a D′ takový, že

(∀x, y ∈ D)(〈x, y〉D = 〈Ix, Iy〉D′)

Izomorfismus Maninových trojic. Mějme Maninovy trojice (D, g, g̃) a (D′, g′, g̃′). Ř́ıkáme,
že jsou izomorfńı, jestliže jsou izomorfńı př́ıslušné Drinfeldovy doubly a nav́ıc daný izomorfis-
mus I splňuje

I(g) = g′ I(g̃) = g̃′

Existuj́ı pouze čtyři neizomorfńı Maninovy trojice v dimenzi čtyři.

Neizomorfńı Maninovy trojice
A Abelovská

[Ti, Tj ] = 0 [T̃ i, T̃ j ] = 0 [Ti, T̃ j ] = 0
SA Semiabelovská

[T̃ 1, T̃ 2] = T̃ 2 [T2, T̃
1] = T2 [T2, T̃

2] = −T1

NA Neabelovská typ A (δ 6= 0 ∈ R)
[T1, T2] = T2 [T̃ 1, T̃ 2] = δT̃ 2 [T1, T̃

2] = −T̃ 2

[T2, T̃
1] = δT2 [T2, T̃

2] = −δT1 + T̃ 1

NB Neabelovská typ B
[T1, T2] = T2 [T̃ 1, T̃ 2] = T̃ 1 [T1, T̃

1] = T2

[T1, T̃
2] = −T1 − T̃ 2 [T2, T̃

2] = T̃ 1

kde kromě př́ıpadu A nebyly nulové Lieovy závorky vypisovány.
Nyńı zkonstruujeme Lagrangiány pro jednotlivé neizomorfńı Maninovy trojice. Podrobný

postup bude uveden jen v prvńım př́ıpadě pro semiabelovskou trojici, ostatńı se źıskaj́ı zcela
analogickým zp̊usobem.

Bud’te

E =

(
x y

u v

)−1

Ẽ =

(
x y

u v

)
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5.2 Semiabelovská trojice

Komutačńı relace jsou

[T̃ 1, T̃ 2] = T̃ 2 [T2, T̃
1] = T2 [T2, T̃

2] = −T1

Odvozená reprezentace k přidružené (př́ıslušné matice lineárńıho zobrazeńı)

adT1 ≡ [T1, ·] ≡


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 adT2 ≡ [T2, ·] ≡


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0



adT̃1
≡ [T̃1, ·] ≡


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 adT̃2
≡ [T̃2, ·] ≡


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0


Z nich źıskáme přidruženou reprezentaci použit́ım komutativńıho diagramu (1)

Adexp(α1T1) ≡ exp(α1adT1) ≡


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Adexp(α2T2) ≡ exp(α2adT2) ≡


1 0 0 −α2

0 1 α2 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Adexp(β1T̃ 1) ≡ exp(β1adT̃ 1) ≡


1 0 0 0
0 e−β1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eβ1



Adexp(β2T̃ 2) ≡ exp(β2adT̃ 2) ≡


1 β2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −β2 1


kde α1, α2, β1, β2 ∈ R.

Přidruženou reprezentaci prvku grupy g ∈ G resp. g̃ ∈ G̃ v př́ımých resp. zpětných souřadnićıch
źıskáme vynásobeńım př́ıslušných dvou matic v jednom resp. opačném pořad́ı. Necht’ prvk̊um
odpov́ıdaj́ı tyto př́ımé a zpětné souřadnice

g ∈ G g ∼ (α1, α2) ∼ (α′1, α
′
2)
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g̃ ∈ G̃ g̃ ∼ (β1, β2) ∼ (β′1, β
′
2)

Pak přidružené reprezentace v jednotlivých souřadnićıch vypadaj́ı takto

Adg∼(α1,α2) = Adexp(α1T1)Adexp(α2T2) ≡


1 0 0 −α2

0 1 α2 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Adg∼(α′1,α
′
2) = Adexp(α′2T2)Adexp(α′1T1) ≡


1 0 0 −α′2
0 1 α′2 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Adg̃∼(β1,β2) = Adexp(β1T̃1)Adexp(β2T̃2) ≡


1 β2 0 0
0 e−β1 0 0
0 0 1 0
0 0 −β2e

β1 eβ1



Adg̃∼(β′1,β
′
2) = Adexp(β′2T̃2)Adexp(β′1T̃1) ≡


1 β′2e

−β′1 0 0
0 e−β

′
1 0 0

0 0 1 0
0 0 −β′2 eβ

′
1


Je zjevné, že reprezentace grupy g̃ ∈ g̃ je věrná. Odted’ budeme pracovat pouze s př́ımými

souřadnicemi. Reprezentaci inverzńıho prvku g−1 resp. g̃−1 źıskáme snadno inverźı matice reprezen-
tace prvku g resp. g̃.

Adg−1 = (Adg)−1 =


1 0 0 α2

0 1 −α2 0
0 0 1 0
0 0 0 1



Adg̃−1 = (Adg̃)−1 =


1 −β2e

β1 0 0
0 eβ1 0 0
0 0 1 0
0 0 β2 e−β1


Matice a(g), b(g), d(g) resp. ã(g), b̃(g), d̃(g) maj́ı tedy tvar

a(g) =

(
1 0
0 1

)
b(g) =

(
0 −α2

α2 0

)
d(g) =

(
1 0
0 1

)

ã(g̃) =

(
1 β2

0 e−β1

)
b̃(g̃) =

(
0 0
0 0

)
d̃(g̃) =

(
1 0

−β2e
β1 eβ1

)



5 POLNÍ ROVNICE V KONKRÉTNÍM PŘÍPADĚ 20

Takže

E(g) =
1

vx− (u+ α2)(y − α2)

(
v α2 − y

−α2 − u x

)

Ẽ(g̃) =

(
β2

2e
2β1v + x− β2e

β1(u+ y) eβ1(−β2e
β1v + y)

eβ1(u− β2e
β1v) e2β1v

)
Nyńı již zbývá vypoč́ıtat pouze členy (g−1∂±g)i resp. (g̃−1∂±g̃)i neboli Lg−1∗(g∗∂±) resp.

Lg̃−1∗(g̃∗∂±). Vezměme tedy zobrazeńı g : R2 → G resp. g̃ : R2 → G̃ (źıskané z rozkladu
l : R2 → D). Bud’te

ϕ : G→ R2 : g → (α1, α2) resp. ϕ̃ : G̃→ R2 : g̃ → (β1, β2)

souřadnicové funkce (př́ımých souřadnic) na grupě G resp. G̃. Nebudeme dále rozlǐsovat mezi
”čistou”funkćı g resp. g̃ a funkćı složenou se souřadnicemi, tedy

ϕ ◦ g : R2 → R2 : (x+, x−)→ (α1(x+, x−), α2(x+, x−))

ϕ̃ ◦ g̃ : R2 → R2 : (x+, x−)→ (β1(x+, x−), β2(x+, x−))

Potom

g∗ =

(
∂+α1 ∂−α1

∂+α2 ∂−α2

)
g̃∗ =

(
∂+β1 ∂−β1

∂+β2 ∂−β2

)
a tedy

∂±g =

(
∂±α1

∂±α2

)
∂±g̃ =

(
∂±β1

∂±β2

)
kde ∂+ resp. ∂− uvnitř vektor̊u a matice lineárńıho zobrazeńı již znamená obyčejnou parciálńı
derivaci.

Pro źıskáńı tečného zobrazeńı k levé translaci je třeba nejprve znát zákon skládáńı prvk̊u na
grupě. Bud’te tedy g ∼ (α(g)

1 , α
(g)
2 ), h ∼ (α(h)

1 , α
(h)
2 ) ∈ G a g̃ ∼ (β(g̃)

1 , β
(g̃)
2 ), h̃ ∼ (β(h̃)

1 , β
(h̃)
2 ) ∈ G̃.

Grupa G je Abelovská a tedy součin prvk̊u je komutativńı, takže plat́ı

g ◦ h = exp(α(g)
1 T1) exp(α(g)

2 T2) exp(α(h)
1 T1) exp(α(h)

2 T2) =

= exp(α(g)
1 T1) exp(α(h)

1 T1) exp(α(g)
2 T2) exp(α(h)

1 T1) exp(α(h)
2 T2) =

= exp((α(g)
1 + α

(h)
1 )T1) exp((α(g)

2 + α
(h)
2 )T2)

posledńı rovnost plat́ı, protože exp(λTi) je jednoparametrická podgrupa. Takže

(α(g)
1 , α

(g)
2 ) ◦ (α(h)

1 , α
(h)
2 ) = (α(g)

1 + α
(h)
1 , α

(g)
2 + α

(h)
2 )

a plat́ı tedy
e = (0, 0) g−1 = (−α(g)

1 ,−α(g)
2 )

Násobeńı prvk̊u v grupě G̃ źıskáme z přidružené reprezentace jej́ıch prvk̊u (která je v tomto
př́ıpadě věrná). Plat́ı totiž

Adg̃Adh̃ = Adg̃◦h̃
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Adg̃◦h̃ =


1 β

(h̃)
2 + β

(g̃)
2 e−β

(h̃)
1 0 0

0 e−β
(g̃)
1 −β

(h̃)
1 0 0

0 0 1 0

0 0 −β(g̃)
2 eβ

(g̃)
1 − β(h̃)

2 eβ
(g̃)
1 +β

(h̃)
1 eβ

(g̃)
1 +β

(h̃)
1


a porovnáńım s Adg̃ dostáváme

(β(g̃)
1 , β

(g̃)
2 ) ◦ (β(h̃)

1 , β
(h̃)
2 ) = (β(g̃)

1 + β
(h̃)
1 , β

(h̃)
2 + β

(g̃)
2 e−β

(h̃)
1 )

t́ım pádem
e = (0, 0) g̃−1 = (−β(g̃)

1 ,−β(g̃)
2 eβ

(g̃)
1 )

Tečná zobrazeńı k translaćım pak jsou

Lg∗(h) =

(
1 0
0 1

)
Lg̃∗(h̃) =

(
1 0

−β(g̃)
2 e−β

(h̃)
1 1

)

a tedy

Lg−1∗(g) =

(
1 0
0 1

)
Lg̃−1∗(g̃) =

(
1 0
β

(g̃)
2 1

)
Takže

(g−1∂±g) =

(
∂±α1

∂±α2

)
(g̃−1∂±g̃) =

(
∂±β1

β2∂±β1 + ∂±β2

)
Pak Lagrangiány vyjdou

L =
1

vx− (u+ α2)(y − α2)
(v∂−α1∂+α1 +(α2−y)∂−α1∂+α2− (α2 +u)∂−α2∂+α1 +x∂−α2∂+α2)

L̃ = x∂−β1∂+β1 + eβ1y∂−β1∂+β2 + eβ1u∂−β2∂+β1 + e2β1v∂−β2∂+β2

5.3 Abelovská trojice

Přidružená reprezentace

Adg∼(α1,α2) = Adg̃∼(β1,β2) ≡


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Matice

E(g) =
1

xv − uy

(
v −y
−u x

)
Ẽ(g̃) =

(
x y

u v

)
Skládáńı prvk̊u

g ◦ h = (α(g)
1 + α

(h)
1 , α

(g)
2 + α

(h)
2 ) g̃ ◦ h̃ = (β(g̃)

1 + β
(h̃)
1 , β

(g̃)
2 + β

(h̃)
2 )
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Tečná zobrazeńı

Lg−1∗(g) =

(
1 0
0 1

)
Lg̃−1∗(g̃) =

(
1 0
0 1

)
Výsledné Lagrangiány

L =
1

xv − uy
(v∂−α1∂+α1 − y∂−α1∂+α2 − u∂−α2∂+α1 + x∂−α2∂+α2)

L̃ = x∂−β1∂+β1 + y∂−β1∂+β2 + u∂−β2∂+β1 + v∂−β2∂+β2

5.4 Neabelovská trojice typu A

Přidružená reprezentace

Adg∼(α1,α2) =


1 0 0 −α2δ

−α2e
α1 eα1 α2δe

α1 α2
2δe

α1

0 0 1 α2

0 0 0 e−α1



Adg̃∼(β1,β2) =


1 β2δ 0 0
0 e−β1δ 0 0
0 −β2 1 0
β2e

β1δ β2
2δe

β1δ eβ1δ eβ1δ


Matice

E(g) =
1

vx+ (α2δeα1 + u)(α2δeα1 − y)(
v + α2e

α1(u+ α2e
α1x+ y) eα1(α2e

α1(δ − x)− y)
−eα1(u+ α2e

α1(δ + x)) e2α1x

)

Ẽ(g̃) =
1

1− β2eβ1δ(u− y + β2eβ1δ(−vx+ uy))(
x+ β2δe

β1δ(−u+ β2δe
β1δv − y) eβ1δ(y − β2e

β1δ(δv − vx+ uy))
eβ1δu− β2e

2β1δ(v(δ + x)− uy) e2β1δv

)

Skládáńı prvk̊u
g ◦ h = (α(g)

1 + α
(h)
1 , α

(h)
2 + α

(g)
2 e−α

(h)
1 )

g̃ ◦ h̃ = (β(g̃)
1 + β

(h̃)
1 , β

(h̃)
2 + β

(g̃)
2 e−β

(h̃)
1 δ)

Tečná zobrazeńı

Lg−1∗(g) =

(
1 0
α

(g)
2 1

)
Lg̃−1∗(g̃) =

(
1 0

δβ
(g̃)
2 1

)
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Lagrangiány

L =
1

vx+ (α2δeα1 + u)(α2δeα1 − y)
( v∂−α1∂+α1 + eα1(eα1α2δ − y)∂−α1∂+α2

−eα1(u+ α2δe
α1)∂−α2∂+α1 + e2α1x∂−α2∂+α2 )

L̃ =
1

1− β2eβ1δ(u− y + β2eβ1δ(−vx+ uy))

( x∂−β1∂+β1 + eβ1δ(y + β2e
β1δ(vx− uy))∂−β1∂+β2

eβ1δ(u+ β2e
β1δ(uy − vx))∂−β2∂+β1 + e2β1δv∂−β2∂+β2 )

5.5 Neabelovská trojice typu B

Přidružená reprezentace

Adg∼(α1,α2) =


1 0 0 −1 + e−α1

−α2e
α1 eα1 eα1 − 1 α2(eα1 − 1)

0 0 1 α2

0 0 0 e−α1



Adg̃∼(β1,β2) =


eβ2 0 0 0
−β1e

β2 1 0 0
β1(eβ2 − 1) eβ2 − 1 e−β2 β1

eβ2 − 1 0 0 1


Matice

E(g) =
1

1 + e2α1 + vx+ eα1(−2 + u− y) + y − u(1 + y)(
v + α2e

α1(u+ α2e
α1x+ y) −eα1(1 + eα1(−1 + α2x) + y)

−eα1(−1 + u+ eα1(1 + α2x)) e2α1x

)

Ẽ(g̃) =
1

vx− uy + eβ2(u− 2vx− y + 2uy) + e2β2(1 + vx+ y − u(1 + y))(
x −vx+ uy + eβ2((β1 + v)x+ y − uy)

vx− uy + eβ2(u+ β1x− vx+ uy) e2β2(v + β1(u+ β1x+ y))

)

Skládáńı prvk̊u
g ◦ h = (α(g)

1 + α
(h)
1 , α

(h)
2 + α

(g)
2 e−α

(h)
1 )

g̃ ◦ h̃ = (β(g̃)
1 + β

(h̃)
1 e−β

(g̃)
2 , β

(g̃)
2 + β

(h̃)
2 )
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Tečná zobrazeńı

Lg−1∗(g) =

(
1 0
α

(g)
2 1

)
Lg̃−1∗(g̃) =

(
eβ

(g̃)
2 0
0 1

)

Lagrangiány

L =
1

1 + e2α1 + vx+ eα1(−2 + u− y) + y − u(1 + y)
( v∂−α1∂+α1 + (eα1(eα1 − y − 1))∂−α1∂+α2 +

(eα1(1− u− eα1))∂−α2∂+α1 + e2α1x∂−α2∂+α2 )

L̃ =
1

vx− uy + eβ2(u− 2vx− y + 2uy) + e2β2(1 + vx+ y − u(1 + y))

( e2β2x∂−β1∂+β1 + eβ2(−vx+ uy + eβ2((β1 + v)x+ y − uy))∂−β1∂+β2 +

eβ2(vx− uy + eβ2(u+ β1x− vx+ uy))∂−β2∂+β1 + e2β2(v + β1(u+ β1x+ y))∂−β2∂+β2 )
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6 Geometrie

Na tomto mı́stě vylož́ıme potřebný aparát diferenciálńı geometrie pro studium geometrických
vlastnost́ı σ-model̊u. Bude se hlavně jednat o zavedeńı pojmu metriky na varietách a dále pojmu
afinńı konexe vedoućı k Riemannovu tenzoru křivosti.

6.1 Metrický tenzor a metrika

Metrický tenzor. Bud’ V vektorový prostor nad R, g ∈ T 0
2 : V ×V → R kovariantńı tenzor

druhého řádu s následuj́ıćımi vlastnostmi

1. (∀y ∈ V ) ( ( (∀x ∈ V )(g(x, y) = 0) )⇒ y = 0) nedegenerovanost

2. (∀x, y ∈ V )(g(x, y) = g(y, x)) symetričnost

Pak g nazýváme metrický tenzor. Někdy je nav́ıc vyžadována pozitivńı definitnost; tenzor,
který tuto vlastnost nesplňuje, se pak nazývá pseudometrický tenzor.

Bud’ (ei) báze V , (ei) př́ıslušná duálńı báze a gij složky metrického tenzoru (tedy g =
gije

i ⊗ ej). Pak vlastnosti uvedené výše nabývaj́ı tvaru

1. det(gij) 6= 0

2. (∀i, j ∈ ˆdimV )(gij = gji)

Definujme gij jako složky inverzńı matice k gij , pak gij jsou složky kontravariantńıho tenzoru
g−1 ∈ T 2

0 (tzn. g−1 = gijei⊗ej). Tenzory g a g−1 umožňuj́ı zavést na prostorech V a V ∗ skalárńı
součin předpisy

∀x, y ∈ V (x, y) := g(x, y) ∀x∗, y∗ ∈ V ∗ (x∗, y∗)∗ := g−1(x∗, y∗)

Definujme zobrazeńı

↓ : V → V ∗ : ↓ (x) := g(x, ·) ↑ : V ∗ → V : ↑ (x∗) := g−1(x∗, ·)

(prostory V a V ∗∗ bereme za ztotožněné), ve složkách

↓ (aiei) = aigije
j ↑ (αiei) = αig

ijej

Pokud definujeme aj := aigij a αj := αig
ij , tak můžeme psát

↓ (aiei) = aie
i ↑ (αiei) = αiei

Tato dvě zobrazeńı umožňuj́ı tzv. zdviháńı resp. spouštěńı index̊u. Mějme obecný tenzor
A ∈ T pq , jeho složky Ai...jα...β. Pro tenzory

A↑ : (x(1), . . . , x∗, . . . , x(q);x∗(1), . . . , x∗(p))→ A(x(1), . . . , ↑ (x∗), . . .)

A↓ : (x(1), . . . , x(q);x∗(1), . . . , x, . . . , x∗(p))→ A(. . . ;x∗(1), . . . , ↓ (x), . . .)
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pak plat́ı A↑ ∈ T p+1
q−1 a A↓ ∈ T p−1

q+1 . Ve složkách

A↑
i...j

α...
γ
...β = gγδAi...jα...δ...β A↓

i...
k
...j

α...β = gklA
i...l...j

α...β

Při práćı se složkami vynecháváme indexy ↑ resp. ↓, nebot’ př́ıslušné zdvihnut́ı či spuštěńı in-
dentifikujeme př́ımo podle polohy index̊u.

Metrika. Necht’ M je diferencovatelná varieta, g ∈ T 0
2 kovariantńı tenzorové pole druhého

řádu a necht’ plat́ı, že pro všechna x ∈ M je g(x) metrický tenzor. Dvojici (M, g) nazýváme
varietou s metrikou nebo riemannovskou varietou (př́ıpadně, pro indefinitńı metrické tenzory,
pseudoriemannovskou varietou).

Indukovaná metrika. Bud’te M a N diferencovatelné variety, na N dána metrika h, bud’

f : M → N vložeńı M do N . Pak tenzorové pole g definované jako

g := f∗h

(tedy pullback metrického tenzoru h na M) nazýváme indukovaný metrický tenzor.

6.2 Kovariantńı derivace a lineárńı konexe

Lineárńı konexe. Bud’ M diferencovatelná varieta. Jestliže každému W ∈ X (M) hladkému
vektorovému poli dokážeme přǐradit lineárńı tenzorový operátor ∇W s následuj́ıćımi vlastnostmi

1. (∀p, q ∈ N)(∀A ∈ T pq )(∇WA ∈ T pq ) - zachováńı stupně tenzoru

2. (∀A,B ∈ T pq )(∀α ∈ R)(∇W (A+ αB) = ∇WA+ α∇WB) - linearita

3. (∀A ∈ T pq )(∀B ∈ T p
′

q′ )(∇W (A⊗B) = (∇WA)⊗B +A⊗ (∇WB)) - Leibnizovo pravidlo

4. (∀f ∈ F(M))(∇W f = Wf)

5. ∇V+fW = ∇V + f∇W - F - linearita v̊uči poli W

6. ∇W ◦ C = C ◦ ∇W - komutováńı s kontrakcemi VII

pak operátor ∇W nazýváme kovariantńı derivaćı a ř́ıkáme, že na M je zavedena lineárńı
konexe, znač́ıme (M,∇).

Kovariantńı derivace je plně určena tzv. koeficienty konexe (Christoffelovými symboly druhého
druhu), které jsou definované takto

∇∂i
∂j =: Γkji∂k

kde ∂i jsou bazická pole definovaná na dané mapě. Pro bazické kovektory již plyne z vlastnost́ı
kovariantńı derivace vztah

∇∂i
dxj = −Γjkidx

k

VIIKontrakce C : T p
q → T p−1

q−1 pro libovolné p, q ∈ N je definována jako (CA)(. . . ; . . .) := A(. . . , ei, . . . ; . . . , e
i, . . .),

kde A ∈ T p
q , (ei) a (ei) jsou navzájem duálńı báze. (Ko)Vektory (ei) resp. (ei) jsou umı́stěny na libovolném (ale

pro danou kontrakci pevně daném) argumentu. Definice nezáviśı na výběru báze.
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Pak kovariantńı derivace na obecné tenzorové pole A ∈ T pq vypadá ve složkách takto

(∇WA)i...jk...l = WmAi...jk...l,m − ΓnkmW
mAi...jn...l · · ·+ ΓjnmW

mAi...nk...l

Zavedeme ještě tzv. kovariantńı gradient ∇ : T pq → T pq+1 takto

A ∈ T pq (∇A)(. . . ,W ; . . .) := (∇WA)(. . . ; . . .)

ve složkách
Ai...jk...l;m := (∇A)i...jk...lm = (∇∂mA)i...jk...l

kde jsme symbolem středńıku odlǐsili kovariantńı derivaci složek tenzoru od obyčejné parciálńı
derivace.

Afinńı konexe je struktura, která nám umožńı zavést pojem rovnoběžnosti na libovolné va-
rietě. Abychom ovšem mohli nějak porovnávat dva vektory, které nejsou ve stejném bodě (a
které patř́ı do zcela r̊uzných vektorových prostor̊u), je třeba nejprve jeden vektor tzv. par-
alelńım přenosem přenést do bodu, kde se nacháźı náš druhý vektor. Definujeme nejprve tzv.
absolutńı derivaci ve směru křivky a následně pomoćı ńı zavedeme paralelńı přenos.

Absolutńı derivace. Bud’ (M,∇) varieta s afinńı konex́ı, γ křivka na varietě, V vektorové
pole definované na stopě křivky γ, označme V (t) ≡ V (γ(t)). Pak absolutńı derivace pole V
ve směru křivky γ definujeme takto

DV (t)
Dt

:= ∇γ̇V

V souřadnićıch plat́ı
∇γ̇V = V̇ i + Γijkγ̇

kV j

Autoparalelńı pole. Definujeme nyńı tzv.autoparalelńı pole. To je takové pole V , které
má nulovou absolutńı derivaci podél dané křivky γ. Autoparalelńı pole muśı vyhovovat rovnićım

V̇ i + Γijkγ̇
kV j = 0

Paralelńı přenos. Nyńı již můžeme zavést paralelńı přenos. Mějme dva body na varietě
x, y ∈ M , spojené křivkou γ, tx, ty ∈ R takové, že γ(tx) = x, γ(ty) = y. Bud’ vektor V0 ∈ TxM .
Pak sestroj́ıme na křivce γ autoparalelńı pole V (t) ≡ V (γ(t)) takové, že V (tx) = V0. Vektor
autoparalelńıho pole v bodě y, tedy V (ty), bude náš paralelně přenesený vektor přenesený z
bodu x do bodu y. Ve složkách tedy paralelně přenášený vektor muśı splňovat rovnici

dV i

dt
+ Γijk

dγk

dt
V j = 0

s počátečńımi podmı́nkami V (tx) = V0.
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Na paralelńı přenos vektoru se můžeme koukat jako na konstrukci, která nám umožńı (při
dané křivce spojuj́ıćı dva body variety) sestrojit vektor rovnoběžný s vektorem zadaným v
počátečńım bodě křivky. Paralelńı přenos zjevně obecně záviśı od křivky, po které je přenášen.
Nav́ıc rovnice paralelńıho přenosu poskytuje asi nejnázorněǰśı pohled na význam Christoffelových
symbol̊u. Jednoduše v každém bodě variety ř́ıkaj́ı, kterým ”směrem”se bude daný vektor při
přenášeńı daným směrem ”odchylovat”(až na opačné znaménko).

Obecně samozřejmě můžeme zcela stejným zp̊usobem zavést absolutńı derivaci, autoparalelńı
pole a paralelńı přenos tenzoru libovolného řádu.

Geodetika. Mějme varietu (M,∇) s lineárńı konex́ı a křivku γ na varietě. Pak křivku γ

nazveme geodetikou, jestliže v každém bodě křivky plat́ı

∇γ̇ γ̇ = 0

neboli ve složkách
γ̈i + Γijkγ̇

j γ̇k = 0

Naopak řešeńım této diferenciálńı rovnice je křivka, která je geodetikou. Jestliže paralelńı
přenos vektoru chápeme jako zachováváńı rovnoběžného směru po dané křivce, pak geodetika je
jednoduše křivka, která ”jde stále rovně”, tzn. jedná se o zobecněńı pojmu př́ımka na libovolnou
varietu s lineárńı konex́ı.

Exponenciálńı zobrazeńı. Bud’ P bod variety s lineárńı konex́ı (M,∇). Zobrazeńı

exp : TPM →M exp(V ) := γV (1)

kde γV je geodetika taková, že γ(0) = P a γ̇(0) = V . Pak zobrazeńı exp nazýváme exponenciálńı
zobrazeńı se středem v bodě P (při dané konexi).

Existuje okoĺı U bodu 0 ∈ TPM takové, že zobrazeńı exp |U : U → exp(U) je difeomorfismus.

Riemannovy normálńı souřadnice. Mějme (M,∇), P ∈ M , okoĺı U bodu 0 ∈ TPM

takové, že zobrazeńı exp |U je difeomorfismus, a bázi prostoru TPM (ei)i∈n̂. Pak každému bodu
Q ∈ exp(U) přǐrad́ıme souřadnice (v1, . . . , vn) tak, že

exp

(
n∑
i=1

viei

)
= Q

Takto zavedené souřadnice nazýváme Riemannovy normálńı souřadnice. Označme V =∑
viei. V těchto souřadnićıch geodetika γV má složkové vyjádřeńı γiV (t) = vit a v bodě P jsou

Christoffelovy symboly nulové - Γijk(P ) = 0.
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6.2.1 Metrická konexe

Afinńı konexe je v této nejobecněǰśı podobě zcela nezávislá na metrice (pokud na varietě
v̊ubec je metrika daná). Mějme tedy varietu s oběma strukturami; ř́ıkáme, že konexe je kompat-
ibilńı s metrikou, jestliže libovolný paralelńı přenos vektoru zachovává jeho délku. Neboli

g(V (t), V (t)) = konst. jestliže ∇γ̇V = 0

ekvivalentně
∇W (g(V, V )) = 0 jestliže ∇WV = 0

pro libovolné vektorové pole W.
Zachováńı délky paralelně přenášeného vektoru nutně implikuje i zachováńı vzájemného úhlu

mezi dvěma paralelně přenášenými vektory, tedy

∇W (g(U, V )) jestliže ∇WU = ∇WV = 0

Nav́ıc plat́ı (využijeme vztah g(U, V ) = CC(g ⊗ U ⊗ V ) a komutováńı kovariantńı derivace s
kontrakćı)

0 = ∇W (g(U, V )) = (∇W g)(U, V ) + g(∇WU, V ) + g(U,∇WV ) = (∇W g)(U, V )

tedy
∇g = 0 resp. v souřadnićıch gij;k = 0

6.2.2 Torze

Torze. Bud’ (M,∇) varieta s afinńı konex́ı. Zobrazeńı

T : X(M)× X(M)→ X(M) T (U, V ) := ∇UV −∇V U − [U, V ]

nazýváme torźı konexe ∇. Toto zobrazeńı se dá intepretovat jako tenzorové pole T 1
2 , ve složkách

T ijk = (T (∂j , ∂k))i. Torze je zjevně antisymetrická ve svých argumentech (tzn. T ijk = −T ikj). V
souřadnićıch plat́ı

T ijk = Γikj − Γijk

tedy jedná se vlastně o antisymetričnost Christoffelových symbol̊u. Pokud má daná konexe
nulovou torzi, pak Christoffelovy symboly jsou symetrické v dolńıch indexech Γijk = Γikj a
takovou konexi nazýváme symetrickou konex́ı.

6.2.3 RLC konexe

RLC konexe. Konexe, která je zároveň metrická a symetrická, se nazývá Riemannova-
Levi-Civitova konexe. Definujeme-li Christoffelovy symboly prvńıho druhu jako

Γijk := gilΓljk
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pak tyto symboly pro RLC konexi splňuj́ı následuj́ıćı vztahy

Γijk + Γjik = gij,k

Γijk − Γikj = 0

Použit́ım těchto vztah̊u dostaneme jednoznačné vyjádřeńı pro RLC konexi z dané metriky.

gij,k + gik,j − gjk,i = 2Γijk

a tedy

Γijk =
1
2
gil(glj,k + glk,j − gjk,l)

6.3 Riemann̊uv tenzor křivosti a křivost

Operátor křivosti. Mějme (M,∇) varietu s afinńı konex́ı (ne nutně RLC). Bud’te U, V ∈
X (M) libovolná hladká vektorová pole, pak definujeme operátor křivosti jako

R(U, V ) := ∇U∇V −∇V∇U −∇[U,V ]

Zjevně plat́ı R(U, V ) = −R(V,U).

Riemann̊uv tenzor křivosti. Pomoćı operátoru křivosti můžeme závést tenzorové pole

R(W,U, V, α) := α(R(U, V )W )

Tento tenzor (resp. tenzorové pole) nazýváme Riemann̊uv tenzor křivosti. Ve složkách

Rijkl = dxi(R(∂k, ∂l)∂j)

Z antisymetričnosti operátoru křivosti dostáváme Rijkl = −Rijlk. Vyjádřeńı pomoćı Christof-
felových symbol̊u

Rijkl = Γijl,k − Γijk,l + ΓmjlΓ
i
mk − ΓmjkΓ

i
ml

Ricciho tenzor. Kontrakci Riemannova tenzoru křivosti

Rij := Rkikj

nazýváme Ricciho tenzor.

Skalárńı křivost. Jestliže máme varietu (M,∇, g), tedy s konex́ı i metrikou, pak lze defi-
novat tzv.skálárńı křivost takto

R := gijRji
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Uvažujme nyńı, že máme varietu (M,∇, g) s RLC konex́ı, dále Riemannovy normálńı souřadnice
v nějakém bodě P ∈M . Pak složky Riemannova tenzoru v bodě P vypadaj́ı

Rijkl(P ) = (Γijl,k − Γijk,l)(P )

a plat́ı
2Γijk,l = (gim(gmj,kl + gmk,jl − gjk,ml)(P )

nebot’ d́ıky metričnosti konexe a d́ıky použit́ı Riemannových normálńıch souřadnic je gim,l (P ) = 0.
Dosazeńım

Rijkl(P ) =
1
2

(gim(gml,kj − gmk,lj + gjk,lm − gjl,km))(P )

a sńıžeńım indexu dostáváme

Rijkl(P ) =
1
2

(gil,kj − gik,lj + gjk,li − gjl,ki)(P )

Z tohoto vyjádřeńı plyne antisymetričnost v bodě P v těchto dvojićıch index̊u

Rijkl = −Rjikl Rijkl = −Rijlk

Bod P ovšem byl libovolný a (anti)symetričnost nezáviśı na výběru souřadnic, takže vztah
uvedený výše plat́ı obecně. Pro variety o dimenzi dva má tenzor Rijkl d́ıky těmto antisymetríım
pouze jednu nezávislou složku.

6.4 Př́ıklad na S2

Mějme varietu (R3, gR3) (diferencovatelná struktura a báze tečných prostor̊u zavedeny stejně
jako v kapitole (2)) s eukleidovskou metrikou, tj.

gR3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Mějme vložeńı S2 do R3

x = R sin θ cosφ

y = R sin θ sinφ

z = R cos θ

θ ∈ (0, π) φ ∈ (0, 2π)

Pak indukovaný metrický tenzor na S2

gS2 =

(
R2 0
0 R2 sin2 θ

)
VIII

VIIIPrvńı souřadnićı je θ, druhou φ.
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Christofellovy symboly RLC konexe

Γθφφ = − sin θ cos θ Γφθφ = Γφφθ =
cos θ
sin θ

(ostatńı jsou nulové)
Máme-li obecnou křivku na S2 γ(t) ≡ (θ(t), φ(t)), pak rovnice paralelńıho přenosu vektoru

V vypadaj́ı takto

V̇ θ − φ̇ sin θ cos θV φ = 0

V̇ φ +
cos θ
sin θ

(θ̇V φ + φ̇V θ) = 0

a rovnice geodetiky

θ̈ − sin θ cos θφ̇2 = 0

φ̈+ 2
sin θ
cos θ

φ̇θ̇ = 0
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7 Geometrické vlastnosti sigma model̊u

V kapitole (5) jsme odvodili tvary Lagrangián̊u pro jednotlivé neizomorfńı Maninovy trojice.
Jejich obecný tvar je

L = Fij(g)∂−xi(g)∂+x
j(g)

kde Fij je kovariantńı tenzor druhého řádu F ∈ T 0
2 . Definujeme-li nyńı metrický tenzor na

dvourozměrné grupě, na které jsou Lagrangiány definovány, jako symetrickou část tenzoru F ,
tzn.

gij :=
1
2

(Fij + Fji)

pak můžeme použ́ıt aparát vyložený v kapitole (6). Konkrétně budeme cht́ıt určit, pro jaké tvary
matic E(e) resp. Ẽ(e) vyjde skalárńı křivost konstantně rovná nule. Takový sigma model pak
nazýváme plochý.

7.1 Abelovská trojice

Tento př́ıpad je triviálńı. Pro libovolnou matici E(e) resp. Ẽ(e) je skalárńı křivost nulová,
nebot’ metrický tenzorIX

(gij) =
1

xv − uy

(
v −y+u

2

−y+u
2 x

)
(g̃ij) =

(
x y+u

2
y+u

2 v

)
je všude konstantńı a t́ım pádem jsou Christoffelovy symboly v těchto souřadnićıch nulové.

7.2 Semiabelovská trojice

Metrické tenzory

(gij) =
1

vx− (u+ α2)(y − α2)

(
v −y+u

2

−y+u
2 x

)

(g̃ij) =

(
x eβ1 y+u

2

eβ1 y+u
2 e2β1v

)
Výsledná skalárńı křivost pro neduálńı model

R =
4v(2α2

2 + u2 − 2vx+ 2α2(u− y) + y2)
((u+ y)2 − 4vx)(vx+ (α2 + u)(α2 − y))

Je tedy všude nulová pro v = 0. Výraz 2α2
2 + u2 − 2vx + 2α2(u − y) + y2 jakožto nenulový

polynom nemůže být všude nulový pro libovolnou matici E.
Skalárńı křivost pro duálńı model

R̃ =
8v

(u+ y)2 − 4vx

je nulová opět pouze pro v = 0.
IXpro odlǐseńı od značeńı pro prvek grupy je pro metrický tenzor zvoleno označeńı (gij) (resp. (g̃ij) pro metrický

tenzor duálńıho sigma modelu; stejně tak ostatńı geometrické veličiny na duálńım modelu budeme odlǐsovat tildou)
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7.3 Neabelovská trojice typu A

Metrické tenzory

(gij) =
1

vx+ (α2δeα1 + u)(α2δeα1 − y)

(
v −u+y

2 eα1

−u+y
2 eα1 e2α1x

)

(g̃ij) =
1

1− β2eβ1δ(u− y + β2eβ1δ(uy − vx))

(
x eβ1δ u+y

2

eβ1δ u+y
2 e2β1δv

)

Pak skalárńı křivost neduálńıho modelu vyjde

R =
4

(α2
2δ

2e2α1 + vx+ α2δeα1(u− y)− uy)(u2 − 4vx+ 2uy + y2)
·[(

2x(vx− uy)2 + δ(uy − vx)(u2 − y2) + δ2v(u2 − 2vx+ y2)
)

+

2α2δe
α1
(
δ2v(u− y) + x(u− y)(vx− uy) + 2δ(u+ y)(uy − vx)

)
α2

2δ
2e2α1

(
2δ2v + δ(y2 − u2) + x(u2 − 2vx+ y2)

)]
která je všude nulová právě tehdy pokud plat́ı

2x(vx− uy)2 + δ(uy − vx)(u2 − y2) + δ2v(u2 − 2vx+ y2) = 0

δ2v(u− y) + x(u− y)(vx− uy) + 2δ(u+ y)(uy − vx) = 0

2δ2v + δ(y2 − u2) + x(u2 − 2vx+ y2) = 0

U duálńıho modelu

R̃ = − 4
(u2 − 4vx+ 2uy + y2)(−1 + β2eβ1δ(u− y)− β2

2e
2β1δ(vx− uy))[

β2
2e

2β1δ
(
2x(vx− uy)2 + δ(uy − vx)(u2 − y2) + δ2v(u2 − 2vx+ y2)

)
+

2β2e
β1δ
(
δ2v(y − u) + x(u− y)(uy − vx)− 2δ(u+ y)(uy − vx)

)
+(

2δ2v + δ(y2 − u2) + x(u2 − 2vx+ y2)
)]

A tedy nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou plochosti sigma modelu je splněńı následuj́ıćıch rovnost́ı

2x(vx− uy)2 + δ(uy − vx)(u2 − y2) + δ2v(u2 − 2vx+ y2) = 0

δ2v(y − u) + x(u− y)(uy − vx)− 2δ(u+ y)(uy − vx) = 0

2δ2v + δ(y2 − u2) + x(u2 − 2vx+ y2) = 0

Ač se rovnice pro neduálńı a duálńı model zlehka lǐśı, jejich řešeńı je překvapivě stejné a je
shrnuto v následuj́ıćı tabulce.
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Řešeńı
u = 0 v = 0 x ∈ R\{−δ} y = 0
u = 0 v ∈ R x = −δ y ∈ R
u ∈ R\{0} v = 0 x = 0 y = −u
u ∈ R\{0} v = 0 x = δ y = 0
u ∈ R v = u2

4δ x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = u2−2δv±u

√
u2−4δv

2v y = ±
√
u2 − 4δv

Za relevantńı bereme pouze ta řešeńı, pro něž je matice E resp. Ẽ regulárńı. Po vyloučeńı
řešeńı, která tuto podmı́nku nesplňuj́ı, dostáváme

Zbylá řešeńı
u = 0 v ∈ R\{0} x = −δ y ∈ R
u ∈ R\{0} v = 0 x = 0 y = −u
u ∈ R v = u2

4δ x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = u2−2δv±u

√
u2−4δv

2v y = ±
√
u2 − 4δv

Opět tedy vyšlo, že neduálńı model je plochý, právě když je plochý i model duálńı.

7.4 Neabelovská trojice typu B

Metrické tenzory u neabelovské trojice typu B jsou následuj́ıćı

(gij) =
1

1 + e2α1 + vx+ eα1(−2 + u− y) + y − u(1 + y)
·

(
v −eα1 u+y

2

−eα1 u+y
2 e2α1x

)
(g̃ij) =

1
vx− uy + eβ2(u− 2vx− y + 2uy) + e2β2(1 + vx+ y − u(1 + y))

·(
e2β2x e2β2

(
β1x+ y+u

2

)
e2β2

(
β1x+ y+u

2

)
e2β2(v + β1(u+ β1x+ y))

)
A t́ım pádem křivosti jsou

R =
4x

(u2 − 4vx+ 2uy + y2)(1 + e2α1 + vx+ eα1(u− y − 2) + y − u(1 + y))
·[

2(1 + vx+ y − u(1 + y))2 +

2eα1(2− u+ y)(u− y + uy − vx− 1) +

e2α1(2− 2u+ u2 − 2vx+ 2y + y2)
]

R̃ =
−4x

(u2 − 4vx+ 2uy + y2) (uy − vx+ e2β2(u− y + uy − vx− 1) + eβ2(2vx+ y − u(1 + 2y)))
·[

2e2β2(1 + vx+ y − u(1 + y))2−

−2eβ2(1 + vx+ y − u(1 + y))(2vx+ y − u(1 + 2y)) +(
2vx(vx− 1) + 2vxy + y2 + u2(1 + 2y(1 + y))− 2u(y2 + vx(1 + 2y))

)]
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Neduálńı a duálńı sigma modely jsou ploché pro x = 0 anebo při splněńı rovnost́ı (prvńı tři
pro neduálńı a daľśı tři pro duálńı)

1 + vx+ y − u(1 + y) = 0

(2− u+ y)(u− y + uy − vx− 1) = 0

2− 2u+ u2 − 2vx+ 2y + y2 = 0

1 + vx+ y − u(1 + y) = 0

(1 + vx+ y − u(1 + y))(2vx+ y − u(1 + 2y)) = 0

2vx(vx− 1) + 2vxy + y2 + u2(1 + 2y(1 + y))− 2u(y2 + vx(1 + 2y)) = 0

Řešeńı těchto rovnic přes zjevné odlǐsnosti je opět identické pro neduálńı a duálńı model.

Řešeńı
u = 1 v = 0 x ∈ R y = −1
u = 1 v ∈ R\{0} x = 0 y = −1

u ∈ R v ∈ R\{0} x = (1−u)2
v y = u− 2

7.5 Shrnut́ı

Na tomto mı́stě pouze přehledně (v rámci možnost́ı) zopakujeme, kdy jsou jednotlivé sigma
modely ploché. U všech model̊u vyšlo, že je-li plochý neduálńı, pak je plochý i duálńı a naopak.

Stále plat́ı

E =

(
x y

u v

)−1

Ẽ =

(
x y

u v

)
Pro abelovskou trojice jsou modely ploché pro libovolný tvar matice E.
Modely vzniklé z semiabelovské trojice maj́ı nulovou křivost pro matice E a Ẽ, v nichž v = 0.
U neabelovských trojic typu A situaci ohledně tvar̊u matic E a Ẽ vedoućı k plochosti shrnuje

následuj́ıćı tabulka

Podmı́nky plochosti
u = 0 v ∈ R\{0} x = −δ y ∈ R
u ∈ R\{0} v = 0 x = 0 y = −u
u ∈ R v = u2

4δ x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = δ y = 0
u ∈ R v ∈ R\{0} x = u2−2δv±u

√
u2−4δv

2v y = ±
√
u2 − 4δv

A př́ıpady pro neabelovskou trojici typu B opět naleznete v tabulce.

Podmı́nky plochosti
u = 1 v = 0 x ∈ R y = −1
u ∈ R v ∈ R x = 0 y ∈ R
u ∈ R v ∈ R\{0} x = (1−u)2

v y = u− 2
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8 Závěr

Během práce na tomto d́ıle jsem se naučil prakticky použ́ıvat aparát diferenciálńı geometrie
a źıskal základńı poznatky z teorie Lieových grup a Riemannovské geometrie, což už samo o sobě
je neocenitelným př́ınosem (tedy hlavně pro mě). Jejich aplikováńı pak vyústilo v úspěšnou kon-
strukci sigma model̊u pro jednotlivé Maninovy trojice a spočteńı jednotlivých křivost́ı. Ukázalo
se, že pro sigma modely vzniklé z čtyřrrozměrného Drinfeldova doublu plat́ı, že pokud je daný
model plochý, pak je k němu plochý i jeho duálńı protěǰsek.
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A Seznam značeńı

:= ’definujeme jako’
W ⊂⊂ V W je lineárńı podprostor V

V ∗ duálńı prostor k vektorovému prostoru V

n̂ množina {1, 2, . . . , n}
spanM lineárńı obal množiny vektor̊u M

T pq prostor tenzor̊u typu (p, q)
TM tečný prostor variety M
TxM tečný prostor variety M v bodě x
X (M) množina všech hladkých vektorových poĺı na varietě M
T pq (M) množina všech hladkých tenzorových poĺı typu (p, q) na varietě M
f∗ pullback tenzorových poĺı
f∗ pushforward tenzorových poĺı
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