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1 Uvod

Sigma modely jsou zjednoduSenym fyzikalnim modelem dulezitym pro teorii strun. Ukazuje
se, ze dulezitym objektem pro konstrukeci v jistém smyslu dudlnich sigma modelu je tzv. Drin-
felduv double. V této praci tedy zkonstruujeme tyto modely na ¢tyfrozmérném Drinfeldové
doublu a za pouziti ndstroju Riemannovské geometrie se pokusime urcit, zda existuje néjaky
vztah mezi kiivosti daného modelu a jeho dudlniho protéjsku.
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2  Uvodni pojmy

V této kapitole budou nejprve v miniméalnim rozsahu uvedeny a vysvétleny pojmy, které
jsou potfeba k alespon zakladnimu porozuméni odvozeni a praci s pohybovymi rovnicemi na

tzv. Drinfeldové doublu.

Lieova grupa. Nechf G je grupa a zdroven diferencovatelnd varieta takovd, Ze zobrazeni
0:GxG—Ga~!:G— G jsou hladki. Pak G nazveme Lieovou grupou.

Lieova algebra. Necht V je vektorovy prostor, [,] : V x V — V bilinedrni zobrazen{
spliujici
1. (Vz,y € V) ([z,y] = —[y, z]) antisymetrie

2. (Va,y,z € V) ([[x,y], 2] + [[2, 2], y] + [[y, 2], 2] = 0) Jacobiho identita

pak (V,[-,-]) nazyvame Lieovou algebrou.

Izomorfismus Lieovych algeber. Bud'te g, h Lieovy algebry. Rikdme, ze jsou izomorfni,

jestlize existuje linearni izomorfismus I : g — b takovy, ze

(Va,y € g)(I([2,4]g) = Iz, Tyly)

Translace na grupé. Bud G Lieova grupa, g € G, pak zobrazen{
Ly:G—G Lg(h):=goh
R;:G— G Ryh):=hog
nazyvame levou resp. pravou translaci. K nim jsou piislusné te¢nd zobrazeni
Lgi(h) : ThG — TG

Ryu(h) : ThG — TiyG

Budte g,h € G, V € T,G, pak pod znacenim Vh resp. hV budeme rozumét Rp.(g)V resp.
Lp«(g)V.
Necht X € X(G)', pak fekneme, ze X je levoinvariantni vektorové pole, jestlize plati

(Vg,h € G)(gX (h) = X(goh)"

Mnozinu vSech levoinvariantnich vektorovych poli oznaéime Xiin,. Bud V € T.G, pak
Xv(g) := gV je levoinvariantni vektorové pole. Déle jestlize X,Y € Xpin, pak [X,Y] € XLiny-
Mnozinu Xp;n, s operaci komutdtoru vektorovych poli nazveme Lieovou algebrou Lieovy

grupy G.

'%(G) znaci mnozinu véech hladkych vektorovych poli
7 de je pouzito znaceni zavedené vyse.
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Ekvivalentni definici Lieovy algebry Lieovy grupy je polozit g = T.G a jako komutdtor
definovat
(Vu,v € g)([u,v] := [Xu, Xy](€))

kde X, a X, jsou levoinvariantni vektorova pole generovana vektory u a v. Nebudeme déle
rozliSovat mezi témito dvéma definicemi.

Jednoparametricka podgrupa. Bud G Lieova grupa. Mé&jme zobrazeni ¢ : R — G takové,

(Vs,t € R)(&(t + ) = ¢(t) 0 ¢(s))
Pak zobrazeni ¢ nazyvame jednoparametrickou podgroupou grupy G. Je to homomorfis-
mus realné aditivni grupy a néjaké podgrupy grupy G. Plati, ze libovolna jednoparametricka
podgrupa je integralni kfivkou néjakého levoinvariantniho vektorového pole prochazejici jed-
notkou a naopak (tzn. ze kazdd integrélni kiivka levoinvariantniho pole prochézejici jednotkou

je jednoparametrickou podgrupou).

Maximalni izotropie. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7', W podprostor V,
h: VxV — T symetrickd bilinearni forma. Rikédme, ze podprostor W je maximélné izotropni,
pravé kdyz

1. h|W><W =0

2. (VP CC V)(W G P)(h|pxp #0)

ad-invariantnost. Necht G je Lieova grupa, g jeji Lieova algebra, h : g x g — R bilinedrni
forma. Rikdme, ze h je ad-invariantni, pravé kdyz

(Va,y, 2 € g)(h(adyy, z) + h(y, adyz) = 0)1

7 ad-invariance navic plyne Ad-invariantnost formy pro prvky g € exp(g)'V, kterd je definovéna
takto

(Va,y € 9)((gzg~ ", gyg™") = (z, 1))

Drinfeldiv double. Necht D je souvisld Lieova grupa, ® jeji Lieova algebra, (-,-) ad-
invariantn{ nedegenerovand bilinearni forma na ©. Rikdme, ze D je Drinfeldav double, pravé
kdyz existuji maximélné izotropni (vuci (-,-)) podalgebry g, g takové, ze g ® g = D (jakozto
soucet vektorovych prostoru). Trojici (D, g, g) nazyvame Maninovou trojici.

R" jako diferencovatelna varieta. Necht z € R", ozna¢me x = (x1,...,2,). Atlas je
definovany jedinou mapou (R™,idgn). Bézi te¢ného prostoru T,R"™ oznac¢ime (07,...,0F), a
volime ji tak, aby platilo

0
o=
6.% x

M7obrazen{ ad, : V — V : ads(y) := [x,y], blize o tomto zobrazeni v kapitole (3.3).
VO zobrazen{ exp viz. kapitola (3.2).
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kde f : R" — R. Konkrétné pro n = 2 budeme znacit x = (z4,z_) a T,R? = span(d%,0%).

Sigma model. Mé&jme diferencovatelné variety R? a T. F € T} tenzororové pole na varieté
T, zobrazeni ¢ : R> — T'. Systém popsany Lagrangidnem tvaru

L = F(¢.0_,¢,04) resp. v soutadnicich £ = F,,,0_¢"04¢"

nazveme sigma modelem. Déle T nazyvame cilovou varietou. V této praci je cilové varieta

T dvourozmérnou podgrupou ¢tyirozmérného Drinfeldova doublu.
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3 Cilova Lieova grupa

Cilovymi varietami sigma modeli diskutovanych v této praci jsou dvourozmérné podgrupy
¢tyrrozmérnych Drinfeldovych doubla. Jejich algebry jsou tedy dvourozmérné. V této kapitole
bude uveden ptiklad dvourozmérnych grup generujicich neizormorfni Lieovy algebry, nastinény
moznosti zavedeni rtuznych soufadnic na grupé, uvedeny zakladni pojmy reprezentaci grup a

hlavné pridruzené reprezentace.

3.1 Dvourozmérné Lieovy algebry

Necht (V,[-,-]) je Lieova algebra, dimV = 2, (T},Ts) béze V. Pak existuji pouze dvé
neizomorfni algebry
[Tl,Tg] =0 mnebo [Tl,Tg] == T2

Uvedeme nyni piiklad dvou dvourozmérnych Lieovych grup, které za svou algebru budou mit

prvni resp. druhy piipad.

3.1.1 Abelovska grupa

Méjme g, h € R?, oznaéme g = (g1, g2), h = (h1, h2). Tato grupa je definovdna nésledovné
G=(R%0) o:GxG—G goh:=/(g+higs+ho)

pak
e=(0,0) g7'=(-g1,~92)

Diferencovatelna struktura je zavedena, jak bylo popsdno v kapitole (2).

Tecnd zobrazeni piislusejici k levé resp. pravé translaci

bt == (1)

Tedy vektory prendsené pomoci translaci neméni své slozkové vyjadieni. Levoinvariantni vek-

torové pole generované vektorem V € T,G, V = (v!,v?) je konstantni na celé varieté
Xv(g) = v'0 + 0?07

Jejich komutédtor [Xy, Xyw| = 0 pro VV, W € T.G tedy i [X(1,), X(0,1)] = 0.
Integréalni krivky levoinvariantnich vektorovych poli prochazejicich jednotkou jsou pfimky

wit) = (v't,v’t) teR
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3.1.2 Grupa afinnich transformaci na R

Necht o, € R, a # 0, g = (g1,92),h = (h1,h) € R? . Afinni transformaci R rozumime
zobrazeni A : R — R, A(z) := ax+ . Mnozina afinnich transformaci (ozn. A) spole¢né s operact
skladani zobrazeni pak tvoii grupu. Zobrazeni I : A — R? : I(A) := (a, 3) je izomorfismus s

grupou
Af(1) = (R?/{(0,z) | z €R},0) o:Af(1) x Af(1) — Af(1)

goh:=(gih1,g1ha + g2)

pak
e=(1,0) ¢ '=1/g1,—92/q1)

Tuto grupu nazveme grupou afinnich transformaci. Diferencovatelnd struktura zavedena
opét, jak bylo popséno v kapitole (2). Teénd zobrazeni k translacim

_ g1 O o g O
wor=(2 1) mr=(2 )

Levoinvariantni vektorova pole
Xv(g) = v'q10% +v*q10?

Komutétor [ Xy, Xw](g9) = (viw? — v?w')g107 tedy [(X(1,0)> X0, = X0,1)-
Integralni kiivky
2
w(t) = <e”1t, % (e”lt - 1>> pro o' #0

respektive
ywi(t) = (1,1)2t) pro v' =0

3.2 Souradnice na grupé

Exponentni zobrazeni. Necht G je Lieova grupa, g jeji Lieova algebra, V € g. Pak defin-
ujeme zobrazeni
exp:g— G exp(V) :=(1)
kde ~y je integralni kiivka levoinvariantniho vektorového pole generovaného vektorem V a
prochézejici jednotkou (v(0) = e, 4(0) = V). Toto zobrazeni nazyvdme exponentni zobrazeni.

Normadlni soufadnice. Bud G Lieova grupa, dim G = n, (T});cs béze T.G. Pak existuje
okoli U C T.G takové, ze exp |y : U — exp(U) je difeomorfismus. Tedy

(Vg € exp(U))(F1(on, ..., om) € R")(exp() _ ouTy) = g)
=1



3 CILOVA LIEOVA GRUPA 11

Kazdému prvku g € U(G) tedy muzeme piifadit odpovidajici soutadnice (o );es. Takto zavedené

soufadnice se nazyvaji normalni soufadnice (viz. [3]).
Resitelna algebra. Bud g Licova algebra. Definujme
80:=9 Ont1:=[gn 0] ={[z,y] | zy €9} YnENy
Rekneme, 7e g je Fesitelna algebra, jeslize Ing € N tak, ze Ono = 0.

Ideal. Necht g je Lieova algebra, I CC g. Pak I nazveme idedlem, jestlize [g,I] C I.
Bud g fesitelnd Lieova algebra, pak jednotlivé ¢leny posloupnosti g, jsou idedly. Existuje

tedy posloupnost idedlu (I;);es (n je dimenze algebry) takova, ze

g=0ph>oDLD...01,=0

P#imé resp. zpétné souradnice. Nechf G je souvisld Lieova grupa a g je jeji feSitelns

Lieova algebra, n € N dimenze g, méjme bazi (T;);cn C g tak, ze
span(Th, ..., Ty) = Ln—k

kde I,_j jsou idedly zminéné v predchozim odstavci. Pak pro kazdé g € G existuje pravé jedno

(a1, . am), (o, ..., al) € R" takové, ze
g = exp(a1Ty) oexp(aTy) o ... oexp(a,Ty)

resp.
g = exp(a,Ty,) oexp(al,_1Tp—1) o ...0exp(a)jTh)

Timto zptisobem také muzeme na grupé zavést souradnice. Pro ucely této prace budeme pouzivat
tyto dva typy soufadnic a budeme je nazyvat primé resp. zpétné souiradnice. Pimé souiadnice

budeme znacit ne¢arkovanymi feckymi pismeny a zpétné c¢arkovanymi.

Ukézeme si jednotlivé typy soufadnic na grupé Af(1). To, ze grupovému prvku g € Af(1)
prislusi normalni resp. pfimé resp. zpétné soufadnice budeme znacit g ~ (g1,g2) resp. g ~
(a1, a2) resp. g ~ (af, o). Pro jednotlivé typy souradnic prvky grupy fyzicky vypadaji takto

Normélni (N)
g~ (91,92) 9= (e2,2(en ~1)) pro gy £0

g
g=(1,92) pro g1 =0

Piimé (P)
g~ (Oély OéQ) g= (606170) o (17 012) = (ealaQZeal)
Zpétné (Z)

g~ (ah,ah) g =(1,ah)o(e™,0) = (™, )
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Prepocet mezi jednotlivymi typy soufadnic ukazuje nasledujici tabulka v

(N) (P) (2)
(N) g1 =5 g1 =1 g1 =a}

g2 = g2 g2 = et (60‘1 — 1)_1 g2 = ()/10/2(@0‘/1 — 1)_1
(P)l a1 =g a1 = ap =aof

a2 = gagy le N (e —1) | an = oy g = abe™™
(Z) O/1 =a0 0/1 = 0‘/1 _ 04/1

0h = gogy (e —1) | oh = ase™ af = af

3.3 Reprezentace grup

Reprezentace grupy. Méjme grupu G, vektorovy prostor V', zobrazeni p : G — Aut V
(Aut V je mnozina vsech linedrnich bijekei na V' (automorfismu)) takové, ze

(Yg,h € G)(p(goh) = p(g)p(h))

nazveme reprezentaci grupy G ve vektorovém prostoru V.

Reprezentace Lieovy algebry. Bud g Lieova algebra, V' vektorovy prostor, linedrni zo-

brazeni p : g — EndV (EndV je mnozina vSech linedrnich zobrazeni na V' (endomorfismi))
takové, ze

(Y, y € 9)(p([z,y]) = p(x)p(y) — p(y)p(z) =: [p(2), p(y)])
nazyvame reprezentaci Lieovy algebry v prostoru V.

Vérna reprezentace. Bud p : G — Aut(V) resp. p' : ¢ — End(V) reprezentace grupy G
resp. algebry g. O reprezentaci rikdme, Ze je vérnd, jestlize zobrazeni p resp. p’ je prosté.

Maticova exponenciela. Méjme matici A € R™". Pak pod zna¢enim exp A rozumime
00 2

A" A

expAi=Y —=T+A+—+... VI

P nz% n! 2

Odvozena reprezentace. Méjme GG Lieovu grupu, g jeji Lieovu algebru, V' vektorovy pros-
tor, p reprezentaci grupy G na prostoru V. Déle bud p’ reprezentace algebry g v prostoru V
takova, ze spliiuje komutativni diagram

G —2 5 AutV

eXpT TeXp (1)

g AN EndV

Vy nfz jsme normdlni, pifmé a zpétné soufadnice oznadili symboly po fadé (N), (P) a (Z)

VIA® je definovéno jako jednotkovd matice.
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(levé exp znag¢i exponentni zobrazeni, kdezto pravé maticovou exponencielu), neboli

(Vz € g)(p(exp(z)) = exp(p'(2)))
Tuto reprezentaci pak nazyvame odvozenou reprezentaci.

Vnitini automorfismus. Necht G je grupa, g € G, pak zobrazeni I, : G — G : I4(h) :=

ghg~! nazyvdme vnitini automorfismus na grupé G.

Pridruzena (adjungovand) reprezentace. Bud G Lieova grupa, I, vnitin{ automorfismus
na G. Pak zobrazeni I (e) : T.G — T.G je automorfismus na T.G a zobrazeni

Ad: G — AutT, G Ad(g) := Ig(e)

je reprezentaci G v T.G a nazyvame ji piidruzenou reprezentaci. Odvozenou reprezentaci od
Ad oznacime ad : g — EndT.G a plati ad(z) = [z,-]. Z duvodu piehlednosti zavedeme znaceni
Ad(g) = Ady a ad(g) = ad,.
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4 Polni rovnice v obecném pripadé

V této kapitole pro jisty tvar rovnic pro zobrazeni na Drinfeldové doublu obecné odvodime
(resp. shrneme ¢lanky [2], [5], [7]) pohybové rovnice pro zobrazeni na podgrupich G a G a tvar
k nim pftislusnych Lagrangianu.

Necht D je Drinfeldiv double o dimenzi 2n, kde n € N. Budte £',&~ podprostory D

dimenze n takové, ze
Ve ENVyeE){z,y)=0) AN ETDE =D (2)

Tedy, 7e prostory £ a £~ jsou na sebe kolmé ve smyslu dané formy a tvoif direktni rozklad
algebry ©.
7 nedegenerovanosti formy dané z definice Drinfeldova doublu jiz nutné plyne, ze podalgebry
g a § maji dimenzi n. Oznacme bézi g resp. § jako (T})ien resp. (T%)ien. Tyto béze je vzdy mozno
vybrat tak, aby
(Vi,j € n)(Ti, T7) = 6])
Splnéni této podminky pro danou béazi algebry g resp. g jiz je uréena béze g resp. g jednoznacné.

Diky maximélni izotropii formy samoziejmé plati
Vi,jen (T;,T;)=0 A (T",T)=0)
Strutkurni koeficienty v algebrach g a g
T, T3] = 5T [T, 19) = f/T*
jiz plné urcéuji komutaéni relace [T}, 17 | diky ad-invariatnosti formy a plati
[T, T7) = fL.T" + fi*T,

Uvazujme nyni zobrazeni [ : R> — D a k nému piislusné teéné zobrazeni I, : TR? — TD.
Bud x € R?, pak l.(z) : T,R* — Ty D. Zavedeme podobné znacen{ jako v tivodni kapitole.
Pod symbolem 0! budeme rozumét [, (x)0%.

Definujme rovnice pro zobrazeni [ jako

(0Ll 2) =0 Veel&t (3)

V okolf jednotky existuje jednoznaény rozklad (z) = g(z)oh(z), kde g : R? — G a h : R? —
G ( G resp. G jsou podgrupy pifslusejici podalgebram g resp. g). Dosazenim tohoto rozkladu
dostavame

O+l 17t =01(goh)(goh)™t (4)

Plati
1= Rﬁ,le—l = B_lg_l

0:(g 0 h) = (g0 h)ds = (0n 0 (gur he))0s = 0,(Dig, Duh) = Osgh + gOsh
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kde o, predstavuje tecné zobrazeni ke grupovému skladani o : D x D — D a plati
0.(g,h) : TyD x TyD — T ;D : 0.(g,h)(Vy, Vi) = Vyh + gV,

kde V, € TyD a V; € T; D.
Dosazenim do (3),(4) dostdvame

(D99~ + gorhh™'g™ ! z) = 0
7 Ad-invariance formy pro prvek g—! dostdvime
(97" 0+g+ 0Lhh™ g7 ag) =0 (5)
Piedpokladejme dale, ze baze podprostoru £' resp. £~ lze zvolit ve tvaru
(T + EijT9)ici vesp. (T;+ ByT")ien

pro néjakou matici E resp. B. Pak z ’ortogonality’ podprostori £ a £~ (viz vztah (2)) plyne
tvar matice B

0= (T" + E*T}, 79 + BI*}) = B (T}, Ti) + Eu.(T*, T;) = Bji + Ejj
tedy B = —ET. Bézi prostoru
g 1&g = {g taglz € £}

(vystupujicich v upravenych pohybovych rovnicich (5)) lze zapsat v analogickém tvaru jako bazi
pavodnich £+
g '€%g =T, + Eij(9)T

Naleznéme tedy tvar matice E(g). Pro bazické vektory plati

Ady—(T; + E;;T%) = Ad,~\T; + EjjAd,— TV (6)

Adgfl,IIL‘ = CLZ» ka ‘
Ady TV = 6*Ty, + & | TF

kde jsme maticemi a, b, d (obecné jsou samoziejmé zavislé od g) oznacili submatice v piidruzené

al T
Adg_l — < 0 dT >

Dosazenim Adg,—T; a Adg_lf 7 do (6) a osamostatnénim 7; dostavdme

reprezentaci

E(g) = (a + Eb)"'Ed
Pokud v (5) volime za z jednotlivé bazické vektory £T resp. £~ dostaneme po tipravé

—(04hh™Y); = Eij(g)(g ' 04g9) = A, (g)
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—(0-hh™t); = —Eji(g)(g 1 0-g)! =: A’ (9)

kde (8+i~z}~1_1)i a (¢g710_g)" oznacuji i-té slozky pifslusnych vektort, a kde jsme oznaéili nové
funkce Ai, Al Upravami dospéjeme k rovnicim

01 AL(g) — 0-Al(g) — 1AL (9) AL () =0 (7)

Rovnice (7) jsou pohybovymi rovnicemi systému s Langrangidnem (viz. [7])

L = Eij(9)(g~'0-9)' (g~ 019’
Pouzijeme-li misto rozkladu [ = g o h rozklad | = § o h, kde

§:R2—-G h:R*=@
tak obdobnymi postupy dostaneme

(G704 +0Lhh™ g7 zg) =0

Béze £T resp. £ volime tentokrat
(T + BIT)L, vesp. (T — BAT))

Piidruzend reprezentace

Pak

A Lagrangian
L=E"(G'0-9)i(g70+9);
Pro pevné zvolené podprostory €T a £~ ziskdme jednim resp. druhym rozkladem prvki

grupy vzajemné dualni sigma modely. Z rovnosti
span{T; + E;TI|i € i} = span{T* + EVT}|i € i}

plyne rovnost
E=FE"!
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5 Polni rovnice v konkrétnim pripadé

5.1 Klasifikace 4D Drinfeldovych doubli

Na zacatku této kapitoly pouze uvedeme vysledky klasifikace z [6], které budeme nésledné
potiebovat pro odvozeni k nim piislusnych Lagrangidnu.

Izomorfismus Drinfeldovych doublia. Budte D, D’ Drinfelduv double, D, D’ jejich al-
gebry, (-, -)p, {-,-)p jejich bilinearni formy. Rikdme, ze doubly D a D’ jsou izomorfni, jestlize
existuje izomorfismus I algeber D a D’ takovy, ze

(Vz,y € D)({z,y)p = (Iz, Iy)p)

Izomorfismus Maninovych trojic. Mé&jme Maninovy trojice (D, g,d) a (D', ¢, §'). Rikdme,
ze jsou izomorfni, jestlize jsou izomorfni piislusné Drinfeldovy doubly a navic dany izomorfis-
mus I spliuje

Ig)=¢ I(@)=¢

Existuji pouze ¢tyfi neizomorfni Maninovy trojice v dimenzi ¢tyfi.

Neizomorfni Maninovy trojice

A | Abelovska

T, T3] = 0 [T, 17] =0 [T, T9] = 0
SA | Semiabelovska

[TY, 7% = T? [Ty, TY] = T [T, T = -T)
NA | Neabelovskd typ A (6 # 0 € R)

[Ty, T] = T [T!,T?%] = 6T [Ty, T%] = —T?

[Ty, T'] = 6T [Ty, 7% = =0Ty + T
NB | Neabelovska typ B

[T1, T3] = T> T4, 7% =T" [T, T =T

[11,T% = -Ty —T? [T, T% =T"

kde kromeé ptipadu A nebyly nulové Lieovy zavorky vypisovany.
Nyni zkonstruujeme Lagrangidany pro jednotlivé neizomorfni Maninovy trojice. Podrobny

postup bude uveden jen v prvnim pripadé pro semiabelovskou trojici, ostatni se ziskaji zcela

(i) =)

analogickym zpusobem.
Bud'te
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5.2 Semiabelovska trojice

Komutacni relace jsou
TY 7% =T? [T, T =Ty [1»,T%=-T

Odvozen4 reprezentace k pridruzené (pfislusné matice linedrniho zobrazeni)

00 0O 0 00 -1
00 0O 001 0
ad = Ta‘ = ad = T,- =
Tl [ 1 ] 0 0 0 0 T2 [ 2 ] 0 O 0 O
00 0O 00 0 O
0O 0 00 01 0 0
- 0 -1 0 0 ~ 00 0 O
dp, =1, "] = dy = 1Ts,- ] =
ad, (11, -] 0 0 00 ady, [Ty, -] 00 0
0 0 01 0 0 -1 0
Z nich ziskdme pridruzenou reprezentaci pouzitim komutativniho diagramu (1)
1 0 00
0100
Adespoymy) = xplasadr) = |
0 001
]. 0 O — Q9
_ 0 1 a9 0
Adexp(asty) = €xp(azadr,) = 00 1 X
0 0 O 1
1 0 0 O
o ef o o0
AdeXp(ﬁlTl)_eXp ﬁladTl = 0 0 1 0
0 0 0 &*
1 B2 0 0
0 1 0 0
Adexp(,@ng) = eXp(ﬁQadj—ug) = 0 O 1 0
0 0 —f3 1

kde ay, g, 617 62 eR.
Ptidruzenou reprezentaci prvku grupy g € G resp. g € Gv primych resp. zpétnych souradnicich
ziskdme vyndsobenim pifslusnych dvou matic v jednom resp. opa¢ném potadi. Necht prvkim

odpovidaji tyto pfimé a zpétné souradnice

geG g~ (041,042) ~ (allva/2)



5 POLNI ROVNICE V KONKRETNIM PRIPADE 19

GeG G~ (B1,02) ~ (B, 5)

Pak pridruzené reprezentace v jednotlivych soufadnicich vypadaji takto

1 0 0 —as
0 1 ao 0
Adg(a1,00) = Adexp(arTy) Adexp(asTy) = 0 0 1 0
00 0 1
10 0 —d
01 o 0
Adge (o ap) = Adexpay) Adexpim) = | 0 |
00 0 1
1 [ 0 0
0 6—61 0 0
Adge(81,82) = Aoy, 70) Adexp(a) = | Lo
0 0 —faet M
1 ﬁ2€_ﬁi 0 0
- 0 6_61 0 0
Adgees1,5) = Aoy 7o) Adespa ) = | 1 0
0 0  -B,

Je zjevné, Ze reprezentace grupy g € g je vérna. Odted budeme pracovat pouze s pfimymi

soufadnicemi. Reprezentaci inverzniho prvku ¢! resp. ! ziskdme snadno inverzi matice reprezen-

tace prvku g resp. g.

1 0 0 a9
_ 01 —Q9 0
Adyr = (Adg) ™" =

g = (Ady) 00 1 0

00 O 1
1 —Be 0 0

51
Ad, 0 e 0 0
0 0 1 0
0 0 By e P
Matice a(g), b(g), d(g) resp. a(g ), d(g) maji tedy tvar

1 0 1 0

a(g)—<0 1) < > d(g)—<0 1>

. 1 p 0 0 1 0
a(9>_<0 6_21> (O 0) )_<—,826’81 eﬁl)
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Takze

B 1 v Qo — Yy
Elg) = vr — (u+ a2)(y — ag) < —ag—u T )

B(5) = B3e? v+ x — Boel (u+y) e (—Pae’ v +y)
P e (u — faev) ey

Nyn{ jiz zbyva vypotitat pouze leny (g 10+g)" resp. (§710+4); neboli Ly-1,(g«0+) resp.
Li-1,(g+0+). Vezméme tedy zobrazeni g : R* — G resp. § : R? — G (ziskané z rozkladu
[:R? — D). Bud'te

()OIGHRzlgH(Oq,OQ) resp. @:é%ﬂ@:g%(ﬂl,ﬁg)

soufadnicové funkce (pfimych soutfadnic) na grupé G resp. G. Nebudeme déle rozliSovat mezi

”¢istou” funkei g resp. ¢ a funkci slozenou se souradnicemi, tedy
pog: R =R (v4,0-) — (ai(wg,2-), az(zs,2-))

Gog:R* >R : (z4,2-) = (Bilag, ), Bo(wy,2_))
g = Orar O_aq G, = 046 0-B
" Oras O_an ’ 0482 0_f2

Dig = O+ay 04g = 0+
aiag 8:I:/BQ

kde 04 resp. O— uvniti vektoru a matice linedrniho zobrazeni jiz znamenda obyc¢ejnou parcidlni

Potom

a tedy

derivaci.
Pro ziskdni tecného zobrazeni k levé translaci je tfeba nejprve znat zédkon sklddéni prvka na
grupé. Bud'te tedy g ~ (agg),agg)),h ~ (agh),aéh)) eGag~( %g),ﬂég)),fz ~ (ﬂgh),ﬂéh)) eq.
Grupa G je Abelovskd a tedy soucin prvku je komutativni, takze plati
goh= exp(agg)Tl) exp(agg)Tg) exp(agh)Tl) exp(ozéh)TQ) =

— exp(agg)Tl) exp(agh)Tl) exp(agg)Tg) exp(agh)Tl) exp(agh)TQ) =

= exp((e1” + ") T1) exp((ag” + a5")T2)
posledni rovnost plati, protoze exp(A\T;) je jednoparametrickd podgrupa. Takze

h h h h
(af”, a8y o (", af") = (af” +af”,af? + af")
a plati tedy
e=(0,0) ¢! = (-0l ~a)
Nésobeni prvka v grupé G ziskdme z pridruzené reprezentace jejich prvku (kterd je v tomto

piipadé vérnd). Plati totiz
AdzAdy, = Ad;
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1B 4 e 0 0
g |0 e 0 0
goh —
0 0 1 0
0 0 G Oy O S R LR

a porovnanim s Ady dostavame

5 G ARC i ARG 5) g™
37857 0 (81, 057) = (87 + 81", 67+ e )

tim padem -
_— a a g
e=(0,0) §7'= (=B, g

Tectnd zobrazeni k translacim pak jsou

1 0 ~ 1 0
Lge(h) = ( 0 1 ) Lg:(h) = ( D8 1 )
2
10 1 0
Lgfl*(g) = < 0 1 > qu*(g) = < ﬁég) 1 )

_ O+aq 1 - 0+ 51
18 — 18 —
(97" 0x9) ( O+ ) (§70+9) ( B20+ 51 + 0+ 32 )

Pak Lagrangiany vyjdou

)

a tedy

Takze

1
L= v — (u+ a2)(y — az)

(VO_a1 0401 + (g —Y)O—a1 0+ — (2 +u)0— a0y + O—a01z)
L =120_010401 + € y0_310, B2 + P ud_ 3204 81 + 2P 0O_ 20, Bo

5.3 Abelovska trojice

Pridruzena reprezentace

1 0 0O
01 00
AdgN(al’QZ) = Ad§~(51,52) = 0010
0 0 01

Matice

Skladani prvka

goh= (0 +a® ol 4oy Goh= (8@ 1 g™ 40 4 5
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Tecnd zobrazeni

Vysledné Lagrangidny
1

U — uy

L= (VO_10+ 1 — YyO_a104 9 — uO—_e0y0y + xO—ad4z)

L = x0_3104P1 + yO_ P10+ 52 + u0_ 204 1 + v0_ 320432

5.4 Neabelovska trojice typu A

Pridruzena reprezentace

1 0 0 —0425
—age®  e® agde™? a%(seo‘l
Adg(eran) = | 0 1 as
0 0 O e~
1 320 0 0
0 ePd 0 0
Ad,, =
g (51>ﬁ2) 0 _/62 1 0
BoePd G250 B0 b
Matice
1
B _
(9) vx + (de®t + u)(azde —y)
v+ age® (u+ ez +y) e (e (d —x) —y)
—e™ (u + age® (§ + x)) e2iy
- 1
E(g) =

1 — B2eP(u — y + BaefO(—vz + uy))

T+ 26e10 (—u + Bode0v —y) M9y — BaeP1(Su — va 4 uy))
P10y — Be?P1 (v(5 + x) — uy) 2819y

Skladéni prvka "
h
(af? + ", ) + afeor)

s}
o
>
Il

- . (i )
goh= (87 + 5", B + gD e A")

Teéné zobrazeni

22
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Lagrangiany

1
vx + (ag0e®t + u)(apdet —y)
(v0_a104aq + e* (e agd — y)O_a1 04z

E:

—e2 (1 + a26e®)D_andy oy + €220 _ad g )

1
1 — B2eP19(u — y + BoeP%(—vzx + uy))
(20-B10: 1 + 7 (y + Gae™ (var — uy))0_ 104 B
919 (u 4 2™ (uy — v))0_B204 By + €*P°0vD_ 320, B2 )

o
|

5.5 Neabelovska trojice typu B

Pridruzena reprezentace

1 0 0 —14+e ™
—age® e e —1 ag(e™ —1)
Adg(ar,02) =
0 0 1 a2
0 0 0 e
e 0 0 0
" | —pre® 1 0 0
9~(B1,P2) — B (652 —1) eP2 1 e B2 i)
ez —1 0 0 1
Matice
1
E —
(9) 1+e? oz 4ev(—2+u—y)+y—u(l+y)
v+ age®(u+ agex +y)  —e®(1+e* (=14 agx) +y)
—eM (=1 +u+ e (1+ azx)) ey
B(G) = 1
7= vr —uy + %2 (u — 2vr — y + 2uy) + €202 (1 + vz +y — u(l + y))
x —vx 4+ uy + 2 (B +v)r +y — uy)
va —uy + e (u+ Pz — vr + uy) % (v + Bi(u+ brz +y))

Skladani prvka

(9)

(oq” + ozgh), agh) + ozgg)e_agh)

goh

)

o~ 5 B _a@ 5 A
Goh= (B9 4 gMer" g9 1 gy

23
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Tecnd zobrazeni

1 0 eﬁég) 0
L —1y = L~, % a =
g1 (g) ( Oégg) 1 ) g1 (g) ( 0 1

Lagrangidny

L =
L+e2 oz +en(—24+u—y)+y—u(l+y)

(v0_010raq + (e (e —y —1))0_a101a2 +

(e (1 —u — e™))I_adyay 4 > zd_cdian)

1
vr —uy + %2 (u— 2vx —y + 2uy) + 22 (1 + vz +y —u(l +y))

(€*%20- (10101 + €™ (—vz +uy + ¢ (B + v)z +y — uy))0- 5104 B2 +

% (v — uy + €7 (u+ Pz — va + uy))0_ 20451 + 2P (v + Bi(u + Bra + y))0—F204 62 )

E:
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6 Geometrie

Na tomto misté vylozime potiebny aparat diferencidlni geometrie pro studium geometrickych
vlastnosti o-modeli. Bude se hlavné jednat o zavedeni pojmu metriky na varietach a dale pojmu

afinni konexe vedouci k Riemannovu tenzoru kiivosti.

6.1 Metricky tenzor a metrika

Metricky tenzor. Bud V vektorovy prostor nad R, g € 79 : V x V' — R kovariantn{ tenzor

druhého fadu s nasledujicimi vlastnostmi
1. YyeV)( ( (YzeV)(g(z,y) =0) ) =y =0) nedegenerovanost
2. Ve,y e V)(g(z,y) =9g(y,z)) symetri¢nost

Pak g nazyvame metricky tenzor. Nékdy je navic vyzadovana pozitivni definitnost; tenzor,
ktery tuto vlastnost nesplnuje, se pak nazyva pseudometricky tenzor.

Bud' (e;) béze V, (¢') pifslusnd dudlni baze a g;; slozky metrického tenzoru (tedy g =
gijei ® €’). Pak vlastnosti uvedené vyse nabyvaji tvaru

1. det(g,-j) 7& 0
2. (Vi,j € dimV)(gij = g;i)

Definujme g% jako slozky inverzni matice k gij, pak g% jsou slozky kontravariantniho tenzoru
gl € T2 (tzn. g7! 1
soucin predpisy

= g% ei®e;). Tenzory g a g~ umoziuji zavést na prostorech V' a V* skaldrni

Vo,y eV (z,y):=g(z,y) Va',yteV* (aF,y")" =g (2", y")

Definujme zobrazeni
L2V —=Vo () =g(x,)) 1:V*=V:](@"):=g"'*")
(prostory V' a V** bereme za ztotoznéné), ve slozkach
| (a'es) = a'gize! 1 (aue’) = aige;
Pokud definujeme a; := aigij a ol = a;g", tak miizeme psat
i

| (d'e;) = ae’ 1 (aue’) = ey

Tato dvé zobrazeni umoznuji tzv. zdvihani resp. spousténi indexti. Mé&jme obecny tenzor
A € TYF, jeho slozky Al"‘Ja“ﬂ. Pro tenzory

Ap (az(l),...,m*,...,x(q);x*(l),...,x*(p)) — A(x(l),...,T (x*),...)

A (a;(l),...,x(q);m*(l),...,:c,...,:c*(p)) —>A(...;x*(1),...,l (x),...)
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pak plati A; € Té’fll aAl € Tlf;ll. Ve slozkéch

Pfi praci se slozkami vynechdvéme indexy T resp. |, nebot pifslusné zdvihnuti ¢i spusténi in-

dentifikujeme piimo podle polohy indexi.

Metrika. Necht M je diferencovatelnd varieta, g € ’2'20 kovariantni tenzorové pole druhého
fddu a necht plati, Ze pro vSechna x € M je g(x) metricky tenzor. Dvojici (M, g) nazyvdme
varietou s metrikou nebo riemannovskou varietou (piipadné, pro indefinitni metrické tenzory,

pseudoriemannovskou varietou).

Indukovana metrika. Bud'te M a N diferencovatelné variety, na N déna metrika h, bud

f: M — N vlozeni M do N. Pak tenzorové pole g definované jako
g:=f*h

(tedy pullback metrického tenzoru h na M) nazyvdame indukovany metricky tenzor.

6.2 Kovariantni derivace a linearni konexe

Linearni konexe. Bud M diferencovatelna varieta. Jestlize kazdému W € X (M) hladkému

vektorovému poli dokazeme pritadit linedrni tenzorovy operator Vyy s nasledujicimi vlastnostmi

1. (Vp,q e N)(VA € T7)(VwA € T}) - zachovan{ stupné tenzoru

2. (VA,B € 1})(Va € R)(Vw (A + aB) = Vw A + aVy B) - linearita

(
(
(VA € T)(VB € TV )(Vw(A® B) = (Vi A) ® B+ A® (Vi B)) - Leibnizovo pravidlo
(Vfe F(M)(Vw[f=W])

5. Vyispw = Vy + fVy - F - linearita vici poli W

6. Viy o C = C o Vy - komutovani s kontrakcemi V!

pak operator Vi nazyvame kovariantni derivaci a fikdme, ze na M je zavedena linearni
konexe, znacime (M, V).
Kovariantni derivace je plné urcena tzv. koeficienty konexe (Christoffelovymi symboly druhého
druhu), které jsou definované takto
Va,

(3

kde 0; jsou bazické pole definovana na dané mapé. Pro bazické kovektory jiz plyne z vlastnosti

kovariantni derivace vztah
J_— _ 19 k
Vo, dx) = —T".dx

VK ontrakee C' : TP — Té’:ll pro libovolné p, ¢ € N je definovana jako (CA)(...;...) == A(... €4 5. et ..0),
kde A € TP, (e;) a (e') jsou navzdjem dudlni baze. (Ko)Vektory (e;) resp. (e') jsou umistény na libovolném (ale

pro danou kontrakci pevné daném) argumentu. Definice nezdvisi na vybéru béze.
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Pak kovariantn{ derivace na obecné tenzorové pole A € 7 vypadd ve slozkdch takto
(Vw Ay = WA =T WAL 4 T, WAL
Zavedeme jesté tzv. kovariantni gradient V : 7 — T/, | takto
AeTl (VA(..,W;...):=(VwA)(..;...)

ve slozkach
A = (VA = Vo, 4)177
kde jsme symbolem stredniku odlisili kovariantni derivaci slozek tenzoru od obycejné parcidlni

derivace.

Afinni konexe je struktura, kterd ndm umozni zavést pojem rovnobéznosti na libovolné va-
rieté. Abychom ovSem mohli néjak porovnavat dva vektory, které nejsou ve stejném bodé (a
které patii do zcela ruznych vektorovych prostoru), je tieba nejprve jeden vektor tzv. par-
alelnim prenosem pienést do bodu, kde se nachazi nds druhy vektor. Definujeme nejprve tzv.

absolutni derivaci ve sméru kiivky a nasledné pomoci ni zavedeme paralelni pfenos.

Absolutni derivace. Bud (M, V) varieta s afinn{ konexi, v kiivka na varieté, V vektorové
pole definované na stopé kiivky «y, ozna¢me V(t) = V(vy(t)). Pak absolutni derivace pole V
ve sméru kiivky v definujeme takto

DV (t)
Dt

= ViV

V souradnicich plati
ViV =V T4 v/

Autoparalelni pole. Definujeme nyni tzv.autoparalelni pole. To je takové pole V', které

ma& nulovou absolutni derivaci podél dané kiivky . Autoparalelni pole musi vyhovovat rovnicim

Vi T34V =0

Paralelni pirenos. Nyni jiz muZeme zavést paralelni pfenos. Méjme dva body na varieté
z,y € M, spojené kiivkou v, ts,t, € R takové, ze y(t;) = z,v(t,) = y. Bud vektor Vy € T, M.
Pak sestrojime na kiivce v autoparalelni pole V(t) = V(y(t)) takové, ze V(t;) = V. Vektor
autoparalelniho pole v bodé y, tedy V(¢,), bude nas paralelné pfeneseny vektor pfeneseny z
bodu x do bodu y. Ve slozkach tedy paralelné pfenasSeny vektor musi spliiovat rovnici

dv?
dt

CdyE

s pocatetnimi podminkami V(t,) = Vb.
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Na paralelni pienos vektoru se muzeme koukat jako na konstrukci, kterd ndm umozni (pfi
dané kiivce spojujici dva body variety) sestrojit vektor rovnobézny s vektorem zadanym v
pocatecnim bodé kiivky. Paralelni pienos zjevné obecné zavisi od kiivky, po které je pfenasen.
Navic rovnice paralelniho pfenosu poskytuje asi nejndzornéjsi pohled na vyznam Christoffelovych
symbolu. Jednoduse v kazdém bodé variety tikaji, kterym ”smérem”se bude dany vektor pii

prendseni danym smérem ”odchylovat” (az na opa¢né znaménko).

Obecné samoziejmé muzeme zcela stejnym zpusobem zavést absolutni derivaci, autoparalelni
pole a paralelni pfenos tenzoru libovolného fadu.

Geodetika. Méjme varietu (M, V) s linedrni konexi a kiivku 7 na varieté. Pak kiivku =y
nazveme geodetikou, jestlize v kazdém bodé kiivky plati

Vi =0

neboli ve slozkach
7'+ i’ 4% =0
Naopak feSenim této diferencidlni rovnice je kiivka, kterd je geodetikou. Jestlize paralelni
prenos vektoru chdpeme jako zachovavani rovnobézného sméru po dané kiivce, pak geodetika je

jednoduse kiivka, kterd ”jde stile rovné”, tzn. jedna se o zobecnéni pojmu piimka na libovolnou
varietu s linedrni konexi.

Exponencidlni zobrazeni. Bud P bod variety s linedrni konexi (M, V). Zobrazen{
exp:TpM — M exp(V) =~y (1)

kde vy je geodetika takové, ze v(0) = P a 4(0) = V. Pak zobrazeni exp nazyvame exponencidlni
zobrazeni se stfedem v bodé P (pii dané konexi).
Existuje okoli U bodu 0 € TpM takové, ze zobrazeni exp |y : U — exp(U) je difeomorfismus.

Riemannovy normadlni soufadnice. Méjme (M,V), P € M, okoli U bodu 0 € TpM
takové, ze zobrazeni exp |y je difeomorfismus, a bézi prostoru TpM (e;);es. Pak kazdému bodu

Q € exp(U) piitadime soufadnice (v!,...,v") tak, ze

n

exp (Z viei> =Q
i=1

Takto zavedené soufadnice nazyvime Riemannovy normadlni soufadnice. Ozna¢me V =

> v'e;. V téchto souadnicich geodetika vy mé slozkové vyjadreni 74, () = v't a v bodé P jsou

Christoffelovy symboly nulové - F; p(P)=0.
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6.2.1 Metricka konexe

Afinni konexe je v této nejobecnéjsi podobé zcela nezdvisld na metrice (pokud na varieté
vubec je metrika dand). Mé&jme tedy varietu s obéma strukturami; fikdme, ze konexe je kompat-
ibilni s metrikou, jestlize libovolny paralelni pfenos vektoru zachovava jeho délku. Neboli

g(V(t),V(t)) = konst. jestlize ViV =0
ekvivalentné
Viw(g(V,V)) =0 jestlize VyV =0

pro libovolné vektorové pole W.
Zachovani délky paralelné prendseného vektoru nutné implikuje i zachovani vzajemného thlu

mezi dvéma paralelné pfendsenymi vektory, tedy
Vw(g(U,V)) jestlize VyU=VyV =0

Navic plati (vyuzijeme vztah g(U,V) = CC(g ® U ® V') a komutovani kovariantni derivace s
kontrakef)

0=Vw(gUV))=(Vwg)U,V)+g(VwU,V) +g(U VwV) = (Vwg)(U,V)

tedy
Vg =0 resp. v soufadnicich g;j.x =0

6.2.2 Torze

Torze. Bud (M, V) varieta s afinn{ konexi. Zobrazen{
T:X(M)xX(M)—X(M) TWUYV):=VyV-VyU-[U,V]|

nazyvéme torzi konexe V. Toto zobrazen{ se d4 intepretovat jako tenzorové pole 75!, ve slozkach
T;k = (T(9;,0k))". Torze je zjevné antisymetrickd ve svych argumentech (tzn. T;k = —T,ij). \Y%
souradnicich plati

) ]

_ i
Jk Tt ki gk
tedy jednd se vlastné o antisymetricnost Christoffelovych symboli. Pokud méa dand konexe

nulovou torzi, pak Christoffelovy symboly jsou symetrické v dolnich indexech I‘}k = F};j a

takovou konexi nazyvdme symetrickou konexi.

6.2.3 RLC konexe

RLC konexe. Konexe, ktera je zaroven metrickd a symetricka, se nazyvd Riemannova-
Levi-Civitova konexe. Definujeme-li Christoffelovy symboly prvniho druhu jako

iji := gul',
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pak tyto symboly pro RLC konexi spliiuji nasledujici vztahy
Lijk + ik = gijk
Lijg —Ti; =0

Pouzitim téchto vztaht dostaneme jednoznaéné vyjadieni pro RLC konexi z dané metriky.

ijk + Gik,j — Giki = 2L%jk
a tedy

. 14

= 592 (91,6 + Gikj — 9jk.1)

6.3 Riemannuv tenzor kfivosti a kfivost

Operator kfivosti. M&jme (M, V) varietu s afinn{ konex{ (ne nutné RLC). Bud'te U,V €
X (M) libovolnd hladké vektorova pole, pak definujeme operator kiivosti jako

R(U,V) :=VyVy = VyVuy =V
Zjevneé plati R(U,V) = —-R(V,U).
Riemannuv tenzor kiivosti. Pomoci operdtoru kiivosti muzeme zavést tenzorové pole
R(W,U,V,a) := a(R(U, V)W)
Tento tenzor (resp. tenzorové pole) nazyvame Riemannuv tenzor kiivosti. Ve slozkich
R'jp = dx'(R(Ok, 91)0;)

7, antisymetriénosti operdtoru kiivosti dostavame Rijkl = —Rijlk. Vyjadieni pomoci Christof-
felovych symbolt

i T 7 myi m i
Ry =T — Uiy + 50 — Tl

Ricciho tenzor. Kontrakei Riemannova tenzoru kiivosti
Dk
Rij == R%;j
nazyvame Ricciho tenzor.

Skalarni ktivost. Jestlize médme varietu (M, V, g), tedy s konexi i metrikou, pak lze defi-

novat tzv.skalarni kiivost takto
R:= g” Rji
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Uvazujme nyni, ze mame varietu (M, V, g) s RLC konexi, ddle Riemannovy normélni souradnice

v néjakém bodé P € M. Pak slozky Riemannova tenzoru v bodé P vypadaji
;‘kl(P) = (Fél,k - Fé‘k,l)(P)
a plati
20550 = (9" (9mjkt + Gmk.jt = Gikmi) (P)

nebot diky metri¢nosti konexe a diky pouzZiti Riemannovych normdlnich soufadnic je gilm(P) = 0.
Dosazenim

, 1 .
;‘kl(P) = i(glm(gml,kj — 9mk,lj + Gjkim — gjl,km))(P)

a snizenim indexu dostavame

1
Rijr(P) = 5(91‘1,@' — Giklj + Gikti — Gjlki)(P)

Z tohoto vyjadieni plyne antisymetricnost v bodé P v téchto dvojicich indexu
Riji = —Rjin Rijr = —Rijik

Bod P ovsem byl libovolny a (anti)symetriénost nezavisi na vybéru soufadnic, takze vztah
uvedeny vyse plati obecné. Pro variety o dimenzi dva ma tenzor R;j; diky témto antisymetriim

pouze jednu nezavislou slozku.

6.4 Piiklad na S?

Méjme varietu (R3, grs) (diferencovatelnd struktura a baze te¢nych prostorti zavedeny stejné

jako v kapitole (2)) s eukleidovskou metrikou, tj.

IRr3 =

S O =
O = O
= o O

Méjme vlozeni S? do R?

x = Rsinfcos¢
y = Rsinfsing
z = Rcosd
6 e (0,m) ¢e(0,2m)

Pak indukovany metricky tenzor na S?

R? 0 VIII
sz = ( 0 R2Zsin?6 )

VIIPryn{ soufadnici je 6, druhou ¢.
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Christofellovy symboly RLC konexe

0
FZ¢ = —sinfcosf F& = Fie = &8

sin ¢
(ostatni jsou nulové)

Méme-li obecnou kiivku na S? y(t) = (0(t), ¢(t)), pak rovnice paralelniho pienosu vektoru

V vypadaji takto

VP — $sinfcosV? = 0

0 . .
&8 GOV V') = 0

Vet

sin
a rovnice geodetiky

6 —sinfcosfg®> = 0

¢+2Sln0¢‘9 _

cosf
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7 Geometrické vlastnosti sigma modeli

V kapitole (5) jsme odvodili tvary Lagrangidnu pro jednotlivé neizomorfni Maninovy trojice.
Jejich obecny tvar je
L = F;j(9)0-a"(9)0+27 (9)
kde Fj; je kovariantni tenzor druhého fadu F' € 7. Definujeme-li nyni metricky tenzor na
dvourozmérné grupé, na které jsou Lagrangidny definovany, jako symetrickou ¢ast tenzoru F,

tzn. 1
9ij = 5 (Fij + Fji)

pak muzeme pouzit aparat vylozeny v kapitole (6). Konkrétné budeme chtit urcit, pro jaké tvary

matic F(e) resp. E(e) vyjde skaldrni kiivost konstantné rovna nule. Takovy sigma model pak

nazyvame plochy.

7.1 Abelovska trojice

Tento piipad je trivialni. Pro libovolnou matici E(e) resp. E(e) je skaldrni kiivost nulov,

nebot metricky tenzor™

1 o _utu ~ L utu
(gij) = y+u 2 (gij) = y+u >
v —uy —5 5 X 5 v

je vSude konstantni a tim padem jsou Christoffelovy symboly v téchto soutfadnicich nulové.

7.2 Semiabelovska trojice

Metrické tenzory

1 o
(glj) = _ _ y+u
vz — (u+ao)(y —az) \ -5~ x
T 651“7“

(9i5) = (egly;ru 2614, )

Vysledna skalarni kiivost pro nedualni model

4v(203 + u? — 2vx + 200 (u — y) + y?)
(u+y)? — dvz)(ve + (a2 + u) (a2 — y))

Je tedy véude nulovd pro v = 0. Vyraz 203 + u? — 2vx + 2as(u — y) + y? jakozto nenulovy

polynom nemuZze byt vSude nulovy pro libovolnou matici E.

Skalarni kfivost pro dualni model

8v

R=— -
(u+1y)? — 4oz

je nulova opét pouze pro v = 0.

Xpro odlisenf od znageni pro prvek grupy je pro metricky tenzor zvoleno oznaceni (g;) (resp. (§i;) pro metricky
tenzor dudlniho sigma modelu; stejné tak ostatni geometrické veli¢iny na dudlnim modelu budeme odlisovat tildou)
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7.3 Neabelovska trojice typu A

Metrické tenzory

) v uty Lo

(9i3) = vz + (20et + u)(agde® — y) ( —uTereal ey >

. B 1 x 6,815UJ2ry
(9i7) = 1 — B2eP19(u — y + Boelrd(uy — vx)) < eﬁléuTﬂ/ ey >

Pak skalarni kiivost nedudlniho modelu vyjde

4 .
(ad62e201 + v + agde® (u — y) — uy) (u? — 4oz + 2uy + y2)
[(2z(ve — uy)® + 6(uy — va)(u? — y?) + §°v(u® — 20z + y°)) +
2000 (52v(u —y) +z(u—y)(vz — uy) + 26(u + y) (uvy — vx))
a36%e®™ (26%v + 5(y* — u?) + 2(u® — 20z + y?))]

R =

ktera je vSude nulova pravé tehdy pokud plati

2z (ve — uy)? + 6 (uy — vr)(u? — y?) + 8%v(u? — vz +y*) = 0
o(u —y) + x(u — y)(ve — uy) +26(u +y)(uy —vz) = 0
20%v + 8(y? —u?) +x(u? — 20z +y*) = 0

U dudlntho modelu

4
(U2 — dvz + 2uy + y2) (—1 + BaeP (u — y) — f2e2510 (vz — uy))

[ﬁ%eml‘; (2z(va — uy)? + 6(uy — vx)(u® — y?) + 6%v(u® — 2vz + y?)) +
2326™0 (6%0(y — u) + 2(u — y)(uy — va) — 26(u + y)(uy — vz)) +
(2521) +6(y? — u?) + z(u® — 2vz + y2))]

R =

A tedy nutnou a postacujici podminkou plochosti sigma modelu je splnéni nasledujicich rovnosti

2z (v — uy)® + 6 (uy — vr)(u? — y?) + 2v(u? — vz +y*) = 0
2u(y —u) + z(u — y)(uy — vz) — 20(u+y)(uy —vzr) = 0
20%0 + 8(y? —u?) +x(u? — 20z +y*) = 0

A¢ se rovnice pro nedudlni a dudlni model zlehka lisi, jejich feSeni je prekvapivé stejné a je
shrnuto v nasledujici tabulce.
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Reseni

u=0 v=0 z € R\{-4} y=0

u=20 veER x=-=9 yeR
uweR\{0} v=0 x=0 y=-u
ueR\{0} v=0 r=20 y=20

u€eR v:Z—; x=90 y=0

u€eR veR\{0} =0 y=20

uelR veR\{0} =z= “2725”12?“2745” y = +vu? — 40v

Za relevantni bereme pouze ta feSeni, pro néz je matice E resp. F reguldrni. Po vylouceni
feSeni, kterd tuto podminku nespliuji, dostavame

Zbyla reseni

u=20 veR\{0} x=-0¢ yeR
uweR\{0} v=0 r=0 y=—u

u€eR v:Z—; x=94 y=20

uelR veR\{0} x=9¢ y=0

uelR veR\{0} == “27257&2? wEoddv = 442 — 4o

Opét tedy vyslo, ze nedualni model je plochy, pravé kdyz je plochy i model dudlni.

7.4 Neabelovska trojice typu B

Metrické tenzory u neabelovské trojice typu B jsou nasledujici

1 v —e Wy
(9:5) = 1+e2 toz+en(—24+u—y)+y—ul+y) —emy 2oy
3) = :
9ij) = vr —uy + %2 (u — 2vz — y + 2uy) + 22 (1 +vx +y — u(l +y))
= e (B + 14
2 (B + 51) P2 (v + Bi(u + Bz +y))
A tim padem kfivosti jsou
R o_ 4z
(@ vz 4 2uy + ) (1 + e oz + e (u—y —2) +y —u(l +y))
21 +vz+y—u(l+y)? +
22 —u+y)(u—y+uy —ver—1)+
€21 (2 — 2u + u? — vz + 2y + yQ)]
- —4
R = &

(W2 — 4oz + 2uy + y2) (uy — ve + 282 (u — y + uy — vz — 1) + P2 20z + y — u(1l + 2y)))
[2€2ﬁ2(1 +oz+y—u(l+y)’-

—2¢®(1+ vz +y —u(l+y))(2vz +y — u(l+2y)) +

(2vz(ve — 1) + 2vzy + y* + u* (1 +2y(1 + y)) — 2u(y® + vz (1l + 2y)))]
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Nedudlni a dudlni sigma modely jsou ploché pro x = 0 anebo pii splnéni rovnosti (prvni tii

pro neduélni a dalsi tii pro duélni)

l+vz+y—u(lt+y) =
2C-u+y)(u—y+tuy—ver—1) =

2 2u+u—2ur+2y+y’ =
ltvz+y—u(l+y) =
I4+ve+y—ul+y)ue+y—u(l+2y) =

uz(ve — 1) + 2vzy + v* + u?(1 + 2y(1 +y)) — 2u(y® +vz(l +2y)) =

o O o o o O

Reseni téchto rovnic pies zjevné odlisnosti je opét identické pro nedudlni a dudlni model.

Reseni

u=1 v=20 reR y=—1
u=1 wveR\{0} z=0 y=—1
ueR veR\{0} x:(l_vu)Q y=u—2

7.5 Shrnuti

Na tomto misté pouze prehledné (v rdmci moznosti) zopakujeme, kdy jsou jednotlivé sigma
modely ploché. U vSech modelt vyslo, ze je-li plochy nedudlni, pak je plochy i dudlni a naopak.

Stéle plati
-1
U v u v

Pro abelovskou trojice jsou modely ploché pro libovolny tvar matice E.
Modely vzniklé z semiabelovské trojice maji nulovou kfivost pro matice E a E, v nichz v = 0.
U neabelovskych trojic typu A situaci ohledné tvart matic E a E vedouci k plochosti shrnuje

nasledujici tabulka

Podminky plochosti

u=0 veR\{0} x=-0¢ yeR
ueR\{0} v=0 z=0 y=—u

ueR v = Z—; x=94 y=20

uelR veR\{0} x=9¢ y=0

uelR veR\{0} z= “2_25&;} wi=ddu oy — /4% — 46v

A piipady pro neabelovskou trojici typu B opét naleznete v tabulce.

Podminky plochosti

u=1 v=20 reR y=—1
ueR veR z=0 y€eR
ueR veR\{0} p =10 y=u—2

v
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8 Zaveér

Béhem préace na tomto dile jsem se naucil prakticky pouzivat aparat diferencidlni geometrie
a ziskal zakladni poznatky z teorie Lieovych grup a Riemannovské geometrie, coz uz samo o sobé
je neocenitelnym piinosem (tedy hlavné pro meé). Jejich aplikovani pak vytstilo v tispésnou kon-
strukci sigma modelu pro jednotlivé Maninovy trojice a spo¢teni jednotlivych kiivosti. Ukéazalo
se, ze pro sigma modely vzniklé z ¢tyfrrozmérného Drinfeldova doublu plati, ze pokud je dany
model plochy, pak je k nému plochy i jeho dudlni protéjsek.



A SEZNAM ZNACENI

A  Seznam znaceni

wWccVv
Vv
n
spanM
7
M
.M
X (M)
(M)
F*
J

‘definujeme jako’

W je linearni podprostor V'

duélni prostor k vektorovému prostoru V'

mnozina {1,2,...,n}

linearni obal mnoziny vektoru M

prostor tenzoru typu (p, q)

te¢ny prostor variety M

te¢ny prostor variety M v bodé x

mnozina vSech hladkych vektorovych poli na varieté M
mnozina vSech hladkych tenzorovych poli typu (p,q) na varietée M
pullback tenzorovych poli

pushforward tenzorovych poli
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