CESKE VYSOKE UCENT TECHNICKE V PRAZE
FAKULTA JADERNA A FYZIKALNE INZENYRSKA

“ '\/‘ED yEin

BAKALARSKA PRACE

EINSTEINOVY ROVNICE A DE SITTEROVO
RESENTI

Ivo Petr

Vedouci prace: Prof. RNDr. Ladislav Hlavaty, DrSc.

10. ¢ervna 2006



Podékovani: Rad bych timto podékoval vsem, ktefi mi pii mé préaci jak-
koliv pomohli. Pfedevsim bych chtél podékovat svému skoliteli, Prof. RNDr.
Ladislavu Hlavatému, DrSc., za mnohé cenné rady a pripominky tykajici se
dané problematiky. Rad bych také zminil Doc. RNDr. Jitiho Podolského,
CSc., DSc., jemuz vdééim za poskytnuti potiebnych materialu.

Prohlaseni
Prohlasuji, ze jsem svou bakalaiskou praci vypracoval samostatné a pouzil
jsem pouze podklady uvedené v prilozeném seznamu.

Nemdam zavazny duvod proti uziti tohoto skolniho dila ve smyslu § 60 Zakona

¢. 121/2000 Sbh., o pravu autorském, o préavech souvisejicich s pravem au-
torskym a o zméné nékterych zakonu (autorsky zdkon).

V Praze dne 10.éeI‘VHa 2006 .............................................. .....



Nazev prace:
Einsteinovy rovnice a de Sitterovo reSeni

Autor: Ivo Petr
Obor: Matematické inzenyrstvi
Druh prdace: Bakalarska prace

Vedouci prace: Prof. RNDr. Ladislav Hlavaty, DrSc., Katedra fyziky, Fa-
kulta jaderna a fyzikalné inzenyrska, Ceské vysoké uceni technické v Praze

Abstrakt: Tato préce si klade za cil shrnout nejdulezitéjsi poznatky o prosto-
rech nenulové konstantni krivosti popisujicich feseni Einsteinovych polnich
rovnic s kosmologickou konstantou a nulovou pravou stranou. V prvni kapi-
prostoru jako konformni plochost, moznost zanotreni do plochého prostoru
vyssi dimenze a jejich symetrie. V druhé kapitole je pak provedena konstrukce
metriky de Sitterova feseni, jsou uvedena jeji ruzna vyjadieni a znazornéni de
Sitterovy variety jako hyperkvadriky v plochém prostoru. Tteti kapitola pak
pojednava o symetriich prostorocasu, geodetickych krivkach a horizontech.
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Author: Ivo Petr

Abstract: The aim of this work is to summarize key facts concerning spaces of
nonzero constant curvature describing solutions of Einstein’s field equations
with cosmological constant and of zero right hand side. The first chapter
therefore summarizes the most important geometrical properties of these
spaces such as the ability to immerse them into the flat space of higher
dimension, characteristics of conformal spaces or symmetries. In the second
chapter we construct the metric of de Sitter’s solution, introduce some other
expressions of it and illustrate de Sitter’s manifold as hypersurface in a flat
space. The third chapter deals with symmetries of space-time, geodesics and
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0.1 Obecna teorie relativity

Pocatkem minulého stoleti bylo jiz zfejmé, ze predstava Newtonovského ves-
miru je déle neudrzitelna. Kdyz pak roku 1916 zverejnil Albert Einstein svoji
dlouho budovanou obecnou teorii relativity, znamenalo to skutecny zlom ve
védeckém nédhledu na svét kolem nés. Galileovské transformace byly nahra-
zeny Lorentzovskymi jiz diive ve specialni teorii relativity. Nyni si vSak byly
vsechny souradné systémy z hlediska platnosti fyzikalnich zékonu navzajem
rovnocenné. Nejvétsi vyznam mély vysledky Einsteinovy prace pro rozvoj
kosmologie. Newtonovska mechanika totiz viibec neumoznovala studovat vlast-
nosti vesmiru jako celku. V dobé vzniku obecné teorie relativity jiz byla
k dispozici pomérné propracovand matematicka teorie geometrie, ktera se
neopirala o paty postulat Euklidovské geometrie. Prvni, kdo pripustil lo-
gickou moznost neeuklidovské geometrie jako geometrie popisujici skutecny
prostor, byl zfejmé Gauss. Na néj ve svych pracech navazovali mnozi: Bélyai,
Lobachevski, Riemann, Christoffel, Ricci, Bianchi a dalsi, az byla vytvorena
ucelend teorie Riemannovy geometrie a tenzorového poctu. Byl to vSak Ein-
stein, kdo jako prvni dal témto matematickym poznatkum fyzikalni smysl,
kdyz udal zpusob, jak lze vlastnosti prostoro¢asu popisovat pomoci metriky.
Tu je mozno dostat jako feseni polnich rovnic, které ji uvadi do vztahu s ten-
zorem energie-hybnosti.

V dobé publikace polnich rovnic byla vSeobecné zazita predstava, ze nas
vesmir je staticky. Aby bylo toto feSeni mozné, zavedl Einstein do svych
rovnic tak zvanou kosmologickou konstantu A. Jak se kosmologie rozvijela,
ukazalo se, ze vesmir staticky neni. Zavedeni kosmologické konstanty se
ukdzalo zbytecné a FEinstein ji dokonce prohlésil za nejvétsi chybu svého
zivota. V soucasnosti se vSak ukazuje, ze to zase takova chyba nebyla. Z dne-
sniho pohledu se dokonce zda, ze kosmologicky ¢len je co do hustoty energie
dominantni a kosmologické modely, které fesi polni rovnice s A, nabyvaji na
vyznamu. Praveé takovym feSenim se budeme dale zabyvat.

K tomu, abychom byli viibec schopni formulovat polni rovnice a poro-
zumét jim, je nutna znalost tenzorového poctu a diferencialni geometrie.
O téchto tématech jsou napsany celé rady knih a zde neni misto se jimi
zaobirat. Predpokladam, ze ¢tenar je s problematikou obeznamen, a nebudu ji
proto blize rozebirat. Leva strana rovnic je ¢isté geometricka a z algebraickych
vlastnosti clenu, které zde vystupuji, je vidno, ze se jedna o soustavu 10 al-
gebraicky nezavislych rovnic pro 10 neznamych slozek metriky. Pro vyrazy
v rovnicich dale plati Bianchiho identity, tedy 4 diferencidlni rovnice. Pocet
funkcionédlné nezavislych rovnic je poté 6 a zustavaji 4 stupné volnosti, které
odpovidaji volnosti ve volbé soutadnic. Polni rovnice jsou nelinedrni parcialni
diferencialni rovnice druhého fadu a v obecné podobé jsou velmi slozité. To



je duvod, pro¢ do dnesni doby bylo nalezeno jen urcité malé mnozstvi fesent,
vétsinou velmi specialnich. K tomu, aby bylo mozno Einsteinovy rovnice
vubec vyresit, je nutno uplatnit jisté zjednodusujici predpoklady. Nejcastéji
se jedna o predpoklady symetrii, které od hledaného prostoru ocekdavame,
napiiklad homogenita ¢i izotropie.

Slozitosti rovnic si byl védom i Einstein. Proto ho velmi prekvapilo, kdyz
se zahy po publikaci zacala objevovat jista feseni. Vakuové, sféricky symetri-
cké teseni rovnic bez kosmologické konstanty ptinesl K. Schwarzschild jesté
téhoz roku, TeSeni rovnic s A pak na sebe nenechalo dlouho cekat. Prisel
s nim, jiz tehdy vyznamny, holandsky matematik a astronom Willem de
Sitter. Ackoliv je de Sitterovo reseni pomérné staré, ma i moderni kosmologii
stale co nabidnout a to je pravé duvod, pro¢ se jim budeme déle zabyvat.
Modely tesici rovnice bez pravé strany pro prazdny vesmir se mohou zdat
absurdni, jelikoz nas vesmir prazdny neni. Na de Sitterové feseni jsou vsak
zalozeny nékteré modely popisujici rozpinajici se vesmir a pro A kladné jde
libovolny model v limité ¢ — oo pravé k de Sitterovu modelu.

Toto feSeni mé vysoky stupen symetrie, kterou je mozno vyuzit pti feseni
polnich rovnic. Proto je ivodni kapitola vénovana symetriim prostorocasu
a formulaci zjednodusujicich predpokladi umoznujicich nalézt metriku. Diky
témto obecnym tivaham budeme pozdéji schopni nahlédnout i na konkrétni
symetrie prostorocasu.
opodstatnéni. De Sitteruv prostorocas pojednava o feseni pro kladnou kosmo-
logickou konstantu. Velmi podobny model existuje pro A zdporné a nazyva se
anti-de Sitteruv. Konstrukce metriky je zde de facto shodna a mnohé zavéry
jsou analogické, proto jsou uvadény jiz jen v poznamkach. Duvod, proc se
o ném zminuji, je ten, ze v soucasnosti nachazi uplatnéni ve strunové teorii
prostiednictvim tzv. AdS/CFT korespondence mezi klasickou teorii gravitace
definovanou na anti-de Sitterové prostoru a teorii konformniho pole.

Kromé hleddni metriky je dale velky duraz kladen na zptusob znazornéni
variety modelu v prostorech vyssi dimenze a na to, jakym zpusobem je
mozno ho pokryt souradnou siti. Ruznymi parametrizacemi variety lze totiz
dosdhnout nejen ruznych tvaru metriky, ale obecné i modelu ruznych topo-
logickych vlastnosti.

V celém textu je uzivano Einsteinova sumacniho pravidla. Metrika Min-
kowského prostorocasu je v souladu s literaturou volena n,,, = diag(—1,1,1,1).
Jak byva zvykem, pracujeme v geometrizovanych jednotkach, tedy rychlost
svétla a gravitacni konstanta jsou brany jako jednotka.



Kapitola 1

Geometrické vlastnosti
prostoru konstantni krivosti

1.1 Konformni prostory

Nejprve bych se rad kratce zminil o takzvané konformnich prostorech, tedy

takovych, mezi jejichz fundamentalnimi formami existuje jistd imeéra; zvlasté

pak o prostorech, jejichz metrika bude imérna metrice plochého prostoru.
Mame-li dva prostory V,, a V!, jejichz fundamentélni formy jsou ve vztahu

/! 20
guu =e gMV

kde o je libovolna funkce soutadnic, rikame, ze tyto prostory jsou konformni.

Diky vztahu mezi metrikami muzeme vyjadrit slozky Riemannova ten-
zoru R, pomoci slozek tenzoru R, ., metriky g, a derivaci o. Toto lze po
nékolika pravach, viz [1], prevést na rovnost dvou tenzoru

Ol//lj\n - Ol/j)\n
kde .
Chne = Rine — m((SﬁLRm — 0L Rux + Gun By — gin )

B R
(n—1)(n—2)

(&iguk - 5§gun)

Pro konformni prostory jsou tedy slozky tenzora C*,. a C'4, stejné. Tento
tenzor je konformné invariantni, a proto se nékdy nazyva konformni tenzor.
Castéji vsak byva oznacovan jako tenzor Weyluv, ktery se jim jako prvni

zabyval. Pfechodem k jeho uplné kovariantni podobé méame



1

C)\;wn = R}\ul/li - m(gAuRun - gAnRuV - g/u/R)\n + gMKR)\V>

- (Tl _ 1)PEH - 2) (g)\ng/w - g)\ug/m)

Weyltuv tenzor ma stejné algebraické vlastnosti jako Riemannuv tenzor, ale
plati pro néj navic

ct.,.=0

VUK

a lze se na néj divat jako na tu ¢ast Riemannova tenzoru, jejiz libovolné
zuzeni dava nulovy tenzor.

Pro prostor V,,, kde dimV,, = n < 3, Ize Riemannuv tenzor vyjadfit pouze
pomoci R, R, g, a Weyluv tenzor bude nulovy. To vyplyva i z jeho alge-
braickych vlastnosti. Pro kosmologii jsou ovSsem zajimavé predevsim prostory
dimenze 4 a vyssi, kde C) . ma nenulové slozky.

Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby pro prostor V,, existo-
valy soutadnice, v nichz fundamentélni forma bude mit tvar tenzoru o kon-
stantnich slozkach, je podminka, aby vsechny slozky Riemannova tenzoru
byly nulové. Takovy prostor se pak oznacuje jako plochy. Pokud V,, bude
plochy prostor, budou

R/u/)\n = R;w =R=0

tedy i
C,Lw)\n =0

a pro V! plati
/
=0

2.V

Lze ukéazat, viz [1], ze nulovost Weylova tenzoru je rovnéz postacujici k tomu,
aby prostor byl konformné plochy, tzn. jeho metrika byla imérna konstantni
matici.

Prostor V,, pro n > 3 je konformné plochy pravé tehdy, kdyz C,,,, je
nulovy tenzor.

Toho lze uzit, pokud nas zajimé, zda je dany prostor konformné plochy.
Jinak je totiz nutno najit pattri¢né souradnice.

1.2 Prostory konstantni krivosti

Déle uvedu struény popis vlastnosti prostort konstantni kiivosti, nebot prave
o takovy prostor nam pujde pti zkoumani de Sitterova prostorocasu. Jednd



se o pomérné vyznamnou tfidu prostori mnoha vlastnosti, které se vyznacuji
znac¢nou mérou symetrie, diky niz 1ze snaze tesit Einsteinovy polni rovnice.

V diferencidlni geometrii jsou prostory konstantni Riemannovy krivosti
charakterizovany podminkou

R)\;wn = K(g)\ug;m - g/\ffg;w)

kde K je konstanta. Jak dale uvidime, neni to to samé, jako polozit R = konst.
Konstantu K lze urc¢it piimo vypoéitanim Ricciho kiivosti R. Uvazujme pro-
stor dimenze N. Zuzenim pres A a v dostavame

Ry = K(N —1)gux
a zuzenim pres zbylé dva indexy
R=KN(N —-1)

Zde je vidét, ze Ricciho kiivost bude konstantni. Nyni lze do puvodni podminky
dosadit za K

R
R VK T AT/ AT 9N vOux — Y eGuv 1.1
i N(N—l)(” Gur = GxGpuv) (1.1)
Ricciho tenzor tedy dostava tvar
R
Ruﬁ = Ng'w{ (12)

Konkrétné pro prostory dimenze 4, které jsou z hlediska obecné relativity
nejzajimaveéjsi, dostavame

R
R)\,LLI/H == E(g)\ug;m - g)\ﬁg,uy) (13)

1
R,Lm - ZRguli - 0 (14)

Z (1.1) tedy plyne (1.2), zatimco opa¢na implikace obecné neplati. K tomu
je tteba pridat jesté jednu podminku.
Pii jejim odvozeni vyjdeme z vyjadieni Riemannova tenzoru kiivosti ve

tvaru
1

RA,LW.% = m(gAuR;m - g)\nR,uu - g,uuR)\n + g;mR)\V)
(G0 — reg) + C
(N — 1)(N — 2) Ik IreGuv AUVK



ktery jsme dostali v predeslé kapitole. Dosazenim (1.2) do pravé strany
vyrazu dostavame

R)x/um - ) (g)\l/gun - gAKQuV) + C’)\,U,VK]

N(N -1
z ¢ehoz muzeme videét, ze (1.1) plati prave tehdy, kdyz plati (1.2) a C,., = 0.
Prostor konstantni kiivosti je proto konformné plochy.

Specialné pro prostory dimenze 4 plati, ze

R)\,uwi = 1_R2(g)\ugun - g)\,‘{gul/) ~ R}U{ - iRgun =0= C)\,uun
coz charakterizuje prostory konstantni kiivosti.

Prostory, pro které plati (1.1), maji jesté jednu dulezitou vlastnost, ktera
se tyka moznosti zanorit je do plochého prostoru vyssi dimenze.

Jak jiz bylo uvedeno, plochy prostor V,, je takovy prostor, jehoz metriku
Ize vyjadrit jako tenzor o konstantnich slozkach. Lze tedy najit takové realné
funkce uréujici soutadnice na V,,, ze fundamentalni forma bude mit tvar

ds® = O, dy"dy” C = diag(Cy,Cy, ..., Cp)

kde C; je +1 v zavislosti na charakteru prostoru. Takovych soutadnych
systému existuje vice, avsak pocet kladnych a zapornych C; zlustava kon-
stantni. Napiiklad pro dimV,, = 4 a C,, = n,, mdme Minkowského pro-
storocas. Méjme prostor V,, s fundamentdlni formou

ds® = g, dxtdz”

K tomu, aby bylo mozno ho zanofit do plochého V,,, je nutné a postacujici,
aby soustava o
oyt oyt
o v I

pripoustéla m nezavislych feseni
i i1, 2 n
Y= fr(x 2%, 2"

které poté uddvaji parametrizaci V,, ve V,,. Podle [1] lze tyto f nalézt
a prostor V,, vzdy zanofit do plochého prostoru dimenze m = N(N + 1)/2.
Zajimavéjsi v8ak je hledat prostor V,, co nejniZsi dimenze. Pozoruhodnou
vlastnosti prostoru konstantni kiivosti je, ze je mozné zanorit je do plochého
prostoru jako nadplochu, kdy m = n + 1. Mé&jme ve V4 varietu

Ci(y')? = eA?

10



kde e je +1 a A libovolna konstanta. Takovato varieta ma charakter hy-
perkvadriky. Napiiklad pro C; = 1, ¢+ = 1,2,...n4+1 a e = 1 se jedna
o kouli v n 4+ 1 rozmérech. Pro tyto variety lze ukdzat (bude provedeno
v dalsi kapitole), ze maji konstantni kfivost, a navic, ze jediné tyto variety
mohou byt nadplochami nenulové konstantni kiivosti v plochém prostoru.
Tento teorém nam posléze pomuze pii konstrukei obecné metriky prostoru
konstantni kfivosti a pii zkouméani de Sitterova prostorocasu jako variety
v plochém prostoru o dimenzi 5.

1.3 Symetrické prostory

V Euklidovské geometrii se implicitné predpoklada, ze metrické vztahy ne-
ovlivni translace ani rotace. Skutecnd gravitacni pole nemivaji tak vysoky
stupen symetrie. Casto vSak jistou symetrii piipousti, ¢ehoz lze vyuzit pfi
feseni Einsteinovych polnich rovnic. Ty jsou totiz presné teSitelné pouze pri
uplatnéni urcitych zjednodusujicich predpokladi. Matematicka teorie syme-
trickych prostoru je pomérné rozsahla a propracovand, proto se zaméiim
predevsim na prostory maximalné symetrické, které maji v kosmologii nejvetsi
vyuziti.

Zakladni problém, se kterym se setkavame, je ten, ze lze tézko uzit néjakou
predpokladanou symetrii metrického prostoru a dostat tak informace o me-
trice, potiebujeme-li ji znat pred tim, nez zavedeme soutradnicovy systém, ve
kterém uplatnime symetrii. Proto je tfeba popsat symetrie v kovariantnim
zapise, ktery nebude zaviset na volbé soutadnic. Urceni vlastnosti metriky
plynoucich ze symetrii bude poté otazkou matematickych operaci.

1.3.1 Killingovy vektory

Zkoumejme podminku, kdy se metrika daného prostoru nezméni pii trans-
formaci soufadnic, tedy kdy jednotlivé koeficienty g, (') budou stejnymi
funkcemi argumentu z'#, jako byly puvodni g,,(x) funkcemi argumentu z#.
To lze zapsat jako

Gy () = G () (1.5)
Pokud rovnice transformace mezi témito dvéma souradnymi systémy obsa-
huji jeden nebo vice parametru, je mozné je interpretovat tak, ze definuji

spojitou grupu transformact prostoru do sebe. Vyuzitim vzorce pro transfor-

maci g,,(x) ve tvaru
ox'P ox'” ,
gﬂ”(x) = % ax,/ gpa(x)

11



ve kterém dosadime (1.5), dostdvame

ox'? 0x'°

(2) = G @) (16)

Jakékoliv transformace x — 2’ splaujici (1.6) je izometrii. Obecné je
(1.6) velmi slozitou podminkou na x(z), lze ji vSak vyrazné zjednodusit
prechodem k infiniteziméalnim transformacim

ot =t +eft(x) ekl (1.7)
Uvazujeme-li pouze ¢leny do prvniho fadu v &, bude mit (1.6) tvar

ocH oY 090 (x
0= 20 @)+ 2O () + () et

To lze prepsat pomoci kovariantnich komponent &, do kompaktni podoby

go;p + fp;a =0 (18)
kde stfednik znac¢i kovariantni derivaci &, podle proménné x”, definovanou

jako 5
ga;p = a—i(; - F?p&)\

O vektorovém poli &, (z), které splnuje (1.8), fikdme, ze vytvari Killinguv
vektor metriky g,,(x). Problém urceni infinitesimalnich izometrif se tedy
povedlo ptrevést na urcovani Killingovych vektoru metriky. Jejich libovolna
linedrni kombinace pritom bude opét Killingovym vektorem.

Killingova rovnice (1.8) uddvd pomérné silnou podminku, nebot mimo
jiné umoznuje zrekonstruovat celou funkci &,(z) jako jeji Tayloruv rozvoj,
zname-li hodnoty &, a &, v jednom bodé.

Killingovy vektory povazujeme za nezdvislé, pokud neexistuje jejich ne-
trivialni linedrni kombinace s konstantnimi koeficienty davajici nulovy vek-
tor. Maximalni pocet takovych nezavislych vektoru v prostoru dimenze N je
N(N +1)/2.

Prostor s metrikou nazyvame homogenni, jestlize v ném existuji infini-
tezimalni izometrie, které prenaseji libovolny bod X do libovolného bodu
v bezprostiednim okoli X. To znamenad, ze metrika musi pripoustét Killin-
govy vektory, které mohou v libovolném bodé nabyvat libovolnych hodnot.

Prostor s metrikou nazyvame izotropnim v bodé X, jestlize existuji in-
finitezimalni izometrie, které nechavaji bod X invariantni, tedy &,(X) = 0,
a pritom derivace &,.,(X) nabyvaji vech moznych hodnot omezenych pouze
podminkou (1.8). Plati, ze prostor, ktery je izotropni v kazdém bodé, je
rovnéz homogenni.

12



Podminka (1.8) ma obecné kovariantni tvar a neméni se pii transformaci.
Existence urcitého poctu nezavislych Killingovych vektoru proto nezavisi na
volbé souradnic. Pfi transformaci x — 2’ se i Killingovy vektory pretrans-
formuji podle o

o

(') = Wﬁ”(f)
a existence nulové netrividlni linedrn{ kombinace £#(z") by znamenala rovnéz
zavislost £ (x).

1.3.2 Maximalné symetrické prostory

Metrika, kterd pripousti nejvyssi mnozstvi, tedy N (N + 1)/2, Killingovych
vektoru, se nazyva maximdlné symetrickd. Lze dokazat, ze homogenni pro-
stor, ktery je izotropni v kazdém bodé, je maximélné symetricky a naopak.
7 vlastnosti Killingovych vektort vyplyva, ze maximélni symetrie daného
prostoru je vlastnosti samotného prostoru, nezavisla na volbé soutadnic. To
odpovida predstavé, ze homogenita ¢i izotropie prostoru by neméla zaviset
na volbé souradného systému. Ne kazda metrika ovSem pripousti tak vysoky
stupen symetrie. To, kolik je mozno najit nezavislych Killingovych vektoru,
zévisi na (1.8) a tedy na metrice. Naopak zkouménim podminek integrability
(1.8) a z informaci, které mame o Killingovych vektorech, je mozno zjistit
néco o tenzoru kiivosti a tudiz i o tvaru neznamé metriky:.

V dalsim popisu maximalné symetrickych prostoru se nam bude hodit
velmi silnd vlastnost téchto prostoru, jejiz zdlouhavy dukaz ovSsem nebudu
uvadet, viz [2]. Plati totiz, ze mazximdiné symetrické prostory magji kon-
stantni krivost a jsou urceny jednoznacné touto krivosti a poctem kladniych
a zdapornych vlastnich hodnot metriky. Pokud tedy mame dvé maximalné sy-
metrické metriky stejné konstantni kiivosti a se stejnymi pocty kladnych
a zapornych vlastnich hodnot, je vzdy mozno najit transformaci soutadnic,
ktera jednu metriku prevede na druhou.

Diky tomuto teorému lze ve studiu maximalné symetrickych prostoru po-
kracovat tak, ze zkonstruujeme jeden piiklad s libovolnou konstantou kiivosti
K libovolnym zpusobem. Uvedu jeden postup, ve kterém bude vyuzito praveé
konstantni kiivosti hledaného prostoru. V minulé kapitole jsem uvedl, Ze pro-
stor konstantni kiivosti dimenze N lze vnotit do plochého prostoru dimenze
o jedna vyssi, a ze pfi tomto vnoreni bude mit vzdy podobu hyperkvadri-
ky. Metriku nejprve zkonstruujeme pro obecny piipad plochého prostoru
a hyperkvadriky. Fundamentalni formu metriky tedy zapiSeme pomoci kon-
stantni matice. Teprve v samotné aplikaci na prostorocas bude provedena
volba soutfadného systému, ve kterém budeme mit metriku v diagonédlnim
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tvaru, a zvolime znaménka vlastnich hodnot. Prostor nejprve zkonstruujeme
a potom ovérime pozadované vlastnosti.

1.3.3 Konstrukce metriky

Uvazujme plochy (N+1)-rozmérny prostor s metrikou zadanou
ds? = gapda’de® = O, do"de” + Kdz* (1.9)

kde C, je konstantni N x N matice a K je konstanta. Plochou metriku
lze do tohoto tvaru jisté privést. Do takovéhoto prostoru muzeme zanofit
N-dimenzionalni prostor omezenim proménnych z* a z na plochu

KC,atz" + 22 =1 (1.10)
Na této plose je
K2(C, atdz”)’
(1 - KCppxrz©)

dz? =

Dosazenim do (1.9) dostaneme

K(Catda”)’
ds? = C,,dx"dz” e 1.11
s LT Ax” + (1— KC,zz®) ( )
Metrika vnotrené plochy tedy dostava tvar
K(Cup2arC, .z
G (z) = Cpy + (C ) (1.12)

(1 - KCppxrz®)
Tato rovnost udava nejobecnéjsi tvar metriky maximalné symetrického pro-
storu. Nyni je vSak na misté ovérit, ze jsme skutecné zkonstruovali prostor
konstantni kiivosti, ktery pripousti N (N + 1)/2 symetrii. Pi{imym vypoctem
Christoffelovych symbolu 2. druhu z (1.12) dostavame

' = Katg,,
ty pouzijeme ve vyjadieni tenzoru kiivosti

1 629;11/ a2g)\li i 82g)\u . GQQ;M
2 | 0xk0xr  OxvOx+  Oxkoxr  OxvOx

odtud dostaneme

R/\uun = ]+gna [FZ)\FZV - FZ)\FZH}
R/\uun = K[C)\Z/C;m - C)\KC;J,Z/]
+ K21 — KCap.CEU.Ip]_l[C)\,,qux,{ — Cryzy, + Oy — Crox,a, |
COZ je rovno
R)\;wn = K(g)\ug;m - g/\nguu)

a jedna se tedy skutecné o prostor konstantni kiivosti K, ktera odpovida
konstanté K zavedené v (1.9) a (1.10).
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1.3.4 Symetrie maximalné symetrického prostoru

Prozkoumejme nyni symetrie takto zkonstruované metriky a dokazme, ze
(1.12) pfipousti N(N + 1)/2 parametrickou grupu izometrii. (1.9) je jiste
invariantni vuci rotacim v N + 1 rozmérném plochém prostoru, kterych je
obecné N(N + 1)/2. Jak to ale vypadd s invarianci rovnice nadplochy vuci
témto rotacim? Uvazujme tyto rotace jako transformace ve tvaru

' — o™ = Rix¥ + Rz 1.13)

z— 2 = Ria" + Rz (1.14)

kde R4 jsou konstanty. NaloZime-li na transformace podminky
CwRUR,+ KT'RIR:, = C, (1.15)

CuwRLR, + KT'RER: = 0 (1.16)

CuwRER, + KH(RD) = K7 (1.17)

)

lze ptimym dosazenim (1.13),(1.14) do (1.10) a uzitim (1.15),(1.16),(1.17
ovérit, ze se stale jednd o rovnici hyperkvadriky. Nyni je mozno rozlisit dva
druhy jednoduchych transformaci, které splnuji podminky (1.15),(1.16),(1.17):

1. Rotace kolem pocatku
" = RMzY 2=z (1.18)
kdy

kde RY je konstantni N x N matice a
CuwRIR, = Cpy
2. ,,Kvazitranslace”
Ri=a" R'=-KC,a" R =(1-KCyaa):
Ry =65 — bKC,,a”a"
kde a* je libovolné s podminkou
KC,pafa” <1
aby RZ bylo realné a
1—-(1- KCpUapa")%

b=
KC,,ara®
Toto jsou transformace ve tvaru
o =zt +a"[(1 - KCpaxp:z:")% — bKC,paPa’) (1.19)
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Existence izometrif (1.19), které budou piemistovat pocatek do jiného bodu,
znamend, ze takovyto prostor bude homogenni (kazdy bod bude geometri-
cky stejny jako jiny bod). Existence (1.18) znamend, ze prostor je izotropni
v pocatku. Metrika je tedy homogenni a izotropni v pocatku, je proto izo-
tropni v kazdém bodé, tudiz maximalné symetricka.

Lze rovnéz urcit Killingovy vektory. To provedeme tak, ze budeme uva-
zovat transformace blizké jednotkovym. Pro jiz uvedené transformace:

1. Rotace kolem pocatku
R = 6k 4 Qi e |1
Ize dosadit do CWRZ‘RZ = C,, a dostat tak
Cuolly + Cpfly =0

Index p je scitaci a podminka je symetricka vici zaméné p a o. Udava
proto N(N +1)/2 podminek na prvky Q4. To je matice N x N a tudiz
bude mit N(N — 1)/2 nezavislych prvki. Porovnanim s (1.7) budou
odpovidajici Killingovy vektory vypadat jako

Eolx) = Q¥
2. Kvazitranslaci
at = ea le|< 1

budou, opét srovnanim s (1.7), odpovidat Killingovy vektory
i (x) =aM[l — KC'Wx“x”]%

Lze ovérit, ze tyto vektory skutecné splnuji Kilingovu rovnici (1.8), pricemz
QF mad N(N —1)/2 a o* ma N nezavislych parametru. To déva celkem
N(N + 1)/2 nezavislych Killingovych vektoru.

Jelikoz K je invariantni parametr, neni mozno néjakou transformaci sou-
fadnic prejit k metrice s jinym K. Provedeme-li vSak linearni transformaci

't = Aba”

zméni se C; na

C, = ANATC,,

a C,, v (1.12) je mozno pfetransformovat na libovolnou realnou symetrickou
matici, kterd si ovSem zachova pocty kladnych a zapornych vlastnich hodnot.
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Tomuto pravidlu o zachovani signatury se tika Silvestruv zakon a plati pro
libovolné transformace tvaru

P OxP 0x°
gul/(x ) = o' @gptf(x)

V bodé z = 0 jsou znaménka vlastnich hodnot metrik C,, a g, v (1.12)
stejnd, a jelikoz se pocty znamének vlastnich hodnot metriky zachovavaji
na celé varieté které metrika prislusi, plati to v celém prostoru. Konkrétni
prostor pak dostaneme zvolenim C), a K.
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Kapitola 2

Prostorocas

2.1 Reseni Einsteinovych polnich rovnic

Nyni jiz prejdeme k feseni rovnic pro prostorocasovou metriku. Einsteinovy
polni rovnice obecné relativity s kosmologickou konstantou A maji tvar

R,uzz - %Rguu + Ag;w = 87CT—4GT/uj
kde R,, je Ricciho tenzor, R skaldrni kiivost, g,, metrika, A kosmologicka
konstanta, 7}, tenzor energie-hybnosti, G a c¢ piedstavuji gravitacni kon-
stantu a rychlost svétla (ty jinak pokladdme rovny 1). Téchto 10 rovnic je
mozno analyticky vyfesit pouze pro nékolik specidlnich pripadu.
Predmétem naSeho zajmu jsou wakuovd reseni, tedy rovnice s nulovou
pravou stranou, ktera budou popisovat prazdny prostor. Rovnice dostavaji
tvar

1
R, — §Rgu,, +Ag =0 (2.1)

Zuzenim pies oba indexy
1
R — 4§R +4A =0
je mozno najit vztah mezi R a A
R =4A (2.2)

z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze Ricciho skalarni kiivost R je konstanta. Tvar
rovnic se jesté zjednodussi na
1

R;w - 4

Rg,, =0 (2.3)
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To je ovSsem jedna z podminek pro ctyrdimenziondlni prostor konstantni
kiivosti. Lze tedy Tict, Ze prostory konstantni kivosti jsou feSenim vakuovych
Einsteinovych polnich rovnic s kosmologickou konstantou. Jak jiz bylo uké-
zano, (2.3) neni podminkou postacujici pro konstantni kiivost. K tomu je
nutno pridat nulovost Weylova tenzoru a proto dostavame: Vakuovd resent
Einsteinovych rovnic s kosmologickou konstantou budou prostory konstantni
krivosti tehdy a jen tehdy, kdyz budou konformé plochd. Podle znaménka A
lze diky vztahu A a R prostory konstantni kiivosti rozdélit do tii skupin:

1. R = 0 Minkowského prostorocas
2. R > 0 de Sitteruv prostorocas

3. R < 0 anti-de Sitteruv prostorocas

2.2 De Sittertv prostorocas

De Sitteruv prostorocas je vakuové feseni Einsteinovych polnich rovnic s ko-
smologickou konstantou, které ma pozitivni konstantni krivost. Riemannuv
tenzor kiivosti zde dostava tvar

R
R/\uun = E(gkug/uﬁ - g)\nguu)

a R > 0. Konstanta kfivosti je

B _A
12 3
Diky konstantni kfivosti lze rovnou fici, ze se bude jednat o prostor kon-
formné plochy. Jiz vime, Ze maximalné symetricky prostor je jednoznacné
zadan svou konstantni kfivosti a pocty kladnych a zapornych vlastnich ¢isel
metriky. Prostor konstantni kfivosti tedy jednoznacéné udava maximalné sy-
metricky prostor. Pro nalezeni metriky nyni lze vyuzit teorie maximélné
symetrickych prostoru. Konstrukce obecného prostoru kiivosti K zacinala
tak, ze jsme uvazovali plochy (N + 1) rozmérny (N bude nyni 4) prostor.
Uplatnime to, ze se budeme pohybovat v prostorocase, a zvolime v konstrukci
za
C,ul/ = N

Tim jsme vlastné provedli transformaci soutradnic tak, aby méla N +1 dimen-
ziondlni metrika diagonalni tvar a zvolili znaménka vlastnich éisel. Jiz bylo
vidét, Zze metrika g,, pro nds ctyfrozmérny prostorocas a (), maji stejna
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znaménka vlastnich hodnot, tedy hleddme maximélné symetrickou metriku
se tremi kladnymi a jednim zapornym vlastnim cislem. Metriku
K(C,,xtdz”)?

(1 - KCpparzo)

ds* = C, dz"dz” +

potom lze zapsat jako

K(—tdt + xdx + ydy + 2dz)”
(1 - K(—t24 22 +y% + 22))

ds* = —dt* + da* + dy* + d2* + (2.4)

Pro nami zkoumany ptipad je K > 0 a lze prejit k jinym soufadnicim pomoci

t= Kl% Ko cosh(K2t') + (1 + KTQ)Sinh(K%t’)
7= texp(K2t)
kde r? = 2% + y? + 2"
Poté (2.4) prejde na tvar

ds* = —dt” + easp(?K%t')(d;E’2 + dy? + dz'*) (2.5)

Odstranime c¢arky a dosadime za
K=R/12 R=4A
¢imz konecné dostavame
ds® = —dt* + 6%p(2\/§t>(dl‘2 + dy? + dz?) (2.6)

Praveé tato metrika byva nejcastéji spojovana se jménem de Sitter, jenz byl
prvni, kdo se ji zabyval. V této metrice je samotny prostor plochy, zakiiveny
je az prostorocas. Diky jednoduchému tvaru metriky lze pifimym vypoctem
ovérit, ze spliuje Einsteinovy vakuové rovnice s A.

Poznamka: Tvar metriky je stejny, jaky se pouziva pro , steady state”
kosmologii, kterou se zabyvali Bondi, Gold a Hoyle. V tomto modelu se
predpoklada, ze prostor je nejen homogenni a izotropni, ale jevi se stejné
i ve vSech casovych okamzicich. Jak se prostor rozpina, musi zde dochazet
ke kontinualnimu vzniku hmoty, aby tlak zustdval konstantni. Vzhledem
k soucasnym pozorovanim se tento model jevi jako nepravdépodobny. Vyznam-
nou oblasti uziti (2.6) je inflacni kosmologie, ktera je na ni de facto zalozena.
V obou piipadech lze konstantu kiivosti chapat jako kvadrat Hubblovy kon-

stanty a exponencielu jako polomér vesmiru, ktery roste jako ea:p(\/gt).
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2.3 De Sitteruv prostorocas jako nadplocha
v plochém prostoru

Zajimavé je zjistit, jakym zpusobem bude prostor s metrikou (2.6) zanoten
do plochého prostoru vyssi dimenze.

Metriku maximalné symetrického prostoru jsme konstruovali v plochém
prostoru. Bylo téz vidét, ze ¢tyfrozmérny prostorocas nenulové konstantni
krivosti bude nadplochou a bude mit tvar hyperkvadriky. Tvar variety rovnéz
dostaneme dosazenim C,, = 1, do konstrukce. Uvazujme proto 4-rozmérnou
hyperkvadriku v plochém 5-ti rozmérném prostoru s metrikou

ds* = —dv? + dw? + da® + dy? + dz?

(K je kladné a znaménka tedy odpovidaji konstrukci). Rovnice variety po
dosazeni za C),,, dostane tvar

w4 =0 (2.7)

kde « je konstanta, kterou jsme oznacili K “2a je tedy kladna. Otazka zni,
jak parametrizovat varietu (2.7), abychom dostali metriku (2.6)? Zavedeme
parametrizaci

t 7"/2 t
— asinh(2) + ——en
v asin (oz)+ 50, ¢
t 7"/2 t
- h(—) — ——e® 2.8
w acos (oz> 5 ¢ (2.8)
i = e

kde 12 = 2”2 4+ 92 + 2"2. To, Ze jde o parametrizaci hyperboloidu, se ovéif do-
sazenim do (2.7). Nyni lze pfimym vypoctem spocitat metriku hyperboloidu
pii této parametrizaci jako

fofe  ffw
Qv = fa:’ft f;t’fa;’

kde napt. f; je 5-vektor derivace (%, %—1;’, . %) parametrizace a skaldrni

soucin provddime v plochém prostoru pomoci metriky 7, = diag(—1,1,1,1,1).
Timto vypoctem ndm vyjde pravé metrika (2.6), pricemz



coz odpovida vyse uvedenym vztahum. Popisovany prostor lze proto znazornit
jako 4-rozmérny jednodilny hyperboloid zanoteny v plochém prostoru dimenze
5, ktery je lokdlné popsan prostorové plochou metrikou (2.6). Soufadnice,
v nichz ma metrika tento tvar, nesou nazev standartni synchronni. Prave
tento hyperboloid byva oznacovan jako varieta de Sitterova prostorocasu.

Pozndmka: Bereme-li v konstrukci K zaporné, lze obdobnym zpusobem
znazornit anti-de Sitterovo Tfeseni pro zapornou konstantni kiivost jako dvou-
dilny hyperboloid o rovnici

2

—v? —w?+2? P+ 2% = —a?

v 5-ti dimenzionalnim plochém prostoru o metrice

ds? = —dv® — dw? + da* + dy? + d2*
pricemz nynf je —a® = K, a tedy a = /=32
Secteme-li v (2.8) v+ w = aexp(L), zjistime, ze nase parametrizace ne-
popisuje cely hyperboloid, nybrz pouze tu ¢ast, kdy v +w > 0. V této para-
metrizaci bude souradnicové sit vypadat jako na obrdzku A.2. Vyjadfenim

v+ w o al

) x = (2.9)

o U+ w

t' = aln(

Ize studovat dalsi vlastnosti parametrizace. Plochy konstantniho casu jsou
zde popsany v+ w = konst. a t — —oo plochou v+ w = 0. Tato polovina hy-
perboloidu je pravé oblasti, na niz je popsan ,steady state” model a modely
inflacni kosmologie. Tyto prostory ovSsem nebudou geodeticky uplné v minu-
losti, viz [4]. K tomu, abychom mohli souradnou siti pokryt celou varietu, je
nutno bud zavést jinou parametrizaci, nebo zavést druhou souradnou sit.

Polozime-li v rovnici hyperboloidu v = vy = konst. a pfevedeme na dru-
hou stranu, dostaneme

w42+ y* + 27 =’ + v

N

coz je rovnice tifrozmérné koule S? s polomérem (o + v)z. Prostor proto
bude mit topologii S* x R.

Abychom popsali celou de Sitterovu varietu a tim i cely prostorocas byl
geodeticky tuplny, je tfeba zavést jinou parametrizaci hyperboloidu pomoci

globalnich synchronnich souradnic (t,x, 9, ).
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v = asinh(—)
w = «acosh(—)cosy
x = «cosh(—)sin x cos? (2.10)

y = acosh(—)sinysinv cosp

+D | +Q |+ | =+R |+

z = «acosh(—)sinysindsin
a

Opétovnym napocitanim fundamentalni formy této parametrizace dostaneme
metriku tvaru

t

ds* = —dt* + o cosh?(—) {dx2 + sin? y(d¥? + sin? 79d<,02)} (2.11)

o
Soufadnicovd sit je zndzornéna na obrazku A.1. Singularity pro tyto souiad-
nice

x=0 X=Tm 9=0 V=

jsou stejné povahy jako u polarnich souradnic. Mimo tyto singularity soutrad-
nice pokryvaji cely prostor pro

—00 <t < oo 0<x<m 0<vo<nr 0<p<2m

a metrika (2.11) popisuje cely de Sitteruv prostorocas. Plochy konstantniho
casu odpovidaji plocham konstantni souradnice v. Pii pohledu na rovnice pa-
rametrizace zjistime, Ze plochy konstantniho ¢asu budou koule S® konstantn{
kladné kfivosti o poloméru a-cosh(£). S rostoucim ¢asem proto bude prostor
skutecné expandovat.

Poznamka: Podobnou parametrizaci lze ziskat metriku anti-de Sitterova
prostorocasu ve tvaru

ds? = —dt* + o COSZ(E)(CZX2 + sinh? y(df? + sin’® 0d¢?))
a

kterd ovsem nepokryva cely prostor. Ten je pak pokryt soufadnicemi (¢, 7,6, ¢),
zadanymi jako

t
v = «coshrsin(—)
a
t
w = «coshrcos(—)
a
x = asinhrcosf

asinh 7 sin 6 cos ¢

z = a«asinhrsinfsin¢
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pro které ma metrika staticky tvar
ds® = — cosh® rdt? + o*dr* + o® sinh® r(df? + sin® 0d¢?)
—00 <t < oo 0<r<oo 0<o<nm 0<op <27
Jak jiz bylo v obecnosti feceno, prostor konstantni kfivosti bude kon-
formné plochy. K tomu bychom se jisté dostali jiz z metriky (2.6) trans-
formaci soutadnice t. Méli bychom ovSem parametrizovanou pouze polovinu

prostorocasu. Konformné plochou metriku na celé de Sitterové varieté lze
zavést uzitim parametrizace hyperboloidu jako (n, 2’ v/, 2/):

1
v o= _(a2_n2+x/2+y/2+zl2>
21
x/
wo= a—
n
/
z = ot (2.12)
n
Z/
y = a—
n
1
o %(a2+n2—x'2—yl2—zl2)

kde —oo < n, 2,1/, 2’ < co. Tyto souradnice popisuji cely hyperboloid, me-
trika prostorocasu nabyva tvar

2
ds? = %(—dqf +da? + dy® + d=2) (2.13)

a je evidentné konformni s plochou metrikou. Pokud bychom nyni presli
k (t,2',y, 2'), jednoduse pretransformovali

n = aerp <—£> (2.14)

a vyuzili vztahu K a «a dostali bychom puvodni metriku (2.6)
t
ds® = —dt* + exp(2—)(da"™ + dy* + d='?) (2.15)
«

kterd ovsem pokryvé pouze polovinu variety. To neni piekvapujici, nebot se
vlastné jednd o slozeni (2.12) a (2.14), kterym dostaneme parametriaci (2.8).
Je odtud ale vidét, ze je mozné pokryt i druhou polovinu variety. K tomu je
ovéem tieba zavést jinou soutadnicovou sit (¢,z’,y’, z') pomoci

¢
N = —oexp (——)
o

pficemz metrika bude opét (2.15).
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2.4 Dalsi vyjadreni de Sitterova prostorocasu

Existuje celd fada zpusobu jak zapsat metriku de Sitterova prostorocasu.
Sam de Sitter pouzival mnozstvi vyjadieni, mezi nimiz prechazel tfeba i po-
moci komplexnich transformaci souradnic. Nejednou se v minulosti stalo,
ze bylo nalezeno tfeSeni Einsteinovych rovnic, o némz se pozdéji ukazalo, ze
odpovidé bud celému, nebo alespon ¢asti feSeni de Sitterova. To je ziejmé
dusledkem vysokého stupné symetrie tohoto prostoru. V nasledujicim uvedu
pouze néktera vyjadieni, dalsi jsou k nalezeni napiiklad v [5].

Souradnice, se kterymi se lze casto setkat, jsou Schwarzschildovy sourad-
nice (t,r,9, ), v nichz je metrika statickd, sféricky symetricka.

v = vVaZ—rZsinh (3)

a
t
w = vVa?—r2cosh (—)
a
xr = rcost (2.16)
= rsinvdcosyp
z = rsindsingp

Tyto souradnice pokryvaji pro
—00 <t <00 0<r<au 0<9<r 0<p<2m

pouze cast celé variety. Metrika de Sitterova prostorocasu ve své statické
podobé pak ma tvar

a2

2 2\ !
ds® = — (1 — %) dt® + (1 — r_) dr? + r?(d¥* + sin® 9dp?) (2.17)

Na pokryti celého hyperboloidu potiebujeme celkové 4 soutadnicové mapy,
kdy je tfeba va? — r? nahrazovat £,/| a®? —7r2| a 0 < r < a, respektive
a < r < oo. Metrika mé v téchto souradnicich singularitu v r = « a pro
takové r existuje kosmologicky horizont.

Provedenim transformace r = asinr’ v (2.16) je mozno dostat dalsi
vyjadreni de Sitterova feseni, konkrétné tedy (¢, 7,1, ¢)

t
v = «cosr sinh (—)

a

t

w = acosr cosh (—)

a
xr = asinr’ cos? (2.18)
= asinr’sind cos @

z = asinr'sindsing
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a metrika nabyva tvar
ds® = —cos® r'dt* + odr'” + o* sin® 1/ (d¥? + sin® ¥d?) (2.19)

pricemz souradnice opét pokryvaji pouze Cast variety.

Pozndmka: Einstein puvodné do svych rovnic zavedl kosmologickou kon-
stantu A proto, aby zachoval moznost statického vesmiru. Pro ur¢ité A = A,
skutecné statické Teseni existuje. Metrika tohoto feseni ma tvar

ds* = —dt* 4 dr® + sin® r(dv? + sin® ¥dp?)

Vratme se ke globdlnim synchronnim soutfadnicim. Zavedenim konformni
¢asové soutadnice
t
n = 2arctan (ea)
metrika (2.11) dostane tvar
2

ds®> = Si(I)l; ; [—dn2 + dx* + sin® y(dv¥? + sin® ﬁd@z)} (2.20)

De Sitteruv prostorocas je diky tomu konformni ¢asti Einsteinova statického
vesmiru pro 0 < n < 7.

Poznamka: Podle kosmologického principu predpokladéame, ze nas vesmir
je homogenni a izotropni. To tedy znamend, ze 3D-prostor povazujeme za ma-
ximalné symetricky podprostor prostorocasu. Prostor téchto vlastnosti byva
oznacovan jako Friedmann-Robertson-Walkeruv (FRW). 3D-prostor jako ta-
kovy bude mit konstantni kiivost K a jeho vlastnosti budou zaviset na
znaménku této kiivosti. Vhodnou volbou soutadnic lze K normalizovat tak,
viz [3], ze bude rovno 1,0 nebo —1 a metrika bude mit tvar

ds® = —dt* + A*(t)(dx* + B*(x)(d6” + sin® 0dp*))
pricemz A je néjakou funkei ¢asu a pro B plati

siny kdyz K =1,y € (0,7)
B(x) =14 x kdyz K =0, x € (0,00) (2.21)
sinhx kdyz K = —1, x € (0,00)

Metrika (2.6) de Sitterova prostoru ma poté tvar FRW metriky pro K =0
(pouze nutno z, y, z pretransformovat do sférickych souradnic), zatimco (2.11)
odpovida FRW pro K = 1.

Dalsi soufadnice, které jsou nékdy uzivany, jsou (t_1,x, v, ). Metrika
v nich nabyva FRW tvaru pro K = —1, proto ¢ oznac¢ime indexem —1. Jsou
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zadany jako

t_

—_

v = a«sinh [ — ) coshx
o

t_

—_

w = «cosh

~+
—

(5)
(5)
x = asinh (?> sinh x cos ¥ (2.22)
(5)
(%)

.

y = asinh = sinh y sin ¥ cos ¢

«

~+

-1

z = asinh sinh x sin ¥ sin ¢

o
Metrika muze byt vyjadiena jako
ds® = —dt* | + a*sinh? (%) (dx2 + sinh? x (d? + sin? ﬁdgo2)) (2.23)
Pro
—00 < t_1 <0 0<xy < 0<v<m 0<p<2m

soufadnice opét pokryvaji pouze cast variety. Toto vyjadieni bylo uzivano
pravé de Sitterem.

Homogenni, obecné anizotropni, kosmologické modely byvaji rozliSovany
podle Lieovych algeber grup symetrii, které metrika pripousti. Tyto mo-
dely mohou byt proto klasifikovany podle svych vlastnosti do tiid Bianchi
[ az IX. Mimoto rozlisujeme Kantowski-Sachs modely. Bianchiho typy maji
3-dimenzionalni grupy symetrii, K-S modely 4-dimenzionalni. Nami zkou-
many prostorocas méa znacny stupen symetrie. Tou se budu zabyvat dale.
Nyni vSsak prozradim, ze ho lze zaradit do tiid Bianchi I, V, VII a IX.
Napiiklad souradnice (tg, zp, ¥, ¢) zadané jako

t
v = q«sinh (—B> cosh ¥

(0%

(2.24)
sinh ¥ cos ¢

sinh 9 sin ¢

el el els oS
~——— —
wn
E.
N
[y

N
I
o
&,
=
=
TN TN N

[\)
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parametrizuji Bianchi I[II homogenni anizotropni formu de Sitterovy metriky
t t
ds? = —dt%, + o cosh? (f) dz% + o’ sinh? (f) (d¥? + sinh® 9dp?) (2.25)

Kantowski-Sachs metrika

t t
ds® = —dt?- + o sinh? (—K> dz2 + o cosh? (—K> (d¥* + sin® ¥dp?) (2.26)
e

«

reprezentovand soutadnicemi (¢, zx, ¥, @)

t

v = «sinh <—K> cosh zg
«
t

w = «sinh (ﬁ) sinh 2z
«a
t

x = «acosh (—K> cos v (2.27)
o
t

y = «acosh (—K> sin ¥ cos ¢
o
li

I\

= «cosh (—) sin ¥ sin ¢
o

je rovnéz homogenni a anizotropni, ale nepatii do zadné Bianchiho ttidy.
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Kapitola 3

Vlastnosti de Sitterovy variety

3.1 Symetrie de Sitterova prostorocasu

Zabyvejme se nyni symetriemi de Sitterova feseni. Existenci izometrii, tedy
zobrazeni prostoru do sebe, pii nichz je metrika invariantni, se povedlo prevést
na hledani Killingovych vektoru, které generuji ptislusné izometrie. Nami
zkoumany prostor mé konstantni kiivost a je maximélné symetricky. Metrika
tudiz pripousti maximalni pocet, tedy 10, nezavislych Killingovych vektoru.
Jejich libovolna linearni kombinace bude opét Killingovym vektorem a bude
spliiovat rovnici &4,y + &y = 0. Tim, co ve skutecnosti generuje infinite-
zimalni izometrie, je linearni obal 10 vektoru. V dusledku toho bude grupa
izometrii 10-ti parametricka. V kapitole o maximélné symetrickych prosto-
rech byl k vidéni zptsob, jak najit symetrie. Uvazovali jsme vSechny ,,rotace”
v H-dimenzionalnim prostoru, které zanechévaji invariantni hyperkvadriku
a samoziejmé metriku plochého 5-D prostoru. Z obecného vyjadieni jsme
piesli ke konkrétnimu feSeni dosazenim C), = 7,, a hledany prostorocas
jsme tedy vnorili do prostoru s fundamentalni formou

ds? = —dv*® + dw? + da® + dy? + d2*
Pravé invariance ploché metriky znamend, ze zkoumana grupa zachovava
invariantni diagondlni matici s prvky —1, 41,41, 41,41 a lze ji proto klasi-
fikovat jako grupu SO(1,4). Tato byva ¢asto nazyvana de Sitterovou grupou.

Poznamka: obdobnym postupem lze anti-de Sitterovo feseni vnorit do
prostoru s metrikou

ds* = —dv? — dw* + dz* + dy* + d=*

Tato se opét bude zachovavat pii transformacich generovanych 10-ti para-
metrickou grupou. Grupa symetrii anti-de Sitterova feseni tedy bude grupa

SO(2,3).
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Prostorocas zkoumaného feSeni ma byt homogenni a izotropni. Metriku
tudiz nemaji ovlivnit transformace, které interpretujeme jako 4 ,translace”
a 6 ,rotaci”. V kapitole o maximdalné symetrickych prostorech jsme expli-
citné urcili Killingovy vektory v obecném tvaru pro libovolnou maximélné
symetrickou metriku. Konkrétné 6 vektoru

Salz) = Q"
a 4 vektory .
h(z) =o'l = KCata")?

Kde Q% je matice 4 x 4 se Sesti nezavislymi slozkami a a* je ctyfvektor.
Toto jsou kontravariantni vektory a jako takové se budou také chovat pii
transformaci souradnic. Pro lepsi interpretaci symetrii se nyni podivejme na
konkrétni tvar metriky de Sitterova prostorocasu.

Pomeérné jednoduse je mozno hledané izometrie vysledovat v soutradnicich
(t,z,y, z), v nichz nabyva metrika tvar

ds® = —dt* + exp(2 )(dx + dy® + dz?) (3.1)

Kontravariantni Killingovy vektory pro tuto metriku jsou:

¢y = (0,1,0,0) (3.2)
£ (0,0,1,0) (3.3)
&y = (0,00, 1) (3.4)
{o = (0,y,—2,0) (3.5)
ez = (0,2,0,—x) (3.6)
o) = (0,0,2,—y) (3.7)
o = (mo,z,y,2) (3.8)
fé) = (—2az,« 69520( 2— ! ) + 2?2 —y? — 22 2xy, 2wz) (3.9)
o = (—2ay, 2wy, ofercp(—%) — 2?4+ y*—2%2zy)  (3.10)

t
5(”10) = (—2az,2wz,2zy, aexp(—2—) — 2* — y* + 2?) (3.11)
«

Ovéreni, ze se skutecné jednd o Killingovy vektory, je jen otazkou casu. Staci
prejit k jejich kovariantnimu vyjadreni snizenim indexu a primo dosadit do
Killingovy rovnice. Vyskyt prvni Sestice nebude zadnym prekvapenim. Vime,
ze vztah mezi generatorem infinitezimélni transformace a tokem je

w02
5 <a€>|5=0
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Integraci 1ze ziskat predpis pro transformaci. Odtud je vidét, ze prvni 3 re-
prezentuji posun v soutadnicich x, y, z. Dalsi trojice bude generovat rotace
v rovinach xy, xz a yz. Uz z toho je patrno, ze uvazujeme-li pouze prostor
a nikoliv prostorocas, bude tento homogenni a izotropni. Prostorové syme-
trie jsou zde stejné jako v Minkowského plochém prostorocase, coz odpovida
tomu, ze de Sitteruv prostorocas je v této metrice sice zakiiveny, nicméné
3-D prostor je plochy. Vektor (3.8) vydélime pro lepsi predstavu konstantou
—a a dostaneme (1, —x/a, —y/a, —z /). Posun v ¢ase bude tedy provézet
preskalovani prostorovych soutadnic, konktrétné jejich kontrakce zavisla na
€ jako exp(—=%). Tato symetrie ukazuje, ze i pfes rozpinani 3-D prostoru re-
prezentuje (3.1) kosmologicky model, kde jsou vSechny invarianty nezavislé
na case. Vypocet transformaci generovanych posledni trojici jiz neni tak
jednoduchy. Podivejme se, jak budou vektory vypadat v souradné soustave
(n,x,y, 2), v niz ma metrika tvar

N

«

ds? = n—(—an + dz* + dy® + dz?) (3.12)
§uy = (0,1,0,0) (3.13)
oy = (0,0,1,0) (3.14)
&3 (0,0,0,1) (3.15)
y = (0,y,—2,0) (3.16)
{s = (0,2,0,—x) (3.17)
ey = (0,0,2,—y) (3.18)
o = (0,2,9,2) (3.19)
o = @z, +a% —y° = 2% 2y, 22) (3.20)
oy = ny,2xy,n° —a* +y° — 2%, 2y2) (3.21)

fﬁo) = (2n2,222,2yz,0* — 2% —y* + 27) (3.22)

Vyznam prvni Sestice zustal stejny jako v predchozim. £ 6‘7) se transformoval na
skalovani vSech soufadnic, coz ovSsem metriku evidentné nezmeéni. Izometrii
generovanou vektorem f&) je nyni mozno napocitat jako

/ Ui

(= + 22+ y? + 22)e? + 22e + 1

. (- + 2>+ +2He+x 393

o= T 2 2 2) 2 (3.23)
(=2 + 22+ y2+ 22)e?2 4+ 2ze + 1

' Y

(P 22+ 2z +
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/
z

z

(—? + 22+ y2 4 22)e2 + 2z + 1

Dalsi izometrie é“é‘g) a 5&0) dostaneme cyklickou zdménou r — y — z — x.
Tyto transformace uvadi prostorové souradnice do vztahu se soutradnici ¢a-
sovou a muzeme je proto interpretovat jako analogie Lorentzovskych trans-

formaci.

Prilozend tabulka komutacnich relaci doklada, ze existuje velké mnozstvi
moznosti jak najit 3, 4 nebo 6-ti parametrické podgrupy de Sitterovy grupy.
To je pravé duvod, proc¢ je znamo tak Siroké spektrum ruznych vyjadieni

metriky.

&y [ €0 1€ | S | &) | &o (S| o | So | o
Sy | T 00| =y | e | 0|y | 2y | Ky | 2
55:3) i 2 &y 8 _if?» 55:3) ‘Qfé:g) 25%) 2553)
55?) 8 5&1) '5(22 &) ‘2§<5) ‘25&@ 28(r)
5&3) fgg) _§<5) 0 5&9) —<(s) Ou
5&;) 5;4) 8 5((1)()) 0 _5553)
g.5-"6) * 1 S(/-150) _5(9)
&) & | S0 | Sao
el * 0 0
£lo) i 0
€ho) :

Pozndmka: Zajimaji-li nds symetrie anti-de Sitterova prostorocasu, je
dobré zvolit na varieté souradnice (n,z’,%y/,2’), obdobné jako pii parame-
trizaci (2.12).

1‘/

(0%

1
x
/
L
x
o
a_
T

/

1
22/

1
—(a2—n2+x’2+y’2+z’2)

_(a2 +772 —le _y/2 _2/2)
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kde —oo < n, 2,9, 2’ < co. V téchto soufadnicich bude mit metrika tvar

2
ds® = Oz—/Q(—dn2 + da"” + dy? + dz'?) (3.25)
T

coz je evidentné analogické metrice (3.12). Zname-li Killingovy vektory pro
metriku (3.12), nebude uz nyni velky problém uréit Killingovy vektory me-
triky (3.25)(vynechame ¢érkovani u z,y, z).

£y = (1,0,0,0) (3.26)
gy = (0,0,1,0) (3.27)
gy = (0,0,0,1) (3.28)
{ay = (,0,1,0) (3.29)
s = (2,0,0,n) (3.30)
ey = (0,0,2,—y) (3.31)
§n = (2,y,2) (3.32)
fé) = (n* + 2% +y* + 2%, 202, 20y, 2n2) (3.33)
oy = (2ny,2zy,n° — a® +y* — 2%, 2y2) (3.34)
§hoy = (2nz, 212, 2yz,n? — % — y? + 2?) (3.35)

Tyto vektory odpovidaji po fadé posunuti v ¢ase (reprezentovano posunem
ve sméru 1), dvéma prostorovym translacim (ve smérech y a z), dvéma Lo-
rentzovskym transformacim (roviny n — y a n — z), rotaci v roviné z — y
a soucasnému skalovani vsech soutradnic. Transformace generovand vektorem
{(s) bude vypadat ndsledovné:

. (= + 22+ >+ 2%)e+1n

= (2 — a2 —y? —22)e2 —2ne + 1
, x
= 3.36
¢ (m? —a?—y?—22)e2 —2ne+ 1 (3.36)
y = Y
(P —a? —y?—22)e? —2ne + 1
2 = -

(2 —a? —y?2—22)e2 —2ne+ 1

[zometrie generované & ég) a 550) budou stejné jako u de Sitterova prostorocasu
a dostaneme je z (3.23) cyklickou zdménou x — y — z — x.
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3.2 Geodetiky a horizonty

V zavéru bych se rad alespon kratce zminil o téch vlastnostech de Sitterova
prostorocasu, které souvisi s jeho topologickymi vlastnostmi. Zajimame-li se
o geodetiky, je mozno postupovat tak, ze zapiSeme rovnici geodetiky z me-
triky a pokusime se ji vyfteSit integraci za vyuziti patficnych pocatecnich
podminek. Pouziji vSak jiny postup. Zkoumany prostorocas je izotropni a ho-
mogenni a tudiz v ném podle [5] existuje jedna ¢asupodobnd, jedna svétlupo-
dobna a jedna prostorupodobnd geodetika, pficemz ostatni geodetiky z nich
muzeme dostat néjakou izometrii.

Prostorupodobnou geodetiku najdeme z metriky (2.11). Jak pise [5], pro-
storupodobna varieta ¢t = 0 ma za geodetiky kruznice o poloméru a a jeji
geodetiky budou geodetikami i v plném 4-D prostoru. Vsechny prostorupo-
dobné geodetiky jsou proto koneéné a maji délku 2ma. Plny de Sitteruv pro-
stor bude geodeticky iplny, polovina variety reprezentovana metrikou (2.15)
vSak ne. Existuji totiz geodetiky, uplné v celém prostoru, které prochazi pres
hranici v +w = 0 a jsou tedy na pulce hyperboloidu netplné.

Casupodobné geodetiky lze najit jak z (2.11), tak z (2.15) tim, Ze polozime
vsechny soufadnice kromé ¢ rovny nule.

Hledejme svétlupodobnou geodetiku pro (2.15) takovou, kterd vychazi
z pocatku ve sméru souradnice x. Tato bude mit rovnici

z(t) = a(l — =) (3.37)

V jiné souradné soustavé pro metriku (2.11) muzeme dostat napiiklad geo-
detiku

Y= arctan(sinh(z)) (3.38)

Q@
Zajimavé je, ze obé svétlupodobné geodetiky maji kone¢nou limitu pro ¢ — oo,
konkrétné a, resp.

Zkoumejme nyni horizonty de Sitterova prostorocasu. Budeme uvazovat
svetelny kuzel néjakého pozorovatele, ktery se pohybuje po casupodobné
geodetice. Ta muze reprezentovat svétocaru statického pozorovatele. V- Min-
kowského prostorocase svételny kuzel pozorovatele obsahne cely prostorocas.
To vsSak obecné neplati. Hranici kuzele, za kterou lezi uddalosti o nichz po-
zorovatel nikdy nebude moct ziskat zadnou informaci, se nazyva horizont
uddlosti. Hranice kuzele ohranic¢ujici udalosti, jez ma pozorovatel moznost
ovlivnit, byva oznacovana jako cédsticovyj horizont, nebot rovnéz piedstavuje
hranici mezi ¢asticemi, které kdy mohl pozorovatel spatiit (jejich svétocary
nemusely protnout svételny kuzel pozorovatele). Pro homogenni izotropni
kosmologické modely a pozorovatele v klidu je horizont vzdy koule vyvijejici
se s casem. Ta je charakterizovana svym polomérem - velikosti horizontu.
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Z limity provedené vyse plyne, Ze pro ,,steady state” model popsany me-
trikou (2.15) existuje horizont udalosti o velikosti a. Jak se vesmir rozpina,
nebude zde existovat ¢asticovy horizont.

Metrika (2.11) iplného de Sitterova prostoru je symetrickd vuéi zdméné
t « —t, takze pokud ¢asticovy horizont a horizont udélosti existuji, musi si
odpovidat. Jak podrobné popisuje [3], pro pozorovatele v de Sitterové pro-
storu existuje v minulosti ¢asticovy horizont (piit — —oo dostaneme vSechny
udélosti, které je schopen ovlivnit) a v budoucnosti horizont udélosti (pro
t — oo vSechny uddlosti, o nichz je schopen ziskat informace). Existence
obou horizontii ma za nésledek ruzné zajimavé situace. Pokud napiiklad
svetocara Castice jednou protne pozorovateluv svételny kuzel, bude pro né;
vzdy viditelnd. Na svétocare castice vSak existuje udalost U lezici na hori-
zontu udalosti pozorovatele. Ten nikdy neuvidi udalosti lezici za U, navic pro
néj musi ubéhnout nekoneény vlastni cas nez spatii U. Pro ¢éstici na druhou
stranu ubéhne do udalosti U konecny vlastni ¢as a z jejitho hlediska neni tato
udalost nijak vyznamnéa. Pozorovatel tedy vidi konecnou ¢ast historie ¢astice
v nekone¢ném case (nastavéa nekoneény rudy posuv).

3.3 Zobecnéni na N-dimenzionalni de Sitterav
prostor
V ptedchozi kapitole jsme vidéli zpusob, jakym bude de Sitteruv prostorocas
popsan pomoci 4-dimenzionalniho hyperboloidu
0w+t Ly =0
v plochém 5-ti rozmérném prostoru s metrikou
N = diag(—1,1,1,1,1)

Podivame-li se na véc Cisté matematicky, nic nam nebrani zobecnit ziskané
vysledky na prostory dimenze N.
Méjme tedy (N+1)-dimenzionélni plochy prostor RN*! s metrikou

ds? = N dzt dz”
kde 7, = (—1,1,1,...,1) a v ném uvazujme hyperkvadriku
Nuwate” =C (3.39)
Pro C' > 0 se jednd o jednodilny hyperboloid a muZeme oznacit C = R
Ptepiseme-li nyni (3.39) do tvaru
N

(x(J)Z 4 R2 — Z(xz)2

i=1
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a zvolime t = t; = konst. mdme rovnici (N-1)-dimenzionalni koule S™~1
s polomérem r = ((2°)2 + R2)>. Pro N = 1 se jedné pouze o dva body, takze
pozadujme N > 2. Poté je koule SV~! souvisld varieta a hyperkvadrika

— (@2 + (2 + ..+ (V)2 = R? (3.40)

je jednodilny hyperboloid. N-dimenzionéln{ de Sitteriiv prostorocas D proto
definujeme jako varietu (3.40). Z ptedeslého je vidét, Ze prostorocas D m4
topologii R x SN—1.

Zaméime se nyni na odvozen{ metriky D”. Abychom toho byli schopni,
je tfeba zvolit vhodnou parametrizaci variety. Postupujeme obdobné jako
v odvozen{ (2.11), kouli SV~! parametrizujeme zobecnénymi sférickymi sou-
fadnicemi.

t
Ty = Rsinh(ﬁ)

r, = R cosh(i) cos(¢1)

R
Ty = Rcosh(%)sin(qﬁl)cos(@)
(3.41)
TN_1 = Rcosh(%) sin(¢y) .. .sin(¢n_3) cos(pn_2)
oy = Rcosh(%) sin() .. sin(dn_s) sin(dw_»)
V této parametrizaci dostaneme metriku DV ve tvaru
N—1i-
ds® = —dt* + R* cosh?(— (Z [1 sin®(¢; d¢2) (3.42)
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Dodatek A

Znazornéni de Sitterovy variety
v plochém prostoru

Obrazek A.1: Reprezentace de Sitterovy variety a jeji pokryti globalnimi
synchronnimi soutadnicemi (¢, x, 9, ¢).
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x-=const.

Obrazek A.2: Reprezentace de Sitterovy variety a jeji pokryti standartnimi
synchronnimi soutadnicemi (¢, z’,y/, ).

V obou grafech byly potlaceny dvé soutfadnice, aby bylo mozno varietu zné-
zornit. Kazdy bod hyperboloidu zde reprezentuje 2D plochu. V obrazku A.1
je touto plochou povrch koule, v obrazku A.2 rovina.
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Dodatek B

Znaceni

Literatura pojednavajici o obecné relativité bohuzel neni jednotna ve znaceni
a znaménkové konvenci. I malé rozdily, predevSim pii pocitani s tenzorem
krivosti, mohou proto pusobit potize. Na zaveér tedy uvedu nékolik zédkladnich
vztahu, které se v textu vyskytuji.

Horni (resp. dolni) indexy oznacuji kontravariantni (resp. kovariantni)
slozky tenzoru (vektoru). Transformaéni pravidla pro kontravariantni (resp.
kovariantni) vektory jsou

_oa™" ,  Ox¥
= 9 U= P
Obdobné transformujeme slozky libovolného tenzoru vysstho fadu, nasobenim

%xx/f za kazdou kontravariantni slozku a gf,: za kazdou kovariantni slozku.
Metrika Minkowského prostorocasu mé v kartézskych soutadnicich tvar
N = diag(—1,1,1,1). Obecnou metriku znacime g, a kvadrat prostoro-

casového intervalu bereme jako

ds® = g, dxtdx”
Vztah Christoffelovych symboli 2. druhu a metriky je
oo Lo <3gw 0o (9gm)

/
a®

Qy

oxr ox? 0x°

VK 2
Riemannuv tenzor kiivosti
A A
or e 81““,,

P A A
RWH = O OxF + FZRFWI o FZ,,F,W
Ricciho tenzor
le = R,l)\l)\li
Ricciho skalarni kiivost
R= RZ
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