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A Znázorněńı de Sitterovy variety v plochém prostoru 37

B Značeńı 39
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0.1 Obecná teorie relativity

Počátkem minulého stolet́ı bylo již zřejmé, že představa Newtonovského ves-
mı́ru je dále neudržitelná. Když pak roku 1916 zveřejnil Albert Einstein svoji
dlouho budovanou obecnou teorii relativity, znamenalo to skutečný zlom ve
vědeckém náhledu na svět kolem nás. Galileovské transformace byly nahra-
zeny Lorentzovskými již dř́ıve ve speciálńı teorii relativity. Nyńı si však byly
všechny souřadné systémy z hlediska platnosti fyzikálńıch zákon̊u navzájem
rovnocenné. Největš́ı význam měly výsledky Einsteinovy práce pro rozvoj
kosmologie. Newtonovská mechanika totiž v̊ubec neumožňovala studovat vlast-
nosti vesmı́ru jako celku. V době vzniku obecné teorie relativity již byla
k dispozici poměrně propracovaná matematická teorie geometrie, která se
neoṕırala o pátý postulát Euklidovské geometrie. Prvńı, kdo připustil lo-
gickou možnost neeuklidovské geometrie jako geometrie popisuj́ıćı skutečný
prostor, byl zřejmě Gauss. Na něj ve svých pracech navazovali mnoźı: Bólyai,
Lobachevski, Riemann, Christoffel, Ricci, Bianchi a daľśı, až byla vytvořena
ucelená teorie Riemannovy geometrie a tenzorového počtu. Byl to však Ein-
stein, kdo jako prvńı dal těmto matematickým poznatk̊um fyzikálńı smysl,
když udal zp̊usob, jak lze vlastnosti prostoročasu popisovat pomoćı metriky.
Tu je možno dostat jako řešeńı polńıch rovnic, které ji uvád́ı do vztahu s ten-
zorem energie-hybnosti.

V době publikace polńıch rovnic byla všeobecně zažitá představa, že náš
vesmı́r je statický. Aby bylo toto řešeńı možné, zavedl Einstein do svých
rovnic tak zvanou kosmologickou konstantu Λ. Jak se kosmologie rozv́ıjela,
ukázalo se, že vesmı́r statický neńı. Zavedeńı kosmologické konstanty se
ukázalo zbytečné a Einstein ji dokonce prohlásil za největš́ı chybu svého
života. V současnosti se však ukazuje, že to zase taková chyba nebyla. Z dne-
šńıho pohledu se dokonce zdá, že kosmologický člen je co do hustoty energie
dominantńı a kosmologické modely, které řeš́ı polńı rovnice s Λ, nabývaj́ı na
významu. Právě takovým řešeńım se budeme dále zabývat.

K tomu, abychom byli v̊ubec schopni formulovat polńı rovnice a poro-
zumět jim, je nutná znalost tenzorového počtu a diferenciálńı geometrie.
O těchto tématech jsou napsány celé řady knih a zde neńı mı́sto se jimi
zaob́ırat. Předpokládám, že čtenář je s problematikou obeznámen, a nebudu ji
proto bĺıže rozeb́ırat. Levá strana rovnic je čistě geometrická a z algebraických
vlastnost́ı člen̊u, které zde vystupuj́ı, je vidno, že se jedná o soustavu 10 al-
gebraicky nezávislých rovnic pro 10 neznámých složek metriky. Pro výrazy
v rovnićıch dále plat́ı Bianchiho identity, tedy 4 diferenciálńı rovnice. Počet
funkcionálně nezávislých rovnic je poté 6 a z̊ustávaj́ı 4 stupně volnosti, které
odpov́ıdaj́ı volnosti ve volbě souřadnic. Polńı rovnice jsou nelineárńı parciálńı
diferenciálńı rovnice druhého řádu a v obecné podobě jsou velmi složité. To
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je d̊uvod, proč do dnešńı doby bylo nalezeno jen určité malé množstv́ı řešeńı,
většinou velmi speciálńıch. K tomu, aby bylo možno Einsteinovy rovnice
v̊ubec vyřešit, je nutno uplatnit jisté zjednodušuj́ıćı předpoklady. Nejčastěji
se jedná o předpoklady symetríı, které od hledaného prostoru očekáváme,
např́ıklad homogenita či izotropie.

Složitosti rovnic si byl vědom i Einstein. Proto ho velmi překvapilo, když
se záhy po publikaci začala objevovat jistá řešeńı. Vakuové, sféricky symetri-
cké řešeńı rovnic bez kosmologické konstanty přinesl K. Schwarzschild ještě
téhož roku, řešeńı rovnic s Λ pak na sebe nenechalo dlouho čekat. Přǐsel
s ńım, již tehdy významný, holandský matematik a astronom Willem de
Sitter. Ačkoliv je de Sitterovo řešeńı poměrně staré, má i moderńı kosmologii
stále co nab́ıdnout a to je právě d̊uvod, proč se j́ım budeme dále zabývat.
Modely řeš́ıćı rovnice bez pravé strany pro prázdný vesmı́r se mohou zdát
absurdńı, jelikož náš vesmı́r prázdný neńı. Na de Sitterově řešeńı jsou však
založeny některé modely popisuj́ıćı rozṕınaj́ıćı se vesmı́r a pro Λ kladné jde
libovolný model v limitě t → ∞ právě k de Sitterovu modelu.

Toto řešeńı má vysoký stupeň symetrie, kterou je možno využ́ıt při řešeńı
polńıch rovnic. Proto je úvodńı kapitola věnována symetríım prostoročasu
a formulaci zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u umožňuj́ıćıch nalézt metriku. Dı́ky
těmto obecným úvahám budeme později schopni nahlédnout i na konkrétńı
symetrie prostoročasu.

To, že počátečńı úvahy budou provedeny ve vš́ı obecnosti, má ještě jedno
opodstatněńı. De Sitter̊uv prostoročas pojednává o řešeńı pro kladnou kosmo-
logickou konstantu. Velmi podobný model existuje pro Λ záporné a nazývá se
anti-de Sitter̊uv. Konstrukce metriky je zde de facto shodná a mnohé závěry
jsou analogické, proto jsou uváděny již jen v poznámkách. Důvod, proč se
o něm zmiňuji, je ten, že v současnosti nacháźı uplatněńı ve strunové teorii
prostřednictv́ım tzv. AdS/CFT korespondence mezi klasickou teoríı gravitace
definovanou na anti-de Sitterově prostoru a teoríı konformńıho pole.

Kromě hledáńı metriky je dále velký d̊uraz kladen na zp̊usob znázorněńı
variety modelu v prostorech vyšš́ı dimenze a na to, jakým zp̊usobem je
možno ho pokrýt souřadnou śıt́ı. Různými parametrizacemi variety lze totiž
dosáhnout nejen r̊uzných tvar̊u metriky, ale obecně i model̊u r̊uzných topo-
logických vlastnost́ı.

V celém textu je už́ıváno Einsteinova sumačńıho pravidla. Metrika Min-
kowského prostoročasu je v souladu s literaturou volena ηµν = diag(−1, 1, 1, 1).
Jak bývá zvykem, pracujeme v geometrizovaných jednotkách, tedy rychlost
světla a gravitačńı konstanta jsou brány jako jednotka.
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Kapitola 1

Geometrické vlastnosti

prostor̊u konstantńı křivosti

1.1 Konformńı prostory

Nejprve bych se rád krátce zmı́nil o takzvaně konformńıch prostorech, tedy
takových, mezi jejichž fundamentálńımi formami existuje jistá úměra; zvláště
pak o prostorech, jejichž metrika bude úměrná metrice plochého prostoru.

Máme-li dva prostory Vn a V ′
n, jejichž fundamentálńı formy jsou ve vztahu

g′
µν = e2σgµν

kde σ je libovolná funkce souřadnic, ř́ıkáme, že tyto prostory jsou konformńı.
Dı́ky vztahu mezi metrikami můžeme vyjádřit složky Riemannova ten-

zoru R′µ
νλκ pomoćı složek tenzoru Rµ

νλκ, metriky gµν a derivaćı σ. Toto lze po
několika úpravách, viz [1], převést na rovnost dvou tenzor̊u

C ′µ
νλκ = Cµ

νλκ

kde

Cµ
νλκ = Rµ

νλκ −
1

n − 2
(δµ

λRνκ − δµ
κRνλ + gνκR

µ
λ − gνλR

µ
κ)

− R

(n − 1)(n − 2)
(δµ

κgνλ − δµ
λgνκ)

Pro konformńı prostory jsou tedy složky tenzor̊u Cµ
νλκ a C ′µ

νλκ stejné. Tento
tenzor je konformně invariantńı, a proto se někdy nazývá konformńı tenzor.
Častěji však bývá označován jako tenzor Weyl̊uv, který se j́ım jako prvńı
zabýval. Přechodem k jeho úplně kovariantńı podobě máme
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Cλµνκ = Rλµνκ −
1

n − 2
(gλνRµκ − gλκRµν − gµνRλκ + gµκRλν)

− R

(n − 1)(n − 2)
(gλκgµν − gλνgµκ)

Weyl̊uv tenzor má stejné algebraické vlastnosti jako Riemann̊uv tenzor, ale
plat́ı pro něj nav́ıc

Cµ
νµκ = 0

a lze se na něj d́ıvat jako na tu část Riemannova tenzoru, jej́ıž libovolné
zúžeńı dává nulový tenzor.

Pro prostor Vn, kde dimVn = n ≤ 3, lze Riemann̊uv tenzor vyjádřit pouze
pomoćı R,Rµν , gµν a Weyl̊uv tenzor bude nulový. To vyplývá i z jeho alge-
braických vlastnost́ı. Pro kosmologii jsou ovšem zaj́ımavé předevš́ım prostory
dimenze 4 a vyšš́ı, kde Cλµνκ má nenulové složky.

Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou k tomu, aby pro prostor Vn existo-
valy souřadnice, v nichž fundamentálńı forma bude mı́t tvar tenzoru o kon-
stantńıch složkách, je podmı́nka, aby všechny složky Riemannova tenzoru
byly nulové. Takový prostor se pak označuje jako plochý. Pokud Vn bude
plochý prostor, budou

Rµνλκ = Rµν = R = 0

tedy i
Cµνλκ = 0

a pro V ′
n plat́ı

C ′
µνλκ = 0

Lze ukázat, viz [1], že nulovost Weylova tenzoru je rovněž postačuj́ıćı k tomu,
aby prostor byl konformně plochý, tzn. jeho metrika byla úměrná konstantńı
matici.

Prostor V ′
n pro n > 3 je konformně plochý právě tehdy, když C ′

µνλκ je
nulový tenzor.

Toho lze už́ıt, pokud nás zaj́ımá, zda je daný prostor konformně plochý.
Jinak je totiž nutno naj́ıt patřičné souřadnice.

1.2 Prostory konstantńı křivosti

Dále uvedu stručný popis vlastnost́ı prostor̊u konstantńı křivosti, nebot’ právě
o takový prostor nám p̊ujde při zkoumáńı de Sitterova prostoročasu. Jedná
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se o poměrně významnou tř́ıdu prostor̊u mnoha vlastnost́ı, které se vyznačuj́ı
značnou měrou symetrie, d́ıky ńıž lze snáze řešit Einsteinovy polńı rovnice.

V diferenciálńı geometrii jsou prostory konstantńı Riemannovy křivosti
charakterizovány podmı́nkou

Rλµνκ = K(gλνgµκ − gλκgµν)

kde K je konstanta. Jak dále uvid́ıme, neńı to to samé, jako položit R = konst.
Konstantu K lze určit př́ımo vypoč́ıtáńım Ricciho křivosti R. Uvažujme pro-
stor dimenze N . Zúžeńım přes λ a ν dostáváme

Rµκ = K(N − 1)gµκ

a zúžeńım přes zbylé dva indexy

R = KN(N − 1)

Zde je vidět, že Ricciho křivost bude konstantńı. Nyńı lze do p̊uvodńı podmı́nky
dosadit za K

Rλµνκ =
R

N(N − 1)
(gλνgµκ − gλκgµν) (1.1)

Ricciho tenzor tedy dostává tvar

Rµκ =
R

N
gµκ (1.2)

Konkrétně pro prostory dimenze 4, které jsou z hlediska obecné relativity
nejzaj́ımavěǰśı, dostáváme

Rλµνκ =
R

12
(gλνgµκ − gλκgµν) (1.3)

Rµκ −
1

4
Rgµκ = 0 (1.4)

Z (1.1) tedy plyne (1.2), zat́ımco opačná implikace obecně neplat́ı. K tomu
je třeba přidat ještě jednu podmı́nku.

Při jej́ım odvozeńı vyjdeme z vyjádřeńı Riemannova tenzoru křivosti ve
tvaru

Rλµνκ =
1

N − 2
(gλνRµκ − gλκRµν − gµνRλκ + gµκRλν)

− R

(N − 1)(N − 2)
(gλνgµκ − gλκgµν) + Cλµνκ

9



který jsme dostali v předešlé kapitole. Dosazeńım (1.2) do pravé strany
výrazu dostáváme

Rλµνκ =
R

N(N − 1)
(gλνgµκ − gλκgµν) + Cλµνκ

z čehož můžeme vidět, že (1.1) plat́ı právě tehdy, když plat́ı (1.2) a Cλµνκ = 0.
Prostor konstantńı křivosti je proto konformně plochý.

Speciálně pro prostory dimenze 4 plat́ı, že

Rλµνκ =
R

12
(gλνgµκ − gλκgµν) ⇔ Rµκ −

1

4
Rgµκ = 0 = Cλµνκ

což charakterizuje prostory konstantńı křivosti.
Prostory, pro které plat́ı (1.1), maj́ı ještě jednu d̊uležitou vlastnost, která

se týká možnosti zanořit je do plochého prostoru vyšš́ı dimenze.
Jak již bylo uvedeno, plochý prostor V m je takový prostor, jehož metriku

lze vyjádřit jako tenzor o konstantńıch složkách. Lze tedy naj́ıt takové reálné
funkce určuj́ıćı souřadnice na V m, že fundamentálńı forma bude mı́t tvar

ds2 = Cµνdyµdyν Cµν = diag(C1, C2, . . . , Cm)

kde Ci je ±1 v závislosti na charakteru prostoru. Takových souřadných
systémů existuje v́ıce, avšak počet kladných a záporných Ci z̊ustává kon-
stantńı. Např́ıklad pro dimV m = 4 a Cµν = ηµν máme Minkowského pro-
storočas. Mějme prostor Vn s fundamentálńı formou

ds2 = gµνdxµdxν

K tomu, aby bylo možno ho zanořit do plochého V m, je nutné a postačuj́ıćı,
aby soustava

Ci

∂yi

∂xµ

∂yi

∂xν
= gµν

připouštěla m nezávislých řešeńı

yi = f i(x1, x2, . . . , xn)

které poté udávaj́ı parametrizaci Vn ve V m. Podle [1] lze tyto f i nalézt
a prostor Vn vždy zanořit do plochého prostoru dimenze m = N(N + 1)/2.
Zaj́ımavěǰśı však je hledat prostor V m co nejnǐzš́ı dimenze. Pozoruhodnou
vlastnost́ı prostor̊u konstantńı křivosti je, že je možné zanořit je do plochého
prostoru jako nadplochu, kdy m = n + 1. Mějme ve V n+1 varietu

Ci(y
i)2 = eA2
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kde e je ±1 a A libovolná konstanta. Takováto varieta má charakter hy-
perkvadriky. Např́ıklad pro Ci = 1, i = 1, 2, . . . n + 1 a e = 1 se jedná
o kouli v n + 1 rozměrech. Pro tyto variety lze ukázat (bude provedeno
v daľśı kapitole), že maj́ı konstantńı křivost, a nav́ıc, že jedině tyto variety
mohou být nadplochami nenulové konstantńı křivosti v plochém prostoru.
Tento teorém nám posléze pomůže při konstrukci obecné metriky prostoru
konstantńı křivosti a při zkoumáńı de Sitterova prostoročasu jako variety
v plochém prostoru o dimenzi 5.

1.3 Symetrické prostory

V Euklidovské geometrii se implicitně předpokládá, že metrické vztahy ne-
ovlivńı translace ani rotace. Skutečná gravitačńı pole nemı́vaj́ı tak vysoký
stupeň symetrie. Často však jistou symetrii připoušt́ı, čehož lze využ́ıt při
řešeńı Einsteinových polńıch rovnic. Ty jsou totiž přesně řešitelné pouze při
uplatněńı určitých zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Matematická teorie syme-
trických prostor̊u je poměrně rozsáhlá a propracovaná, proto se zaměř́ım
předevš́ım na prostory maximálně symetrické, které maj́ı v kosmologii největš́ı
využit́ı.

Základńı problém, se kterým se setkáváme, je ten, že lze těžko už́ıt nějakou
předpokládanou symetrii metrického prostoru a dostat tak informace o me-
trice, potřebujeme-li ji znát před t́ım, než zavedeme souřadnicový systém, ve
kterém uplatńıme symetrii. Proto je třeba popsat symetrie v kovariantńım
zápise, který nebude záviset na volbě souřadnic. Určeńı vlastnost́ı metriky
plynoućıch ze symetríı bude poté otázkou matematických operaćı.

1.3.1 Killingovy vektory

Zkoumejme podmı́nku, kdy se metrika daného prostoru nezměńı při trans-
formaci souřadnic, tedy kdy jednotlivé koeficienty g′

µν(x
′) budou stejnými

funkcemi argument̊u x′µ, jako byly p̊uvodńı gµν(x) funkcemi argument̊u xµ.
To lze zapsat jako

g′
µν(x) = gµν(x) (1.5)

Pokud rovnice transformace mezi těmito dvěma souřadnými systémy obsa-
huj́ı jeden nebo v́ıce parametr̊u, je možné je interpretovat tak, že definuj́ı
spojitou grupu transformaćı prostoru do sebe. Využit́ım vzorce pro transfor-
maci gµν(x) ve tvaru

gµν(x) =
∂x′ρ

∂xµ

∂x′σ

∂xν
g′

ρσ(x′)
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ve kterém dosad́ıme (1.5), dostáváme

gµν(x) =
∂x′ρ

∂xµ

∂x′σ

∂xν
gρσ(x′) (1.6)

Jakákoliv transformace x → x′ splňuj́ıćı (1.6) je izometríı. Obecně je
(1.6) velmi složitou podmı́nkou na x′µ(x), lze ji však výrazně zjednodušit
přechodem k infinitezimálńım transformaćım

x′µ = xµ + εξµ(x) | ε |¿ 1 (1.7)

Uvažujeme-li pouze členy do prvńıho řádu v ε, bude mı́t (1.6) tvar

0 =
∂ξµ(x)

∂xρ
gµσ(x) +

∂ξν(x)

∂xσ
gρν(x) + ξµ(x)

∂gρσ(x)

∂xµ

To lze přepsat pomoćı kovariantńıch komponent ξσ do kompaktńı podoby

ξσ;ρ + ξρ;σ = 0 (1.8)

kde středńık znač́ı kovariantńı derivaci ξσ podle proměnné xρ, definovanou
jako

ξσ;ρ =
∂ξσ

∂xρ
− Γλ

σρξλ

O vektorovém poli ξσ(x), které splňuje (1.8), ř́ıkáme, že vytvář́ı Killing̊uv
vektor metriky gµν(x). Problém určeńı infinitesimálńıch izometríı se tedy
povedlo převést na určováńı Killingových vektor̊u metriky. Jejich libovolná
lineárńı kombinace přitom bude opět Killingovým vektorem.

Killingova rovnice (1.8) udává poměrně silnou podmı́nku, nebot’ mimo
jiné umožňuje zrekonstruovat celou funkci ξσ(x) jako jej́ı Taylor̊uv rozvoj,
známe-li hodnoty ξσ a ξσ;ρ v jednom bodě.

Killingovy vektory považujeme za nezávislé, pokud neexistuje jejich ne-
triviálńı lineárńı kombinace s konstantńımi koeficienty dávaj́ıćı nulový vek-
tor. Maximálńı počet takových nezávislých vektor̊u v prostoru dimenze N je
N(N + 1)/2.

Prostor s metrikou nazýváme homogenńı, jestliže v něm existuj́ı infini-
tezimálńı izometrie, které přenášej́ı libovolný bod X do libovolného bodu
v bezprostředńım okoĺı X. To znamená, že metrika muśı připouštět Killin-
govy vektory, které mohou v libovolném bodě nabývat libovolných hodnot.

Prostor s metrikou nazýváme izotropńım v bodě X, jestliže existuj́ı in-
finitezimálńı izometrie, které nechávaj́ı bod X invariantńı, tedy ξσ(X) = 0,
a přitom derivace ξσ;ρ(X) nabývaj́ı všech možných hodnot omezených pouze
podmı́nkou (1.8). Plat́ı, že prostor, který je izotropńı v každém bodě, je
rovněž homogenńı.
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Podmı́nka (1.8) má obecně kovariantńı tvar a neměńı se při transformaci.
Existence určitého počtu nezávislých Killingových vektor̊u proto nezáv́ıśı na
volbě souřadnic. Při transformaci x → x′ se i Killingovy vektory přetrans-
formuj́ı podle

ξ′µ(x′) =
∂x′µ

∂xν
ξν(x)

a existence nulové netriviálńı lineárńı kombinace ξ ′µ(x′) by znamenala rovněž
závislost ξν(x).

1.3.2 Maximálně symetrické prostory

Metrika, která připoušt́ı nejvyšš́ı množstv́ı, tedy N(N + 1)/2, Killingových
vektor̊u, se nazývá maximálně symetrická. Lze dokázat, že homogenńı pro-
stor, který je izotropńı v každém bodě, je maximálně symetrický a naopak.
Z vlastnost́ı Killingových vektor̊u vyplývá, že maximálńı symetrie daného
prostoru je vlastnost́ı samotného prostoru, nezávislá na volbě souřadnic. To
odpov́ıdá představě, že homogenita či izotropie prostoru by neměla záviset
na volbě souřadného systému. Ne každá metrika ovšem připoušt́ı tak vysoký
stupeň symetrie. To, kolik je možno naj́ıt nezávislých Killingových vektor̊u,
záviśı na (1.8) a tedy na metrice. Naopak zkoumáńım podmı́nek integrability
(1.8) a z informaćı, které máme o Killingových vektorech, je možno zjistit
něco o tenzoru křivosti a tud́ıž i o tvaru neznámé metriky.

V daľśım popisu maximálně symetrických prostor̊u se nám bude hodit
velmi silná vlastnost těchto prostor̊u, jej́ıž zdlouhavý d̊ukaz ovšem nebudu
uvádět, viz [2]. Plat́ı totiž, že maximálně symetrické prostory maj́ı kon-
stantńı křivost a jsou určeny jednoznačně touto křivost́ı a počtem kladných
a záporných vlastńıch hodnot metriky. Pokud tedy máme dvě maximálně sy-
metrické metriky stejné konstantńı křivosti a se stejnými počty kladných
a záporných vlastńıch hodnot, je vždy možno naj́ıt transformaci souřadnic,
která jednu metriku převede na druhou.

Dı́ky tomuto teorému lze ve studiu maximálně symetrických prostor̊u po-
kračovat tak, že zkonstruujeme jeden př́ıklad s libovolnou konstantou křivosti
K libovolným zp̊usobem. Uvedu jeden postup, ve kterém bude využito právě
konstantńı křivosti hledaného prostoru. V minulé kapitole jsem uvedl, že pro-
stor konstantńı křivosti dimenze N lze vnořit do plochého prostoru dimenze
o jedna vyšš́ı, a že při tomto vnořeńı bude mı́t vždy podobu hyperkvadri-
ky. Metriku nejprve zkonstruujeme pro obecný př́ıpad plochého prostoru
a hyperkvadriky. Fundamentálńı formu metriky tedy zaṕı̌seme pomoćı kon-
stantńı matice. Teprve v samotné aplikaci na prostoročas bude provedena
volba souřadného systému, ve kterém budeme mı́t metriku v diagonálńım
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tvaru, a zvoĺıme znaménka vlastńıch hodnot. Prostor nejprve zkonstruujeme
a potom ověř́ıme požadované vlastnosti.

1.3.3 Konstrukce metriky

Uvažujme plochý (N+1)-rozměrný prostor s metrikou zadanou

ds2 ≡ gABdxAdxB = Cµνdxµdxν + K−1dz2 (1.9)

kde Cµν je konstantńı N × N matice a K je konstanta. Plochou metriku
lze do tohoto tvaru jistě přivést. Do takovéhoto prostoru můžeme zanořit
N-dimenzionálńı prostor omezeńım proměnných xµ a z na plochu

KCµνx
µxν + z2 = 1 (1.10)

Na této ploše je

dz2 =
K2(Cµνx

µdxν)2

(1 − KCρσxρxσ)

Dosazeńım do (1.9) dostaneme

ds2 = Cµνdxµdxν +
K(Cµνx

µdxν)2

(1 − KCρσxρxσ)
(1.11)

Metrika vnořené plochy tedy dostává tvar

gµν(x) = Cµν +
K(Cµλx

λCνκx
κ)

(1 − KCρσxρxσ)
(1.12)

Tato rovnost udává nejobecněǰśı tvar metriky maximálně symetrického pro-
storu. Nyńı je však na mı́stě ověřit, že jsme skutečně zkonstruovali prostor
konstantńı křivosti, který připoušt́ı N(N +1)/2 symetríı. Př́ımým výpočtem
Christoffelových symbol̊u 2. druhu z (1.12) dostáváme

Γµ
νλ = Kxµgνλ

ty použijeme ve vyjádřeńı tenzoru křivosti

Rλµνκ =
1

2

[

∂2gµν

∂xκ∂xλ
+

∂2gλκ

∂xν∂xµ
− ∂2gλν

∂xκ∂xµ
− ∂2gµκ

∂xν∂xλ

]

+gησ

[

Γη
κλΓ

σ
µν − Γη

νλΓ
σ
µκ

]

odtud dostaneme
Rλµνκ = K[CλνCµκ − CλκCµν ]

+K2[1 − KCσρx
σxρ]−1[Cλνxµxκ − Cµνxλxκ + Cµκxνxλ − Cλκxµxν ]

což je rovno
Rλµνκ = K(gλνgµκ − gλκgµν)

a jedná se tedy skutečně o prostor konstantńı křivosti K, která odpov́ıdá
konstantě K zavedené v (1.9) a (1.10).
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1.3.4 Symetrie maximálně symetrického prostoru

Prozkoumejme nyńı symetrie takto zkonstruované metriky a dokažme, že
(1.12) připoušt́ı N(N + 1)/2 parametrickou grupu izometríı. (1.9) je jistě
invariantńı v̊uči rotaćım v N + 1 rozměrném plochém prostoru, kterých je
obecně N(N + 1)/2. Jak to ale vypadá s invarianćı rovnice nadplochy v̊uči
těmto rotaćım? Uvažujme tyto rotace jako transformace ve tvaru

xµ → x′µ = Rµ
νxν + Rµ

z z (1.13)

z → z′ = Rz
µx

µ + Rz
zz (1.14)

kde RA
B jsou konstanty. Nalož́ıme-li na transformace podmı́nky

CµνR
µ
ρRν

σ + K−1Rz
ρR

z
σ = Cρσ (1.15)

CµνR
µ
ρRν

z + K−1Rz
ρR

z
z = 0 (1.16)

CµνR
µ
z Rν

z + K−1(Rz
z)

2 = K−1 (1.17)

lze př́ımým dosazeńım (1.13),(1.14) do (1.10) a užit́ım (1.15),(1.16),(1.17)
ověřit, že se stále jedná o rovnici hyperkvadriky. Nyńı je možno rozlǐsit dva
druhy jednoduchých transformaćı, které splňuj́ı podmı́nky (1.15),(1.16),(1.17):

1. Rotace kolem počátku

x′µ = Rµ
νxν z′ = z (1.18)

kdy
Rµ

ν = Rµ
ν Rµ

z = Rz
µ = 0 Rz

z = 1

kde Rµ
ν je konstantńı N × N matice a

CµνR
µ
ρRν

σ = Cρσ

2.
”
Kvazitranslace”

Rµ
z = aµ Rz

µ = −KCµνa
ν Rz

z = (1 − KCρσa
ρaσ)

1

2

Rµ
ν = δµ

ν − bKCνρa
ρaµ

kde aµ je libovolné s podmı́nkou

KCρσa
ρaσ ≤ 1

aby Rz
z bylo reálné a

b ≡ 1 − (1 − KCρσa
ρaσ)

1

2

KCρσaρaσ

Toto jsou transformace ve tvaru

x′µ = xµ + aµ[(1 − KCρσx
ρxσ)

1

2 − bKCρσx
ρaσ] (1.19)
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Existence izometríı (1.19), které budou přemist’ovat počátek do jiného bodu,
znamená, že takovýto prostor bude homogenńı (každý bod bude geometri-
cky stejný jako jiný bod). Existence (1.18) znamená, že prostor je izotropńı
v počátku. Metrika je tedy homogenńı a izotropńı v počátku, je proto izo-
tropńı v každém bodě, tud́ıž maximálně symetrická.

Lze rovněž určit Killingovy vektory. To provedeme tak, že budeme uva-
žovat transformace bĺızké jednotkovým. Pro již uvedené transformace:

1. Rotace kolem počátku

Rµ
ν = δµ

ν + εΩµ
ν | ε |¿ 1

lze dosadit do CµνR
µ
ρRν

σ = Cρσ a dostat tak

CµσΩµ
ρ + CρµΩµ

σ = 0

Index µ je sč́ıtaćı a podmı́nka je symetrická v̊uči záměně ρ a σ. Udává
proto N(N + 1)/2 podmı́nek na prvky Ωµ

ν . To je matice N ×N a tud́ıž
bude mı́t N(N − 1)/2 nezávislých prvk̊u. Porovnáńım s (1.7) budou
odpov́ıdaj́ıćı Killingovy vektory vypadat jako

ξµ
Ω(x) = Ωµ

νx
ν

2. Kvazitranslaci
aµ = εαµ | ε |¿ 1

budou, opět srovnáńım s (1.7), odpov́ıdat Killingovy vektory

ξµ
α(x) = αµ[1 − KCµνx

µxν ]
1

2

Lze ověřit, že tyto vektory skutečně splňuj́ı Kilingovu rovnici (1.8), přičemž
Ωµ

ν má N(N − 1)/2 a αµ má N nezávislých parametr̊u. To dává celkem
N(N + 1)/2 nezávislých Killingových vektor̊u.

Jelikož K je invariantńı parametr, neńı možno nějakou transformaćı sou-
řadnic přej́ıt k metrice s jiným K. Provedeme-li však lineárńı transformaci

x′µ = Aµ
νx

ν

změńı se Cρσ na
C ′

µν = Aρ
µA

σ
νCρσ

a Cµν v (1.12) je možno přetransformovat na libovolnou reálnou symetrickou
matici, která si ovšem zachová počty kladných a záporných vlastńıch hodnot.
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Tomuto pravidlu o zachováńı signatury se ř́ıká Silvestr̊uv zákon a plat́ı pro
libovolné transformace tvaru

g′
µν(x

′) =
∂xρ

∂x′µ

∂xσ

∂x′ν
gρσ(x)

V bodě x = 0 jsou znaménka vlastńıch hodnot metrik Cµν a gµν v (1.12)
stejná, a jelikož se počty znamének vlastńıch hodnot metriky zachovávaj́ı
na celé varietě které metrika př́ısluš́ı, plat́ı to v celém prostoru. Konkrétńı
prostor pak dostaneme zvoleńım Cµν a K.
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Kapitola 2

Prostoročas

2.1 Řešeńı Einsteinových polńıch rovnic

Nyńı již přejdeme k řešeńı rovnic pro prostoročasovou metriku. Einsteinovy
polńı rovnice obecné relativity s kosmologickou konstantou Λ maj́ı tvar

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν

kde Rµν je Ricciho tenzor, R skalárńı křivost, gµν metrika, Λ kosmologická
konstanta, Tµν tenzor energie-hybnosti, G a c představuj́ı gravitačńı kon-
stantu a rychlost světla (ty jinak pokládáme rovny 1). Těchto 10 rovnic je
možno analyticky vyřešit pouze pro několik speciálńıch př́ıpad̊u.

Předmětem našeho zájmu jsou vakuová řešeńı, tedy rovnice s nulovou
pravou stranou, která budou popisovat prázdný prostor. Rovnice dostávaj́ı
tvar

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 0 (2.1)

Zúžeńım přes oba indexy

R − 4
1

2
R + 4Λ = 0

je možno naj́ıt vztah mezi R a Λ

R = 4Λ (2.2)

z čehož mimo jiné plyne, že Ricciho skalárńı křivost R je konstanta. Tvar
rovnic se ještě zjednodušš́ı na

Rµν −
1

4
Rgµν = 0 (2.3)
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To je ovšem jedna z podmı́nek pro čtyřdimenzionálńı prostor konstantńı
křivosti. Lze tedy ř́ıct, že prostory konstantńı křivosti jsou řešeńım vakuových
Einsteinových polńıch rovnic s kosmologickou konstantou. Jak již bylo uká-
záno, (2.3) neńı podmı́nkou postačuj́ıćı pro konstantńı křivost. K tomu je
nutno přidat nulovost Weylova tenzoru a proto dostáváme: Vakuová řešeńı
Einsteinových rovnic s kosmologickou konstantou budou prostory konstantńı
křivosti tehdy a jen tehdy, když budou konformě plochá. Podle znaménka Λ
lze d́ıky vztahu Λ a R prostory konstantńı křivosti rozdělit do tř́ı skupin:

1. R = 0 Minkowského prostoročas

2. R > 0 de Sitter̊uv prostoročas

3. R < 0 anti-de Sitter̊uv prostoročas

2.2 De Sitter̊uv prostoročas

De Sitter̊uv prostoročas je vakuové řešeńı Einsteinových polńıch rovnic s ko-
smologickou konstantou, které má pozitivńı konstantńı křivost. Riemann̊uv
tenzor křivosti zde dostává tvar

Rλµνκ =
R

12
(gλνgµκ − gλκgµν)

a R > 0. Konstanta křivosti je

K =
R

12
=

Λ

3

Dı́ky konstantńı křivosti lze rovnou ř́ıci, že se bude jednat o prostor kon-
formně plochý. Již v́ıme, že maximálně symetrický prostor je jednoznačně
zadán svou konstantńı křivost́ı a počty kladných a záporných vlastńıch č́ısel
metriky. Prostor konstantńı křivosti tedy jednoznačně udává maximálně sy-
metrický prostor. Pro nalezeńı metriky nyńı lze využ́ıt teorie maximálně
symetrických prostor̊u. Konstrukce obecného prostoru křivosti K zač́ınala
tak, že jsme uvažovali plochý (N + 1) rozměrný (N bude nyńı 4) prostor.
Uplatńıme to, že se budeme pohybovat v prostoročase, a zvoĺıme v konstrukci
za

Cµν = ηµν

T́ım jsme vlastně provedli transformaci souřadnic tak, aby měla N +1 dimen-
zionálńı metrika diagonálńı tvar a zvolili znaménka vlastńıch č́ısel. Již bylo
vidět, že metrika gµν pro náš čtyřrozměrný prostoročas a Cµν maj́ı stejná
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znaménka vlastńıch hodnot, tedy hledáme maximálně symetrickou metriku
se třemi kladnými a jedńım záporným vlastńım č́ıslem. Metriku

ds2 = Cµνdxµdxν +
K(Cµνx

µdxν)2

(1 − KCρσxρxσ)

potom lze zapsat jako

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 +
K(−tdt + xdx + ydy + zdz)2

(1 − K(−t2 + x2 + y2 + z2))
(2.4)

Pro námi zkoumaný př́ıpad je K > 0 a lze přej́ıt k jiným souřadnićım pomoćı

t =
1

K
1

2

[

Kr′2

2
cosh(K

1

2 t′) + (1 +
Kr′2

2
) sinh(K

1

2 t′)

]

~x = ~x′exp(K
1

2 t′)

kde r′2 = x′2 + y′2 + z′2

Poté (2.4) přejde na tvar

ds2 = −dt′2 + exp(2K
1

2 t′)(dx′2 + dy′2 + dz′2) (2.5)

Odstrańıme čárky a dosad́ıme za

K = R/12 R = 4Λ

č́ımž konečně dostáváme

ds2 = −dt2 + exp(2

√

Λ

3
t)(dx2 + dy2 + dz2) (2.6)

Právě tato metrika bývá nejčastěji spojována se jménem de Sitter, jenž byl
prvńı, kdo se j́ı zabýval. V této metrice je samotný prostor plochý, zakřivený
je až prostoročas. Dı́ky jednoduchému tvaru metriky lze př́ımým výpočtem
ověřit, že splňuje Einsteinovy vakuové rovnice s Λ.

Poznámka: Tvar metriky je stejný, jaký se použ́ıvá pro
”
steady state”

kosmologii, kterou se zabývali Bondi, Gold a Hoyle. V tomto modelu se
předpokládá, že prostor je nejen homogenńı a izotropńı, ale jev́ı se stejně
i ve všech časových okamžićıch. Jak se prostor rozṕıná, muśı zde docházet
ke kontinuálńımu vzniku hmoty, aby tlak z̊ustával konstantńı. Vzhledem
k současným pozorováńım se tento model jev́ı jako nepravděpodobný. Význam-
nou oblast́ı užit́ı (2.6) je inflačńı kosmologie, která je na ńı de facto založena.
V obou př́ıpadech lze konstantu křivosti chápat jako kvadrát Hubblovy kon-

stanty a exponencielu jako poloměr vesmı́ru, který roste jako exp(
√

Λ
3
t).
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2.3 De Sitter̊uv prostoročas jako nadplocha

v plochém prostoru

Zaj́ımavé je zjistit, jakým zp̊usobem bude prostor s metrikou (2.6) zanořen
do plochého prostoru vyšš́ı dimenze.

Metriku maximálně symetrického prostoru jsme konstruovali v plochém
prostoru. Bylo též vidět, že čtyřrozměrný prostoročas nenulové konstantńı
křivosti bude nadplochou a bude mı́t tvar hyperkvadriky. Tvar variety rovněž
dostaneme dosazeńım Cµν = ηµν do konstrukce. Uvažujme proto 4-rozměrnou
hyperkvadriku v plochém 5-ti rozměrném prostoru s metrikou

ds2 = −dv2 + dw2 + dx2 + dy2 + dz2

(K je kladné a znaménka tedy odpov́ıdaj́ı konstrukci). Rovnice variety po
dosazeńı za Cµν dostane tvar

−v2 + w2 + x2 + y2 + z2 = α2 (2.7)

kde α je konstanta, kterou jsme označili K− 1

2 a je tedy kladná. Otázka zńı,
jak parametrizovat varietu (2.7), abychom dostali metriku (2.6)? Zavedeme
parametrizaci

v = α sinh(
t

α
) +

r′2

2α
e

t

α

w = α cosh(
t

α
) − r′2

2α
e

t

α (2.8)

~x = ~x′e
t

α

kde r′2 = x′2 + y′2 + z′2. To, že jde o parametrizaci hyperboloidu, se ověř́ı do-
sazeńım do (2.7). Nyńı lze př́ımým výpočtem spoč́ıtat metriku hyperboloidu
při této parametrizaci jako

gµν =









ftft ftfx′ · · ·
fx′ft fx′fx′ · · ·

...
...

. . .









kde např. ft je 5-vektor derivace (∂v
∂t

, ∂w
∂t

, . . . , ∂z
∂t

) parametrizace a skalárńı
součin provád́ıme v plochém prostoru pomoćı metriky η′

µν = diag(−1, 1, 1, 1, 1).
T́ımto výpočtem nám vyjde právě metrika (2.6), přičemž

α =

√

3

Λ
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což odpov́ıdá výše uvedeným vztah̊um. Popisovaný prostor lze proto znázornit
jako 4-rozměrný jednod́ılný hyperboloid zanořený v plochém prostoru dimenze
5, který je lokálně popsán prostorově plochou metrikou (2.6). Souřadnice,
v nichž má metrika tento tvar, nesou název standartńı synchronńı. Právě
tento hyperboloid bývá označován jako varieta de Sitterova prostoročasu.

Poznámka: Bereme-li v konstrukci K záporné, lze obdobným zp̊usobem
znázornit anti-de Sitterovo řešeńı pro zápornou konstantńı křivost jako dvou-
d́ılný hyperboloid o rovnici

−v2 − w2 + x2 + y2 + z2 = −α2

v 5-ti dimenzionálńım plochém prostoru o metrice

ds2 = −dv2 − dw2 + dx2 + dy2 + dz2

přičemž nyńı je −α2 = K−1, a tedy α =
√

− 3
Λ

Sečteme-li v (2.8) v + w = αexp( t
α
), zjist́ıme, že naše parametrizace ne-

popisuje celý hyperboloid, nýbrž pouze tu část, kdy v + w > 0. V této para-
metrizaci bude souřadnicová śıt’ vypadat jako na obrázku A.2. Vyjádřeńım

t′ = α ln(
v + w

α
) ~x′ =

α~x

v + w
(2.9)

lze studovat daľśı vlastnosti parametrizace. Plochy konstantńıho času jsou
zde popsány v+w = konst. a t → −∞ plochou v+w = 0. Tato polovina hy-
perboloidu je právě oblast́ı, na ńıž je popsán

”
steady state” model a modely

inflačńı kosmologie. Tyto prostory ovšem nebudou geodeticky úplné v minu-
losti, viz [4]. K tomu, abychom mohli souřadnou śıt́ı pokrýt celou varietu, je
nutno bud’ zavést jinou parametrizaci, nebo zavést druhou souřadnou śıt’.

Polož́ıme-li v rovnici hyperboloidu v = v0 = konst. a převedeme na dru-
hou stranu, dostaneme

w2 + x2 + y2 + z2 = α2 + v2
0

což je rovnice tř́ırozměrné koule S3 s poloměrem (α2 + v2
0)

1

2 . Prostor proto
bude mı́t topologii S3 × R.

Abychom popsali celou de Sitterovu varietu a t́ım i celý prostoročas byl
geodeticky úplný, je třeba zavést jinou parametrizaci hyperboloidu pomoćı
globálńıch synchronńıch souřadnic (t, χ, ϑ, ϕ).
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v = α sinh(
t

α
)

w = α cosh(
t

α
) cos χ

x = α cosh(
t

α
) sin χ cos ϑ (2.10)

y = α cosh(
t

α
) sin χ sin ϑ cos ϕ

z = α cosh(
t

α
) sin χ sin ϑ sin ϕ

Opětovným napoč́ıtáńım fundamentálńı formy této parametrizace dostaneme
metriku tvaru

ds2 = −dt2 + α2 cosh2(
t

α
)
[

dχ2 + sin2 χ(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)
]

(2.11)

Souřadnicová śıt’ je znázorněna na obrázku A.1. Singularity pro tyto souřad-
nice

χ = 0 χ = π ϑ = 0 ϑ = π

jsou stejné povahy jako u polárńıch souřadnic. Mimo tyto singularity souřad-
nice pokrývaj́ı celý prostor pro

−∞ < t < ∞ 0 ≤ χ ≤ π 0 ≤ ϑ ≤ π 0 ≤ ϕ ≤ 2π

a metrika (2.11) popisuje celý de Sitter̊uv prostoročas. Plochy konstantńıho
času odpov́ıdaj́ı plochám konstantńı souřadnice v. Při pohledu na rovnice pa-
rametrizace zjist́ıme, že plochy konstantńıho času budou koule S3 konstantńı
kladné křivosti o poloměru α cosh( t

α
). S rostoućım časem proto bude prostor

skutečně expandovat.
Poznámka: Podobnou parametrizaćı lze źıskat metriku anti-de Sitterova

prostoročasu ve tvaru

ds2 = −dt2 + α2 cos2(
t

α
)(dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2))

která ovšem nepokrývá celý prostor. Ten je pak pokryt souřadnicemi (t, r, θ, φ),
zadanými jako

v = α cosh r sin(
t

α
)

w = α cosh r cos(
t

α
)

x = α sinh r cos θ

y = α sinh r sin θ cos φ

z = α sinh r sin θ sin φ
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pro které má metrika statický tvar

ds2 = − cosh2 rdt2 + α2dr2 + α2 sinh2 r(dθ2 + sin2 θdφ2)

−∞ < t < ∞ 0 ≤ r < ∞ 0 ≤ θ ≤ π 0 ≤ φ ≤ 2π

Jak již bylo v obecnosti řečeno, prostor konstantńı křivosti bude kon-
formně plochý. K tomu bychom se jistě dostali již z metriky (2.6) trans-
formaćı souřadnice t. Měli bychom ovšem parametrizovanou pouze polovinu
prostoročasu. Konformně plochou metriku na celé de Sitterově varietě lze
zavést užit́ım parametrizace hyperboloidu jako (η, x′, y′, z′):

v =
1

2η
(α2 − η2 + x′2 + y′2 + z′2)

w = α
x′

η

x = α
y′

η
(2.12)

y = α
z′

η

z =
1

2η
(α2 + η2 − x′2 − y′2 − z′2)

kde −∞ < η, x′, y′, z′ < ∞. Tyto souřadnice popisuj́ı celý hyperboloid, me-
trika prostoročasu nabývá tvar

ds2 =
α2

η2
(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2) (2.13)

a je evidentně konformńı s plochou metrikou. Pokud bychom nyńı přešli
k (t, x′, y′, z′), jednoduše přetransformovali

η = αexp
(

− t

α

)

(2.14)

a využili vztahu K a α dostali bychom p̊uvodńı metriku (2.6)

ds2 = −dt2 + exp(2
t

α
)(dx′2 + dy′2 + dz′2) (2.15)

která ovšem pokrývá pouze polovinu variety. To neńı překvapuj́ıćı, nebot’ se
vlastně jedná o složeńı (2.12) a (2.14), kterým dostaneme parametriaci (2.8).
Je odtud ale vidět, že je možné pokrýt i druhou polovinu variety. K tomu je
ovšem třeba zavést jinou souřadnicovou śıt’ (t̃, x′, y′, z′) pomoćı

η = −αexp

(

− t̃

α

)

přičemž metrika bude opět (2.15).
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2.4 Daľśı vyjádřeńı de Sitterova prostoročasu

Existuje celá řada zp̊usob̊u jak zapsat metriku de Sitterova prostoročasu.
Sám de Sitter použ́ıval množstv́ı vyjádřeńı, mezi nimiž přecházel třeba i po-
moćı komplexńıch transformaćı souřadnic. Nejednou se v minulosti stalo,
že bylo nalezeno řešeńı Einsteinových rovnic, o němž se později ukázalo, že
odpov́ıdá bud’ celému, nebo alespoň části řešeńı de Sitterova. To je zřejmě
d̊usledkem vysokého stupně symetrie tohoto prostoru. V následuj́ıćım uvedu
pouze některá vyjádřeńı, daľśı jsou k nalezeńı např́ıklad v [5].

Souřadnice, se kterými se lze často setkat, jsou Schwarzschildovy souřad-
nice (t, r, ϑ, ϕ), v nichž je metrika statická, sféricky symetrická.

v =
√

α2 − r2 sinh
(

t

α

)

w =
√

α2 − r2 cosh
(

t

α

)

x = r cos ϑ (2.16)

y = r sin ϑ cos ϕ

z = r sin ϑ sin ϕ

Tyto souřadnice pokrývaj́ı pro

−∞ < t < ∞ 0 ≤ r ≤ α 0 ≤ ϑ ≤ π 0 ≤ ϕ ≤ 2π

pouze část celé variety. Metrika de Sitterova prostoročasu ve své statické
podobě pak má tvar

ds2 = −
(

1 − r2

α2

)

dt2 +

(

1 − r2

α2

)−1

dr2 + r2(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (2.17)

Na pokryt́ı celého hyperboloidu potřebujeme celkově 4 souřadnicové mapy,

kdy je třeba
√

α2 − r2 nahrazovat ±
√

| α2 − r2 | a 0 ≤ r ≤ α, respektive
α ≤ r < ∞. Metrika má v těchto souřadnićıch singularitu v r = α a pro
takové r existuje kosmologický horizont.

Provedeńım transformace r = α sin r′ v (2.16) je možno dostat daľśı
vyjádřeńı de Sitterova řešeńı, konkrétně tedy (t, r′, ϑ, ϕ)

v = α cos r′ sinh
(

t

α

)

w = α cos r′ cosh
(

t

α

)

x = α sin r′ cos ϑ (2.18)

y = α sin r′ sin ϑ cos ϕ

z = α sin r′ sin ϑ sin ϕ
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a metrika nabývá tvar

ds2 = − cos2 r′dt2 + α2dr′2 + α2 sin2 r′(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (2.19)

přičemž souřadnice opět pokrývaj́ı pouze část variety.
Poznámka: Einstein p̊uvodně do svých rovnic zavedl kosmologickou kon-

stantu Λ proto, aby zachoval možnost statického vesmı́ru. Pro určité Λ = Λcrit

skutečně statické řešeńı existuje. Metrika tohoto řešeńı má tvar

ds2 = −dt2 + dr2 + sin2 r(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)

Vrat’me se ke globálńım synchronńım souřadnićım. Zavedeńım konformńı
časové souřadnice

η = 2 arctan
(

e
t

α

)

metrika (2.11) dostane tvar

ds2 =
α2

sin2 η

[

−dη2 + dχ2 + sin2 χ(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)
]

(2.20)

De Sitter̊uv prostoročas je d́ıky tomu konformńı části Einsteinova statického
vesmı́ru pro 0 ≤ η ≤ π.

Poznámka: Podle kosmologického principu předpokládáme, že náš vesmı́r
je homogenńı a izotropńı. To tedy znamená, že 3D-prostor považujeme za ma-
ximálně symetrický podprostor prostoročasu. Prostor těchto vlastnost́ı bývá
označován jako Friedmann-Robertson-Walker̊uv (FRW). 3D-prostor jako ta-
kový bude mı́t konstantńı křivost K a jeho vlastnosti budou záviset na
znaménku této křivosti. Vhodnou volbou souřadnic lze K normalizovat tak,
viz [3], že bude rovno 1,0 nebo −1 a metrika bude mı́t tvar

ds2 = −dt2 + A2(t)(dχ2 + B2(χ)(dθ2 + sin2 θdφ2))

přičemž A je nějakou funkćı času a pro B plat́ı

B(χ) =











sin χ když K = 1, χ ∈ 〈0, π〉
χ když K = 0, χ ∈ 〈0,∞)
sinh χ když K = −1, χ ∈ 〈0,∞)

(2.21)

Metrika (2.6) de Sitterova prostoru má poté tvar FRW metriky pro K = 0
(pouze nutno x, y, z přetransformovat do sférických souřadnic), zat́ımco (2.11)
odpov́ıdá FRW pro K = 1.

Daľśı souřadnice, které jsou někdy už́ıvány, jsou (t−1, χ, ϑ, ϕ). Metrika
v nich nabývá FRW tvaru pro K = −1, proto t označ́ıme indexem −1. Jsou
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zadány jako

v = α sinh
(

t−1

α

)

cosh χ

w = α cosh
(

t−1

α

)

x = α sinh
(

t−1

α

)

sinh χ cos ϑ (2.22)

y = α sinh
(

t−1

α

)

sinh χ sin ϑ cos ϕ

z = α sinh
(

t−1

α

)

sinh χ sin ϑ sin ϕ

Metrika může být vyjádřena jako

ds2 = −dt2−1 + α2 sinh2
(

t−1

α

)

(

dχ2 + sinh2 χ(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2)
)

(2.23)

Pro

−∞ < t−1 < ∞ 0 ≤ χ < ∞ 0 ≤ ϑ ≤ π 0 ≤ ϕ ≤ 2π

souřadnice opět pokrývaj́ı pouze část variety. Toto vyjádřeńı bylo už́ıváno
právě de Sitterem.

Homogenńı, obecně anizotropńı, kosmologické modely bývaj́ı rozlǐsovány
podle Lieových algeber grup symetríı, které metrika připoušt́ı. Tyto mo-
dely mohou být proto klasifikovány podle svých vlastnost́ı do tř́ıd Bianchi
I až IX. Mimoto rozlǐsujeme Kantowski-Sachs modely. Bianchiho typy maj́ı
3-dimenzionálńı grupy symetríı, K-S modely 4-dimenzionálńı. Námi zkou-
maný prostoročas má značný stupeň symetrie. Tou se budu zabývat dále.
Nyńı však prozrad́ım, že ho lze zařadit do tř́ıd Bianchi I, V, VII a IX.
Např́ıklad souřadnice (tB, zB, ϑ, ϕ) zadané jako

v = α sinh
(

tB
α

)

cosh ϑ

w = α cosh
(

tB
α

)

cos zB

x = α cosh
(

tB
α

)

sin zB (2.24)

y = α sinh
(

tB
α

)

sinh ϑ cos ϕ

z = α sinh
(

tB
α

)

sinh ϑ sin ϕ
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parametrizuj́ı Bianchi III homogenńı anizotropńı formu de Sitterovy metriky

ds2 = −dt2B + α2 cosh2
(

tB
α

)

dz2
B + α2 sinh2

(

tB
α

)

(dϑ2 + sinh2 ϑdϕ2) (2.25)

Kantowski-Sachs metrika

ds2 = −dt2K + α2 sinh2
(

tK
α

)

dz2
K + α2 cosh2

(

tK
α

)

(dϑ2 + sin2 ϑdϕ2) (2.26)

reprezentovaná souřadnicemi (tK , zK , ϑ, ϕ)

v = α sinh
(

tK
α

)

cosh zK

w = α sinh
(

tK
α

)

sinh zK

x = α cosh
(

tK
α

)

cos ϑ (2.27)

y = α cosh
(

tK
α

)

sin ϑ cos ϕ

z = α cosh
(

tK
α

)

sin ϑ sin ϕ

je rovněž homogenńı a anizotropńı, ale nepatř́ı do žádné Bianchiho tř́ıdy.
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Kapitola 3

Vlastnosti de Sitterovy variety

3.1 Symetrie de Sitterova prostoročasu

Zabývejme se nyńı symetriemi de Sitterova řešeńı. Existenci izometríı, tedy
zobrazeńı prostoru do sebe, při nichž je metrika invariantńı, se povedlo převést
na hledáńı Killingových vektor̊u, které generuj́ı př́ıslušné izometrie. Námi
zkoumaný prostor má konstantńı křivost a je maximálně symetrický. Metrika
tud́ıž připoušt́ı maximálńı počet, tedy 10, nezávislých Killingových vektor̊u.
Jejich libovolná lineárńı kombinace bude opět Killingovým vektorem a bude
splňovat rovnici ξσ;ρ + ξρ;σ = 0. T́ım, co ve skutečnosti generuje infinite-
zimálńı izometrie, je lineárńı obal 10 vektor̊u. V d̊usledku toho bude grupa
izometríı 10-ti parametrická. V kapitole o maximálně symetrických prosto-
rech byl k viděńı zp̊usob, jak naj́ıt symetrie. Uvažovali jsme všechny

”
rotace”

v 5-dimenzionálńım prostoru, které zanechávaj́ı invariantńı hyperkvadriku
a samozřejmě metriku plochého 5-D prostoru. Z obecného vyjádřeńı jsme
přešli ke konkrétńımu řešeńı dosazeńım Cµν = ηµν a hledaný prostoročas
jsme tedy vnořili do prostoru s fundamentálńı formou

ds2 = −dv2 + dw2 + dx2 + dy2 + dz2

Právě invariance ploché metriky znamená, že zkoumaná grupa zachovává
invariantńı diagonálńı matici s prvky −1, +1, +1, +1, +1 a lze ji proto klasi-
fikovat jako grupu SO(1,4). Tato bývá často nazývána de Sitterovou grupou.

Poznámka: obdobným postupem lze anti-de Sitterovo řešeńı vnořit do
prostoru s metrikou

ds2 = −dv2 − dw2 + dx2 + dy2 + dz2

Tato se opět bude zachovávat při transformaćıch generovaných 10-ti para-
metrickou grupou. Grupa symetríı anti-de Sitterova řešeńı tedy bude grupa
SO(2,3).
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Prostoročas zkoumaného řešeńı má být homogenńı a izotropńı. Metriku
tud́ıž nemaj́ı ovlivnit transformace, které interpretujeme jako 4

”
translace”

a 6
”
rotaćı”. V kapitole o maximálně symetrických prostorech jsme expli-

citně určili Killingovy vektory v obecném tvaru pro libovolnou maximálně
symetrickou metriku. Konkrétně 6 vektor̊u

ξµ
Ω(x) = Ωµ

νx
ν

a 4 vektory
ξµ
α(x) = αµ[1 − KCµνx

µxν ]
1

2

Kde Ωµ
ν je matice 4 × 4 se šesti nezávislými složkami a αµ je čtyřvektor.

Toto jsou kontravariantńı vektory a jako takové se budou také chovat při
transformaci souřadnic. Pro lepš́ı interpretaci symetríı se nyńı pod́ıvejme na
konkrétńı tvar metriky de Sitterova prostoročasu.

Poměrně jednoduše je možno hledané izometrie vysledovat v souřadnićıch
(t, x, y, z), v nichž nabývá metrika tvar

ds2 = −dt2 + exp(2
t

α
)(dx2 + dy2 + dz2) (3.1)

Kontravariantńı Killingovy vektory pro tuto metriku jsou:

ξµ
(1) = (0, 1, 0, 0) (3.2)

ξµ
(2) = (0, 0, 1, 0) (3.3)

ξµ
(3) = (0, 0, 0, 1) (3.4)

ξµ
(4) = (0, y,−x, 0) (3.5)

ξµ
(5) = (0, z, 0,−x) (3.6)

ξµ
(6) = (0, 0, z,−y) (3.7)

ξµ
(7) = (−α, x, y, z) (3.8)

ξµ
(8) = (−2αx, α2exp(−2

t

α
) + x2 − y2 − z2, 2xy, 2xz) (3.9)

ξµ
(9) = (−2αy, 2xy, α2exp(−2

t

α
) − x2 + y2 − z2, 2zy) (3.10)

ξµ
(10) = (−2αz, 2xz, 2zy, α2exp(−2

t

α
) − x2 − y2 + z2) (3.11)

Ověřeńı, že se skutečně jedná o Killingovy vektory, je jen otázkou času. Stač́ı
přej́ıt k jejich kovariantńımu vyjádřeńı sńıžeńım index̊u a př́ımo dosadit do
Killingovy rovnice. Výskyt prvńı šestice nebude žádným překvapeńım. Vı́me,
že vztah mezi generátorem infinitezimálńı transformace a tokem je

ξµ =

(

∂xµ

∂ε

)

|ε=0
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Integraćı lze źıskat předpis pro transformaci. Odtud je vidět, že prvńı 3 re-
prezentuj́ı posun v souřadnićıch x, y, z. Daľśı trojice bude generovat rotace
v rovinách xy, xz a yz. Už z toho je patrno, že uvažujeme-li pouze prostor
a nikoliv prostoročas, bude tento homogenńı a izotropńı. Prostorové syme-
trie jsou zde stejné jako v Minkowského plochém prostoročase, což odpov́ıdá
tomu, že de Sitter̊uv prostoročas je v této metrice sice zakřivený, nicméně
3-D prostor je plochý. Vektor (3.8) vyděĺıme pro lepš́ı představu konstantou
−α a dostaneme (1,−x/α,−y/α,−z/α). Posun v čase bude tedy provázet
přeškálováńı prostorových souřadnic, konktrétně jejich kontrakce závislá na
ε jako exp(− ε

α
). Tato symetrie ukazuje, že i přes rozṕınáńı 3-D prostoru re-

prezentuje (3.1) kosmologický model, kde jsou všechny invarianty nezávislé
na čase. Výpočet transformaćı generovaných posledńı trojićı již neńı tak
jednoduchý. Pod́ıvejme se, jak budou vektory vypadat v souřadné soustavě
(η, x, y, z), v ńıž má metrika tvar

ds2 =
α2

η2
(−dη2 + dx2 + dy2 + dz2) (3.12)

ξµ
(1) = (0, 1, 0, 0) (3.13)

ξµ
(2) = (0, 0, 1, 0) (3.14)

ξµ
(3) = (0, 0, 0, 1) (3.15)

ξµ
(4) = (0, y,−x, 0) (3.16)

ξµ
(5) = (0, z, 0,−x) (3.17)

ξµ
(6) = (0, 0, z,−y) (3.18)

ξµ
(7) = (η, x, y, z) (3.19)

ξµ
(8) = (2ηx, η2 + x2 − y2 − z2, 2xy, 2xz) (3.20)

ξµ
(9) = (2ηy, 2xy, η2 − x2 + y2 − z2, 2yz) (3.21)

ξµ
(10) = (2ηz, 2xz, 2yz, η2 − x2 − y2 + z2) (3.22)

Význam prvńı šestice z̊ustal stejný jako v předchoźım. ξµ
(7) se transformoval na

škálováńı všech souřadnic, což ovšem metriku evidentně nezměńı. Izometrii
generovanou vektorem ξµ

(8) je nyńı možno napoč́ıtat jako

η′ =
η

(−η2 + x2 + y2 + z2)ε2 + 2xε + 1

x′ =
(−η2 + x2 + y2 + z2)ε + x

(−η2 + x2 + y2 + z2)ε2 + 2xε + 1
(3.23)

y′ =
y

(−η2 + x2 + y2 + z2)ε2 + 2xε + 1
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z′ =
z

(−η2 + x2 + y2 + z2)ε2 + 2xε + 1

Daľśı izometrie ξµ
(9) a ξµ

(10) dostaneme cyklickou záměnou x → y → z → x.
Tyto transformace uvád́ı prostorové souřadnice do vztahu se souřadnićı ča-
sovou a můžeme je proto interpretovat jako analogie Lorentzovských trans-
formaćı.

Přiložená tabulka komutačńıch relaćı dokládá, že existuje velké množstv́ı
možnost́ı jak naj́ıt 3, 4 nebo 6-ti parametrické podgrupy de Sitterovy grupy.
To je právě d̊uvod, proč je známo tak široké spektrum r̊uzných vyjádřeńı
metriky.

ξµ
(1) ξµ

(2) ξµ
(3) ξµ

(4) ξµ
(5) ξµ

(6) ξµ
(7) ξµ

(8) ξµ
(9) ξµ

(10)

ξµ
(1) * 0 0 −ξµ

(2) −ξµ
(3) 0 ξµ

(1) 2ξµ
(7) 2ξµ

(4) 2ξµ
(5)

ξµ
(2) * 0 ξµ

(1) 0 −ξµ
(3) ξµ

(2) -2ξµ
(4) 2ξµ

(7) 2ξµ
(6)

ξµ
(3) * 0 ξµ

(1) ξµ
(2) ξµ

(3) -2ξµ
(5) -2ξµ

(6) 2ξµ
(7)

ξµ
(4) * ξµ

(6) −ξµ
(5) 0 ξµ

(9) −ξµ
(8) 0

ξµ
(5) * ξµ

(4) 0 ξµ
(10) 0 −ξµ

(8)

ξµ
(6) * 0 0 ξµ

(10) −ξµ
(9)

ξµ
(7) * ξµ

(8) ξµ
(9) ξµ

(10)

ξµ
(8) * 0 0

ξµ
(9) * 0

ξµ
(10) *

Poznámka: Zaj́ımaj́ı-li nás symetrie anti-de Sitterova prostoročasu, je
dobré zvolit na varietě souřadnice (η, x′, y′, z′), obdobně jako při parame-
trizaci (2.12).

v =
1

2x′
(α2 − η2 + x′2 + y′2 + z′2)

w = α
η

x′

x = α
y′

x′
(3.24)

y = α
z′

x′

z =
1

2x′
(α2 + η2 − x′2 − y′2 − z′2)
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kde −∞ < η, x′, y′, z′ < ∞. V těchto souřadnićıch bude mı́t metrika tvar

ds2 =
α2

x′2
(−dη2 + dx′2 + dy′2 + dz′2) (3.25)

což je evidentně analogické metrice (3.12). Známe-li Killingovy vektory pro
metriku (3.12), nebude už nyńı velký problém určit Killingovy vektory me-
triky (3.25)(vynecháme čárkováńı u x, y, z).

ξµ
(1) = (1, 0, 0, 0) (3.26)

ξµ
(2) = (0, 0, 1, 0) (3.27)

ξµ
(3) = (0, 0, 0, 1) (3.28)

ξµ
(4) = (y, 0, η, 0) (3.29)

ξµ
(5) = (z, 0, 0, η) (3.30)

ξµ
(6) = (0, 0, z,−y) (3.31)

ξµ
(7) = (η, x, y, z) (3.32)

ξµ
(8) = (η2 + x2 + y2 + z2, 2ηx, 2ηy, 2ηz) (3.33)

ξµ
(9) = (2ηy, 2xy, η2 − x2 + y2 − z2, 2yz) (3.34)

ξµ
(10) = (2ηz, 2xz, 2yz, η2 − x2 − y2 + z2) (3.35)

Tyto vektory odpov́ıdaj́ı po řadě posunut́ı v čase (reprezentováno posunem
ve směru η), dvěma prostorovým translaćım (ve směrech y a z), dvěma Lo-
rentzovským transformaćım (roviny η − y a η − z), rotaci v rovině z − y
a současnému škálováni všech souřadnic. Transformace generovaná vektorem
ξµ
(8) bude vypadat následovně:

η′ =
(−η2 + x2 + y2 + z2)ε + η

(η2 − x2 − y2 − z2)ε2 − 2ηε + 1

x′ =
x

(η2 − x2 − y2 − z2)ε2 − 2ηε + 1
(3.36)

y′ =
y

(η2 − x2 − y2 − z2)ε2 − 2ηε + 1

z′ =
z

(η2 − x2 − y2 − z2)ε2 − 2ηε + 1

Izometrie generované ξµ
(9) a ξµ

(10) budou stejné jako u de Sitterova prostoročasu
a dostaneme je z (3.23) cyklickou záměnou x → y → z → x.
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3.2 Geodetiky a horizonty

V závěru bych se rád alespoň krátce zmı́nil o těch vlastnostech de Sitterova
prostoročasu, které souviśı s jeho topologickými vlastnostmi. Zaj́ımáme-li se
o geodetiky, je možno postupovat tak, že zaṕı̌seme rovnici geodetiky z me-
triky a pokuśıme se ji vyřešit integraćı za využit́ı patřičných počátečńıch
podmı́nek. Použiji však jiný postup. Zkoumaný prostoročas je izotropńı a ho-
mogenńı a tud́ıž v něm podle [5] existuje jedna časupodobná, jedna světlupo-
dobná a jedna prostorupodobná geodetika, přičemž ostatńı geodetiky z nich
můžeme dostat nějakou izometríı.

Prostorupodobnou geodetiku najdeme z metriky (2.11). Jak ṕı̌se [5], pro-
storupodobná varieta t = 0 má za geodetiky kružnice o poloměru α a jej́ı
geodetiky budou geodetikami i v plném 4-D prostoru. Všechny prostorupo-
dobné geodetiky jsou proto konečné a maj́ı délku 2πα. Plný de Sitter̊uv pro-
stor bude geodeticky úplný, polovina variety reprezentovaná metrikou (2.15)
však ne. Existuj́ı totiž geodetiky, úplné v celém prostoru, které procháźı přes
hranici v + w = 0 a jsou tedy na p̊ulce hyperboloidu neúplné.

Časupodobné geodetiky lze naj́ıt jak z (2.11), tak z (2.15) t́ım, že polož́ıme
všechny souřadnice kromě t rovny nule.

Hledejme světlupodobnou geodetiku pro (2.15) takovou, která vycháźı
z počátku ve směru souřadnice x. Tato bude mı́t rovnici

x(t) = α(1 − e(− t

α
)) (3.37)

V jiné souřadné soustavě pro metriku (2.11) můžeme dostat např́ıklad geo-
detiku

ϕ = arctan(sinh(
t

α
)) (3.38)

Zaj́ımavé je, že obě světlupodobné geodetiky maj́ı konečnou limitu pro t → ∞,
konkrétně α, resp. π

2

Zkoumejme nyńı horizonty de Sitterova prostoročasu. Budeme uvažovat
světelný kužel nějakého pozorovatele, který se pohybuje po časupodobné
geodetice. Ta může reprezentovat světočáru statického pozorovatele. V Min-
kowského prostoročase světelný kužel pozorovatele obsáhne celý prostoročas.
To však obecně neplat́ı. Hranici kužele, za kterou lež́ı události o nichž po-
zorovatel nikdy nebude moct źıskat žádnou informaci, se nazývá horizont
událost́ı. Hranice kužele ohraničuj́ıćı události, jež má pozorovatel možnost
ovlivnit, bývá označována jako částicový horizont, nebot’ rovněž představuje
hranici mezi částicemi, které kdy mohl pozorovatel spatřit (jejich světočáry
nemusely protnout světelný kužel pozorovatele). Pro homogenńı izotropńı
kosmologické modely a pozorovatele v klidu je horizont vždy koule vyv́ıjej́ıćı
se s časem. Ta je charakterizována svým poloměrem - velikost́ı horizontu.
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Z limity provedené výše plyne, že pro
”
steady state” model popsaný me-

trikou (2.15) existuje horizont událost́ı o velikosti α. Jak se vesmı́r rozṕıná,
nebude zde existovat částicový horizont.

Metrika (2.11) úplného de Sitterova prostoru je symetrická v̊uči záměně
t ↔ −t, takže pokud částicový horizont a horizont událost́ı existuj́ı, muśı si
odpov́ıdat. Jak podrobně popisuje [3], pro pozorovatele v de Sitterově pro-
storu existuje v minulosti částicový horizont (při t → −∞ dostaneme všechny
události, které je schopen ovlivnit) a v budoucnosti horizont událost́ı (pro
t → ∞ všechny události, o nichž je schopen źıskat informace). Existence
obou horizont̊u má za následek r̊uzné zaj́ımavé situace. Pokud např́ıklad
světočára částice jednou protne pozorovatel̊uv světelný kužel, bude pro něj
vždy viditelná. Na světočáře částice však existuje událost U lež́ıćı na hori-
zontu událost́ı pozorovatele. Ten nikdy neuvid́ı události lež́ıćı za U, nav́ıc pro
něj muśı uběhnout nekonečný vlastńı čas než spatř́ı U. Pro částici na druhou
stranu uběhne do události U konečný vlastńı čas a z jej́ıho hlediska neńı tato
událost nijak významná. Pozorovatel tedy vid́ı konečnou část historie částice
v nekonečném čase (nastává nekonečný rudý posuv).

3.3 Zobecněńı na N-dimenzionálńı de Sitter̊uv

prostor

V předchoźı kapitole jsme viděli zp̊usob, jakým bude de Sitter̊uv prostoročas
popsán pomoćı 4-dimenzionálńıho hyperboloidu

−v2 + w2 + x2 + y2 + z2 = α2

v plochém 5-ti rozměrném prostoru s metrikou

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1, 1)

Pod́ıváme-li se na věc čistě matematicky, nic nám nebráńı zobecnit źıskané
výsledky na prostory dimenze N .

Mějme tedy (N+1)-dimenzionálńı plochý prostor RN+1 s metrikou

ds2 = ηµνdxµdxν

kde ηµν = (−1, 1, 1, . . . , 1) a v něm uvažujme hyperkvadriku

ηµνx
µxν = C (3.39)

Pro C ≥ 0 se jedná o jednod́ılný hyperboloid a můžeme označit C = R2.
Přeṕı̌seme-li nyńı (3.39) do tvaru

(x0)2 + R2 =
N
∑

i=1

(xi)2
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a zvoĺıme t = t0 = konst. máme rovnici (N-1)-dimenzionálńı koule SN−1

s poloměrem r = ((x0)2 + R2)
2
. Pro N = 1 se jedná pouze o dva body, takže

požadujme N ≥ 2. Poté je koule SN−1 souvislá varieta a hyperkvadrika

−(x0)2 + (x1)2 + . . . + (xN)2 = R2 (3.40)

je jednod́ılný hyperboloid. N-dimenzionálńı de Sitter̊uv prostoročas DN proto
definujeme jako varietu (3.40). Z předešlého je vidět, že prostoročas DN má
topologii R × SN−1.

Zaměřme se nyńı na odvozeńı metriky DN . Abychom toho byli schopni,
je třeba zvolit vhodnou parametrizaci variety. Postupujeme obdobně jako
v odvozeńı (2.11), kouli SN−1 parametrizujeme zobecněnými sférickými sou-
řadnicemi.

x0 = R sinh(
t

R
)

x1 = R cosh(
t

R
) cos(φ1)

x2 = R cosh(
t

R
) sin(φ1) cos(φ2)

... (3.41)

xN−1 = R cosh(
t

R
) sin(φ1) . . . sin(φN−3) cos(φN−2)

xN = R cosh(
t

R
) sin(φ1) . . . sin(φN−3) sin(φN−2)

V této parametrizaci dostaneme metriku DN ve tvaru

ds2 = −dt2 + R2 cosh2(
t

R
)





N−1
∑

i=1

i−1
∏

j=1

sin2(φj)dφ2
i



 (3.42)
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Dodatek A

Znázorněńı de Sitterovy variety

v plochém prostoru

Phi=Pi/2

t=const.

zt=0

v

w

Phi=0 Phi=const.

Obrázek A.1: Reprezentace de Sitterovy variety a jej́ı pokryt́ı globálńımi
synchronńımi souřadnicemi (t, χ, ϑ, ϕ).

37



x·=const.

t=0 w

t=const.

v

x

x·=0

t=const.

x·=const.

Obrázek A.2: Reprezentace de Sitterovy variety a jej́ı pokryt́ı standartńımi
synchronńımi souřadnicemi (t, x′, y′, z′).

V obou grafech byly potlačeny dvě souřadnice, aby bylo možno varietu zná-
zornit. Každý bod hyperboloidu zde reprezentuje 2D plochu. V obrázku A.1
je touto plochou povrch koule, v obrázku A.2 rovina.
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Dodatek B

Značeńı

Literatura pojednávaj́ıćı o obecné relativitě bohužel neńı jednotná ve značeńı
a znaménkové konvenci. I malé rozd́ıly, předevš́ım při poč́ıtáńı s tenzorem
křivosti, mohou proto p̊usobit pot́ıže. Na závěr tedy uvedu několik základńıch
vztah̊u, které se v textu vyskytuj́ı.

Horńı (resp. dolńı) indexy označuj́ı kontravariantńı (resp. kovariantńı)
složky tenzor̊u (vektor̊u). Transformačńı pravidla pro kontravariantńı (resp.
kovariantńı) vektory jsou

a′µ =
∂x′µ

∂xν
aν a′

µ =
∂xν

∂x′µ
aν

Obdobně transformujeme složky libovolného tenzoru vyšš́ıho řádu, násobeńım
∂x′µ

∂xν za každou kontravariantńı složku a ∂xν

∂x′µ za každou kovariantńı složku.
Metrika Minkowského prostoročasu má v kartézských souřadnićıch tvar

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1). Obecnou metriku znač́ıme gµν a kvadrát prostoro-
časového intervalu bereme jako

ds2 = gµνdxµdxν

Vztah Christoffelových symbol̊u 2. druhu a metriky je

Γµ
νκ =

1

2
gµσ

(

∂gνσ

∂xκ
+

∂gκσ

∂xν
− ∂gνκ

∂xσ

)

Riemann̊uv tenzor křivosti

Rλ
µνκ ≡ ∂Γλ

µκ

∂xν
− ∂Γλ

µν

∂xκ
+ Γη

µκΓ
λ
νη − Γη

µνΓ
λ
κη

Ricciho tenzor
Rµκ ≡ Rλ

µλκ

Ricciho skalárńı křivost
R ≡ Rµ

µ
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