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Uvod

Cilem préce je seznamit se s diferencidlni geometrii kiivek a ukazat vyuziti jejich
mani kardiovaskularni dynamiky pomoci silové plosiny.

Prvni kapitola je vénovana diferencialni geometrii k¥ivek z klasického pohledu.
Na pocatku jsou zopakovany nékteré zakladni pojmy nezbytné k dalsimu vykladu.
V nasledujicim oddile zavedeme parametrizovanou kfivku a ukazeme, ze pro kaz-
dou regularni kiivku existuje oblouk jako pfirozeny parametr. V posledni ¢asti prvni
kapitoly definujeme pohyblivy repér a Frenettv repér, pomoci kterého posléze zave-
deme kfivosti obecné parametrizované kiivky. Nakonec dokdZeme nékolik zasadnich
tvrzeni ohledné jednoznacnosti urceni dané kiivky pomoci jejich kiivosti.

Druha kapitola se zabyva popisem kardiovaskularni dynamiky a vyuzitim né-
kterych vysledki diferencidlni geometrie kiivek k jejimu studiu. Nejprve popiseme
srde¢ni cyklus a Sifeni tlakové viny velkymi tepnami. Nasleduje popis silové plo-
Siny a jejiho nejcastéjsiho vyuziti. Ve zbylé ¢asti se budeme vénovat vyuziti silové
ploSiny pfi studiu kardiovaskularni dynamiky. PopiSeme si zpracovani namérenych
dat, kterd prevadime na kiivosti jisté kiivky parametrizované ¢asem. Ukazeme, ze
nalezené krivosti maji vztah ke studovanému procesu. Na zavér nastinime nékteré
vysledky vyzkumt, které v této oblasti v souCasné dobé probihaji.
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Kapitola 1

Zaklady diferencialni
geometrie krivek

Diferencialni geometrie kiivek a ploch ma dva aspekty. Prvni, ktery mizeme nazvat
klasickou diferencialni geometrii, se zacal rozvijet v pocatcich matematické ana-
lyzy. Zhruba Teceno, klasicka diferencialni geometrie je studium lokdInich vlastnosti
kiivek a ploch. Lokalnimi vlastnostmi myslime ty, které zavisi jenom na chovani
kiivky nebo plochy v okoli néjakého bodu. Metody pouzivané ke zkoumani téchto
vlastnosti vychazi z diferencidlniho poctu.

Druhy aspekt je tzv. globdlni diferencialni geometrie. Ta se zabyva studiem vlivu
lokélnich vlastnosti na chovani celé krivky nebo plochy.

V této kapitole se budeme zaobirat klasickou diferencialni geometrii k¥ivek. Po-
stupné si odvodime nejdtlezitéjsi poznatky v této oblasti. Jedné se predevsim o
tvrzeni o tzv. invariantech kiivek (kfivost a torze urcuji kiivku v trojrozmérném
prostoru az na piimé shodnosti jednoznacéné).

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Afinni prostor

Prostor, ve kterém se budeme pohybovat, je redlny normovany afinni prostor. Poz-
déji pri definici Frenetova repéru a kiivosti budeme potfebovat skaldrni soucin a
naSe uvahy tedy zazime na eukleidovsky prostor dimenze n.

1.1.1 Definice. Bud E neprazdnd mnoZina, E linearni prostor nad télesem 7'
Bud déle definovano zobrazeni (z,y) — 2y mnoziny E x E do prostoru F, které ma
nasledujici vlastnosti:

(i). Va, y, z € E plati 2y + y2 + 2k = g,
(ii). Vz € E je zobrazeni y — ¥ bijekci E na E.

Potom dvojici (E, E) nazyvame afinnim prostorem nad télesem T.

V dalsim zapisu nebudeme rozliSovat mezi nosnou mnozinou a samotnym pro-
storem. Symbolem F tedy budeme znaéit afinni prostor (E, E) Prvky pfidruzeného
linearniho prostoru budeme nazyvat vektory. Obvykle misto xy pisSeme x — y. Je-li
tedyh*yf:r klademey*:chh

Bud z pevné zvoleny bod v aﬁnnlm prostoru E. Potom existuje pro kazdy bod
y € E pravé jeden vektor h €E tak, ze y = = + h Budeme pouzivat nasledujici
terminologii:
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e Pevny bod z se znac¢i O a nazyva pocatek.

e Vektor h; se znadi ¥ a nazyva se polohovy vektor bodu y.

e Prvky linearniho prostoru E se také oznacuji jako volné vektory afinniho
prostoru E.

Pro libovolny bod y plati y = O + ¥.

1.1.2 Definice. Afinni prostor F je koneé¢nédimenzionalni a mé dimenzi rov-
nou ¢tslu n, je-li koneénédimenzionalni pfidruZeny linearni prostor E a mé dimenzi
n. Rikdme, Ze je dan souradny systém koneénédimenzionalniho afinniho prostoru
E, je-li ddn bod O € FE (tzv. poéatek) a baze prostoru E.

Afinni prostor dimenze n budeme znacit E™.
Je-li (O,€1,...,¢,) soufadny systém v afinnim prostoru E, potom pro kazdy
bod x € E existuje pravé jedna n-tice Cisel x1, ..., x, tak, ze plati:

n
z=0+ E Z;€;.
i=1

Cisla 21, ..., z, nazyvame souradnicemi bodu x v souradném systému (O, €, . ..

1.1.3 Definice. Afinni prostor E se nazyva normovang, je-li normovany jemu
pridruzeny linearni prostor F.

Normovany afinni prostor je metrizovatelny. Metriku zavadime vztahem

o(z,y) = llz - yll

1.1.4 Definice. Afinni prostor E nazyvame eukleidovsky, je-li pfidruZzeny linearni
prostor E eukleidovsky.

1.1.5 Priklad. Na eukleidovském prostoru R™ mame definovén ,standardni“ ska-
larni soucin volnych vektori vztahem

n
(i, 7) = Z Ui Vs
i=1

kde @ = (u1,...,un), U= (v1,...,0p).

Déle se budeme zabyvat pojmem orientace afinniho (eukleidovského) prostoru.
Orientace afinniho prostoru E je urcena orientaci jeho pfidruzeného linearniho pro-
storu E.

Na mnoziné v8ech bazi B prostoru E miizeme zavést relaci ekvivalence.

1.1.6 Definice. Dvé baze «, 3 € B jsou shodné orientovany, o = 3, pravé kdyz
matice pfechodu mezi nimi mé kladny determinant.

Vytvorime mnozinu B vsech t¥id bazi podle této ekvivalence. Snadno lze ukéazat,
Ze B obsahuje pouze 2 prvky. Prvek, do kterého patii nami pfedem vybrana béaze,
oznacime ,,+“ a ten druhy ,,—¢. Plati tedy

B: {+a7}

Touto volbou oznaceni jsme urcili, které baze budeme nazyvat kladné orientované
a které zaporné orientované.

Volbou pevné soufadné soustavy (a tim i pFislusné béze) jsme tedy uréili orien-
taci prostoru E atim potazmo i orientaci afinniho prostoru F.

1€n).
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Znadeni

V nésledujicim textu budeme pod symbolem E rozumét redlny normovany afinni
prostor dimenze n. Vétsinou budeme pouzivat jednu pevné zvolenou soustavu sou-
fadnou. Body resp. volné vektory afinniho prostoru tedy budeme charakterizovat
jejich souradnicemi ve zvoleném soufadném systému resp. prislusné bazi.
Symbolem £ budeme znagcit eukleidovsky prostor, jehoz pridruzeny linedrni pro-
stor je R™ se skaldrnim sou¢inem (ne nutné standardnim). Na tomto prostoru bu-
deme pozadovat, aby prislusna baze zvolené soustavy souradné byla ortonormaéalni.

1.1.7 Definice. Necht o(z,y) je vzdélenost bodi v eukleidovském prostoru £.
Zobrazeni h : £ — & se nazyva shodnost v £, jestlize pro kazdé dva body =,y € £
plati

o(z,y) = o(h(x), h(y)).

Lze ukézat, ze shodnosti v eukleidovském prostoru jsou tvaru h(z) = Rz + b,
kde R je ortogonalni matice (operator).
1.1.2 Teény prostor

1.1.8 Definice. Bud © € F a @ € E, potom dvojici (z,%) nazyvime tecngm
vektorem v bodé x.
Mnozina vSech te¢nych vektort s operacemi s¢itani a nasobeni ¢islem

(x,0) + (z,70) = (z,d + V); ANz, ) = (z, )

tvori vektorovy prostor, ktery znac¢ime T, E a nazyvame teécnym prostorem k E
v bodé .

Prostory T, F a E jsou izomorfni prostiednictvim zobrazeni (z, @) — @. Déle je
zfejmé, ze pro kazdé dva rizné body jsou tecéné prostory v nich disjunktni.

(Vz,y € E; x #£y) (I,ENT,E =0)

Zarovet jsou prostfednictvim zobrazeni (z, @) — (y, @) izomorfni. Tento izomorfis-
mus zadava tzv. paralelni pfenos vektoru z jednoho bodu do druhého.

V pripadé prostoru £ je Vzx tecny prostor T, € izomorfni s R™. Pomoci tohoto
izomorfismu se na T, £ prenasi operace skalarniho soucinu:

((x,ﬁ), (I, 'U)> = <1I, 77)

1.1.9 Definice. Mnozinu TE = |J, T, E nazgvame tecngm fibrovangm prosto-
rem k F.

Pfi pevné volbé soustavy soufadné je kazdy element tecného fibrovaného pro-

storu (z, @) € TF jednoznacéné uréen 2n-tici ¢isel (1, ..., Zn, U1, ..., up), kde 1, ..., 2y

jsou souradnice bodu x ve zvolené souradné soustaveé a uq,...,u, jsou souradnice
vektoru i v prislusné bazi. Je tedy ziejmé, Ze existuje bijekce mezi TE a IR?".

1.1.3 Bodové a vektorové funkce

Budeme se zabyvat zobrazenimi z podmnoziny realnych ¢isel do kone¢nédimenzi-
onalniho normovaného afinniho prostoru E resp. do jeho pfidruzeného linearniho
prostoru E.

1.1.10 Definice. Necht I C R je interval. Zobrazeni f : I — E (resp. f : I — E)
nazyvame bodovou (resp. vektorovou) funkci v E redlné proménné s defini¢nim
oborem I.
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Vzhledem k tomu, Ze jsme se rozhodli pouzivat jednu pevné zvolenou soustavu
soufadnou, mizeme pii popisu bodové (resp. vektorové) funkce f pouzivat vyjadieni
ve slozkéch.

f@) = (fr(t), ..., fult)); fi: =R, ien

Pojmy jako limita ¢i spojitost bodové (vektorové) funkce f se zfejmé prendseji na
limity ¢i spojitosti slozek f;, i € n.

Méjme I C R interval a t € I. Zobrazeni f : I — E (resp. f : [ — E) je spojité
v bodé t, pravé kdyz Vi € n jsou funkce f; : I — R spojité v bodé t.

Nyni se budeme zabyvat diferencovatelnosti bodové (vektorové) funkce. Nejprve
uvedeme definici derivace.
1.1.11 Definice. Bud I C R interval, ty € I° vnitfni bod I a f zobrazeni I —

E (E). Existuje-li limita lim;_,, ﬁ(f(t) — f(to)), nazveme ji derivaci zobrazeni

f v bodé€ ty a oznacime ji f'(to), resp. %(to).

Derivace bodové (vektorové) funkce f v bodé je tedy vektor z pfidruZzeného
linedrniho prostoru E. Na mnoziné bodu, ve kterych existuje derivace zobrazeni
fiI— E(E), je definovano nové zobrazeni [’ : t — f'(t) z I do E, coz je, na jistém
podintervalu definiéniho oboru (pokud existuje), vektorova funkce. Na vektorovou
funkci f’ mtzeme opét aplikovat definici 1.1.11. Takto Ize definovat derivace druhého
fadu a indukci derivace vyssich fadi.

Dale je zfejmé, ze f méa v bodé ty derivaci, pravé kdyz existuji derivace funkci
fi(to), Vi € i a plati:

fl(tO) = (f{(tO)v R f'rlL(tO))

Indukci dostaneme podobny vztah i pro derivace vyssich radu.

1.1.12 Definice. Necht I C R je otevieny interval, f : [ — FE (E) ape N
Reknéme, ze zobrazeni f je p-krdt spojité diferencovatelné, nebo ze je tridy
CP, je-li jeho p-t4 derivace spojitd v kazdém bodé intervalu I. Zobrazeni f je tridy
C®, je-li tridy C? pro kazdé pfirozené cislo p.

1.2 Parametrizovana krivka

Parametrizovanou kfivku bychom mohli jednodusSe definovat jako spojité zobrazeni
intervalu I do kone¢nédimenzionalniho normovaného afinniho prostoru E. Pozada-
vek spojitosti se vSak ukazuje jako nedostateény vzhledem k urcitym vlastnostem
kfivky. Mohou tak napft. vzniknout kfivky, u kterych nelze urcit délku. Lze ukazat,
Ze tyto ,,patologické” vlastnosti se odstrani, budeme-li pozadovat diferencovatelnost
zobrazeni f.

1.2.1 Definice. Bud I C R otevieny interval ap € N, p > 1. Zobrazeni f : [ — E
tHidy CP nazyvame otevrenou parametrizovanou krivkou tridy CP. MnozZina
bodu f(I) v E se nazyva obraz krivky f.

Proménna ¢ se nazyva parametrem kiivky. Pokud bychom chtéli krivku definovat
na polouzavieném nebo uzavieném intervalu, pouzijeme nasledujici definici

1.2.2 Definice. Necht f : [a,b] — E je zobrazeni takové, Ze zizeni f na |a,b|
je tiidy CP,p > 1 a v krajnich bodech a a b existuji konecné limity f*)(a) =
limyq, fO@) a fOb) =1limy_,_ fO(t) pro 1 <i < p. Potom f nazjvame para-
metrizovanou krivkou tridy CP.

Obraz kfivky bude v tomto pripadé definovan stejné. V krajnich bodech uzavte-
ného intervalu jsme tedy rozsifili pojem derivaci i-tého fadu ve smyslu prislusnych
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jednostrannych derivaci. Podle predpokladu p > 1 je parametrizovana ktivka dife-
rencovatelnd v kazdém bodé svého definiéniho oboru I (libovolny interval). Toho
vyuzijeme k zavedeni pojmu regularity.

1.2.3 Definice. Bod t € I se nazyvé reguldrnim bodem parametrizované kiivky,
pokud f(t) # 0 a staciondrnim bodem v opaéném piipadé. Parametrizovana
kiivka f tfidy CP se nazyva regularni parametrizovanou kvivkou tridy CP,
pravé kdyz je regularni v kazdém bodé ¢ € I.

1.2.4 Priklad. Méjme bod = € E a nenulovy vektor ¥ € E. Miizeme definovat
zobrazeni f : R — FE jako f(t) = z + tv. Dostali jsme tedy otevienou parametrizo-
vanou kiivku, kterou nazyvame primkou se smérovgm vektorem . Je ziejmé,
Ze piimka je regularni v kazdém bodé (f’ = 7).

Dale se budeme zabyvat skutecnosti, ze zména parametru nezmeéni ,,geometricky
tvar® obrazu kiivky. Z tohoto diivodu si zavedeme pojem difeomorfismu otevieného
intervalu.

Reknéme, Ze zobrazeni ¢ : |a,b[ — |c,d[ je difeomorfismus tridy CP, pravé
kdy# ¢ je bijekce a ¢ i ¢! jsou t¥idy CP.

Pokud budeme v dalsim textu fikat, ze néco je tfidy CP, budeme tim automaticky
myslet p > 1.

1.2.5 Definice. Necht f: ]a,b[+— E a g:|c,d] — E jsou dvé oteviené parametrizo-
vané kiivky tfidy CP. Difeomorfismus ¢: Ja, b[ — ]c, d[ tfidy CP takovy, ze f = goo,
se nazyva zménou (transformaci) parametru od g k f. Pokud ¢ > 0 na]a, b,
tikame, Ze zachovavad orientaci.

Rozsifenim pojmu difeomorfismus miZzeme zavést zménu parametru také pro
parametrizované kiivky, které nejsou oteviené.

Pomoci zmény parametru resp. zmény parametru zachovavajici orientaci zave-
deme na mnoziné parametrizovanych kiivek tiidy CP relaci = resp. =. Je ziejmé,
ze relace = je ekvivalence. Z vlastnosti derivace slozeného a inverzniho zobrazeni
plyne, Ze i = je relace ekvivalence.

1.2.6 Definice. Trida ekvivalence = parametrizovanych kfivek se nazyva krivka v
E. Tt¥ida ekvivalence = parametrizovanych kiivek se nazyva orientovand krivka
v E.

Obraz kiivky f nezavisi ani na parametrizaci ani na orientaci a zna¢ime ho (f).

1.2.1 Délka krivky, parametrizace obloukem

1.2.7 Definice. Necht I, I’ C R, I’ C I jsou intervaly a f : [ — FE je regularni pa-
rametrizovand kiivka tiidy C?. Potom ¢islo I[(f;1') = [}, || f(t)||dt nazveme délkou
krivky na intervalu I'.

Klasicky se délka kfivky definuje jako suprémum z mnoziny délek lomenych car
piislusnych danému tseku kiivky. Dale se dokazuje, Ze pro kiivku tiidy aspon C*
je toto suprémum vzdy kone¢né (pokud I’ je omezeny) a je rovno integralu, ktery
jsme uvedli v nasi definici.

1.2.8 Definice. Necht f : I — FE je regularni parametrizovana kiivka t¥idy CP.
Jestlize || f'(¢)|| = 1, Vt € I, fekneme, Ze kiivka je parametrizovand obloukem.

UkéZzeme, Ze kazd4 regularni kiivka mé parametrizaci obloukem. Necht tedy
f I — E je regularni parametrizovand krfivka tf¥idy C? a to € I. Na intervalu [
definujme funkci s : I — R vztahem

0=/ I1f (u)lldu



14 KAPITOLA 1. ZAKLADY DIFERENCIALNI GEOMETRIE KRIVEK

Nazveme ji obloukem (p7irozengm parametrem) pfislusnym k parametrizaci f.

Z regularity kfivky plyne, ze oblouk ma v kazdém bodé t € I kladnou derivaci
s'(t) = ||f(t)]] > 0. Funkce s je tedy vzéjemné jednoznalné zobrazeni intervalu I
na interval J = s(I) (s je prosta a spojitd).

Lze ukazat, ze s : I — J je dokonce difeomorfismus tfidy C?.

Parametrizovana kiivka ¢ : J — E definovana jako g = f o ¢, kde ¢ = s71,
je (CP) ekvivalentni parametrizované kiivce f. Ptitom plati f = go s a s je tedy
transformaci parametru od g k f zachovavajici orientaci.

Few) o)
Tew) @@

Ziejmé ||g'(u)|| =1, Yu € J a g je tedy kiivka parametrizovana obloukem.

g'(u) = (fop)(u) = f(pu)y'(u) =

1.2.2 Tecéna ke kfivce, vektorové pole

1.2.9 Definice. Bud f : I — E reguldrn{ parametrizovand k¥ivka t¥idy C? atg € I.
Piimku Ty, r(s) = f(to) + sf'(t0), s € R, nazyvame tec¢nou ke krivce f v bodé
f(to). Podprostor T f = {(f(to), V)| € [f'(to)lin} prostoru Ty, nazgvime
tecngm prostorem krivky f v bod€ f(to). Vektory z Ty, f nazyvime tecngmi
vektory kiivky f v bodé€ f(ty).

Tec¢nu ke kiivce lze zavést i ve stacionarnich bodech, ale pro nase potieby je vyse
uvedena definice postacujici.

1.2.10 Definice. Zobrazeni X : E — TE, které spliuje X(p) € T,E, Vp € E,
nazyvame vektorovgm polem. Bud déle f : I — E parametrizovand kfivka t¥idy
CP. Zobrazeni X : I — TE takové, ze X (t) € Ty E, Vt € I, nazveme vektorovym
polem podél krivky f. Pokud navic plati X(t) € Ty, f,Vt € I, nazveme X
teénym vektorovgm polem podél krivky f.

Vektorové pole X podél kiivky f je zfejmé tvaru X (¢) = (f(t), z(t)), kde z(t) €
E. Pfijmeme tmluvu, Ze druhou slozku vektorového pole podél kiivky budeme
znacit malym pismem.

Rekneme, Ze vektorové pole X je tiidy CP, pravé kdyz zobrazeni x : I +— E je
t¥idy CP.

Na vektorova pole podél stejné kiivky snadno preneseme operace, které plati
pro volné vektory. Napiiklad skaldrni soucin vektorovych poli X (t) = (f(t),z(t)) a
Y(t) = (f(t),y(t)) podél kiivky f mé nasledujici smysl (X (¢),Y (¢)) = (z(t), y(t)),
zéavisi tedy na parametru ¢ € I. Podobné pfenesenim na druhou slozku zavedeme
normu a derivace.

Mé¢jme f : I — E parametrizovanou kiivku t¥idy CP. Muzeme definovat vekto-
rova pole podél f pomoci derivaci parametrizace

F®(t) = (f(t), fP @), tel, k=1,....p.

1.3 Frenetuv repér

Od této chvile se budeme zabyvat kiivkami v eukleidovském prostoru dimenze n,
ktery jsme oznaéili £ (viz 1.1.1). Skaldrni souéin volnych, vazanych vektort i vek-

torovych poli budeme znacit symbolem ,,-*.

1.3.1 Definice. Necht f : I — & je parametrizovand kiivka t¥idy C?, kde p > n
a EBi(t),...,E.(t), Ei(t) = (f(t),ei(t)) jsou vektorova pole podél kiivky f, kterd
splnuji nasledujici podminky:
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(i). Systém FEi(t),..., En(t) je ortonormalni.
.. . . s n—i v s _ vz 1
. i ey
(ii). Vektorové pole E; je tiidy C pro kazdé i = 1 n — 1 a tfidy C* pro
i =n.

Systém vektorovych poli (E1(t),..., E,(t)) nazyvime pohyblivy repér podél f.

Pohyblivy repér podél f takovy, ze pro kazdé k, 1 < k < n at € I je k-ta
derivace f¥)(t) kiivky f(t) linedrni kombinaci vektort ey (t),...,er(t), se nazjva
Frenetiv repér.

Pfedpoklad (i) lze ekvivalentné pfepsat jako
ei(t) : Ej(t) = (5@‘, Vi,j=1,...,n, Vt €I,
nebo také
Ei(t) -Ej(t) = (Sij, Vi,j=1,...,n, Vt € I.

1.3.2 Definice. Necht f : I — & je parametrizovand kiivka t¥idy C?, kde p > n.
Jestlize jeji derivace f'(t),..., 1 (t) jsou linearné nezavislé pro vSechna t € I,
nazyvame kifivku f obecnou parametrizovanou krivkou.

Obecné parametrizovana kiivka je zfejmé regularni. Ze vztaht pro derivaci slo-
zené funkce plyne, Ze vlastnost obecnosti se zachovava pfi zménach parametru. Je
tedy dobfe definovan pojem obecnd kiivka a obecnd orientovana kfivka.

Piipomeiime oznaceni F*)(t) = (f(t), f*)(t)).

1.3.3 Véta. Bud f : I — & obecnd parametrizovand kfivka tiidy CP?, kde p > n.
Potom existuje jediny Frenetav repér (F1(t),. .., E,(t)) s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i). Prokazdé k,1 < k < n—1, jsou k-repéry (FM(t), ..., F®)(t)) a (EL(t), ..., Er(t))
stejné orientovany.

(ii). (E1(t),..., En(t)) je kladné orientovan.
Tento Frenetliv repér se nazyva vgznaéng (specidlni) Frenetuv repér.

Diikaz. Uzijeme Gram-Schmidtova ortonomaliza¢niho procesu. Nejprve polozime

40
Ol

Potom postupné pro kazdé i, 2 <i < n — 1 klademe

e1(t) (1.1)

eilt) = — (1.2)

kde

i—1

&i(t) = fO) = D _(FO) - enlt))ex(t). (1.3)
k=1

N

Posledni jednotkovy vektor e, (t) doplnime tak, aby (e1(t),...,e,(t)) byla kladné
orientovana baze.

Z konstrukce a vlastnosti kiivky f plyne, Ze e;(t) je tifdy C"“prol <i <n-—1.
Protoze slozky e, (t) jsou jednoznaéné uréeny jistymi (diferencovatelnymi) funkcemi
slozek vektort e (t), ..., en(t), je en(t) tiidy C.

Polozime E;(t) = (f(t),e;(t)) pro 1 < i < n a takto ziskany systém vektorovych
poli je hledany Frenetiav repér. Jednoznacnost repéru plyne z jednoznacnosti jeho
konstrukce. O
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1.3.4 Véta. Necht f : I — & je obecnd parametrizovand kiivka t¥idy CP, kde
p>na (Ei(t),...,E,(t) je libovolny pohyblivy repér podél f. Oznaéme w;;(t) =

E!(t) - E;(t). Potom plati,
=Y wiEj(t), (1.4)
j=1

kde w;;(t) = —wj;(t). Déle existuji koeficienty c;(t) : I — R takové, ze plati

n
= ai(t)Ei(t
i=1
Je-li navic (F1(t),..., E,(t)) viznaény Frenettiv repér podél f, plati
ai(t) = ||F'(t)]], ai(t) =0proi>1
wi; =0proj>i+1

Diikaz. Systém (Ei(t),..., En(t)) tvori ortonormalni bazi. F'(t) i El(t) jsou tedy
linedrni kombinaci (E1(t),. .., E,(t)) se zndmymi Fourierovymi koeficienty. Plati

n

Ej(t) =) _(E{(t) - Ej(t))E; (D).
j=1
Derivaci vztahu E;(t) - Ej; ( ) = 6;; dostaneme w;; = —wj;.
Necht je nyni (E1(t),..., E,(t)) vyznaény Frenetiiv repér. Z dikazu predchozi

véty je zfejmé, ze E;(t) je hnearnl kombinaci F'(t),..., FO(t) a tedy FO(t) je
linedrni kombinaci Ey(t),..., E;(t).

Pole E.(t) zavisi na F'(t),..., FUFY(t) a tedy na Fy(t),...,Eiyi(t). Z této
uvahy plyne w;; = 0 pro j > ¢+ 1. Z antisymetrie w;; navic plyne w;; = 0 proi = j
aj<i—l.

Z dukazu piedchozi véty také dostdvame F'(t) = || F'(t)|| E1(t). O

Pro vyznaény Frenetiv repér (Eq(t),. .., E,(t)) tedy ve vektorovém zapisu plati
(Ei(t)a e ’E;’L(t)) = _(El(t)a e aEn(t))w(t)7

kde w(t) je antisymetrickd matice tvaru

0 w12
—Ww12 0  wos
w = —W23 0
Wn—1,n
—Wn—1,n 0

Zavislosti mezi F/(t) a F;(t) vyznaéného Frenetova repéru dané vztahy 1.4 se na-
zyvaji Frenetovy rovnice kiivky f.

1.3.5 Véta. Necht f : I — & je obecnd parametrizovana kiivka t¥idy CP, kde
p=n.

(i). Necht h : £ — & je shodnost s pfislusnou linedrni izometrii R (tedy tvaru
y = Rx +b kde R : R® — R"). Polozme f = ho f. Pak f je obecn4
parametrizovana kiivka. Pro kazdy pohybhvy repér (E1(t),...,En(t)) po-
dél f je systém vektorovych poli (E1(t),. L En(t)), kde &(t) = R(ei(t)) a
E;(t) = (f(t),é(t)), pohyblivy repér podel f Navic plati

Dij (1) = wig (1) a | E' @)l = [|F' ()]
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(ii). Necht f:J— & je parametrizovans kiivka tiidy C? a ¢ : J — I je libovolna
zména parametru od f k f zachovévajici orientaci: f = f o ¢. Pro kazdy
pohyblivy repér E = (E1(t),..., En(t)) podél f je systém vektorovych poli
E = (Ei(s),...,En(s)), kde Ei(s) = Ei(¢(s)), pohyblivy repér podél f. Je-li
navic f obecna parametrizovana kfivka, je i f obecna parametrizovana kiivka
a je-li E vyzna¢ny Frenetiv repér, je i E vyznaény Frenetiv repér a plati

wij(s) _ wij(#(s))
IE' (I [1F (o))

Dikaz. Provede se pfimym vypoctem. O

Predchozi véta nas vede k definici kfivosti tak, aby nezavisely na poloze kiivky
v prostoru ani na parametrizaci.

1.3.6 Definice. Necht f : I — & je obecnd parametrizované kiivka ti¥idy CP,
kde p > n a (Ei(t),..., En(t)) je vyznacny Frenettv repér podél kiivky f. Funkce
ki(t) : I — R definované vztahem

_ Wii4+1
PEGIN

pro 1 <i<n —1 se nazyva i-ta krivost krivky f.

Ki(t) (1.5)

Prvni a druhé kiivost se také nazyvaji kiivost a torze (zv14§té pokud se jednd o
kiivku v dimenzi n = 3).
Matici w(t) mizeme nyni pomoci k¥ivosti zapsat jako

w(t) = [F'(®)llx(),

kde
0 K12
—K12 0 K23
R = —K23 0
Rn—1,n
—KRn—-1,n 0

Matice k(t) byva nazyvéna Cartanova matice. Vztah mezi prvky Cartanovy ma-
tice a kfivostmi je tedy:

Kiit+1 = Ki, Prol1 <i<n—1, K; ;-1 = —K;, pro 2 <¢ < n, jinak k;; =0

1.3.7 Véta. Necht f : I — & je obecnd parametrizovand kiivka tiidy CP?, kde
p > n. Potom pro kazdé i, 1 <i <n —2, je k; > 0.

Diikaz. Z véty 1.3.3 vime, ze Ey (1), . .., E,—1(t) jsou linedrni kombinaci F’(t), ..., F(" =1 (t).
Proi=1,...,n—1 plati

Ei(t) = ZZ: ai; () FI(t),

kde koeficienty a;; spliiuji, a;; = 0 pro j > ¢ a a;; > 0. Invertujeme-li toto vyjadien,
dostaneme prot=1,...,n—1,
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kde b;;(t) = a;(t) > 0. Protoze FU)(t) - E;(t) = 0 pro j < i, dostavame

[ ()[|ki(t) = wizp1 () = Ei(t) - Eipa(t) = au()FD (@) - Eipa () = @aibigrirn
Proi=1,...,n— 2 dostavame tedy &;(t) > 0. O
1.3.8 Véta. Necht f: I +— £ a f I'— & jsou obecné parametrizované krlvky tridy
CP,kdep > n, s vyznacnymi Frenetovy repéry (E1(t),. .., En(t)) a (Er(t),...,En(1)).
Jestlize k;(t) = Ki(t), kde 1 < i <n—1,a | f' ()] = ||f’( )|| pro kazdé t € I, pak
existuje jedina shodnost h takova, ze

f=hof.

Diikaz. Vezméme ty € I libovolné, ale pevné. Ziejmé existuje jedind shodnost h :
& — & takova, ze ;
h(f(to)) = f(to) a R(ei(to)) = €:(to)
pro kazdé i, 1 <1i <n, kde R je linedrn{ isometrie pfislusna h (viz 1.1.7).
Polozme f = ho f. Z véty 1.3.5 vime, Ze f je také obecnd parametrizovana
kiivka a plati @;;(t) = wi;(t) a || f'(t)|| = || f'(t)]. To ndm spolu s predpoklady véty

dava
i (1) = @i(t) = wis (1) a | F' @O = 17O = £/ @)

prokazdételat,j=1,...,n
7Z konstrukce dale plyne

(e1(to), - - - en(to)) = (€1(to), - - -, En(to)) a f'(to) = f'(to).

Zavedeme funkci 6(t) vztahem

Z le:(t) — &)lI* = Z[éi(t) —&(t)] - [ei(t) — &(t)]. (1.6)

Protoze w;; = w;; = 0, po derivaci vztahu 1.6 ziskame

n

§'(t) =2 [est) — &t)] - [ei(t) — & —22 et )+ &(t) - &(t)]-

i=1

Daéle vyuzijeme Frenetovy rovnice (pro jednoduchost vynechdme ¢):
n n n
! t):fQZ Zwijéi~éj+2wijéj~éi =
i=1 [j=1 j=1
n n n n
=—2) D wifi & —2) D wjiti & =

i=1 j=1 j=11i=1

n n n n
:7222(#1‘]’(2"6] ZZ wei~éj:0

i=1 j=1 =14
Funkce 6(t) je tedy konstantni, a protoze 5(t0) = 0, je rovna 0 vSude na I. To je

podle 1.6 mozné jediné, pokud e; = é; pro kazdé .
Z toho plyne

FO=IFOle) = 17 Ole) = F'@),

takze rozdil f'(t) — f'(t) je konstantni. V bodé& ¢, se ale rovnaji a proto se rovnaji
vSude na I. o
Celkem tak mame f = f = ho f a diikaz je dokoncen. O
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1.3.9 Véta. Necht k1(t), ..., kn—1(t) jsou funkce definované na otevieném intervalu
]a, b obsahujicim bod 0 takové, ze k; je tiidy C" "l proi=1,...,n—1ar;(t) >0
proi=1,...,n—2 a vSechna t €]a, b[. M&me d4le libovolny bod = € £ a libovolnou
kladnou ortonormalni bézi (V1,...,V,) prostoru T,€.

Potom existuje jedina obecnd parametrizovand kiivka f :]a, b[— & t¥idy CP, kde
p > n, jejimz parametrem je oblouk, takové, Ze jeji kiivosti jsou pravé k1 (t), . .., kn—1(t),
f(0) = z a v§znaény Frenettv repér spliiuje E;(0) = V; pro kazdé i.

Diikaz. Dukaz provedeme pro pripad, ze £ je eukleidovsky prostor se standardnim
skalarnim soucinem.

Pii parametrizaci obloukem plati mezi Cartanovou matici «(t) a matici w(?)
rovnost x(t) = w(t).

Ozna¢me X (t) matici, jejiz sloupce jsou tvofeny vektory ej(t),...,e,(t) resp.
jejich slozkami. Frenetovy rovnice miZzeme zapsat v kompaktnim tvaru jako

X'(t) = — X (£)s(t) (1.7)

Jednd se o systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODE) pro nezndmé slozky ez
vektora e;. Oznacme V matici, jejiz sloupce jsou tvoreny vektory wvi,...,v, kde
V; = (z,v;). Pocateéni podminku volime dle pfedpokladt véty jako

X(0)=V. (1.8)
7Z teorie diferencialnich rovnic vime, Ze systém 1.7 s pocatecni podminkou 1.8 méa
na intervalu ]a, b[ jediné feSeni X ().

Ukézeme, ze matice X (t) je ortogondlni, a tedy Ze systém ey(t),...,en(t) je
ortonormalni. Aby tomu tak bylo, musi platit
X)X T(t) =1, Vt €la,b|. (1.9)
7Z vlastnosti matic X a x dostdvame pro derivaci

XX =X'XT+X(XT)Y =-XuX ' —Xe"XT = XX+ XX =0

7 pocateéni podminky plyne X (0)X T (0) = I a podminka 1.9 je tedy splnéna.
Definujme kfivku f vztahem

Fs) =2+ /O ex(t)dt,

pro s €la, b[. Snadno lze ukazat, Ze f je hledana kiivka parametrizovana obloukem
s Frenetovym repérem X a kiivostmi k;. O
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Kapitola 2

Studium kardiovaskularni
dynamiky

Nésledkem ¢innosti srdce dochézi k pohybu krve v cévach. Srdecni kontrakce a na-
sledné $iteni tlakové viny v aorté a dalSich velkych tepnach se projevuji pohybem
celého téla. Pomoci silové plosiny miizeme tento pohyb detekovat a prevést na vi-
cerozmérny signal. Tento signal lze zpracovat metodami diferenciadlniho poctu jako
kfivku parametrizovanou ¢asem. Tuto kfivku mtzeme déle vyjadfit pomoci inva-
riantt kfivosti. Pomoci dalsi ¢asové fady, vystupu z EKG, lze pak tyto kiivosti
interpretovat ve vztahu ke skuteénému srde¢nimu cyklu.

2.1 Srdec¢ni cyklus

Za normalnich podminek tepou jednotlivé ¢asti srdce v zakonitém poradi: stah sini
(silovéa systola) je nésledovan stahem komor (komorova systola) a béhem diastoly
pak vSechny ¢tyri oddily ochabuji. Podnét k srdeé¢nimu stahu vznika ve specializo-
vané pfevodni soustavé srdce, kterou se téz $ifi na ostatni myokard (srdeéni svalo-
vinu). Pfevodni soustava zndzornéna na obrazku 2.1 je tvofena sinoatridlnim (SA)
uzlem, siflovymi meziuzlovymi drdhami, atrioventrikuldrnim (AV) uzlem, Hisovym
svazkem a jeho vétvenim a Purkynovym systémem. Riizné ¢asti pfevodni soustavy,
stejné jako pracovni myokard za patologickych okolnosti, maji schopnost spontanni
tvorby vzruchi. SA uzel vSak tvori norméalné vzruchy nejrychleji a depolarizace
se z néj rozsifi na ostatni oblasti dfive, nez se samy spontanné vybiji. SA uzel je
proto prirozeny udavatel rytmu a frekvence jeho vzruchu urcuje frekvenci srde¢nich
stahtt. Impulsy tvorené SA uzlem jsou vedeny sifiovymi drahami, AV uzlem, Hiso-
vym svazkem na obé raménka a cestou Purkynova systému ke komorovému svalu.

Zakonité usporadany proces depolarizace spousti kontrakéni vlnu, ktera se Sifi
myokardem. Systola sini za¢ina za vlnou P na EKG. Systola komor zacina na konci
kmitu R a kon¢i tésné za vinou T. Kontrakce vyvola sekvenci tlakovych a priutoko-
vych zmén v srdec¢nich dutinach a cévach, viz obrazky 2.2 a 2.3.

2.1.1 Mechanické déje v prubéhu srdec¢niho cyklu
Pozdni diastola

Na konci diastoly je mitralni a trikuspidalni (trojcipa) chlopeii mezi sinémi a ko-
morami oteviena a chlopen aortalni a pulmonéalni je uzaviena. Béhem diastoly krev
pritéka do srdce a plni sin€ i komory. Jak se komory postupné rozpinaji, rychlost

21
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akeéni napéti

v.cava sup. e ’ SAuzel

siflovy myokard

AV uzel
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, !

LAF

sinoatridini uzel
spole¢ny svazek

meziuzlové drahy
raménka

atrioventrikularni uzel — Pyrkyriova viakna

lkonorovy myokard

Histvsvazek  \\" " a =<V K o ' § [-4----2-_2____ -

pravé raménko

ECG -
Purkynova vidkna 11 | QRS 4 |y lUx L
02 04 06

levy zadni svazek
¢as (s)

Obrézek 2.1: Pfevodni soustava srdce. Typické membranové akéni napéti SA a AV
uzlu, dalSich ¢asti prevodni soustavy, sinového a komorového svalu jsou zobrazeny
spolu s elektrokardiogramem (EKG). Akéni napéti a EKG jsou na téze ¢asové ose.
LAF je levy predni svazek.

plnéni klesd a cipy atrioventrikuldrnich (AV) chlopni se pfiviraji. Tlak v komorach
pritom zlstava stale nizky.
Systola sini

Stahem sini se urc¢ité mnozstvi krve vzene do komor, avsak plnéni komor je asi
ze 70 % pasivni. Usti dutych a plicnich zil, obklopenych sifiov§ym myokardem, se
pritom zuzuji. Mala ¢ast krve se témito ziZenimi dostava zpét do zil.

Systola komor

Na zacatku systoly komor se AV chlopné uzaviraji. Myokard svym stahem stlacuje
krev v dutinéch, nitrokomorovy tlak prudce vzrusta. Tato faze se nazyva isovolu-

Pozdni diastola Systola sini Isovolumicka Komorova ejekce Isovolumicka relaxace
kontrakce komor komor

Obrazek 2.2: Tok krve v srdci a velkych cévach béhem srde¢niho cyklu. Kontrahujici
se Casti srdce jsou vyznaceny Cerné. RA, LA - prava a leva sin, RV, LV - prava a
leva komora.
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mickad (isometrickd) komorovad kontrakce a trvé asi 50 ms. Konéi ve chvili, kdy
tlak v levé komofe presdhne tlak v aorté (80 torr) a tlak v pravé komofe presdhne
tlak v plicnici (10 torr).

Otevienim aortalnich a pulmonalnich chlopni za¢ina faze komorové ejekce, ktera
trva asi 280 ms. Vypuzovani krve je zpoc¢atku rychlé a v dalsim pribéhu systoly se
zpomaluje. Nitrokomorovy tlak stoupa k maximu a pfed ukoncenim systoly o néco
klesa. Maximum tlaku v levé komofte je kolem 120 torr a v pravé 25 torr nebo méné.
Mnozstvi krve, vypuzené kazdou komorou pfi jednom stahu (systolicky objem), je
v télesném klidu 70 - 90 ml. Po skonceni systoly zustava v kazdé komore asi 50 ml
krve.

Casna diastola

Poté, co komorovy sval dosahl vrcholu kontrakce, nitrokomorovy tlak za¢ne klesat.
Tato faze trva asi 40 ms a kon¢i v okamziku, kdy je setrvacnost toku krve prekonana
a aortalni a pulmonéalni chlopné se uzaviou. P¥itom pfechodné vznikaji vibrace krve
a cév. Tlak v komorach zacne strmé klesat a nastava faze isovolumické relaxace.
Tato faze konéi okamzikem poklesu tlaku v komorach pod tlak v sinich. AV chlopné
se oteviou a umozni tak nové naplnéni komor krvi. Plnéni je zpocatku rychlé a
béhem diastoly postupné slabne.
Déje v pribéhu srdecniho cyklu jsou znazornény na obrazku 2.3.

1 2 3 4 | 5
120 Otevieni Uzavieni aortalnich Z
g > 1 /4
100 | @ortélnich | /7 “/_ chlopni ‘ y 1
. \cihl\opni\ | \ ~ \JP\\ 3 1 == Tlak v aorté
g sor "7} Rt
= 6o}
=
=
40+ ot
X\Z/avlrfm , Otevieni AV
20 AV NPT 4 chlopni n
ol ===~ |\_ ,_‘-"‘{_-__ _____ Z \._———-Tk=—-- Tlak v sinich
i oo Tlak v levé komote
= 160 L T
£ a — Objem levé komory
2 120} / " /
2,
£
O 8ot -._L. P -
™~ .
T /] 3 S_/—‘ N Elektrokardiogram
1 2 3
At Srde¢ni ozvy
(fonokardiogram)
Systola Diastola Systola

Obrazek 2.3: Déje v prubéhu srdecniho cyklu. Faze cyklu jsou oznaceny nahote
Cislem: 1 - isovolumickd kontrakce, 2 - ejekce komor, 3 - isovolumicka relaxace, 4 -
plnéni komor, 5 - systola sini.

2.1.2 Srdec¢ni ozvy

Za normalnich okolnosti je mozné slyset béhem kazdého srdecniho cyklu dvé ozvy.
Prvni je hlubs$i a o néco delsi. Je zpusobena vibracemi pfi ndhlém uzavéru sitoko-
morovych chlopni na zacatku systoly, viz obrazek 2.3. Druh4 ozva je kratsi a vyssi.
Vznika vibracemi pfi uzévéru semilunarnich chlopni tésné po skonceni systoly. Tteti
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ozva je slySet na konci prvni tfetiny diastolické faze. Je spojena s fazi rychlého pl-
néni komor. Konecné ¢tvrta ozva je slySitelna tésné pred prvni ozvou, je-li sinovy
tlak vysoky nebo u nepoddajnych komor. Je rovnéz zpusobena plnénim komor krvi.

2.2 Hemodynamika

Krev vypuzend béhem systoly do aorty nejen pohani tok krve v cévach, ale vyvola
téz tlakovou vinu, ktera se sténou cév sifi na periférii a pfi svém postupu je rozepina.
Toto rozepéti je hmatné jako puls (tep).

V misté kam dorazi tlakova vlna dojde v dusledku vzristu tlaku (systola) k
rozepnuti tepenné stény. Béhem systoly tedy dany tsek cévy zadrzuje ¢ast krve,
kterou odevzda béhem diastoly. Tento proces (tzv. arterial buffering) je zndzornén
na obrazku 2.4.

Systola Diastola

Obrazek 2.4: Arterial buffering na vzestupné ¢asti aorty.

Rychlost pulsu prenaseného tepnami je ovlivnéna elastickymi a geometrickymi
vlastnostmi tepenné stény a také hustotou krve. Vztah mezi rychlosti tlakové viny,
tlakem a pruznosti cévni stény byl formalizovan v mnoha matematickych mode-
lech. Ve vétsiné z nich je uvazovan kruhovy prufez tepny. Asi nejznadméjsi rovnice

~ry

popisujici rychlost $ifeni tlakové viny (vpwv ), je Moens-Kortewegova rovnice

9 Eh
VPwy = 50 (2.1)
kde h je tloustka cévni stény, o je hustota krve (konstantni), r je vnitini polomér a
FE je modul pruznosti cévni stény.

Na obrazku 2.5 jsou znazornény vysledky méfeni rychlosti sifeni tlakové viny v
ruznych ¢astech hlavniho tepenného systému provadéného na osobach s normalnim
a zvysenym tlakem. Tlakova vlna se v aorté u mladého ¢lovéka pohybuje rychlosti
2,5—3,5m s !. Vlastni rychlost pohybu krve, ktera na rychlosti tlakové viny ne-
zéavisi, ma v dasledku prudkych zmén tlakovych poméru pulsni charakter. Elasticita
tepen postupné prevadi pulsujici akci srdce na laminarni tok krve k télnim burikam.

Jak starneme, dochéazi ke zménam dynamiky tohoto systému. Strukturni zmény
cévni stény zahrnuji fragmentaci a degeneraci elastinu, vzrist obsahu kolagenu a
zuzovani tepenné stény. Dochézi tedy ke snizovani elasticity cév. Toto vSechno se
projevuje vzriastem rychlosti siteni tlakové viny.

Epidemiologické studie ukazuji, ze rychlost Sifeni tlakové vlny, se svoji vazbou
na elasticitu cév, je dilezity ukazatel kardiovaskularniho rizika. Na obrazku 2.6 jsou
znédzornény vysledky studie [8] tykajici se pravdépodobnosti pfeziti v zavislosti na
rychlosti tlakové viny, ktera byla provedena na pacientech s ledvinovym onemocné-
nim v koncovém stadiu.
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Obrazek 2.5: Rychlost sifeni tlakové viny (pulse wave velocity) v riznych mistech
aorty a panevni tepny. Méfeni bylo provadéno pomoci funkéni magnetické rezonance
na dvou skupinéch osob - s normalnim (normotensives) a zvySenym krevnim tlakem
(hypertensives).

Zjistovani rychlosti $ifeni tlakové viny je v praxi velmi problematickou zdleZi-
tosti. Nejprve je potieba uréit ¢asovy odstup AT, ve kterém tlakova vina dorazi do
dvou riznych mist podél své cesty. Potom se musi zjistit, jaka je mezi témito misty

vy

vzdalenost (oznacime L). Rychlost $ifeni tlakové vlny je potom déna jejich podilem.

L
VpwWy = AT (2.2)

Standardni metody pouzivané pfi urcovani téchto dvou potiebnych hodnot jsou
velmi narocné. Jejich ndroc¢nost spociva v potfebé, bud velkého zasahu do lidského
organismu, nebo velmi specidlniho (a tedy drahého) technického vybaveni.

Mezi invazivni metody patfi napf. zavadéni katetri, které v prislusSném misté
méri tlak. Neinvazivni metody jsou potom napi. funkéni magnetickd rezonance nebo
echokardiografie za pouziti dvou sond. Posledné jmenovana metoda slouzi pouze k
urceni ¢asového odstupu AT'. Vzdalenost mezi ptislusnymi body je nutné urcit jinym
zpUsobem, nap¥. pomoci (normdlni) magnetické rezonance, CT apod.

2.2.1 Vliv toku krve na pohyb lidského téla

Pii srde¢nim cyklu dochézi ke kontrakcim srdeéniho svalu, které vyvolavaji prudké
pohyby krve. Z levé komory je béhem systoly krev vytlacovana do aorty. Vznikla
tlakova vlna se Sif{ krevnim fecistém. Pfitom méni smér (napf. v aortalnim ob-

louku) a ¢asteéné se odrazi v mistech vétveni velkych tepen (napf. bifurkace aorty,
déleni panevni tepny na vnitini a zevni panevni tepnu). Tyto uddlosti jsou spojeny
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Obrazek 2.6: Pravdépodobnost celkového preziti studované populace podle rychlosti
Sifeni tlakové viny (PWYV).

s pfedavanim hybnosti mezi srdcem a krvi, a mezi tepnami a tlakovou vlnou. V sou-
ladu s principem akce a reakce se zména hybnosti jistého objemu krve nasledkem
kontaktu se srde¢ni (tepennou) sténou projevi pohybem samotné stény, tzn. celého
objektu (srdce, dany tsek tepny), ktery se pfedani icastnil. Tento pohyb se proje-
vuje drobnymi pohyby téla, které mizeme za pomoci dostatecné citlivého zarizeni
snimat. Klasickd metoda vyuzivajici tohoto efektu je balistokardiografie ([10]).

2.3 Silova plosina

Silova ploSina je zarizeni umisténé na pevném podkladu, které méri sily pusobici na
jeho svrchni desku. Jejim vystupem jsou 3 kolmé slozky vyslednice a 3 slozky mo-
mentu téchto sil vici pocatku mérené ve stejném ortogonalnim souradném systému.
Na obréazku 2.7 je znazornéna silova plosina a jeji standardni soufadny systém.

Obrazek 2.7: Standardni soufadny systém silové plosiny

Méfeni je obvykle realizovano pomoci ¢tyT senzort sil umisténych v rozich plo-
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mezi svrchni deskou a podkladem. Signély z téchto senzortu se potom prevadi na 6
vysSe popsanych vystupnich hodnot.

Na vystupu plosiny je analogovy 6-ti kanalovy signal, ktery se nejprve zesiluje
a potom prevadi do digitalni podoby. U nejnovéjsich plosin (napf. ploSiny firmy
Bertec) se digitalizace dat provadi pfimo uvnit¥ silové ploSiny a na vystupu z plosiny
je jiz plné digitalni signdl, ktery pfenosem na vétsi vzddlenosti (mezi plo§inou a
sbé&rnym PC) neztrici kvalitu. V p¥ipadech kdy je na vystupu potieba analogovy
signél se potom pouzivaji digital-analogové (D/A) pfevodniky.

Analogové zesilovace signalu z plosiny jsou vybaveny funkci automatického nu-
lovani (auto zero). Tim je umoznéno odeéist od signalu vliv rtiznych pomtcek po-
uzitych pfi méfeni (napf. zidle nebo lehatko) a dosdhnout tak plné rozlisitelnosti.

Vystup z plosiny ve formé 6-ti signalt plné neodpovida skute¢nym hodnotam
sloZek sil a momentt, a je tedy potieba provést kalibraci. Pro kazdou plosinu zvlast
je od vyrobce dodana kalibra¢ni matice, ktera umoznuje prevést vystupni signal na
skutec¢né hodnoty. Jestlize na vystupu naméiime hodnoty Fy, Fy, F., My, M,, M]
pak skute¢né hodnoty F,, F,, F,, M,, M,, M, spocitdme podle vztahu

F, F!
F, F
F. F!
Mz = C M/ ) ( 2 N 3 )
M, M,
M, M!

kde C' je matice rozmeéru 6 x 6. Kalibra¢ni matice k ndmi pouzité plosiné je

21,7891 —1,6582 —0,5048 0,0558 —0,1200 0,6807

—0,9058 18,4961 0,5648  0,9997 —0,1166 1,6683

—1,9852 —3,1859 153,3295 —0,5817 0,3908 —5,2889
0,3994 —0,4475 —0,1211 15,4285 —0,1840 0,1820
1,4528  0,8332  0,4480 —0,0879 10,8282 0,6205
0,1402  0,1686  0,4949  0,0365 0,0397  4,3869

Takto ziskané vysledky uz maji prislusny fyzikalni vyznam slozek sily a momentu
v kartézském souradném systému ploSiny. Tento standardni soufadny systém je
znazornén na obrazku 2.7. Pocatek soufadného systému je na povrchu svrchni desky
v jejim stiedu, y-ova osa je orientovana smérem od konektoru, z-ové osa mifi doleva
pfi pohledu ve sméru y-ové osy a z-ova osa sméruje dolu tak, aby byl souradny
systém pravotocivy.

Béhem vyrobniho procesu vznikaji jisté odchylky a bod O, viiéi kterému je ve
skutec¢nosti pocitana vyslednice sil a vysledny moment, je od poc¢atku standardniho
soufadného systému O trochu posunut a ma v tomto systému soutfadnice (a, b, ¢).
Poloha tohoto bodu byva zjisfovana sérii kalibraci.

Sila pusobici na plosinu vlivem kontaktu s néjakym télesem je presné opacnd
sile, kterou naopak svrchni deska ptisobi na toto téleso, kterou nazyvame reakéni
sila podkladu (ground reaction force).

2.3.1 Pusobisté tlakové sily

Silova plosina byva nejéastéji pouzivana k urcovani pisobisté tlakové sily (center
of pressure - COP) a velikosti tzv. volného momentu. Ovliviiuje-li néjaky objekt
méFici ¢ast silové plosiny (svrchni deska), miizeme tuto interakei plné popsat pomoci
vyslednice pisobicich sil v pocatku a vysledného momentu téchto sil vzhledem ke
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stejnému pocatku standardniho souradného systému plosiny. Tyto hodnoty mizeme
po jistych transformacich pfimo odecist z vystupu plosiny.

Stejnou situaci ovSem mizeme také popsat pomoci stejné vyslednice sil prene-
sené do specidlniho bodu leziciho na povrchu plosiny a vysledného momentu silovych
dvojic pusobicich na ploSinu, ktery mé pouze vertikalni slozku. Tento bod se na-
zyva pusobisté tlakové sily a moment potom volny moment. Pisobisté tlakové sily je
tedy definovédno pozadavkem, aby leZelo v pfedem urcené roviné (napf. na povrchu
plosiny) a aby vysledny moment silovych dvojic, které vznikaji pfi pfenaseni sil z
mista jejich skuteéného piisobeni do tohoto bodu, mél pouze vertikalni slozku.

Vyslednici vngjsich sil ozna¢ime F = (Fy, Fy, F.), vysledny moment silovjch
dvojic T, = (0,0,T,) a pisobisté tlakové sily P = (zp,yp,0). Snadno se ukaze [7],
Ze vztah mezi témito veli¢inami a momentem méfenym plosinou (vzhledem k bodu
0 je

M =7, x F+T, (2.5)

kde 7, = (zp — a,yp — b, —c) je vektor spojujici body O’ a P a ,x“ znaéi vektorovy
soucin.
Z této vektorové rovnice snadno vyjadiime nezndmé x,, y, a T..

M, + cF,
T, = —% (2.6)
M, — cF,
M, +cF, . M, —cF
T.o= M+ g, e S (2.8)

2.4 Meéreni toku krve pomoci silové plosiny

Silova plosina je zafizeni umoznujici s dostate¢nou presnosti detekovat drobné po-
hyby vznikajici nasledkem srdec¢ni aktivity. MéFeni se provadi za pomoci specialniho
lehatka umisténého na plosiné, na které si mérena osoba lehne, viz obrazek 2.8.

U klidné leziciho ¢loveka mé na ptisobeni téla na podlozku rozhodujici vliv prave
pohyb jeho vnitinich ¢asti. Tento pohyb je indukovan srde¢ni aktivitou a naslednym
pohybem krve v cévach. Jsou zde i jiné zdroje vnitinich pohybt jako naptiklad peri-
staltické pohyby, zalude¢ni aktivita apod. Ty jsou ale mnohem pomalejsi, nevykazuji
vzhledem k zpracovanym datim periodicky charakter, a nelze je tedy rozpoznat.

Po dobu méfeni je soucasné zaznamenavan signal z EKG a pripadné také signal
z mikrofonu, ktery snimé srde¢ni ozvy (fonokardiogram). Zéznam hodnot méfenych
veli¢in provadime pfi urcité vzorkovaci frekvenci. Namérena data je vyhodné vy-
hladit ve smyslu odstranéni vysokofrekvencénich slozek vznikajicich napt. chvénim
podlozky, které s méFenymi procesy zfejmé nesouvisi. Ziskdme tedy 6 + 1 (2) ¢a-
sovych fad. Na obrazku 2.9 je ukazka typickych dat naméfenych timto zptsobem.

7 obrazku je rovnéz patrné, Ze priméa interpretace takto namérenych dat je
problematicka. Budeme se tedy zabyvat zptisobem, jak tyto hodnoty prevést do lépe
interpretovatelné podoby. Jednou z moznosti je vyuzit metod diferencialni geometrie
kiivek.

Signaly ziskané ze silové plosiny budeme povazovat za pruméty kiivky v 6-ti roz-
mérném prostoru (RS se standardnim skalarnim sou¢inem) do standardnich soufad-
nicovych os danych smérovymi vektory 5 = (1,0,0,0,0,0),..., & = (0,0,0,0,0,1).
Definujeme tak ki¥ivku f : I — RS parametrizovanou ¢asem:

f(t) = (Fe(t), Fy(t), F=(t), M (t), My(t), M=(t)) . (2.9)
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Obrézek 2.8: Métici mistnost - silové ploSina s lehatkem a méfenou osobou je vpravo.

Kfivku budeme povazovat za dostate¢né hladkou (existuji derivace pozadovanych
fadt). V prvni kapitole jsme si ukazali, ze takova kfivka je jednozna¢né uréena po-
moci kfivosti (pozadavek obecnosti vynechdme). O kiivostech proto pfedpokladame,
ze by mohly dobre vyjadiovat proces, ktery stoji za produkovanymi daty.

V této kapitole jsme také uvedli zptisob, jakym lze pozadované kiivosti spocitat.
Nejprve sestrojime Frenettiv repér podle postupu pouzitého pifi dikazu véty 1.3.3.
Kiivosti potom uréime ze vztahu 1.5.

Pri vypoctech kiivosti nastane problém pouze v piipads, ze by derivace f’ kiivky
f byla v nékterém bodé rovna 0. V tomto bodé by tedy musely byt rovny 0 vSechny
derivace slozek sily a momentu soucasné, coz je zna¢né nepravdépodobné. V ostat-
nich pfipadech dostaneme kiivosti (prvni az ¢tvrtou) bud kladné nebo rovny nule.
Druhy pripad nastane pokud derivace kifivky nebudou linearné nezavislé.

Nalezené kfivosti nyni spojime se srdecnim cyklem. Nalezneme si ¢asy vyskytu R
viny na EKG signalu, ktery jsme zaznamendavali soucasné s daty z ploSiny. Tyto casy
budeme uvazovat za pocatky sledovanych srdecnich cykli. Délku sledovani jednoho
cyklu budeme volit napf. 1000 ms. Tyto cykly maji tedy prostiednictvim poca-
teéniho bodu pfimou souvislost se srde¢ni aktivitou. Kazdému cyklu jednoznac¢né
odpovida néjaky Casovy interval a tedy néjaky tusek kfivky, ktery je charakterizovan
spoctenymi k¥ivostmi. Pokud porovname kfivosti odpovidajici jednotlivym cykltim,
zjistime, viz obrazek 2.10 pro prvni kiivost, ze se odlisuji pouze do jisté miry, zatimco
zékladni charakteristika ztistava stejnd. Diky tomu mé smysl vypocitat primérné
kfivosti béhem jednoho cyklu.

Pokud si tyto primérné kiivosti béhem jednoho cyklu vyneseme do jednoho
grafu, jak je provedeno na obrazku 2.11, vidime, Ze polohy piki u jednotlivych
kfivosti jsou velmi podobné.

Nadale se proto se budeme zabyvat pouze interpretaci pik prvni kfivosti.
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Obrazek 2.9: Ukazka ¢asti namérenych dat. Na ose = je ¢as v ms.

2.5 Interpretace

V soucasné dobé probihd vyzkum vztahu kfivosti a kardiovaskularnich udélosti.
Bez podrobnéjsiho vykladu zde uvedeme nékteré predbézné vysledky. Prozatim byla
analyzovana data naméfend u 17 zdravych dospélych muzt. Ve vsech pripadech byl
zaznamenavan vystup ze silové plosiny a EKG, u tii osob byly také snimany srdec¢ni
ozvy. Data byla zaznamenavana po dobu 8 minut pii vzorkovaci frekvenci 1000 Hz
stejné pro vSechny signaly.

Budeme se nyni zabyvat interpretaci spoctené prvni kfivosti. Pfitom se prede-
v8im zajimame o polohy jednotlivych pikii (maxim), které jasné urcéuji néjaky cas,
spiSe nez o jejich velikost, ktera nemé ziejmy fyzikalni obsah.

Pokusime se priradit jednotlivé piky néjakym fyziologickym udalostem. Ma-li
kfivka v daném misté velkou kiivost, znamena to, Ze se v daném misté staci prudceji
nez jinde. V naem p¥ipadé tedy v takovém misté (Case) dochézi ke zméndm slozek
sil a momenti - k jistému pohybu téla. Jedné-li se o vychylku opakujici se v kazdém
srde¢nim cyklu, potom je ziejmé spojena bud s pohybem samotného srdce nebo se
zménou pohybu tlakové viny.

Interpretaci poloh jednotlivych pikt si ukazeme na prikladu primérné kiivosti
znazornéné na obrazku 2.12.

Polohy jednotlivych piku

1 Objevuje se pii uzavieni AV chlopni na poc¢atku systoly komor. K tomuto zavéru
nas vede fakt, Zze se objevuje soucasné s prvni srde¢ni ozvou, viz obrazek 2.11

a9 B

pik E5 .

2 Je spojen s isovolumickou kontrakci komor.
3,4 Tyto piky nejspiSe prislusi otevieni pulmonarnich a aortalnich chlopni.

5 Nastava zhruba v prvni tfetiné ejekce komor. Nejspise tedy souvisi s kontrakeci
srdecniho svalu. Je také mozné, Ze se jedna o okamzik, ve kterém tlakova vina
opousti usti aorty.

6 Piky v této oblasti odpovidaji priichodu tlakové vlny aortalnim obloukem.
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Obrazek 2.10: Porovnani priubéhu prvni kiivosti v jednotlivych srde¢nich cyklech.
Mista s velkou kfivosti jsou vybarvena tmavé.

7 Tato oblast pfislusi prichodu tlakové viny vétvenim v bfisni ¢asti aorty. Oddéluji
se zde velké tepny zasobujici ledviny, jatra apod.

8 Odpovida okamziku, kdy tlakova vlna dosidhne bifurkace aorty. Tento zavér mu-
zeme opfit o né€kolik pozorovani. Soucasné s timto pikem se objevuje maxi-
malni vychylka Fy, viz obrazek 2.11 pik K. Tato slozka sily souvisi v nasem
usporadani s podélnym pohybem téla. Odraz tlakové viny na bifurkaci pfitom
zpisobi pravé podélny (kaudalni) pohyb téla.

Pokud mérenéd osoba béhem meéfeni pokréi nohy, dojde ke zméné tlakovych
poméril v tepenném systému dolnich koncetin. Charakter kiivosti za timto
pikem se zna¢né zméni. Toto pozorovani je také v souladu s nasi interpretaci
tohoto piku.

O puvodu dalsich pika kiivosti, které se objevuji za hranici 400 ms, nemame
prozatim zadné informace. Je mozné, ze vznikaji oscilaci tlakové viny mezi misty v
aorté, na kterych dochézi k ¢aste¢nému odrazu.

Ukazuje se, Ze ziskané vysledky jsou reproducibilni (tzn. opakovand méfeni pro-
vedend na téZe osobé davaji pfiblizné stejny vysledek). Na obrazku 2.13 je ukazka
reproducibility u jedné z méfenych osob.

2.6 Vyznam v mediciné

Na zékladé prirazeni jednotlivych pikt kardiovaskuldrnim udalostem jsme tedy
schopni urcit, kdy presné tyto udalosti u dané osoby nastaly.
tlakové vlny, kterd tzce souvisi s vlastnostmi cévni stény. Vezmeme si dvé udélosti
spojené s §itenim tlakové viny. Dobu AT mezi témito udalostmi ur¢ime jako rozdil
poloh prislusnych pikt. Délku L musime urcit nékterou ze standardnich metod
(nejlépe neinvazivni). Vztah 2.2 ndm udéva vyslednou prameérnou rychlost mezi
témito body.

Na obrazku 2.14 jsou znézornény vysledky pribliznych vypoctd primérné rych-
losti tlakové viny v aorté pro vSech 17 méfenych osob. Za udélosti, mezi kterymi
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Obrazek 2.11: Ukazka naméfenych a spocitanych zavislosti.

byla tato rychlost poc¢itana, byly voleny udalosti spojené s piky 5 a 8. Délku aorty
mezi témito misty jsme priblizné urdili jako 70 cm. Je patrné, ze naméfena rychlost
odpovida hodnotam urcenym jinymi metodami, viz obrazek 2.5.

Pomoci spocitané kiivosti muzeme rozpoznat nékteré vady na aorté. Jako priklad
uvedeme vyskyt aneurismatu, jehoz rizné druhy jsou znazornény na obrazku 2.15.
Porovnani vysledkt zdravého ¢lovéka s normalnim prubéhem kiivosti a pacienta s
vyskytem aneurismatu v hrudni ¢asti aorty je provedeno na obrazku 2.16. Vidime,
ze do jistého okamziku, maji k¥ivosti obdobny pribéh.

Dalsi moznosti, kterou nam zkoumaéani kardiovaskularniho systému pomoci silové
plosiny nabizi, je sledovani vlivu 1ékid pisobicich na cévy. Naptiklad nitroglycerin
zpusobi ztenceni tepenné stény a zvétSeni jejiho vnitiniho prifezu. To se tedy pro-
jevi zpomalenim tlakové viny, coz zaznamename jako oddaleni nékterych pikiu v
zavislosti kfivosti na case.

Nejvétsi vihodou metody, kterou se zde zaobirame, je ovSem naprosta neinva-
zivita. Nejednd se tedy o zadny zésah do organismu, méfend osoba musi pouze po
néjakou dobu v klidu lezet.
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Obrazek 2.12: K interpretaci poloh jednotlivych pikii.
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Obrézek 2.13: Ukazka reproducibility ziskanych vysledki.
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Obrézek 2.14: Ptiblizna rychlost sifeni tlakové viny v aorté.
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Obrézek 2.15: Ruzné druhy aneurismatu v aorté.
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Obréazek 2.16: Porovnani kiivosti u ¢lovéka bez aneurismatu a s aneurismatem.



Z.aver

Analyza casovych fad produkovanych silovou plosinou, pfi urc¢ité konfiguraci méfeni,
se zda byt velmi perspektivni metodou ke zkoumani kardiovaskularni dynamiky.
Pfi zpracovani naméfenych dat vychazime z teorie diferencidlni geometrie kiivek.
Vystup z casové plosiny bereme jako kiivku v 6-ti rozmérném prostoru a metodou
pohyblivého repéru pocitame jeji k¥ivosti. Ukazali jsme, ze tyto kiivosti maji jisty
vztah k srdeénimu cyklu a navazujicimu Sifeni tlakové vlny ve velkych tepnach. O
jaky vztah se jedna, je predmétem probihajicich vyzkumt, jejichz nékteré zavéry
jsme zde prezentovali.

7 1ékarského hlediska se jedna o zajimavou metodu mezi jejiz vyhody patii pre-
devsim Setrnost k pacienttim. S jeji pomoci 1ze urcovat rychlost Sifeni tlakové viny,
coz je jeden ze zakladnich ukazateli stavu velkych artérii a tedy kardiovaskularniho
rizika. Prabéh kiivosti také indikuje nékteré patologické zmény aorty, napt. vyskyt
aneurismatu. V neposledni fadé muze byt zkouman vliv 1ékt ptisobicich na cévy.
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