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Kapitola 1

1.1 Uvod

Tato prace se zabyva zdkladnimi typy dualit v teorii pole. Dualitou se mysli
ziskan{ v jistém smyslu dualni akce k akci puvodni z niZ rovnice odvozené
jsou bud’ fegitelné nebo alespoii fesitelné snadnéji, ne# rovnice dané variac{
akce pivodni. Akce se mysli v "Lagrangeové-Hamiltonové” smyslu. Price je
napsana ve formalismu diferencialnich forem.



Kapitola 2

2.1 Dualni transformace (Hodge star)

Méame-li varietu M o dimenzi m s metrikou ¢, pak existuje izomorfismus
mezi Q" (M)a Q""" zvany Hodgeuv operator. Definujme nejdfive totdlné
antisymetricky tenzor ¢ :

+1 kdyZ (g1 ... pm) je sudd permutace
Eptopm = 8 —1 kdyz (p1...pm) je lichd permutace (2.1)

0 jinak.

Hodgeuv operdtor je linedrni zobrazeni * : Q" (M) — Q™~" jehoz akce na
bazickych vektorech Q" (M) je definovana :

*(datt Ndzt? AL N dat) = (=) ‘_l“ql)!aﬁrl“l"fr.ymdx””l Adz" 2 AL A dztm

(2.2)
Pro 1
W= =Wy, dz? Adet AL A dat € QF(M)
r!
mame
= —¥ 7 9] w el T gVt A gt AL LA dztm (2.3)
- r'(m — T‘)' Bl S Uy 1 oV s . .



Kapitola 3

3.1 Skalarné tenzorova dualita

3.1.1 Rovnice pole a Bianchiho identity
Uvazme akce .
kde P/ = do, ¢ € C*(M) = QO(M), M = (R*,n)
Sy = /F A+ F (3.2)
kde I'=dA, A € Q*(M).
Rovnice pole a Bianchiho identity pro Sy jsou:
dx F=dx F,dz" =0, dF = F,dz" =0 (3.3)

ve slozkach:
0" (¢) =0, 0, F"P (¢) = 0.
Rovnice pole a Bianchiho identity pro S4 jsou:
d+ F = d* F,,,dz" Adz” Adz” = 0, dF = Fy,,dz" Ndz” Adz? =0 (3.4)
ve slozkach: ) )
0 " (A) =0, 0 " (A) =0.

7 rovnic vidime, %e Bianchiho identity pro pole A jsou totoZné s rovni-
cemi pole ¢ a Bianchiho identity pro pole ¢ jsou totoZné s rovnicemi pole A.
Vskutku existuje obecny postup jak ukazat 7e tyto dvé akce ddvaji stejné
fyzikalni vysledky. Uvazme takzvanou rodi¢ovskou akci od akce S4:

S = / (4317 A 17 = b6 A dF), (3.5)

kde skaldrn{ pole ¢ je Lagrangeiv multiplikdtor, I je nezdvislé pole (F #
dA). Variaci této akce vzhledem k poli ¢ dostaneme:

§p:  dF =0. (3.6)



vidime tedy, ze pole F' spliiuje Bianchiho identitu (rovnice 3.4). Tedy F se
dé pséat jako F' = dA kde A € Q%(M). Dosazenim zpét do rodicovské akce
(rovnice 3.5)a volbou @ = 3; dostaneme akci S4 (3.2).

Abychom ukdzali ekvivalenci (3.5) a (3.1) uvazme znovu rodi¢ovskou

akci S s jiz zvolenou hodnotou a = %

SF¢ = /(ﬁ’/\ * I — bqﬁ/\dﬁ).
Variac{ této akce vzhledem k poli F dostaneme
Sk : * = gdqb (3.7)

Dosazenim tohoto vyrazu zpét do rodicovské akce (3.5) dostaneme volbou
b =2 akci S4(3.1).

Timto jsme pomoci rodic¢ovské akce Sr 4 ukdzali vzdjemnou dualitu akef
Sy a Sa (tato akce viak neni dana jednoznaéné). Tyto dvé akce tedy déavajf
stejne fyzikalni vysledky, ale fyzikalni popis je din ruznymi poli. Charak-
teristickym znakem této konstrukce je, Ze rovnice pole pfechdzeji na Bian-
chiho identity a naopak.

3.1.2 Kalibraéni invariance

Nyni ukdZeme jinou konstrukci dudlnich teorif. M&jme znovu akci

Se = %/d¢/\*d¢.

Tato akce mé globalni symetrii, je invariantni viuéi posunuti ¢ — ¢ + ¢.
Kalibrujeme tuto symetrii pomoci pole V;

dé — Dp = dp+V, (3.8)

po dosazeni mame

S¢ = Spv = %/D(b/\ x D (3.9)

Viuéi lokdlni transformaci,(¢ = (z)), v8ak tato akce uz invariantni neni, a
proto musime transformovat i pole V. Lokaln{ transformace tedy je

b(z) = ¢(z) +e(z), Viz)=V(z) - de(z), (3.10)
a forma D¢ piejde na tvar Do = dé + V a akce S(g V= %f Do A %D ui
vuci lokalnim transformacim invariantni je.
Méjme akci Sy v (3.9) a piidejme k nf vyraz, ktery zajisti, Ze pole V
bude ¢isté kalibra¢ni

Sw :a/A/\W, (3.11)
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kde W =dV, A € Qo(M). Variaci akce Sy podle A dostaneme
SA:  W=0=V=d\ (3.12)

Mizeme vybrat kalibraci A = 0 nebo pfedefinovat ¢ = ¢ + A, pak bychom
dostali akei Sy. Nebo variaci vyrazu Sy v + Sw podle pole V dostaneme

5(S4v + Sw) : V=axF—do, F = 2dA. (3.13)

Dosadime-li tento vysledek zpét do akce Sy v + Sw ziskame

1
Ssv+Sw 5/112(—1)1#/\*11‘

+/aAA(ad*F—dd¢)
1
:/(—§a2F/\*F+a2F/\*F)
— %aQ/F/\ * . (3.14)

Vybérem kostanty a = /2 vidime, 7e Se.v +Sw — Sa.
Naopak, vezmeme-li akci Sy (3.2)

1 ~ ~

Ta mé také symetrii vuéi transformaci A — A + ¢. Kalibraci této symetrie
mame

dA > DA=dA+V, V =3V. (3.15)

Potom akce piejde na tvar
Sayv = /DA/\ *DA (3.16)
Az) = A(z) + (=), V(z) = V(z) — de(2), (3.17)

Zmovu zajistime, 7e pole V bude ¢&isté kalibraéni pfidanim &lenu

Sw = —4!(1,/¢/\ W, (3.18)
kde W = dV, ¢ € QM. Variac{ této akce vzhledem k ¢

S  W=0=V=d\ (3.19)

MiiZzeme vybrat kalibraci A = 0 nebo pfedefinovat A = A + 3!\ a ziskdme
tak akci S4.



Pokud v8ak budeme varirovat Sa v + S'W podle V pak mame
§(Sav+Sw):  V=2axdp—2dA. (3.20)

Po dosazen{ zpét do akce S4 v + Sw dostdvame akci
Sav + Sw — 3ldla? / do A xdo, (3.21)

V2

kterd vybérem a = Y7

ptechédzi v akei Sg.



Kapitola 4

4.1 Elektro-magneticka dualita

4.1.1 Rovnice pole a Bianchiho identity

Nynf rozgifime skaldrné-tenzorovou dualitu na Maxwelovu teorii elektromag-
netismu.

Bud'te F tenzor elektromagnetického pole (F € Q?) a A vektorovy
étyfpotencial (A € Q'), I = dA.

Neuvazujeme-li zdroje, rovnice pole jsou:

«d* I =0 (4.1)

a Bianchiho identity
dF = 0. (4.2)

Zde zaména polnich rovnic a Bianchiho identit je ekvivalentni

F — «F, *xF — —F. (4.3)
Protoze
0 I ) Fs
—-F;, 0 By —B;
1%
F By, By 0 B, (4.4)
—-F3s By, =By 0
a
0 B By Bs
-By 0 —F3 Fy
uy
U= B, By 0 B (4:5)
—-Bs —-F; FE 0
jsou slozky forem F a *F je vidét symetrie
FE — B; B— —-F (4.6)

kterd se proto nazyva elektro-magnetickd dualita.



Zacnéme s akcl

1
kde F = dA.Bianchiho identity a rovnice pole jsou
dF =0 (Bianchiho identity) (4.8)
d+F'=0 (rovnice pole) (4.9)

Rodi¢ovska akce mé tvar
Sia :/(iF/\*F—l-aAAdF), (4.10)
kde A € Q(R*).Variaci této rodicovské akce vzhledem k A mame
0Sp A dl =0=F =dA. (4.11)
Naopak variaci vzhledem k F dostdvame
M‘:gi?F:a*G, G = dA, (4.12)
po dosazeni zpét do rodiovské akce vychazi

Sx = g*a® /G/\ *G, (4.13)

volbou konstanty ¢ = % dostdvdme dudlnf akei Sp. (A = A,g = §= é)

4.1.2 Dualita p-forem
Necht M = (RP,g), A € Q?(M). Tedy mame

1
A = HAM---Mpde A...Ndzt? (4.14)
1
dA = F(A)= —F dzh AL Ade'r (4.15)

- (p+1)! H1eeefhp41

Méjme akci

|
Sa= %/F(A) A (A). (4.16)
Rovnice pole a Bianchiho identity jsou
dF(A) = 0, (Bianchiho identity) (4.17)
dx F(A) = 0, (Rovnice pole). (4.18)



Uvazme rodicovskou akci
|
Spa = /(%F A*E 4+ (=1)P=CH[D  (p+ 2)]laA A dF), (4.19)

kde F e QP+t A € QP=P+2 Jejiz variaci vzhledem k A dostdvéme

|
SA :dF = OiFZdAi,SF’A%SAZ%/F(A)/\*F(A),(ZLQO)

naopak variaci podle I

|
SF:F = xdA= Sy — Sy = %/F(A) ARF(A). (421)

Dostali jsme tedy dualitu F'(A) ~ F(A),A & A.
Nyni ukdZeme jinou metodu konstrukce dudlnich teorii p-forem. Méjme
opét akci
!
Sa=5% / F(A) A *F(A). (4.22)
Tato akce je invariantni vuéi globalni transformaci A — A + ¢, kalibrujme
tuto symetrii pomoci pole V (V € QP+ (M))

dA - DA=dA+ YV (4.23)
a tedy akce S4 piejde na tvar
|
Sayv = / %(dA +V)A*(dA+ V). (4.24)
P#iddnim ¢lenu 5 o1
P Ll V)| LY (4.25)
2(p+1)
zajistime, 7e pole V bude ¢isté kalibraéni. Rodi¢ovskd akce potom je
p! [D—(p+2)]!
= — ) - 7.
Sava /( S A+ V) Ae(dA+ V) = o B dv) (4.26)

kde A € QP-+2)(RD ). Vyskedky pro dim(R%) = 3,4 jsou shrnuty v
nasledujicich tabulkach

d=4
P | A | Ipn Ap—(p42) | F'(A)p—p—1
0 1A | FuA) [ Aw Fyvp(A)
LAy | Fw(4) | Ay Ly (A)
2 | A | Fup(A) | A Fu(A)
d=3
Pl Ay | Foyr | Ap_(pya) | F(M)p—pi
0| A [ F.(A) A, Fo (A)
1A, | Fu(A) | A F.(N)




4.1.3 3D vektorova dualita
Necht M = (R?, g). Uvazme akci

1 9 m
Sp = 5/(m BA+B+ 2B A F(B)). (4.27)

Kde B € Q'(R? g), F'(B) = dB. Variac{ této akce vzhledem k B

1
6B:B=—+x«F. 4.28
2m * ( )

Akce Sp je dudlni k akci Sy, kterd mé tvar

-1
Sa = / () A (A) - mAN F(4)) (4.29)
(A€ QYR?, g), F(A) = dA)jejiz variaci podle A dostdvdme

SA:d+ F =mF. (4.30)

Rodicovskd akce ma tvar

Sp.a= %/(mQB/\*B—Qm(B/\F(A)+A/\F(A))>. (4.31)

Varirujeme-li Sp 4 vuci B méme

-1
§B:B=_«F. (4.32)
m
Dosazenim do Sp 4
-1
SB,A—MS'A:/(TF/\*F—TTZA/\F). (4.33)
Naopak variaci podle A
5A %F(B) — _F(A), (4.34)

a tedy
1 2
Sea = 3 (m*BA+B = 2m(BAdA+ AN dA))

- %/(MB A+B - 2m(%1B A F(B) + %B A F(B)

- %/(mQB A+B+ %B A F(B)) = Sg. (4.35)

11



4.1.4 3D dualizace z 2D hlediska

Méjme opét rodi¢ovskou 3D akci

1
Sma = /(mQB AxB = 2m(B A F(A) + AN F(A))).

kde A € QY (R3, g) B € Q'(R3, g). Rozstépime B A

(1€(1,2)

BM — (B’Lv(b)

Zadefinujme

B e Q' (R, g)

Ay — (A N).

Potom vychazi 2D-rodicovska akce

1 L. 3 3 3
B = _/<m2(BA*B+¢A*¢)—zm(BAdA+¢AdA+2MdA))

2

Variaci této akce vzhledem k B a ¢

¢

a pro dudlnf formy plati

5B B =1 an
m
1
o= —— %I,
m
*B:ld)\
m
~ 1
x¢p = —F.
m

Ae QYR ).

Dosazenim téchto ronic zpét do rodi¢ovské akce dostavame

1 9 1 1
— — % dAA —dX + (——
SB’(IS’A’A - /(m (m* /\m +( m)*

2

1 1
—2m(— x dN) AdA+ (=) < I A F+ 20N F)

1

1

Naopak variac{ rodicovské akce podle A a X vychdzi

12

1
FAN—F)
m

:5/(d)\/\*d)\—F/\*F—4m)\/\F):SA7A.

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



a pro dudlni formy plati

Dosazenim do rodic¢ovské akce

1 . . -
SB,p, AN — SB,p = 5/(’mQB A *xB +4m2¢/\ x¢ + mB A dg)

13
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Kapitola 5

5.1 Dualita c-modelu

o-model je zobrazeni z d-dimenzionalniho prostoru M do D-dimenzionalniho
cilového prostoru T

oM =T (5.1)

s akef

5= [ Gu()ie" n s, (5.2)

kde G, (¢) mé vyznam metriky na cilovém prostoru T. Rovnice pohybu
dostaneme variaci akce podle ¢

56+ = 5 Glpnudd? N 6 + (" G (6)) = 0. (5:3)

Tato rovnice se d& upravit
0 =G xdxdg” + Gy p*x (doP N xdd”) — %Gpcr,u * (doP A +do”)
= G+ dx dg¥ + 5 2 (46" N #d0")(2C 0,y — Gopy) =
*d x dot + %G“”(Gua,p + Gupo = Gopp) * (dd" A xdd”) =0,

a tedy mame

*d x do" + T8+ (doP A xd¢”) =0 (5.4)

kde Levi-Civitova konexe je
1 v
ng = §GM (Guoyp + Gupo — Gopp)- (5.5)
Vratme se k akei o-modelu

S = [ Gun(@)der nrdsr, (5.6)

14



a predpokladejme, ze pole G, md izometrii danou polem £(¢) = e#(¢) 7.

dxH
Potom tedy plati
L.G, =06 0G,,, " = (5.7)
Nyni ukdZeme, 7e tato izometrie je také izometrii akce o-modelu
5§ = / (G A A A" + 26 pde A )
_ / (G + 26,0 d6* A xds”. (5.8)
uzitim identity
1 u 1 u 1 i
§G#(D€7P) + iGyp“Uff = §G#(uvp)€ y (59)
muZzeme psat
b S = /GM(VVP)Squb“ A xdgp?
= /V(Msy)dqb“ A *dg”
=0, (5.10)

a tedy pole € generuje izometrii akce o-modelu.
Vybérem novych soutadnic,t.j.,soufadnic, ze € = 8% ziskdme rodi¢ovskou
akci tvaru

S¢,V,A:/(GOOVA*VJFQGMMA*V+G2~jd¢iA*d¢i+dVA*A), (5.11)

kde V € QY(R?,g) a A € Q*(R?, g). Variacf této akce podle A dostaneme
SA :dV =0, (5.12)
dosazenim zpét do rodicovské akce
Spva — Ss. (5.13)

Naopak variaci vzhledem k V'

SA - Vzal (dé' + (1) xdxA)  (5.14)
07
a pro dudlnf formy
(5.15)
1 .
*V = (xdo' + d x A) (5.16)
Goi
dosazenim zpét do rodicovské akce Sy va — S
S= [0t dsandeas EaeaAnds + (G - X5 nvdo)
Goo GOO
(5.17)

15



5.1.1 T-dualita

Nyni méjme o-model, ktery zobrazuje z dvoudimenzionédlntho prostoru (dim(M) =
2) do D-dimenzionalntho cilového prostoru T, dim(T) = D. Uvazme tedy
akci

5= / (G (X)X " A 5dXY = B (X)dXP A dXY),  (5.18)

kde dX € Q'(R* g) a X* jsou soufadnicové funkce na T.
Ptedpoklidejme, Ze existuje obecnd izometrie tedy transformace, kterd
ponechdva G a B invariantn{

L.Gy = LBy, =0 (5.19)

Vybérem novych soufadnic (takovych ze: 3% = ¢) piejde rodicovskd
akce na tvar

Spva = / (GooV A5V + GojV A xdd + Gioddi A +V + Giydd’ A xd?

~BojV Ad¢’ — Biod¢' NV — Byjdd' Ad¢? —dx AAV).  (5.20)
Variaci této akce vzhledem k A dostavame

5S¢,V,A dV =0V = d¢0
= SqS,V,A — 5. (5.2])

Naopak variaci rodicovské akce podle V' mame

1 1 .
0Spvn V= oo (Boix de' = o d x A = Giodd'). (5.22)

00

Dosazenim zpét do rodi¢ovské akce

~ 1
S :/(—m*d*/\/\d*/\

Bo;

+5 dx AAdg'

00
+[G7;j — Gaol (GioGoj + BiOBOj)]dW- A *d(bj

+g°id*AA*dq§i

00

+[Bij + Goy (GioBo; + BioGo;)lde’ A ¢'). (5.23)

Kde A € Q*(R?%, g),d¢" € Q'(1R?, g) a tedy
A= %Aabdf‘l A de?
g
dot = Faaqbkdf“.

16



Puvodni akce je dudlni akci
S = / (G (VX" A +dXY = By (X)dXH AdXY),  (5.24)

kde X jsou nové soutadnice na T, (¢ = %)
Porovnanim této akce s puvodni akcl dostdvame

Goo = Gaol

Goi = Gy Boi

Gy = Gy; — Gy (GioGoj + BioBo;)

B;; = By + Gy (GioBo; + BioGo;)

Boi = Gy Goi- (5.25)

5.1.2 Bosonovy O(3) model
Zacneme s akei

S = /Z“ A *X (5.26)

kde ¥ € Q'(R? ¢),X" = do® = 9,0%dz";a = 1,2,3; = 1,2. V novych
soufadnicich, které jsou dény vztahy

clc® =1

¢ = (o' +ic?)/(1+ %)

6= (o' —ic?) /(14 0°), (5.27)
a tedy

o1=(¢+¢)/(1+ ¢9)
gy =i(¢ = 0)/(1+ ¢9)

o5 = (1 - 9)(1 + 69) (5.2
mé akce tvar
S:/( ! _>2d¢A*dq3:/G 26 A *dd. (5.29)
1+ 66 i
Kde G,; se nazgvé Kihlerova struktura. Platf totiz
G yp = 005In(1+ 63) = 0,0, K (6, 3) (5.30)

kdeK (¢, ) je Kihleriiv potenciél.

17



5.2 Dualita bosonového modelu

1 2 _
S:/<1+¢¢) 19 1o,

piejdeme transformaci

Méjme znovu akci

¢ = (P1 +ip2)

= (¢1 — igo)

k redlnym soutfadnicim ¢1, ¢y ve kterjch ma tato akce tvar

S = / (;> (dqﬁl A *dfbl + d¢2 A *d(bg)

14+ ¢ + ¢

Nynf jesté pfechodem k poldrnim soufadnicim (¢, 6)

1\’ .

kde d§ — V,V € Q' (R2,g) a ¢ = dp, d € Q' (R?, g).

Rodic¢ovskd akce ma tvar

sp:/(< : )2(V/\*V+<13/\*<;3)—2>\/\d‘/>.

1+ 2

Jejiz variaci podle A

88, :dV =0=V =df

a zpétnym dosazenim do rodicovské akce mame

spﬁs:/(lj,@?) (V A*V 4 ¢ A x6).

Naopak variaci vzhledem k V
8V . V=—"xA

a pro dudlni formu

A

V =
* PSTE

kde G = 1/(1 + ¢?)?, a po dosazen{ do rodi¢ovské akce dostdvdme

: | "
S, = S :/(mdAA*dA+G¢A*¢).

18
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5.3 O(3) model s § podminkou

UvaZme akci

1

S = p /(dEi A xdY' — afo'o)dz' A de? — 0 F o dal A d2k>. (5.41)

Piechodem of — (¢, @)

o1 = (¢+)/(1+ ¢¢)
oy =i(¢ - 9)/(1+ ¢9)

o = (1- 63)(1 + 69) (5.42)
piejde akce na tvar
1 - 440 -
S = / (7(1(15/\ *kdp — —————do A *dgb) . 5.43
(1 + 607 i+ 0y 54
Dalgi transformaci ¢ = g + iy piejde tato akce na tvar
1
S = / ( dwg N xdwg + dog N xd
92(1+-¢%4-¢ﬁ)2( P wdio t o xdizo)
40 (dgo N *dpo + dpg A *dpg)
1+ 2 +¢2) ¥o '©o o ‘©o
+ 4if (tdpo N d idey A d )) (5.44)
— (% -1 . .
1+ 22 +¢?) Yo N\ ap1 ¥1 /A apo

Buscherovy pravidla jsou

Goo = Gy = g*(1+ @5+ #1)*
Gor = G&} B = 464*

G = Gi1 — Gy BioBo1 = (14 166%¢*)

9°(1+ 9§ + 1)
Boi = Gy Go1 =0 (5.45)
A tedy tato akce je dudlni k akci

14+ 166%¢*
9*(1+ ¢+ ¢1)

S = / (92(1 + @5+ ©1) deo A xddo + 809> dgo A xp1 +

d¢1 A *dqbl) .
(5.46)
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Kapitola 6

6.1 Zavér

Zavérem bych chtél zhodnotit vyhody a nevyhody pouziti formalismu dife-
rencidlnich forem pro popis zdkladnich typt dualit v teorii pole. Vyhody
pouziti tohoto formalizmu jsou hlavné v obecnosti popisu. Diferencidlni
forma je objekt invariantni vuéi transformaci soufadnic dané variety na
které dany fyzikdlni problém studujeme. V neposledni fadé mi to poslouZilo
k osvojeni a hlub&imu pochopen{ nékterych pojmi z geometrie a analyzy na
varietach. Nevyhody spatfuji nejvice v tom ,Ze mnoho autora tohoto for-
malizmu nepouzivd, a konvence v tomto formalismu nei jednotna coz ¢teni
textu znaéné zesloZituje.
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Dodatek A

A.1 Notace a konvence

Uzivame Minkowského metriku g = diag(+1,—1,...,—1). V D=4, plati pro
Levi-Civitiv symbol e#7P7 (9123 = 1) tato pravidla

e*Ple oo = —4!

M3 ppe = —3164

" e\ o = —2!(5[“A "

eMPl ey wre = —1!5[‘35:551. (A1)
Antisymetriza¢ni pravidla jsou definovina

A[#By] =A,B,-AB, (A.Q)

toto pravidlo se dad jednoduS8e zobecnit pro vétdi dimenzi, s¢ita se pfes
v8echny permutace indexu mezi hranatymi zadvorkami s p¥islu§nym znaménkem.
Obecnd forma w € Q" (R?, g) ma tvar

1
w= ﬁwmmwdmm Adzt? AL AN datt € QT(M)

Vnéjsi derivace této formy je ddna vzorcem

1 o
do = — (_memw) dz¥ A dz™ A dz? A .. A datr
T. ar

Nékteré uzitecné relace jsou

5“’””/)8[#141,,0] = 3lerve

SO0 0uA vy = O A
5\ 8usr 0 A = 3lglr Ar, (A.3)
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