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1 Uvod

V této praci se budeme vénovat problému gradovanych kontrakei algebry sl(3, C). Predevsim
se soustfedime na tzv. Pauliho gradaci sl(3,C) a jeji gradované kontrakce. Zékladem pro
nasi tlohu je prace [1] z roku 1989. V praci [7] byly nalezeny gradované kontrakce pro prosté
Lieovy algebry nizkych dimenzi. Systémy rovnic, které tehdy bylo nutno fesit nebyly diky
nizké dimenzi téchto algeber prilis slozité. Dimenze algebry si(3,C) je ale osm a je nutno
resit soustavu 48 kvadratickych rovnic. Proto je nutno hledat jakékoliv zjednoduseni, které
by usnadnilo feSeni tohoto systému. Fundamentalni k tomuto ucelu je proto préace [6], kde
byla nalezena grupa symetrie Pauliho gradace, ze které uvidime symetrie systému rovnic.
Nejprve zavedeme pojmy gradace a gradované kontrakce. Potom budeme klasifikovat
v8echny tzv. jemné gradace pro prosté Lieovy algebry. Déle se zaméfime na algebru si(n, C)
a jeji Pauliho gradace. Po zakladnich definicich gradovanych kontrakci budeme uvazovat
gradované kontrakce sl(3, C) odpovidajici Pauliho gradaci. NapiSeme systém rovnic, ktery je
v tomto piipadé nutno fesit. Pak se budeme snazit co nejvice systém zjednodusit a za pouziti
grupy symetrie ho co nejelegantnéji vytesit. Nelze tvrdit, ze uvedeny postup vyuzivajici relace
ekvivalence indukované grupou symetrie na neznamych je pravé tim nejjednodussim, presto
vede k cili a znacné zjednodusuje nutny vypocet. Navic znalost systému feseni mtize pomoci
k hledani jednodussich postupii. Na zavér alespon zacneme diskusi jednotlivych feseni, jejich
normalizovatelnost a disledky, které z toho plynou pro gradované kontrakce.



2 Definice gradaci Lieovych algeber

Uvedme nejprve zékladni pojmy a definice tykajici se gradace. Uvazujme L poloprostou
Lieovu algebru nad télesem komplexnich ¢isel C. Dimenze £ miize byt kone¢né i nekonecna.
Rozklad Lieovy algebry na direktni soucet jejich podprostort L;,i € I

L= (1)
iel
se nazyva gradace Lieovy algebry L, prave kdyz plati
(Vi,j € I)(3k € I)([Li, L] € Ly). (2)

Symbolem [£;, £;] zde rozumime linearni podprostor generovany prvky, které vzniknou ko-
mutaci vSech prvkt z £; s prvky z £;. Podprostory £;,i € I se pak nazyvaji gradacni
podprostory.

Gradace Lieovy algebry tésné souviseji s grupou jejich automorfismti. Pripomenme, zZe
regularni linedrni zobrazeni g na L, tzn. g € GL(L), je automorfismus na £ pokud plati

g[X, Y] =[9X, gY] (3)
pro vsechna X,Y € L. Ozna¢me symbolem Aut £ grupu vSech automorfismt na L.
Nékteré gradace jsou mezi sebou vzajemné tizce spojeny. Pokud I' : £ = @, L; je

gradace L, pak pro libovolny automorfismus g € Aut L je také

[:L= @g(ﬁi)

gradace £. Takovéto dvé gradace I’ a I se nazjvaji ekvivalentni.

Gradace I' : £ = @,.;L; je zjemnéni gradace I:L= EBjEJ £~j pokud pro vsechna
1 € I existuje 57 € J takové, ze L; C £~j. Zjemnéni se nazyva vlastni pokud je mohutnost
mnoziny [ vétsi nez mohutnost mnoziny J. Gradace, pro kterou neexistuje vlastni zjemnéni
se nazyva jemna. Pokud jsou vSechny grada¢ni podprostory jednodimenzionélni nazyva se
gradace nejjemnéjsi .

Vlastnost (2) definuje binarni operaci na mnoziné I. Pokud je [£;, £;] = {0}, mlzeme k
zvolit libovolné. V [1] je dokdzéno, Ze tuto indexovou mnozinu I s touto bindrni operaci 1ze
vnorit do abelovské aditivni grupy G. Pak samoziejmé plati

[ﬁi, [,]] g £i+j kde j, k,j + ke G. (4)

Pak fikame, ze Lieova algebra je gradovana grupou G, G-gradovana. Grupé G fikame
gradaéni grupa.

Vezméme nyni g € Aut £ diagonalizovatelny. Necht X a Y jsou vlastni vektory g odpo-
vidajici (ur¢ité nenulovym) vlastnim ¢&islim A a p, takze plati

gX =2X, gY =uY.



Pak vidime, ze
gIX,Y] = [gX,gY] = [ X, Y].

tj. [X, Y] je bud vlastni vektor piislusny k vlastnimu éislu Ay, nebo nulovy vektor. Tedy plati
[‘CM Eu] C ‘CAM'

To znamena, ze rozklad £ na direktni soucet vlastnich podprostorti diagonalizovatelného
automorfismu g je gradace, tj.

L= @ Ker(g — \;id), (5)

el

kde I je mnozina vlastnich hodnot g. Pokud vezmeme dalsi diagonalizovatelny automorfismus
h, ktery komutuje s g, existuji spole¢né vlastni vektory (resp. podprostory), které urcuji
novou (stejnou nebo jemnéjsi) gradaci. Timto zptusobem kazda mnozina diagonalizovatelnych
vzajemné komutujicich automorfismt g1, ¢o, ..., ¢ € Aut L urcuje gradaci.

Maximalni ve smyslu inkluze mnozina diagonalizovatelnych vzadjemné komutujicich au-
tomorfismii je podgrupa v Aut £ a nazyvd se MAD-grupa (maximal abelian group of
diagonable automorphisms). Obracené dané gradace (2) uréuje podgrupu Diagl’ C Aut £
obsahujici takové automorfismy g € GL(L), které zachovavaji I', tzn. g(£;) = L;, a navic
jsou diagonalni,

gX =\X VXel;,iel,

kde \; # 0 zéavisi pouze na g ai € I. V [1] je dokdzana dileZité véta, kterd pro prosté Lieovy
algebry determinuje vSechny jejich jemné gradace.

Véta 2.1. Necht £ je koneénédimenzionalni prosta Lieova algebra nad algebraicky uzavie-

nym télesem charakteristiky nula. Pak gradace I' je jemné, pravé kdyz Diag [ je rovna nékteré
MAD-grupé.

Klasifikaci jemnych gradaci prostych Lieovych algeber jsme tim pfevedli na klasifikaci
MAD-grup v Aut L. ProtozZe klasické prosté Lieovy algebry jsou podalgebrami gi(n,C) vy-
Setfujme nyni MAD-grupy v grupé Aut gl(n, C). Po ptidani dalsich podminek z nich obdrzime
MAD-grupy ostatnich algeber. Automorfismy gl(n, C) mohou byt napsany jako kombinace
automorfismi vnéjsich a vnitinich. Pro vSechna X € gl(n,C),

vnitfni automorfismy maji tvar
Ady X =A'XA pro A€ GL(n,C); (6)
vnéjsi automorfismy maji tvar

Outy X = —(A'XA)" = Out;Ad,X, kde A€ GL(n,C). (7)



Vlastnosti automorfismi v MAD-grupach budeme chtit dale pfevést na vlastnosti odpo-
vidajicich matic v GL(n,C). Vlastnosti vnitinich a vnéjsich automorfismi jsou shrnuty v
nésledujicim tvrzeni z [2]:

Tvrzeni 2.2. Necht A, B,C € GL(n,C). Pak plati
(1) Ady4 je diagonalizovatelny automorfismus, pravé kdyz je matice A diagonalizovatelna.

(2) Vnitini automorfismy komutuji, tj. Ads Adp =Adp Ada, pravé kdyz existuje ¢ € C
takové, ze

AB =qBA, kde ¢ spliuje ¢" =1. (8)
(3) Outc je diagonalizovatelny, pravé kdyz matice C'(CT)~! je diagonalizovatelna.
(4) Vnitini a vnéjsi automorfismy komutuji, tzn. Ady Oute =Oute Ady, pravé kdyz
ACAT = rC

Protoze Ad,4 = Ad4 pro a # 0, lze ¢islo r normovat k 1.



3 Pauliho gradace

Predpokladejme, ze G C Aut gl(n,C) je MAD-grupa bez vnéjsiho automorfismu. Uvazme
mnozinu odpovidajicich matic v GL(n,C)

G:={Ae€GL(n,C)|Ad,y € G} 9)
Pak samozrejmeé plati
G=AdG:={Ad, |AcG} (10)

Podle bodi (1) a (2) tvrzeni 2.2 je G maximalni mnozina diagonalizovatelnych matic z
GL(n,C) takova, ze pro vSechna A, B € G je AB = q(A, B)BA. To néas vede k néasledujici
definici. Podgrupa diagonalizovatelnych matic G C GL(n,C) se nazyvd Ad-grupa pokud

(i) Provsechna A, B € G je komutator q(A, B) = ABA~!B~! nenulovy nésobek jednotkové
matice, tzn. lezi v centru Z = {al,|a € C\ {0}} € GL(n,C)

(ii) G je maximalni ve smyslu inkluze, tzn. (VM ¢ G)(3A € G)(q(A, M) ¢ Z).

Kazdé MAD-grupé v Aut gl(n, C) bez vnéjsiho automorfismu, které nas dale budou predevsim
zajimat, prislusi podle vztahu (9) Ad-grupa v GL(n,C) a analogicky obracené podle vztahu
(10) kazdé Ad-grupé v GL(n,C) piislusi MAD-grupa bez vnéjsiho automorfismu.

Abychom mohli popsat Ad-grupy v GL(n,C) zavedme néasledujici oznaceni. Podgrupu
GL(n,C) tvofenou regularnimi diagonalnimi maticemi ozna¢me D(n). Definujme také speci-
alni k£ x k matice

Qr = diag(l,wk,wi, . ,wllj_l),

kde wy = exp(27i/k), a matici

010 0 0
0 01 0 0
Pk: : ..
000 -+ 01
100 --- 00

Pro k =1 polozme @1 = P, = (1). Pro matice P, Q) plati
PQr = wpQr B (11)
takze splituji rovnost (8) pro ¢ = wy. Koneénou podgrupu GL(k, C) fadu k* definovanou
I, = {wiQLP) |4,5,1=0,1,...  k—1}. (12)

nazveme Pauliho grupou. Ad-grupy v GL(n,C) charakterizuje nasledujici véta z [3].



Véta 3.1. G C GL(n,C) je Ad-grupa, pravé kdyz G je konjugovana k nékteré z koneénych

grup
I, ® - @I, @ D(n/m ...7s),

kde my,... ,ms jsou mocniny prvocisel a jejich soucin 7;...7s déli n, s vyjimkou pfipadu
I, ® - @I, ® D(1).

Pozndmka 1. Podgrupy H;,H, C G jsou konjugované pokud existuje ¢ € G takové, ze
H, = gHyg™' = {ghg™! |h € H,}. Konjugované Ad-grupy piislusi konjugovanym MAD-
grupam a ty davaji ekvivalentni gradace.

Nas bude zajimat pfipad, kdy Ad-grupa je pravé IL,,. Pfislusnda MAD-grupa v Aut gl(n, C)
je ziejmé fadu n? (matice lisici se konstantou davaji podle (6) stejné automorfismy)

Nejjemnéjsi gradace gl(n, C) pfislusné této MAD-grupé je podle [5] ddna

gln,C)= @ L., (14)

(r,8)EZnXZn
kde L5 := {X,s}in a
X,o = Q,"P,° (15)

Tato gradace je nejjemné&jsi, tzn. viechny podprostory jsou jednodimenzionalni a je jich n? =
dim gl(n,C). O tom, ze (14) je gradace se presvédéime pfimym vypoctem (vynechdvame
explicitni znac¢eni dimenze u matic P,, @, i symbol pro operaci mod n)

[era Xr’s’} — QTPSQT’PS/ N QWPSIQTPS — (wsr’ N WTS/)XT_,’_T,/’S_’_S/ (16)
kde jsme pouzili, ze vzhledem ke vztahu (11) plati
PSQ?" — ws?”QT’PS (17)

Takze nase gradacni grupa G je rovna aditivni abelovské grupé Z, x Z, s operaci souc¢tu
po slozkach (mod n). Zasadni pro nas je si vSimnout, ze vysledkem operace (16) neni nikdy
matice Xqo ; podminky r + 7" modn =0, s+ s modn = 0 implikuji v rovnosti (16)

[XT'S7X—T'—S] =0- XOO - {O}
Protoze pro vSechny matice X,; kromé Xy, plati
tr X, =0, (r,s)# (0,0)

miZzeme tvrdit, Ze téchto n? — 1 matic tvoii gradaci algebry sl(n,C):

sl(n,C) = @ Los (18)

(r,8)EZyn xZnp\(0,0)



4 Gradované kontrakce Lieovych algeber

Zabyvejme se nejprve obecné definici gradované kontrakce. Méjme Lieovu algebru £ grado-
vanou grupou G, tzn. plati vztahy (1) a (4). Pro klasifikaci gradovanych kontrakci se nam
bude hodit nasledujici znaceni; urcuje, ktery komutéator [£;, £;] je nulovy nebo nenulovy.
Tuto informaci nese matice k := (k;;) definovana

ki, =0 pokud [L;, L;] = {0}, (19)
ki, =1 pokud [L;, L;] # {0}.

Matice k je symetricka a samoziejmé také plati
[;CZ', ,C]] Q /fjk‘ci—i-j kde j, k’,] + keG. (20)

Gradovanou Lieovu algebru (1) s vlastnosti (20) pak budeme explicitné znacit L£".
Definujme nyni na £ (resp. na odpovidajicim vektorovém prostoru V') zobrazeni |, |,
které je bilinearni a plati predpis

[z, y]n = vijlz,y] pro x € L;, ye L v;€C. (21)
Z bilinearity | , |, plyne, Ze jej podminka (21) urc¢uje na celém V. Déle vidime, Ze plati
(L, £5ln = 7ii[Li, £5] C vijhijLivs = €55 Lt (22)

kde jsme zavedli tzv. kontrakéni parametry ¢;; vztahem (nescita se)
€ij 1= Vijhij (23)

Pokud je £7 := (V,[, ].) Lieova algebra, nazyva se gradovana kontrakce algebry L*.
Mizeme tvrdit, Ze kontrahovani zachovava gradaci, protoze pak evidentné také plati (novy
komutator se lisi o nasobek), ze

=L (24)

1eG

je gradace L°.

Pokud mé byt £° Lieova algebra, musi parametry v;; resp. €;; spliovat jisté podminky.
Jak jsme fekli, musi byt matice k symetrickd (z antisymetri¢nosti | , |). Pfedev$im zde mame
dalsi podminky pro [ , |, vyplyvajicis Jacobiho identity. Tyto podminky a jejich FeSeni budou

Definujme zvlastni maticové skladani e po slozkach, tj. pro dvé matice k = (k;), v = (7i5)
definujme matici € := (g;;) vztahem (23), piSeme ¢ = « @ . Pak zfejmé také matice v, e jsou
symetrické, tzn. plati

K=k, =7y, & =¢ (25)



Vhodna matice € urc¢uje tedy gradovanou kontrakci. Samoziejmé bychom chtéli aby matice
méla co nejjednodussi tvar, napt. sklddala se z jedni¢ek a nul (pokud je to mozné), a pfitom
vysledna gradovana kontrakce byla izomorfni s ptvodni. Neboli chceme vySetfit t¥idy izo-
morfnich gradovanych kontrakci. To je (zatim) obecné pro nas nefesitelna loha. Formulovat
ji ale muZzeme jiz nyni: dvé gradované kontrakce Lieovy algebry £ a L€ budou izomorfni,
pokud existuje f € GL(L) takové, ze

flzi,z;]n = [fxi, fr;le pro vSechna x; € L;, x; € L;, (26)
kde
[%'7 %’]n = %’j[l‘i, $j] E=70K (27)
(i, vjle = Yij[zi, x5 E=F ek

Priklad 1. Uvedme jednoduchy, ale dilezity piiklad takového izomorfismu. Pokud vezmeme
diagonalni zobrazeni, tj. zobrazeni h definované

hx; =a;x; 1€ G, x; € L;, a; € C, q; 7& 0, (28)

pak h € GL(V) a z rovnosti ekvivalentni (26) mame, ze

_ ~ a;a4 o
Yijlzi, 2] = (24, 24]0 = W [hay, hajle = Fij—2[2s, ;] pro viechna z; € L;, x; € L;.

Qitj
(29)

Z ¢ehoz vidime, Ze pokud pro parametry 7;;,7;; plati v;; = Ji; ijf resp. pro odpovidajici
itj
matice € rovnost

a;Q;

(30)

e=aec kde o:=(wj); a; =
Qitj
pak vztah (26) plati pro zobrazeni h, tj. kontrakce £¢ a L® jsou izomorfni. Pak fikdme, Ze
kontrakce € vznikla renormalizact kontrakce €.

Pokud tedy mame danou algebru £ a jeji pevnou gradaci L, ptejme se jak vypadaji
podminky, které musi splilovat matice v resp. matice €. Matice v a ¢ se lisi pouze tim, ze
na téch pozicich (4, j), kdy [£;, £;] = {0}, jsou v matici € nuly a v matici v obecné prvky,
které nas v podstaté nezajimaji. To je dano tim, ze bude platit [£;, £;], = {0} bez ohledu
na to, co vystupuje v matici . Vysledna zévorka tedy na téchto v;; nezdvisi a nezavisi tedy
na nich ani dalsi podminky, které od ni budeme vyzadovat (tj. aby to byla Lieova zavorka).
Vénujme se tedy vyhradné matici . Mize se ovSem stét, ze plati k = (1) a tudiz v = e.
Tento pripad je nejobecnéjsi; pokud napiseme rovnice pro tento piipad budou v ostatnich
pripadech chybét nékteré nezndmé a rovnice. Vime, ze plati

81'3' = 5ji (31)



Jacobiho identita platna v £ je ekvivalentni podmince
(i, [, 2e]] + [, [, 25]] + [, [, ] = 0 (32)

platné pro vSechna z; € L;, x; € L;,x, € L a vSechna ¢, 7,k € (. Jacobiho identita musi
platit i pro gradovanou kontrakei £ (nyni stejné jako L£7):

[, [, Trlnln + [Ths [T0; Tiln]n + (25, [28, Tiln]n = 0, (33)
takze
Eig+hCiklTi, [T5, T + Enassislan, %1, 45]] + €jprinilzs, [, 23] = 0 (34)
Rovnice (32) a (34) mohou v nejobecnéjsim piipadé platit pouze tehdy, pokud
i j+kEjk = €k,i+i€ij = €j k+iCki (35)

Vsechna mozna feseni tohoto systému rovnic s ohledem na (31) dévaji mozné gradované
kontrakce £ pfi dané gradaci L£".
Povsimnéme si jiz zde jedné vlastnosti systému (35). Pokud € a € jsou feseni (35) pak
plati
Eij+kEGEij+kEgk = Ekitj€ijChiti€ij = Ejk+iCki€sk+iCki

tzn. slozeni dvou FeSeni po slozkich 5 = ¢ o € je opét FeSeni (35).



5 Rovnice kontrakci pro Pauliho gradaci s1(3,C)

Nasim dlouhodobym zdmérem je najit vSechny gradované kontrakce algebry si(3,C), které
vzniknou z jeji Pauliho gradace. Pauliho gradaci mame obecné pro algebru si(n,C) danu
vztahem (18). NapiSme nejprve, jak konkrétné vypada pro piipad n = 3. Matice P, Q) maji v
tomto pripadé tvar

010 10 0
P=10 01 Q=0 w 0], (36)
100 0 0 w?
kde w = 5. Pauliho gradace méa pak tvar
sl(3,C) = Lo1 @ Loz @ L10D Lo @ L11 © Lo ® L12® Loy (37)

kde Eij = {Xij}lin a Xo1 = {Q}, KXoz = {Q2}7 X0 = {P}> Xgo = {P2}7 X1 = {PQ}U Xop =
{P2Q?}, X15 = {PQ?}, X9y = {P?Q}. Gradacni grupa je aditivni grupa Zs x Zs, oviem
zédny podprostor neni zna¢en prvkem (0, 0). Uvedme také explicitni tvar matice x zavedené
vztahem (19); je to symetrickd matice 8 X8 a je uvedena ve tvaru s poradim indext zavedenym
vztahem (37), tj. pozice 11, 12, 13, ... jsou znaceny (01)(01), (01)(02), (01)(10), ... a na
kazdé této pozici je bud nula nebo jednicka podle hodnoty [Lo1, Lo1], [Lo1, Loz, [Lo1, Lio], - - -

(38)

— == = == OO
— == = == OO
o= OO
== O O

_ = O O =
_ O O =
S O =
[ e

Odtud ihned vidime, Ze naSe tloha nalézt vSechny gradované kontrakce, tj. nalézt matice
kontrakcénich parametrii € méa vzhledem k symetri¢nosti této matice 24 nezndmych. Pro jed-
notnost ji vypisme (zahrneme jiz i symetrii, nezndmé pod diagonalou jsou jednoznacéné uréeny
prvky nad diagonélou)

0 0 €(01)(10) €(01)(20) €(01)(11) €(01)(22) €(01)(12) €(01)(21)
0 0 €(02)(10) €(02)(20) €(02)(11) €(02)(22) €(02)(12) €(02)(21)
£(01)(10) €(02)(10) 0 0 £10)(11) £(10)(22) E(10)(12) £(10)(21)
c— €(01)(20) €(02)(20) 0 0 €(20)(11) €(20)(22) €(20)(12) €(20)(21) (39)
€1)(11) €(02)(11) €(10)(11) £(20)(11) 0 0 €11)(12) €(11)(21)
€(01)(22) €(02)(22) €(10)(22) £(20)(22) 0 0 €(22)(12) €(22)(21)
€01)(12) €(02)(12) €(10)(12) €(20)(12) E(11)(12) €(22)(12) 0 0
E01)(21) E€(02)(21) E(10)(21) E(20)(21) E(11)(21) E(22)(21) 0 0
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Vektory X;, (i,j) € Zs x Z3 \ (0,0) tvoii bazi si(3,C) a Jacobiho identita ma pro nas
pripad tedy tvar

(Xii, [ Xk, Xonnl NN+ [ X [Xij, Xl ]v + [ Xk, [Xonn, XijIn]v =0, (40)

kde [ Xy, Xonn] N = €() (mn) [ Xki; Xmn] @ ma platit pro vSechny trojice indext (ij), (kl), (mn).
Samoziejmé ihned obecné vidime, Ze pro trojici v niz se dva indexy opakuji je splnéna au-
tomaticky. VSimnéme si dale, ze tyto rovnice nezavisi na poradi indexi. Pokud vyjdeme z
poradi, které je cyklickou zaménou predchoziho, nova rovnice je samoziejmé totozna s pii-
vodni; dalsi moznost dava rovnici liSici se znaménkem. Pocet rovnic je tedy pocet kombinaci
bez opakovani tzn. mame (§) = 56 trojic. Upravujme (40) dale

€ (i) (k4+m,l4+n)E (k) (mn) [Xz'j7 [Xkla an]] + CythkY - 07 (41)

kde slovem cyklicky rozumime dva ¢leny vzniklé z vypsaného cyklickou zameénou indexii:
(i) — (mn), (kl) — (ij), (mn) — (kl), a (2j) — (kl), (kl) — (mn), (mn) — (ij). Nyn

pouzijeme komutad¢ni relace (16) a nejprve mame
[Xijs [ Xt Xonl] = (@ = ") (@™ — 0" )Xy i (42)
Pokud toto dosadime do (41) dostaneme
[ etmtem g mmy (W = P (W — D) 4 eyklicky | Xitipmrien = 0, (43)

Z (43) vidime, Ze budou rovnéz nulové rovnice, pro které platii +k+m =0 A j+1+n = 0.
To nastane v osmi pfipadech. Celkem zatim méame 48 rovnic. Uvedme piiklad vypoétu (43)
pro danou konkrétni trojici, nap¥. (01)(02)(10). Dosazenim dostaneme, ze

£ 1080102 (W = 1) (w = 1) + 0 + eqanongean(l —w)(W? = 1)]X10 =0  (44)

Podobné dopadnou také zbyvajici rovnice. Vzdy jeden ze tii ¢lenti vypadne, a zbylé dva se
budou lisit o znaménko. Pfi vypisovani rovnic také hned zahrneme symetrii, tj. naptiklad
misto €(10)(01) TOVNOU piseme £(o1)(10), abychom dostali neznamé vypsané v matici (39). Také
uvadime, ze které trojice podprostort (ij)(kl)(mn) dand rovnice vznikla; ¢islo, které této
trojici odpovida v lexikografickém usporadani, je tisténo kurzivou. Doplikovy vyznam matice
z SL(2,73) vysvétlime v dalsi kapitole.
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Cislo rovnice

Podprostory L.p. SL(2,%Zs)

SIS B S SN

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

£(02)(10)(01)(12) ~ E(01)(10)€(02)(11) = 0
€(02)(20)€(01)(22) ~ E(01)(20)€(02)(21) = 0
€(02)11)E(01)(10) ~ E(01)(11)E(02)(12) = O
£(02)(22)€(01)(21) — €(01)(22)€(02)(20) = 0
€(02)12)€(01)(11) — E(01)(12)€(02)(10) = O
€(02)(21)€(01)(20) — E(01)(21)E(02)(22) = O
£(10)(21)€(01)(12) ~ €(10)(12)€(22)(21) = 0
€(20)(21)€(11)(12) ~ €(20)(12)€(02)(21) = O
£(10)(22)€(02)(11) ~ €(10)(11)E(22)(21) = 0
€(20)(22)€(11)(12) ~ E20)(11)E(01)(22) = O
£(01)(20)€(10)(21) — E(01)(10)E(20)(11) = O
£(02)(20)€(10)(22) — €(02)(10)€(20)(12) = 0
E(01)(21)€(22)(12) — E(01)(12)€(10)(21) = O
€(02)(21)€(20)(12) ~ E(01)(12)€(02)(12) = 0
E(01)(22)€(20)(11) ~ E(01)(11)E(22)(12) = 0
£(02)(22)€(11)(21) — £(02)(11)E(10)(22) = 0
€(20)(11)€(01)(10) ~ €(10)(11)E(20)(21) = O
€(20)(22)€(10)(12) — £(10)(22)€(02)(20) = 0
€(20)(21)€(10)(11) — €(10)(21)€(01)(20) = O
£(20)(12)€(02)(10) — €(10)(12)€(20)(22) = 0
Ea)EDEO2)(12) ~ E11)(12)E20)21) = 0
€(22)(21)€(10)(12) ~ E(22)(12)€(01)(21) = 0
E(22)(12)€(01)(11) ~ €(11)(12)€(20)(22) = 0

€(22)(21)€(10)(11) — €(11)(21)€(02)(22) = 0

(01)(02)(10)
(01)(02)(20)
(01)(02)(11)
(01)(02)(22)
(01)(02)(12)
(01)(02)(21)
(10)(12)(21)
(12)(20)(21)
(10)(11)(22)
(11)(20)(22)
(01)(10)(20)
(02)(10)(20)
(01)(12)(21)
(02)(12)(21)
(01)(11)(22)
(02)(11)(22)
(10)(11)(20)
(10)(20)(22)
(10)(20)(21)
(10)(12)(20)
(11)(12)(21)
(12)(21)(22)
(11)(12)(22)
(11)(21)(22)

1

G L A

21
14
27
13
25
31
38
37
34
41
48
42
45
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Cislo rovnice

Podprostory L.p.

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

£a0)anE(o1)(21) — EO1)(a1E0)12) = 0
€(20)(22)€(02)(12) ~ €(02)(22)€(20)(21) = 0
£a1)(12)€(01)(20) — E(01)(12)€(10)(11) = 0
€(22)(21)€(02)(10) — €(02)(21)€(20)(22) = 0
£10)12)€(01)(22) ~ E(01)(10)E(11)(12) = O
€(20)(21)€(02)(11) — €(02)(20)€(22)(21) = 0
E(01)(21)€(10)(22) ~ E(01)(10)E(11)(21) = 0
£(02)(20)€(22)(12) ~ £(02)(12)€(20)(11) = 0
£(11)(21)€(02)(10) — €(10)(21)E(01)(11) = O
€(22)(12)€(01)(20) — E(20)(12)€(02)(21) = 0
€(20)(21)€(01)(11) ~ E(01)(21)E(20)(22) = O
£(10)(12)€(02)(22) — €(02)(12)€(10)(11) = 0
€(22)(21)€(01)(10) ~ E(01)(22)€(20)(21) = O
£(11)(12)€(02)(20) ~ €(02)11)E(10)(12) = 0
€(20)(22)€(01)(12) ~ €(01)(20)€ (22)(21) = 0
£(10)(11)€(02)(21) — £(02)(10)€(11)(12) = 0
E(01)(20)E(11)(21) — E(01)(11)E(20)(12) = O
€(02)(22)€(10)(21) ~ €(02)(10)€(22)(12) = 0
£(11)(21)€(02)(20) — E(20)11)E(01)(21) = O
€(22)(12)€(01)(10) — €(10)(22)€(02)(12) = 0
€(20)(12)€(02)(11) — E20)(11)E(01)(12) = 0
£(10)(22)€(02)(21) — €(10)(21)E(01)(22) = O
E(01)(22)€(20)(12) ~ E(01)(12)€(10)(22) = 0

€(02)(21)€(20)(11) — €(02)(11)E(10)(21) = 0

(01)(10)(11)
(02)(20)(22)
(01)(11)(12)
(02)(21)(22)
(01)(10)(12)
(02)(20)(21)
(01)(10)(21)
(02)(12)(20)
(10)(11)(21)
(12)(20)(21)
(01)(20)(21)
(02)(10)(12)
(01)(21)(22)
(02)(11)(12)
(01)(20)(22)
(02)(10)(11)
(01)(11)(20)
(02)(10)(22)
(11)(20)(21)
(10)(12)(22)
(11)(12)(20)
(10)(21)(22)
(01)(12)(22)
(02)(11)(21)

7
29
11
30
8
28
10
26
32
47
16
20
18
23
17
19
12
22
43
96
40
39
15

24
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6 Grupa symetrie Pauliho gradace

Na prvni pohled neni viibec zfejmé jak postupovat pii feseni uvedeného systému rovnic S.
Jedna se o systém 48 polynomt druhého fadu o 24 proménnych. Pfi feseni rovnic zpravidla
pomaha znalost jejich symetrii. V systému S vystupuji rovnice vzniklé tpravou Jacobiho
identit, zatnéme proto nasledujici ivahou. Definujme grupu symetrie Aut ' gradace (1)
jako takovou podgrupu Aut £, ktera obsahuje automorfismy ¢ s vlastnosti

9L; = La, i), (45)

kde 7, : I — I je permutace na mnoziné /. Takto mame zarovenl danu permutacni reprezen-
taci Ar grupy Aut I’ na mnoziné I, definovanou jako

Ar(g) =7, (46)
Jadro této permutacni reprezentace je stabilizator I' v Aut I,
StabT'=kerI'={g € Aut L | gL; = L; Vi € I}. (47)
Stabilizator je tedy normalni podgrupa v AutI" a také podle véty o izomorfismu plati
Aut I'/Stab I' >~ Ar Aut I'. (48)

Pravé permutacni grupa Ar Aut I' bude zasadni pro nas ptipad jako grupa symetrie systému
S. K jejimu uréeni nyni pouzijeme vztah (48). Pro jemné gradace pfislusné k MAD-grupé G
plati StabI' = G. Definujme normalizator MAD-grupy G jako mnozinu

N(@G):={heAutL|h'Gh C G}. (49)

Vezméme nyni h € N(G) a podprostor £; z jemné gradace (1) prislusné MAD-grupé G.
Potom pro kazdé f € G existuje g € G takové, ze h=! fh = g. ProtoZe plati g£; = £; vidime,
ze f(hL;) = hL;. Neboli hL; je pro kazdé f € G jeho vlastni podprostor, musi tedy platit
hL; = L;, j € I. Tim jsme ukazali inkluzi N'(G) C AutT'. Obracené pro h € AutI' plati
hL; = Lr, . Pro libovolné f € G vidime, Ze

JhLi= fLr, )= L) = hL;.

Odtud méme, ze h='fhL; = L;, takZe musi platit A~ fh € G, tzn. h € N(G). Tim jsme
celkové dokazali platnost vztahu

N(G) = AutT. (50)

V nasem piipadé, kdy gradace I' je dana vztahem (37) plati podle [1] vztah G = AdII3. O
faktu, ze StabI' = Ad Il3 se nyni miizeme presvédcit i pifimo

Adp X,y = PQ'P P =W X,,, Adp X, =QQ PQ ' =w X,

14



Definujme nyni grupu matic

m=q ()

Tato grupa obsahuje jako svoji podgrupu matice s determinantem rovnym jedné, ktera se
oznacuje jako SL(2,7,). V [0] je dokdzana zasadni véta

a,b,c,d € Z,, ad — bc=+1 modn,}. (51)

Véta 6.1. Faktorgrupa N (AdII,)/AdIl, je izomorfni grupé H,,
N(AAIL,)/AdIL, ~ H, (52)

Prislusna permutace odpovidajici matici A € H,, a tedy akce prvku 74 nasi permutacni
grupy na indexech gradacni grupy 7, X Z, je dana vztahem

ma (i j) = (i j) A, (53)
kde v tomto vztahu minime maticové nasobeni modulo n.

Zkoumejme nyni obecné vztah kontrak¢nich rovnic a permutac¢ni grupy Ar AutI' v pii-
padé nejjemnéjsi gradace. Vezméme m € Apr Aut ' a méjme dvé zavorky definované vztahy

(i, 75N = €ij]mi, 5]
(23, 2| N, = Extyn(i)Tis ]

Vezméme nyni néjaky automorfismus jako reprezentanta takové t¥idy v AutI'/Stabl’, ktera
odpovidd permutaci 7. Takovy automorfismus bude urcité tvaru gz; = \x.(;), kde A; jsou
vhodné nenulové koeficienty a z; € £;. Nyni mame, ze

9l7i, 5N, = Ex(iyn()91Ti, Ti] = Exiyn() (976, 9T5] = NidjEn(iyn () [T (i)s T ()] (54)
= )\z‘)\j[%(i), xw(j)]N = [9%9%]1\/

a vysledné zévorky s indexy N, N, jsou izomorfni. VSimnéme si dale toho, Zze ze vztahu
(3) plyne, ze permutace 7 € Ap Aut ' musi vzhledem k operaci + na indexové mnoziné [
spliiovat vztah

w(i+g)=n()+n(5), ijel (55)
Vyberme rovnici ze systému S, kterou obecné zapiSeme ve tvaru (41)
€ (i) (opmd4n) E (k) (mn) [ Xij» [ Xty Ximn)] +  cyklicky =0,

aplatii+k+m#0 A j+ 1+ n # 0. Aplikujme nyni na indexy (ij)(kl)(mn) permutaci .
Potom vzhledem ke vztahu (55) dostaneme

€ (i) (k) (mn) Em (k) (mn) [ X (i) [ X k) s Xemm)]] +  cyklicky =0, (56)
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coZ je rovnice vznikla z trojice podprostort m(ij), w(kl), m(mn) a je tedy obsaZena v systému
S. Takto mizeme z jedné pevné zvolené rovnice ziskat dalsi rovnice, jejichz indexy lezi na
jedné orbité, tj. takové trojice indexl v nichz nezalezi na poradi, které lze mezi sebou
prevést aplikaci néjakého m € Ar Aut I'. Navic vidime, Ze systém je invariantni vii¢i substituci
E@ij)(k) W Ex(ij)m(kt) PrO libovolné pevné zvolené m € Ap AutI'. To néas vede k zavéru, Ze
pokud mame feSeni S napf. zapsané ve tvaru matice ¢ pak matice, kde misto prvkil ;)
vystupuji prvky erij=xi) z € je také feseni systému S. Takovou matici ozna¢me symbolem
™. Pokud je permutace 7, definovand vztahem (53), pak zkracené zapisujeme £ := ™. Na
mnoziné feseni R systému & muzeme takto zavést relaci ekvivalence: dvé feseni €1 a €5 jsou
ekvivalentni, piSeme €, ~ e5, pokud existuje 7 € Ap Aut ' takové, ze plati ey = €]. Navic
vime, Ze gradované kontrakce odpovidajici ekvivalentnim fesenim budou izomorfni. Zavedme
jesté nasledujici oznaceni: pro feSeni ¢ € R oznac¢me pocet nul mezi jeho 24 neznadmymi
symbolem v(g). Ziejmé plati, Ze nutnd podminka pro platnost €; ~ &3 je v(e1) = v(ea).
Timto zptisobem miizeme pro dané reseni vybirat kandidaty na feseni s nim ekvivalentni.

Pro nas pripad je permutacni grupa izomorfni grupé Hs, kterda ma 48 prvku, a existuji
praveé dve 24 bodové orbity trojic indexti. Jako reprezentanty z kazdé t¥idy mutzeme zvolit
napf. trojice (01)(02)(10) a (01)(10)(11). Navic plati, Ze vSech 24 bodu z jedné orbity lze
ziskat z libovolného reprezentanta akci 24 prvkt z SL(2,7Z3) C Hs. Tato matice z SL(2, Zs)
je pak zfejmé dana pro pevnou volbu reprezentanta jednoznac¢né. Nas systém rovnic S lze
pak elegantné zapsat ve tvaru

€(02)(10)AE(01)(12)A — €(01)(10)AE(02)(11)A = 0 (57)
€(10)(11)AE(01)(21)A — €(01)(11)AE(10)(12)A = 0 VAe SL(2> Z3) (58)
kde jsme pouzili zkraceného zapisu €(jykna = €(ij)a,ka- Rovnice 1-24 (podsystém S;) v

tabulce systému vznikly rozepsanim (57) a rovnice 25-48 (podsystém S,) rozepsanim (58).
Ktera matice prislusi dané rovnici je zfejmé z tabulky systému S.

Blizsim pohledem na systém S napriklad zjistime, Ze sectenim rovnic 1 a 3 dostaneme
rovnici 5. Rovnice 5 je tedy pfi splnéni rovnic 1 a 3 splnéna automaticky a miizeme ji tedy
ze systému vyskrtnout. Otazku zda existuji néjaké dalsi podobné trojice rovnic vyresime
nasledujici avahou: rovnici 1 lze zapsat ve tvaru

1 2
£(01)(10)X E(02)(11)X — €(01)(10)E(02)(11) = 0, X = (0 1) (59)

To je dano tim, Ze ¢tvefice indext [(02)(10)][(01)(12)] a [(01)(10)][(02)(11)] lezi na stejné
orbité vzhledem k akci grupy SL(2, Zs3), pti¢emz nezélezi na potradi dvojic indexii v hranatych
zavorkach a na poradi hranatych zavorek. V podsystému S; je podle (57) dale obsazena
rovnice generovana z 1 matici X

€(01)(10)X2€(02)(11)X2 — €(01)(10)XE(02)(11)X = 0 (60)

Se¢tenim rovnic (59) a (60) ziskdme vztah

€(01)(10)X2€(02)(11)X2 — £(01)(10)€(02)(11) = 0, (61)
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coz je diky platnosti X3 = 1 rovnice generovand z rovnice 1 matici X2, T¥idy ekvivalence
levého rozkladu grupy SL(2, Zs3) podle cyklické podgrupy {1, X, X?} pak generuji pravé hle-
dané trojice zavislych rovnic. Podet téchto tiid je podle Lagrangeovy véty 24/3 = 8. Tim
jsme ziskali 8 rovnic (z kazdé t¥idy jedna), které ze systému S; vyfadime. Naproti tomu v
systému S, ¢tverice indext [(10)(11)][(01)(21)] a [(10)(11)][(01)(21)] na stejné orbité nelezi,
a stejné souciny neznamych se zde tudiz nevyskytuji. Pocet rovnic systému S jsme timto
zredukovali na 40.
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7 Uziti grupy symetrie k reseni kontrakénich rovnic

Nyni stojime pred otazkou jak co nejvyhodnéji dale vyuzit grupu symetrie naseho systému S.
Nejprve si mizeme piipomenout vysledek z [7], kde byly nalezeny vSechny matice gradovanych
kontrakei i pro pfipad Pauliho gradace sl(2,C). Vysledkem bylo Sest matic, pficemz se zde
podle nasi terminologie vyskytovaly dvé tiiprvkové tiidy ekvivalence. Tento piiklad je vsak
ponékud trivialni, protoze systém rovnic byl pro tento pfipad prazdny.

Abychom mohli viibec zacit s Fesenim systému S, zda se byt nezbytné predpokladat nenu-
lovost néjaké neznamé. Po rozvétvené diskusi bychom museli polozit tuto neznamou rovnou
nule a diskutovat dale. Takto lze postupovat a ziskat celou mnozinu feseni R. Vysledny zdpis
mnoziny R miize mit ovSem rtzny pocet prvki, podle toho jak vyhodné a rozumné jsme pii
diskusi a feseni postupovali. Timto zptisobem lze zapsat mnozinu R pomoci 280 kontrakénich
matic s parametry (zpracovano pocitacem). Kazdy prvek vysledného zapisu zpravidla obsa-
huje nékolik parametri; k uréeni gradované kontrakce (vysledné Lieovy algebry) je ovSem
podstatné znat nulovost nebo nenulovost jednotlivych neznamych. Proto je navic potieba
zkoumat nulovost nebo nenulovost parametri obsazenych v kazdé matici ze zapisu mnoziny
R. Naptiklad plati, ze zapis mnoziny feseni v nasem smyslu, tzn. pomoci parametri, pro
ptipad sl(2, C) mé pouze jeden prvek. Z lidského hlediska je proto nezbytné, za pouziti grupy
symetrie vypocetni postup i zapis co nejvice zredukovat. Idedlnim stavem pro nas ptipad
by bylo, kdyz bychom mohli urc¢ovat primo tiidy nebo zastupce tiid ekvivalentnich teseni.
Tomuto idealu se budeme snazit co nejvice priblizit, tj. budeme se snazit vyloucit ta feseni,
o kterych jiz dopfedu vime, Ze budou ekvivalentni s feSenimi jiz urcenymi. Ze zkusenosti s
feSenim systému také vime, Ze diskuse se zac¢ind znac¢né rozvétvovat pravé v okamziku, kdy
polozime jednu nebo vice neznamych rovnych nule. Pravé tento fakt se budeme snazit co
nejvice zohlednit. Také se nabizi moznost vyuzit faktu, ze nasobenim dvou feseni po slozkach
ziskame opét feseni systému S. Takto z jedné pevné matice ¢ € R muzeme generovat sadu
dalsich matic cec™, cec™ ... (cec™)e(cec™), ... atd. Nemame ale zaruceno (také uvidime,
ze neplati), ze lze z jedné vhodné zvolené matice ziskat vsechna feseni. Z tohoto divodu tuto
vlastnost mnoziny R nebudeme k systematickému feseni vyuzivat.

Relativné vyhodnou cestou mtize byt nasledujici postup reseni:

1. Nejprve se dohodneme, které konkrétni rovnice z trojic zavislych rovnic vyskrtneme. V
celém postupu uzivame lexikografické ¢islovani rovnic, tedy ¢islo, které je uvedeno v pred-
poslednim sloupci tabulky systému S. Schematicky zapsano plati: 1 + 2= 3, 4 + 5 = 6,
94 31 =387 14+ 35 =48 13+ 42 = 44, 21 + 34 = 38, 27+ 41 = 46, 33 + 25 =
45. Tim rozumime, Ze soucet rovnic 1 a 2 da rovnici 3, atd. Vyskrtneme pak rovnice za
rovnitkem, tzn. 3, 6, 37,...

2. Reseni, v némz jsou vsechny neznamé rovné nule budeme nazjvat nulové; pokud jsou
vSechny neznamé rovné stejné konstanté je to také teseni - takovéto feseni nazyvame
trividlni. Kazdé trivialni feseni tvori pro danou hodnotu konstanty jednoprvkovou tiidu
ekvivalence. Za¢néme tim, Ze si uvédomime, Ze vSechny indexy u nezndmgych &) vy-
stupujici nad diagonélou v matici (39) - tuto mnozinu oznac¢me Z, lezi na jedné 24 bodové
orbité vzhledem k akci grupy Hjs, dokonce i SL(2,7Z3), kde nezalezi na potadi kulatych
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zavorek. To pro nas znamena, ze v kazdé nenulové tiidé ekvivalence na R existuje feseni,
které mé nenulovou hodnotu na zvoleném misté ¢, k € Z. Tuto nezndmou zvolme pro
cely dalsi postup pevné, napt. e, k := (02)(10). Jinak feceno, pokud definujeme

MFi={cecR e, #0}, (62)

pak v kazdé tiidé ekvivalence na R existuje prvek z MF¥. Proto se v dalsim postupu
omezime na mnozinu MP*. Orienta¢né uvedme, Ze zapis mnoziny MP* pomoci kontrakénich
matic s parametry ma stéle jesté 70 prvki (zpracovano pocita¢em). Dalsi kroky sméfuji
ke zjednoduseni zapisu a vypoctu této mnoziny.

. Na mnoziné Z% := 7 \ {k} definujme zv1atni relaci ekvivalence indukovanou indexem k:
pro i,j € Z* definujme

i="j & (BAcH;)(i=jANEA=k) Vv 3B€ H3)(j=kB* AkB=1i) (63)

Rozklad mnoziny Z* na t¥idy ekvivalence podle =* m4 9 prvki a je uveden v nasledujici
tabulce

TE | (11)(12), (11)(21), (22)(12), (22)(21)
x| (02)(11), (02)(12), (10)(22), (10)(12)
ZE 1 (01)(22), (01)(21), (20)(11), (20)(21)
T | (01)(11), (20)(22)

Z% 1 (01)(10), (02)(20)

ZE 1 (02)(22), (10)(11)

Tk | (02)(21), (10)(21)

Tk 1 (01)(12), (20)(12)

Z¥ | (01)(20)

Viznam ekvivalence =" je nasledujici: pokud uréime vsechna feseni z M* za dodatec-

ného predpokladu ¢; # 0, i € I* pak vSechna feseni z MF¥ uréené za dodateéného pied-
pokladu &; # 0,7 =" i budou s pfedchozimi ekvivalentni. Jinak fefeno, pro vsechna
g1 € {6 e MF e #0,i EIk} existuje g5 € {6 e MF|eg; #£0,j €T j=F z} tak, Ze
plati e; ~ €5 a obracené.

. Nyni uvedme vlastni vypocetni postup:

(a) Zvolime napiiklad mnozinu
Rl = {6 € ./\/lk | 8(22)(21) 7é 0} (64)

a vypocteme ji.
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(b) Zvolime dalsi mnozinu, kterou vypoc¢teme
Rg = {8 € Mk | 8(02)(11) 75 0} (65)

(c) Kli¢ova tvaha: pokud pro feseni ¢ € M* existuje i € I} tak, ze ¢; # 0, nebo pokud
existuje j € I tak, ze ¢; # 0, pak toto feSeni ¢ je ekvivalentni n&jakému Feseni z
R1 nebo z Rs. Jinak musi platit: pro viechna i € ZF je e; = 0 a zdrovern pro viechna
jEIyjee;=0()

(d) Zbyva tedy vypocist mnozinu

Rs:={cc MPF €(11)(12) = €(11)(21) = €(22)(12) = £(22)(21)

(66)
E(02)(11) = €(02)(12) = €(10)(22) = €(10)(12)

=0

=0
Tim mame urcen az na ekvivalenci cely systém feseni systému S.

ad (a) Uvedme podrobné vypocet mnoziny R;. Nejprve si v§imnéme, Ze z rovnice 30 plyne
go2)21) 7 0, €20y22) # 0. Pred dvojteckou schématického zapisu je uvedeno ¢islo

rovnice, ze které bezprostfedné plyne uvedena rovnost. Je zde také provedeno dosazeni
jiz vypoc¢tenych neznamych.

. __ E(02)(21)8(20)(22)
30 . 8(22)(21) - 6(02)(10)
. _ £a0)EDEODEe2)
39 : 8(10)(22) - E<02)(21)
. _ Eo)(enEpnan
16 : 8(01)(21) - 5(20)(22)
. __ E(02)(11n)&ao)(21)
24 . 8(20)(11) - 5(02)(21)
. _ faoenEonay
32 : 8(11)(21) - 8(02)(10)
18 c — feoEDEOD(22) _ £(01)(22)€(20)(21)£(02)(10)
© SOnao) £(22)(21) £(02)(21)(20)(22)
1 . — S(01H(10)E(02)(11) __ £(01)(22)€(02)(11)€(20)(21)
6(01)(12) €(02)(10) €(02)(21)€(20)(22)
17 c — fo)(22)(0n(12) __ £(01)(22)€(02)(10)£(02)(11)€(20)(21)
’ (01)(20) €(22)(21) €(02)(21)€(20)(22)
. _ £(20)(21)€(02)(11) __ £(20)(21)€(02)(11)€(02)(10)
28 1 E2)) £(22)(21) £(02)(21)€(20)(22)
. _ E(02)(11)&0)(22) __ £(01)(22)€(02)(10)€(02)(11)E(10)(21)
33 : ¢ =0 =
(10)(11) £(22)(21) £lo2)(21)£(20)(22)
21 . c — £(20)(22)6(10)(22) __ £(01)(22)€(10)(21)£(20)(21)€(02)(11)
© S(E0a2) £(02)(10) €l02) (21)£(20)(22)
. _ £(02)(10)8(20)(12) __ £(01)(22)€(02)(10)€(02)(11)€(10)(21)€(20)(21)
34 € = =
4 (10)(12) €(20)(22) E?20)(22)5%02)(21)
19 - c — €(10)(11)€(02)(21) — €(01)(22)8(02)(11)€(10)(21)
’ (11)(12) £€(02)(10) €(02)(21)€(20)(22)
. __ §(02)(22)(10)(21)
221 ) = T o
. __ £(02)(22)€(20)(21)
29 . 6(02)(12) - 8(20)(22)
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V tuto chvili jsme vyuzili 15 rovnic. Nyni nastava zajimavy okamzik: ostatni rovnice
jsou bud automaticky splnény, nebo je jejich platnost implikovana platnosti dvou
rovnic 2 a 15. Po dosazeni maji tyto rovnice tvar

21 £(01)(22)€(02)(10)€(02)(11)E(20)(21) = E(01)(11)€ (02)(22)E(02)(21)E (20)(21)

15 €(02)(22)€(02)(21)€(10)(21)€(01)(11) = €(02)(10)€(02)(11)E(10)(21)€(01)(22)

Diskuse téchto dvou rovnic jiz neni slozita, proto uvedeme jen vysledek: mnozinu R
lze zapsat pomoci ¢tyf matic s parametry

0 0 0 0 z3 x4 O O
0 0 t7 0 zg x10 O tio
0 tz 0 0 O 0O 0
0 0 0 0 0O tig 0O O
e = xz3 9 0 0 O 0O 0 O
1,1 t12t18
x4 10 0 t18 0 0 0 T
0 0 0 0 O 0o 0 O
t
0tz 0 0 042180 0
0 0 z4z20t7 z20%9%4t7 T4%20%9 z20t3
5 t3 T4
t12t18 t18t375 t12t18 t18
' gt xgxgt xgrgtrx
0 0 t z20Z9t7 z 94ty 97417220 t
7 t12t18 o t3t12 t3t12t18 12
xq4xTo0t xrgr16Lglt 16T Tonrgrgxr1gt
;11221(1)87 tr 0 0 9t li atr %?‘24 20 tg ;12 1617 40
12%18 18'12
Tonxrgrgl Tonxgt xgT TonTgT1gT
2;) 9747 tzo 19 7 0 0 st> 16 tis 20%9%16%4 290
e _ 18t5 12t18 12 t19t18
1,2 ts z9 29T16T4t7 9716 0 0 T9T1674 r16t3
t2,t18 t12 t12t18 t7
z9z4ly 1624 29%4%16 t12t18
T =L =0 t 0 0 =20 —le 8
4 t3t12 t12 18 t3t12 t7
T4T0T9  T9T4l7T0 ZT20TY9T4T16tT T20T9T16T4  L9T16%T4  T9T4T16 0 0
t12t18 t3t12t18 3579 t122t18 t1at1g t3t1o
zzgta z1§t3 t12t1§
t18 t12t . T16 *20 t7 t7 0 0
0 t4 20 t7 0 t 0 0
t12t18 4
x x
0 0 tr 0 0 =zi0 % t12
tamaotr 4 0 0 0 Zi6l4 0
— =L ——= x
t12718 7 t12 16
c — 0 0 0 0 0 tis 0 x20
1,3 0 0 0 00 0 0 0
t x x t t
¢ x 16t 4o 0 0 10216 t12t18
4 10 13 18 = 7
T xT xT xT
1)? 20 0 00 1(1 16 0 0
18 7
t1ot
0 ti2 x16 x20 0 % 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
t x x
0 0 t, F20%9t7 z 10220 4
7 Ttistis 9 10 t1g 12
0 tr 0 0 0 0 0 T16
F F t xg T
0 20 *9 7 0 0 9716 t 0 T
t12t18 t12 18 20
_ z9 16
€14 = 0 T9 0 12 0 0 0 0
tiot
0 T 0 t 0 0 T10Z*16 t121t18
10 18 = t7
x T T T
0 71? 200 o 0 0 71% 16 0 0
18 7
tiot
0 t12 x16 x20 0 %718 0 0

V zéapisu matic uzivame konvenci, Ze nenulové parametry (feseni bylo odvozeno za
predpokladu jejich nenulovosti) v dané matici zna¢ime pismenem ¢ a ostatni, které
mohou byt i nulové pismenem x. Tuto konvenci uzivame i déle.

ad (b) Vypocet mnoziny Ry nebudeme podrobné rozepisovat. V pfedchozim piipadé se za-
vérecna diskuse (tzn. okamzik kdy musime piidat dalsi pfedpoklady abychom mohli
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postoupit v FeSeni) tykala pouze dvou rovnic; to nyni nenastane, zavérecna diskuse
vychézi z 18 rovnic a je tudiz znacné slozit€jsi a vysledek lze zapsat pomoci 16 kon-
trakénich matic:

0 0 O z2 23 0 00 0 0 O z2 23 24 00
0 0 ty g tg 21000 0 0 tv 0 tg 21000
0 tz 0 0 z3 0 00 0 ¢tz 0 0 z13 0 00
c — 2o xg 0 0 x17 21800 c — z2o 0 0 O 0 z21800
2,1 x3 tg i3 x17 0 0 00O 2,2 x3 tg z13 0 O O 0O
0 z10 0 z18 0O O 0O rg 190 0 218 0 0 0O
0 0 0 0O O 0o 0O 0 0 0O 0 0 O0O0O
0 0 0 0O O O0O0O 0 0 0 0 0 O0O0OO
0 0 % o T3 T4 3;;11 T6 0 0 xthn x2 x3 0 x?’t:ll Tg
0 0 t7 029 0 z11 O 0 0 t7 xg to 0 x11 O
Btz 0 000 0 0 Httz 0 000 0 0
€93 = T2 0 0 000 0 0 €94 = To I8 0 000 O 0
’ T3 tg 0 0 0 0 0 0 ’ T3 tg 0 0 00 0 0
T4 0 0 000 0 0 0 0 0 000 O 0
Ltjﬂ z11 O 0 0 0 0 0O —”3;;11 z11 O 0 00 O O
6 0 0 000 0 0 T 0 0 000 O 0
z3%11 z3211 z3211 3211
0 OTxgxgcr,q?O 0 0 T xzxgoTO
0 0 tr 0 tg x10 x11 O 0 0 ty  xg tg r19o w11 O
3% t’gll t7z 0 00 O 0 o0 Z3%11 tf,“ t7z 0 0 0 O 0 0
E95 = T2 0 0 0 0 O 0 O €9 = T2 X8 0 0 0 O (V]
’ 3 tg 0 0 0 O 0 o0 ’ T3 tg 0 0 0 O (V]
z4 x10 O 0 0 O 0 o0 0 =zi0 0 0 0 O (V]
Hta 000 0 0 0 8z 0 00 0 0 0
0 0 0 00 O 0 o0 0 0 0 0 0 O (V]
0 0 t1228%13%18  *8T13%18 ts z13218t12 11278213718 131278
trtirtg tyrar tirty ti7ty trtg
z13218t9 11228713718
0 0 t7 8 to t17t3 ty7t3ty f12
11278713718 z13t12%18  £13%1278 t12t17
trti7tg tr 0 0 13 trtg . trtg tt9
Z8T13%18 1228213718 8%12718
€7 = it xs ‘ 0 hr s t72t9 g
T z13t12 t1ot17t3
t3 t to t atclg t17 0 0 Tt ttT
z13218%12 z13%18tg z13t12718 z13718t12 12718
tyrty t17t3 trtg T1s 0 0 t3ty tr
t1228%13%18 11228213718  13t1278  11228®13%18 Z13%12 £13%18!12 0 0
ti7ty t17t3ty trtg tr2tg ty taty
t3t1o7g t1a t12t17 zgtig®yg  ti2ti7t3  t12718 0 0
trtg tg trtg tgty t7
0 0 0 0 0 0 . 0 0
1278710
0 0 t7 s tg 10 Tty ti2
0ty 0 0 0 0 0 %
. 0 g 0 0 t17 T8 0 18:;%
€28 =10 0 t17 0 0 0 0
0 o 0 x5 0 0 HGRAT f2hs
0 22810 0 0 0 Ziotiztiz 0 0
trtg toty
t12t17 z8t12%18 t12718
0 t12 t Trto 0 i 0 0
0 0 0 0 0 0 . 0 0
0 0 t7 Tg  to 10 % t12
t13t1278 112717
0 tr 0 0 t13 0 intg T
0 zs 0 0 x17 0 0 0
52’9 = 0 tg t13 x17 0 0 7151%;12 0
z10t12%17
0 =zi0 0 0 0 0 oty 0
t1ozg®1g *t13%1278 t13t12 Z10t12%17
0 trtg t7tg 0 t7 tgt7 0 0
0 tio tl%% 0 0 0 0 0
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0 0 00 =z3 4 0 0
0 0 t7 0 tg x10 0 t12
0 tz 00 t1i5 0 0 O
0000 0 0 0 0
€210 = z3 tg t130 0 0 %712 0
rq4 10 0 0 O 0 0 0
00 00 % 0 0 0
0 ti2 00 O 0 )

0 0 z3t12t8%10 1871073 z10t1273 x3t12tg8r109 Z3t12t8

trtg2 trtg z3 trag 1729 trtg
0 0 tr 173 tg 10 % t12
z3t1218210 t13t12t8
it tr 0 0 t13 0 rte 0
s ts 0 0 0 0 0 0
€211 = t13%12
x3 tg t13 0 0 0 i 0
z10t1223
z3t12t8%10 t12t8*10  t13t1218 t13t12
tr2tg trtg trtg 0 t7 0 0 0
z3t121t8
Tty t12 0 0 0 0 0 0
T3T11 TETIQ TeT10 Z3T11
0 0 tg ty U3 g t7 76 0 0 %3%11 ( pg g, 3TIL
zg 0ty ts to x10 T11 T12 0 0 ;9 A ;7 .
3t 11 4, 0 0 0 aon 7 9 10 11 l12
16310 T tr 0 00 O 0 0
Eggp=| 2 ' 0 0 0000 = O 0 0 000 0 0
) r3 tg 0 0 0 0 0 0 ) z3 o 0 00 O 0 0
zstzlo 10 0 0 0 0 0 0 x?ir;;ll 10 0 00 O 0 0
= ISH =tz 0 00 0 0 0
AL 297 0 0 0 0 0 0 7
t7 0 ti2 0 00 O 0 0
re li2 0 0 0 0 0 0
0 0 =L 02z L 2 0 0 00x3 22 0 O
0 0 ty O0tg 0 x11 tio 8 t07 t07 8 t((j) $60 8 t(1)2
Bt 0 000 00 00000 ts 0 0
€914 = 0 0 0 00 O 0 0 €915 = 3 tg 0 0 O 0 0 O
’ T3 tg 0 00 O 0 0 ) 24 x10 0 t1g O 0 0 tiot18
A, 00 00000 00000 0 0 0
I3t”;11x11 0 000 0 O 0 te 0 0 0 H28 0 o
zg tiz2 0O 00 0O 0 O 12 ty
0 0 z3t1218%10 1821023 3 z10t12%3 *3t12t8®109 2371218
trtg2 trtg trxg tr2tg trtg
0 0 tr tg tg T10 % ti2
x3t12t8%10 tr 0 0 0 0 0 0
zt7t9 tgtiot
821023 8t12t18
€916 = Toto ts 0 0 0 t18 0 Trto
’ 3 tg 0 0 0 0 0 0
z10t1273 t1ot18
W 10 0 t18 0 0 0 T
Z3t122tsr10 t12t810 0 0 0 0 0 0
trotg trtg
z3tiatg tgti1at1g t12t18
trig t12 0 = 0 i 0 0

ad (c) Nyni zbyva vypocist mnozinu R3. Jak jsme predeslali, diskuse je znatné rozvétvena,
pokud polozime nékteré nezndmé rovné nule. Z rovnice 1 a 21 vidime, Ze musi platit
gonaz) = 0, £@0)a2) = 0. V tomto piipadé je tedy nulovych 10 (!) neznamych. Piesto
vyslednéd diskuse obsahuje 16 rovnic a vysledek lze zapsat pomoci 14 kontrakcénich
matic. Protoze se jedna o matice znacné ridké, je vysledek uveden v néasledujici tabulce.
Jedno feseni (tj. jedna kontrakéni matice) odpovidéa jednomu sloupci tabulky.
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€3,1 €3,2 €3,3 £€3,4 €35 €3,6 €3,7 €38 €39 €3,10 €3,11 €3,12 €3,13 £€3,14

€(01)(10) z1 z1 z1 1 0 t1 m z1 x1 O t1 0 t1 1
€(01)(20) 0 0 0 0 =z2 =2 @2 o x2 O 0 1z a2 Z%TSN
€(01)(11) z3 xz3 t3 0 0 O 3 3 x3 O 0 3 =x3 0
conpzy fta 0 0 0 0O O 0 ty ta O O 0O 0 0
€(01)(12) 0o 0 0O O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
€(01)(21) 0 0 ts w¢ 0 O tg te 0 0 0 0 0 0
€(02)(10) tr t7 tr tr tr tr  t7 tz  tr tr tr tr U7 t7
€(02)(20) 0 =g 8 =g T8 =g =g x2t212 0 x8 x8 x8 I8 T8
£02)(11) 00 0 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0
go2)(22) ®wo ®wo O 0 0 0 0 % zio 0 0 z10 zi0 O
£(02)(12) 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
€(02)(21) ti2 212 ti2 z12 0 0 0 zi2 0 O 0 0 0 0
£(10)(11) 6 0 0 0 0 O 0 0 =3 z13 T13 T13 T13 %
£(10)(22) 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
£(10)(12) 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
£(10)(21) 0 0 0 zi6 0 O 0 0 0 tig tie O tie
€(20)(11) 0 0 O 0 z17 O 0 0 0 zi7 0 zx17 O T17
£(20)(22) 0 0 0 0 =zi8 718 % 0 =z18 T1s8 18 T18 T1s T18
comazy 0 0 0 0 0O O O 0O 0 O O 0O 0 0
€(20)(21) 0 0 0 =20 t20 t20 w20 0 0 O 0 0 0 t20
£(11)(12) 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0
€(11)(21) 0O 0 0O 0 o0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
£(22)(12) 00 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0
£(22)(21) 00 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0

Priklad 2. Nyni miZeme zacit s vyhodnocovanim feSeni. Uvedme piiklad dalsiho postupu.

a) Vezmeme napiiklad matici €5 a necht vSechny parametry v ni obsazené jsou nenulové.

Ptame se, zda ji lze renormalizovat na tvar matice (38). Pak by vyslednd gradovana
kontrakce odpovidajici této kontrakéni matici byla izomorfni algebfte si(3, C) pro libovolné
nenulové hodnoty parametrii. Renormalizaéni matice o nas podle (30) zajimé ve tvaru:

0 201910 201920 201911 201922 201212 201921
a1l a21 a12 a20 a10 a2
202910 202920 202911 202922 202212 202921
al2 a2 a10 a21 a1l a20
401910 202910 0 0 410911 210922 210912 210921
a a a21 a02 a22 a0l
401920 202920 0 0 a20911 220922 920912 220921
o = a21 a2 a01 a12 a02 a1l
201911 202911 210911 220911 0 0 a11912 211921
a12 a10 a21 a01 a20 a02
a01922 @02922 210922 220922 0 0 a22a12 222021
a20 a21 a02 a12 ao1 a10
201912 202912 210912 220912 211912 9222912 0 0
a10 a1l a2 a02 a20 a0l
401921 202921 210921 220921 211921 9222921 0 0
a2 a20 ao1 a1l a2 a10

Konstatujme, Ze soustava 24 rovnic, kterd vznikla z maticové rovnosti €1, @ o = Kk méa
feSeni v C. Matici € » tedy lze pro piipad jejich nenulovych parametrii renormalizovat na
matici k tudiz odpovidajici gradované kontrakce je izomorfni si(3,C).
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0, ostatni nenulové a vyslednou matici ozna

kde

16,1

*a=2E1p

.16
Soustava rovnic €3

16p
61’2 .

b) Polozme nyni v matici €, » parametr x4

00111111

00111111

117000000
11000101
11000000
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117000000
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€12

. Aplikujme nyni na

16,1
1,2

ma opét feseni v C, tudiz ;5 lze normalizovat na tvar matice
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16,VIIT

16,VII
€ 1,2 =

_—_0 O O O oo
— =0 == O OO
—_—_0 00 00O
— = O = OO+ O
_— =0 O OO
—_—_ 0 00 0o O
O O =
e o e e
—_ e _ O O = OO
-0 O OO O oo
e el e = R e B e R e I ot
_— -0 O OO O oo
—_ -0 00 0o O
_ O OO O
S O o
S O =

v e . . 2 . . . ’ ’ v
¢) Uvazujme matici 5102” tj. vzniklou z ;5 substituci x990 = 0 a ostatni parametry pred-

Ay . 1 . wi o1 . .+ 20
pokldddme nenulové. Analogické znaceni budeme uzivat i dale. Plati, Ze matici 75 lze

. c A6V " D .
normalizovat na tvar matice 6162’V . Tim jsme vycerpali vSechny prvky ¢ € R, pro které

plati v(¢) = 9. Snadnym rozborem zjistime, Zze se v Ry nevyskytuje zadné feseni e s
vlastnosti 1 < v(e) < 9.

d) Ta feSeni z mnoziny R, jez maji na mistech z Z} nenulovy prvek, jsou ekvivalentni
néjakému feseni z R;. Toho jsme samoziejmé mohli vyuzit jiz pii definici mnoziny Rs.
Polozeni ¢tyt nezndmych rovnych nule by vsak diskusi pfili§ nezjednodusilo, resp. vysledny
nejvyhodnéjsi algoritmicky postup by byl az na znaceni podobny s nasim. Rozborem
zbyvajicich fefeni € € Ry, g; = 0, i € I¥ zjistime, 7e se zde jiz z4dné s deviti nebo ménd
nulami (1 < v(e) < 9) nevyskytuje. Protoze pro ¢ € R plati v(g) > 15, jsme opravnéni
k tomuto zavéru: vSechna feseni ¢ € R systému rovnic S, pro kterd plati v(e) = 9 lze
normalizovat na Tesent z osmiprvkoveé mnoZiny Ey. Navic plati, Ze

min {v(c) € {1,2,3,...} |ee R} =9

Vratme se k jiz zminéné hypotetické moZnosti generovat systém feSeni (nebo jeho vétsi
¢éast) z néjaké vhodné matice z R operaci nasobeni po slozkach. Je jasné, ze kandidéat na tuto
matici musi lezet v Ey. Mnozinu vzniklou vzajemnym pronasobenim po slozkach vSech matic
z Ey mezi sebou oznac¢me P. Je témér na prvni pohled vidét, ze plati

min {v(e) | e € P\ By} = 12
a ze napfiklad matice vznikla normalizaci z €7 5, v(e] 3) = 12 nelezi v P. Tedy jsme uvedli
feseni, které generovanim z idedlniho kandidata nevzniklo.

Priklad 3. Mtzeme jesté uvést zakladni postiehy tykajici se tfidy izomorfnich gradovanych
kontrakeci odpovidajicich tfidé normalizovanych feseni Ey. Diskutujme napiiklad matici 51762’1

’I . ’ 7’ Id .
a odpovidajiciho zastupce - Lieovu algebru £51% | Linearni podprostor Ly definovany jako

Lo = {X10, Xoo, X11, Xa2, X12, Xo1 biin (67)
tvori podalgebru algebry L’Ei?’él a podprostor £ := {Xj9, X11, Xi12} je centrum této podal-
gebry. Otazce rozkladu téchto Lieovych algeber na semidirektni soucin se budeme vénovat v

dalsi praci.
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