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Predbéznd verze. Uvitam kazdé upozornéni na preklepy, nejasnosti a chyby.
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1 Prostor a Cas, souradnice, vektory, tenzory, trans-
formace

Mechanika je nauka o pohybu téles aproximovanych c¢asto tzv. hmotnymi body.
Pohyb (¢asovy vyvoj poloh) jednoho hmotného bodu v prostoru je urcen 2. Newto-
novym zakonem!

ma = F(b), (1)

kde na levé strané se vyskytuje vektor okamzitého zrychleni hmotného bodu a na
pravé strané vektor sily v bodé b jeho okamzitého vyskytu. Analyticky zapis tohoto
pfirodniho zakona v feCi matematiky predstavuje soustavu obycejnych diferencial-
nich rovnic druhého ¥4ddu pro funkce 27 (¢)

mil(t) = FI(Z(t), j=1,2,3, (2)

kde IV jsou predem zadané (t.j. na konkrétnim feSeni nezavislé) funkce. Resenim
soustavy diferencialnich rovnic 2. fadu (2) dostavame popis moznych drah hmotného
bodu, ktery se pohybuje pod vlivem silového pole F. Dtuvod, proc si priroda vybrala
pravé diferencialni rovnice druhého fadu a ne treba tretiho, mize byt predmétem
vice ¢i méné filosofickych uvah (viz kapitolu 5), nicméné je tfeba to pfijmout jako
mnohokrat experimentalné ovéfeny? fakt.

Slozitost feSeni diferencidlnich rovnic (2) silné zavisi na tvaru funkci F7(Z).
Analytickd mechanika je pfedevsim nauka o metodach jak tyto rovnice fesit.

Cviceni 1 Zopakujte si reseni Newtonovych rovnic pro harmonicky oscilator, kde
F(Z)=-kZ

Otazka: Cim je uréena uréena konkrétni draha hmotného bodu? Proé&?

Cviceni 2 Reste jednoduché diferencidlni rovnice

y = flz),
y = fy),
y' = flx),
y' = [
y' = fy),

kde y = y(z) a f je libovolnd spojitd funkce.

Wektory, t.j. prvky vektorového prostoru budeme v tomto textu oznadovat tuénym pismeny
v,a,F,... zatimco pismena se Sipkou ¥,d, F ,... predstavuji n—tice realnych ¢isel nebo funkci,
obvykle slozky vektoru v néjaké bazi

2pro pohyby, jejichz rychlost je mnohem mensi nez je rychlost svétla
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CvicCeni 3 Zopakujte si vétu o derivovovdni sloZené funkce vice proménngch (chain
rule). Vysvétlete podrobné schematicky vzorec

of _ of Oy’
oxi Oyl Ozt

Rozeberme si podrobnéji veli¢iny vyskytujici se v matematickdm zapisu (2) druhého
Newtonova zakona pro hmotny bod. Obecné se ik, Ze 27 jsou kartézské souiad-
nice hmotného bodu a #/ a F’(Z) jsou kartézské slozky vektoru zrychleni a a
vektorového pole sil F. Co se témito pojmy mini?

1.1 Afinni prostor a souradnice bodu

Mechanika je teorie pohybu ve ”fyzikalnim” prostoru, ktery stejné jako c¢as potie-
bujeme popsat matematickymi pojmy. Cas je v klasické nerelativistické mechanice
univerzalni parametr ¢ € R nezavisly na poloze a pohybu. Fyzikalni prostor lze
chapat jako soubor mist, kde se mohou nachézet hmotné body. Nerelativisticka
predstava fyzikalniho prostoru je, ze v ném plati eukleidovska metrika, t.j. vzda-
lenosti bodit popsanych kartézskymi souradnicemi jsou dany Pythagorovou vétou.
"Prazdny” prostor, ale neméa zadny vyznac¢ny bod, neni to tedy vektorovy prostor.
Fyzikalni prostor v klasické mechanice povazujeme za afinni prostor se skalarnim
sou¢inem. Co to je?

Definice 1.1.1 Afinnim prostorem nazyjvame uspordidanou trojici £ .= (F,d, E),
kde

e F je mnoZina
o E je vektorovy prostor.
e d je zobrazeni d : E X E — E, takoveé Ze

1. Ya,b,c € E : d(a,b) + d(b,c) + d(c,a) = 0. (Soucet vektori tvorici
trojuhelnik a,b, ¢ je nulovy vektor.)

2.Va € Ed,: E— E, d,(b) :=d(a,b) je bijekce. (Zvolim-li "pocdtek” a,
pak kazdy bod v E lze dostat pFictenim vhodného vektoru.)

Rozmerem afinniho prostoru £ nazyvame rozmér pridruZeneho vektorového prostoru

E

Casto se znac¢i d(a,b) = a—b, d;}(v) = a+v.

Body fyzikalniho prostoru tedy chapeme jako prvky afinniho prostoru, tedy
mnoziny F, kde pfidruzeny vektorovy prostor E je konec¢né rozmérny a realny E =
V,.. Pro body v prostoru n = 3, v roviné n = 2, na piimce n = 1.



Definice 1.1.2 Necht E je redlny vektorovy prostor. Skalarnim soudinem na-
zveme zobrazeni (.,.) : ExE — R, které je bilinedrni,symetrické a striktné positivni.

Je vhodné rozlisovat souradnice bodu v afinnim prostoru E a slozky vektori
ve vektorovém prostoru E. ("Piimocaré”) Soufadnice bodu b € E vzhledem k
pocatku o € E a bazi e = (eq, ..., ¢,), e; € E jsou funkce

Voo : B — R™ b 1,.(b) = (2 (b), 2*(b), ..., 2" (b)) := (¢L(b—0), ..., 9" (b—0)), (3)
kde ¢/ jsou funkciondly na V,, dudlni k bazi e, t.j. ¢i(e) = &, neboli
V=¢;V7 & VIi=¢(V).
Z linearity ¢ a vlastnosti d plyne

2 (0) =) (0) =0, 2/(by) — 27 (ba) = ] (b1) — ¥) . (ba) = 2 (b1 — by).

Je-1i baze e ortonormalni,t.j.
e; - ej = 5ij

pak se souradnice nazyvaji kartézské.

Transformace soufadnic: Hodnoty soufadnic 27(b) = ¢/(b — o) pro jeden a
tentyz bod b zavisi na vybéru vztaznych soustav (o, e).

Necht ;.. 1/308 jsou dva systémy soutradnic vzhledem k pocatku o a bazi
(e1,...,e,) respektive (0, (€1, ..., €,)), kde?

5:O+W,WEE, é}-:eiji (4)

a matice S je invertibilni redlnd matice n x n, neboli S € GL(n,R).
Pak pro né plati vztah

2I(b) = ) (b) = Sl (b+w) = S7F (b+ w) = S3(#(b) — #(0)),
zkracend? B
Z(b) = S - (z(b) — 2(0)) (5)

Dhb—o:q@@—w b+w—06=60
Uvédomme si, ze @ := (z',...,2"), Z := (&',...,@") jsou dvé n-tice funkci
E — R, pro které plati (5).

3Pokud neni vyslovné uveden opak, pouzivame tzv. Einsteinovo sumaéni pravidlo, ze pies opa-
kujici indexy se s¢ita od 1 do n.

4Sipkou ~ nad symbolem y pro jakékoliv y minime uspofddanou n-tici redlnych cisel ij =
(y1,Y2 - -, Yn), zatimco vektory v € V,, znaéime tucné. Tecka uprostied - znamend maticové
nasobeni nebo skalarni soudin.



CviGeni 4 Ukazte, e Z(6) = —S - £(0), takZe plati téz
#(b) = S - £(b) + #(5) (6)
a odvodte inverzni vztah k (5), t.j. T'(b) jako funkci x(b) a 2°(0).

Poznamenejme, ze jak matice S, tak vektor w, t.j. vztah mezi soufadnymi sousta-
vami, se miize ménit s ¢asem, coz se nam bude hodit v dalsich tvahach, napt. pii
prechodech mezi inercidlni a neinercidlni soustavou ¢i pii popisu pohybu tuhého
télesa.

1.2 Vektory a tenzory

Je-li zvolen pocatek o, pak miizeme bod fyzikalniho prostoru b reprezentovat téz jako
vektor b pridruzeného vektorového prostoru E a pokud o0 = o, pak se soutradnice
bodt transformuji jako slozky vektoru®. ”Rozdil bod&” (b—a) = d(b, a) je v kazdém
pripadé vektor, takze rychlost pohybujiciho se bodu

b(t) — b(to)

t—to t— 1o

je rovnéz vektor stejné jako zrychleni nebo sila v daném bodé.

Pro konkrétni vypocty vétsinou pouzivame slozky vektort v néjaké bazi a proto
fyzikové Casto pod pojmem vektor mysli n-tici jeho slozek (V1 V2 .. V") =V €
R™. Je ale tieba si uvédomit, ze tento zapis vektoru je vazan na danou bazi a pokud
fyzikdlni interpretace vysledki md byt nezdvisla na vybéru baze potiebujeme znat
pravidla pro transformaci slozek vektoru V € E pfi prechodu od jedné baze ke
druhé.

Necht

V=eV =8V,

kde pfechod od (ne nutné ortonormélni) baze (eq,...,e,) k bazi (&i,...,€,) je dan
matici S € GL(n) zptsobem €; = €;5";. SloZky jednoho a téhoz vektoru tedy mohou
byt rizné v zavislosti na zvolené bazi. Ze zptisobu transformace prvki bazi je snadné
ukazat, ze slozky libovolného vektoru V se transformuji podle pravidla (srovnej s
(5)) )

Vie(STWV & V=81V (7)
Presnéji feceno timto zptisobem se transformuji slozky tzv. kontravariantnich vek-
tort, coz je napriklad rychlost nebo zrychleni. Mimo to existuji jesté tzv. kovariantni

®Obecné nikoliv, porovnej (5) a (7).



vektoryS, (napiiklad gradient) jejichZ slozky se transformuji stejné jako prvky baze,
t.j.”

-

Piiklad 1.1 Nechtn =3 a

2,54 0 0
S=( 0 254 0
0 0 254

(zména méritka, délky mérime v palcich misto v centimetrech). Slozky kovariantniho
vektoru se zvétsi 2,54 krat, zatimco sloZky kontravariantniho vektoru se 2,54 krdt
zmensi.

CviCeni 5 Necht slozky veliciny A v bazi e = (eq, e, e3) maji hodnoty (1,2,3) a
slozky veliciny B v téZe bazi maji hodnoty (4,5,6).

V bazi € = (€1,€s,€3) = (€1 + ey + e3,e; — ey + e3,€; — e3) md tataz velicina
A slozky (2,0,—1) a velicina B slozky (15,5, —2).

Je velicina A kovariantni nebo kontravariantni vektor? Je veli¢ina B kovari-
antni nebo kontravarianini vektor?

Pozn: .
11 1 12 1
1 -1 0 — -1 22 1
1 1 -1 1\l2 0 -2

Cvi€eni 6 Necht slozky veli¢iny C v bazi e = (e, e, e3) maji hodnoty (1,1,1) a v
bazi € z predchoziho cvicent magi rovnéz hodnoty (1,1,1). Je velicina C kovariantni
nebo kontravariantni vektor?

Podobnym zpisobem lze definovat slozky tenzoru v dané bazi. Slozky kon-
travariantniho tenzoru 2. fadu T tvofi n x n-tici redlnych éisel T, které se pii
transformaci bazi €; = eij ; transformuji zptsobem

j—vij _ (S—l)ik<s—1)lekl (9)

Pro kovariantni (t.j. transformujici se podobné jako prvky baze) tenzory je tieba
nahradit S—! — S7, takze slozky kovariantniho tenzoru 2. fddu se transformuji
zpusobem

ﬂj - TlekiSlj. (10)

5Prvky dudlniho prostoru V
"Je zvykem psat indexy slozek kontravariantnich veli¢in nahoru, zatimco indexy slozek kovari-
antnich veli¢in dola



Slozky kovariantnich tenzort fadu ¢ se transformuji analogicky zptsobem

T, = Thykg ey S0y Sy . SMe,, (11)

112...0¢

Otazka: Jak se transformuji slozky kontravariantnich tenzoriu fadu ¢?
Slozky smiSenych tenzort fadu (p, ¢) se transformuji zptisobem

Tj1j2.-J _
T Pirig..ig =

= (S_l)jlml (S_l)j2m2 R (S_l)ququlmz'“mpklkzmkqSklilSk2i2 e Skqiq (].2)

Cviéeni 7 * Ukazte %e matice AJ; privazend v bazi e linedrnimu operdtoru A na

V., zpisobem Ae; =: e;A’; se transformuje jako smiseny tensor vddu (1,1).

Prikladem kontravariantniho tenzoru 2. fadu je moment setrvacnosti télesa, viz Kap.
3.2. Jinym zajimavym piikladem je smiSeny tenzor I ¥adu (1,1), jehoz slozky I*; =

0; := d;5 jsou ve vSech bazich stejné, nebot

I'y = (ST 148" = (S71)1,8% = 0y

Cviceni 8 Necht e; jsou proky ortonormdlni baze a f; = e;F7;, kde F' € GL(n)

jsou pruky obecné neortonomdini baze (fy,... £,). UkaZte, Ze skaldrni soucin a-b
md v bazi (fy,...,f,), a, tvar

a-b= aibjgij, (13)
kde gi; := F*.F*; je Grammova matice souboru (fi,...,£,).

Cviceni 9 Ukazte, Ze prvky matice g;; definugici skaldrni soucin (13) v obecné bazi
lze povaZovat za sloZky kovariantniho (tzv. metrického) tenzoru.

Jak uz bylo feceno, na pravé strané 2. Newtonova zékona (1) neni konstantni vektor
nybrz vektorové pole F(b). Transformacni vlastnosti jeho slozek maji tvar

—

FI(§) = (ST, (&), & F(F)=5" F(@) (14)
kde z = (z'(b),...,2"(0)) a & = (2'(b), ..., 2"(b)) jsou soufadnice jednoho a téhoz
bodu b € E, takze vztah mezi Z(b) a Z(b) je dan vzorcem (5). Analogické transfor-

mace lze napsat i pro slozky tenzorovych poli. Nejjednodussi priklad je tenzorové
pole fadu 0 — skalarni pole, které se transformuje zptisobem

U(z) = U(Z) (15)



Cviceni 10 Transformace skaldrniho pole. Jakijch hodnot nabjvd elektricky poten-
cial soustavy dvou elektronu vzdalenych od sebe na délku | ve vztazné soustave:
(0,€), kde o je bod lezici ve stredu usecky spojujici elektrony a e je ortonormdlni
soustava takovd, Ze e; sméruje ve smeru spojnice obou elektroni a e, e3 jsou na ni
kolme?

(0,€), kde 0 je bod lezici ve vrcholu rovnoramenného pravoihlého trojihelnika, jehoZ
prepona je tvorena useckou spojujict elektrony a € je ortonormdlni soustava takovd,
Ze €1, €y smertuji ve smeru jednotlivych elektroni a €s je na né kolma?

Uvedomte si, Ze aé funkce U a U maji rizny tvar, popisuji stejné elektrické pole!

Cviceni 11 UkaZzte Ze pro libovolné skaldrni pole U se veli¢ina grad U transformuje
jako (kovariantni) vektorové pole.

Pouzivame-li pouze kartézské souradnic a slozky vektorii v ortonormaéalnich ba-
zich, pro které plati e; -e; = €;-€; = ¢;;, pak pro transformac¢ni matice S dostaneme
vztah

5@' = é, . éj = SkiSljek el = Skisljékl = SkZSk] = (STS)U p=— 1= ST . S, (16)

takze S~' = ST. Matice s touto vlastnosti nazyvidme ortogonalni a jejich mnozinu
ozna¢ujeme O(n). Tato mnozina, stejné jako GL(n), tvofi grupu (viz [1] dodatek
D1), kde grupovy soucin je nasobeni matic.

Vsimnéte si Ze pti ortogonalnich transformacich (kdy S—! = S7) se slozky vek-
toru transformuji stejnou matici jako prvky baze, zatimco pro obecné transformace
se slozky vektoru transformuji matici (S71) # ST. Z vlastnosti determinantu je
zfejmé, ze pro S € O(n) det S = +1. Podmnozina matic s det S = 1 se oznacuje
SO(n) a je podgrupou grupy O(n).

Pii pfechodu mezi ortonorméalnimi bazemi, t.j. pri ortogonalnich transforma-
cich plati S~' = ST. Omezime-li se tedy pouze na ortogonalni transformace, pak
slozky vektoru se transformuji stejnou matici S jako prvky baze, zatimco pro obecné
transformace se slozky vektoru transformuji matici (S7!) # ST. Znamena to mimo
jiné, Ze pomoci pouze ortogonalnich transformaci nejsme schopni rozlisit mezi kova-
riantnimi a kontravariantnimi vektory, coz samoziejmé plati i pro tensory.

Zobecnénim tensord jsou tensorové hustoty. Kovariantni tensorovd hustota
T vahy A je veli¢ina, jejiz slozky se transformuji zptisobem

%Zﬂk = (detS)ATlmp...SliSijpk. (17)

Analogicky lze definovat kontravariantni ¢i smisené tenzorové hustoty. Jak vidno z
definice tenzorové hustoty, transformacemi pouze z SO(N) nelze rozlisit mezi ten-
sorovymi hustotami a tensory.
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Cviceni 12 Ukazte Ze v = det g;;, kde g;; je matice definujici skaldrni soucin v
obecné bazi, je skaldrni hustota stupne 2.

Cviceni 13 Ukazte Ze totdlnée antisymetrické Levi—Civitovy symboly v dimenzi n
€irinyin €{=1,0,1}, €12 =1 (18)

lze chapat jako slozky GL(n)—invariantni kovariantni tenzorové hustoty vahy -1 a
zdroven tnvariantni kontravariantni tenzorové hustoty vdhy +1. Pouzijte definici
determinantu matice.

Pravidla pro pocitani s Levi-Civitovymi symboly lze nalézt v [1], dodatek D3.

1.3 * Orientace prostoru, pseudovektory, pseudotenzory, vek-
torovy soucin

Dalsi zobecnéni vektorti a tensorti, které je ve fyzice zapotiebi, jsou pseudovektory,
pripadné pseudotensory a pseudoskalary. Piikladem je moment hybnosti, moment
sily nebo magneticka indukce. Jsou to veli¢iny, jejichz smér zavisi na orientaci vek-
torového prostoru (vybereme-li pravidlo pravé ¢i levé ruky).

Orientaci vektorového prostoru lze zavést naptiklad nasledujicim zptsobem:
Rekneme, Ze dvé baze vektorového prostoru E jsou souhlasné orientované pokud
determinant matice prechodu mezi nimi je kladny a opacné orientované pokud je
zaporny. Mnozinu vSech bazi E tak lze rozdélit na dvé poloviny — tiidy ekvivalence.

vz

Orientaci prostoru pak definujeme jako vybér jedné z téchto trid. Formalnéjsi je
Definice 1.3.1 Necht E je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. Orientaci

n-rozmérného vektorového prostoru E nazveme multilinedrni, totdlné antisy-

metrické zobrazeni
w:Ex. . xE—-R

takové, Ze existuje ortonormdlni baze (ey, ..., e,), ve které w(ey,...,e,) = 1. SmiSe-
nym soucfinem vektora vy, ..., v, nazveme w(vy, ..., vy).

Definice 1.3.2 Baze® (f1,...,f,) v prostoru s orientaci w se nazjvd pozitivné (ne-
gativné)® orientovana, pokud w(fy,...,£,) >0, (<0).

Ortonormélni baze (ey, ...,e,) v definici 1.3.1 je tedy pozitivné orientovana. Pokud
(f1, ..., f,_1,£,) je pozitivné orientovand, pak diky multilinearité a antisymetrii w jsou

8ne nutné ortonorméalni

9Nekdy se pouziva termin souhlasné (nesouhlasné) orientovana
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(fy,....f,_1,—f,) a (f, ..., f,,,£,1) negativné orientované. V prostoru R" se zavadi
standardni orientace obvykle tak, ze baze

e; == (1,0,0,...,0),e:=(0,1,0,...,0),e, := (0,0,...,0,1)

je pozitivné orientovana.
Z vyse uvedenych definic plyne, ze slozky orientace v ortonormalni pozitivné
orientované bazi jsou totalné antisymetrické Levi-Civitovy symboly wj, i, ., =

Ciiz,..in-
Cviceni 14 Napiste w(vy, ..., vy,) ve sloZkdch vektori v; v ortonormdlni bazi

Cviceni 15 Ukazte, Ze |w(a,b) | je obsah rovnobéznika s hranamia,b a | w(a,b,c)
je objem rovnobéZnosténu s hranami a, b, c.

Veli¢iny oznacované predponou pseudo- se pii zménach baze transformuyji stejné
jako ptvodni veli¢iny, ale pti zméné orientace prostoru w — —w méni znaménko.
Pseudovektorem (axidlnim vektorem) je napiiklad vektorovy soucin dvou vektort
tedy také moment hybnosti ¢i moment sily.

Tvrzeni 1.1 Necht na n-rozmérném vektorovém prostoru je zaddn skaldrni soucin
a orientace. Pak pro kaZdou uspotadanou (n — 1)-tici vektord (vy, ..., v,_1) ezistuje
praveé jeden pseudovektor A, € E takovy, Ze

VvueE w(vy,.,v,_1,u)=A, - u

Pseudovektor A, se nazyvd vektorovym souéinem vektoru (vi,...,v, 7). Né-
kdy se pouziva znaceni A, = [vy,..., v, _1],. V tiirozmérném vektorovém prostoru
w(a,b,c) = [a,b],-c = a-[b, c|,. VSimnéte si, Ze pii zméné orientace prostoru vekto-

rovy soudin (tak jako kazdy pseudovektor) zméni znaménko A, = —A_,. Podobné
jou definovany i pseudotensory T, a pseudo skalary S, tak, ze pro né plati
Tw = _T—wa Sw - _S—w7 (19)

Cviceni 16 UkaZzte Ze v ortonormdlni pozitivné orientované bazi plati pro vektorovy
soucin vzorec a X b = [a,b] = ¢;;ra'b e,. Zmeéni se vzorec v negativné orientované
bazi?

Cviceni 17 Rozeberte transformacni vlastnosti jednotlivych velic¢in vystupugicich v
Lorentzové sile pusobici na nabitou castici v elektromagnetickém poli.

Cviceni 18 *Spocitejte souradnice vektorovych soucini [a] ve Va a [a, b, c] ve V.

Inverse os: f'j = Pf; .= —f;, j =1,...,n méni (neméni) orientaci baze pokud
dim E je licha (suda).

Cviceni 19 Napiste jak se zméni slozky vektoru V, pseudovektoru A, tensori T,
pseudotensori T, a tensorovych hustot pri inversi os.
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1.4 * Orientace ve fyzice (P. Novotny)

Zatimco v matematice je situace pomérné jasna, dochazi ve vetsiné fyzikalni litera-
tury k zmatkim ohledné orientace, transformaci a pseudovektorii. Zdiraznéme, ze
jsme klasifikovali vyse uvedené matematické objekty vzhledem k jejich chovani pfi
zméné baze v E tedy pfi takzvanych pasivnich transformacich. Pasivni transfor-
mace odpovidaji ve fyzice prechodiim mezi vztaznymi soustavami a proto i fyzikalni
veli¢iny klasifikujeme podle jejich chovani pii pasivnich transformacich.

Ackoli se na prvni pohled miZe zdat, Ze pasivni transformace jsou jen obracené
aktivni transformace (misto pootoceni soustavy soufadnic otoc¢ime vektory opa¢nym
smérem a dostaneme ”totéz”), neni tomu tak. Je mezi nimi podstatny rozdil. Ak-
tivni transformace méni fyzikalni objekty zatimco pasivni transformace méni pouze
jejich popis. Pfi vlastnich ortogondlnich transformacich (rotace) neni tento rozdil
prilis vidét. Uvazujme ale napiiklad aktivni transformaci 8’ = P(a) = —a inverzi
v t¥irozmérném prostoru. Tato z vektoru a vyrobi novy vektor a’ ktery je opacny
k piuvodnimu a. Jak se bude transformovat veli¢ina ktera je definovana jako vekto-
rovy soucin dvou vektorti ¢ := a x b? Vektorovy soucin transformovanych vektort
bude a’ x b’ = P(a) x P(b) = (—a) x (—=b) = a x b = ¢, coZ je zfejmé rizné
od P(c) = —c. Veli¢ina c se tedy pfi této aktivni transformaci netransformuje jako
vektor nybrz P(c) = c, zistava beze zmény.

Uvazujme nyni transformaci P jakozto pasivni transformaci tj. pfechod od baze
(e1,e3,e3) k bazi (—eq, —ey, —e3). Vektory se pii této ”inverzi os” neméni, ale jejich
slozky se transformuji podle a* = P(a') = —a'. Jak se nyni budou transformovat
slozky veli¢iny definované jako vektorovy soucin ¢ := a x b? Vyjdeme z definice.
Necht naptiklad baze (e;, ez, e3) je pozitivné orientovana ortonormalni. Pak dosta-
neme

¢ =c-e;=w(a,b,e)=w(de;, brey,e;) = ajbkw(ej, ek, €;) = ejkiajbk.

Zatimco pro negativné orientovanou baze (—ej, —eqz, —e3) mame

&=c & =w(ab,&)=w@e,b"e&) = a/b'w(§, &k, &) = —e;a'b".
Tedy ' .~ ' , . ,
¢ = —gjkidjbk = —gjki(_aj)(_bk) = _gjkiajbk = —c" = P(c")

a slozky vektorového soucinu se transformuji stejné jako slozky vektoru.

Vétsina fyzikalnich déju které budeme popisovat se odehrava v tiirozmérném
eukleidovském prostoru. Zde byva ve fyzice zvykem zavadét tzv. pravotocivé a le-
votocivé kartézské souradné systémy. Pravotocivé jsou ty kde tfeti bazicky vektor
dostaneme jako vektorovy soucin prvniho a druhého pficemz pouzijeme pravidlo
pravé ruky (¢i jakékoliv jiné). Levotoc¢ivé pak ty s opacné orientovanou bazi. Pou-
zité pravidlo pravé ruky predstavuje volbu orientace prostoru. Fyzikalni prostor je
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tfeba orientovat pomoci realnych fyzikalnich predmétt jako napiiklad pravotocivy
sroub, prava ruka nebo vybrané poradi predméti (hvézd, roht mistnosti, ...), ke
kterym smétuji prvky baze.

Problém je ale v tom, ze vétSina fyzikd nerozliSuje orientaci baze od orien-
tace prostoru. A tedy prostor automaticky orientuje tak ze jejich baze ma vzdy
pozitivni orientaci. Tj. pravotoc¢iva soustava znamend pravotocCivou bazi a pra-
votoCivy prostor (pravidlo pravé ruky) a levotocdiva soustava levotocivou bazi a
levotoéivy prostor (pravidlo levé ruky). Pfechod mezi témito dvéma soustavami (¢
spiSe modely) pak neni pouhd inverze os, ale inverze os spojena se zménou orientace
prostoru! A je to zména orientace prostoru diky niz pseudovektory (ithlova rychlost,
moment hybnosti nebo magneticka indukce) p¥i pfechodu od pravotocivé soustavy
k levotoc¢ivé na rozdil od vektort méni sviij smér — jsou totiz pokazdé urceny podle
jiného pravidla. Stejné tak vektorovy soucin, jelikoz je z&visly na orientaci prostoru,
je v téchto pravotocivych a levotocivych soustavach (byt pocitany pomoci stejného
vzorce (a X b); = g;;1a’b") opaény. Vzhledem k tomu, Ze pii piechodu od pravoto-
¢ivé soustavy k levotocivé zmeéni smeér jak pseudovektory tak prvky baze, souradnice
pseudovektoru se pii této transformaci (na rozdil od pouhé inverze os) nezméni.
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2 Newtonova mechanika hmotnych bodi

Prvni Newtoniv zakon (formulovany jiz Galileem) fika, Ze téleso (v nasem pojeti
hmotny bod) se pohybuje rovnomeérné primocare (coz zahrnuje i klidovy stav), pokud
na nej nepusobi vtistené sily. Toto tvrzeni potiebuje opét vyjasnit pouzité pojmy.

Vtisténymi silami myslime sily nesetrvacné, jejichz ptvod je v okolnim pro-
sttedi, naptiklad gravitace, elektromagnetické sily, tfeni, atd. Rovnomérny ptimo-
cary pohyb je mozno charakterizovat jako ¢asovy vyvoj poloh hmotného bodu, jehoz
kartézské (nebo aspon pfimocaré) soufadnice jsou linedrnimi funkcemi ¢asu. Pokud
ale ztotoznime pocatek souradnic s pohybujicim se bodem, pak z definice souradnic
(3) plyne z*(b(t)) = 0, coz je linearni funkce pro jakykoliv pohyb. Znamen4 to, Ze
pro formulaci pohybovych zdkoni je dileZity vybér vztazné soustavy, tedy

1. vybér bodu ve fyzikalnim prostoru, ktery hraje roli po¢atku soutadnic v afin-
nim prostoru £

2. vybér smért, které hraji roli baze v pridruzeném vektorovém prostoru E.

Tyto vybéry nejsou a priori nijak dany a navic se v pribéhu ¢asu mohou ménit.
Je tfeba tedy urcit, které vztazné soustavy jsou pro formulaci zakonti mechaniky
vyznacné a poté urcit, jak budou tyto zakony vypadat v ostatnich vztaznych sou-
stavach. Ukazuje se, zZe vyzna¢nymi vztaznymi soustavami jsou tak zvané soustavy
inercilni, ve kterych plati prvni Newtontiv zakon - zdkon setrvac¢nosti (inercia).

2.1 Inercialni vztazné soustavy, druhy Newtonilv zakon

Jak je uvedeno na pocatku této kapitoly, inerciadlnost vztazné soustavy souvisi s po-
jmem (absence) vtisténé sily, neboli pojmem bezsilového bodu. Bezsilové hmotné
body, které se podle 1. Newtonova zakona pohybuji rovnomérné pfimocate, by mohly
slouzit jako referen¢ni body pro konstrukci inercialni vztazné soustavy, vzhledem ke
které by bylo mozné studovat pohyb ostatnich téles. Existence takovych hmotnjch
bodt je vSak velmi problematickd, nebot na kazdy hmotny bod ptisobi gravitace
ostatnich bodi a on je zaroven zdrojem gravitace pro ostatni body. Nicméné po-
kud se elektricky neutralni hmotné body pohybuji v dostatecné velké vzdalenosti
od ostatnich téles, miizeme je s jistou presnosti povazovat za bezsilové a pouzit ke
konstrukci vztaznych soustav jejichz inercialnost je dostatec¢na.

Za takové hmotné body muzeme povazovat naptiklad hvézdy, takze témér do-
konale inercialni je systém, jehoz pocatek je ve stfedu Slunce a jehoz osovy trojhran
je v klidu vaéi okolnim hvézdam (viz[7], kap.l.4). Pro mnoho uloh (typicky tako-
vych, kde studovany pohyb trva nékolik sekund ¢ minut, t.j. ¢ << 24 hodin) se
ukazuje dostatecné povazovat za inercialni soustavu spojenou se Zemi nebo mist-
nosti ve které se provadi mechanické experimenty. Jejich neinercélnost se projevi
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az po delsim ¢ase (napf. Foucaultovo kyvadlo). Alternativou hledani inercidlni sou-
stavy je moznost "naptimit drahy” hmotnjch bodt odectenim vlivu gravitacnich a
setrvacnych sil, coz souvisi s principy Obecné teorie relativity a zachazi daleko za
cile tohoto textu.

Otazka: Je kosmickd lod na obéiné drdze kolem Zemé, vici které se predméty po-
hybuji rovnomeérné primocare, inercialni soustavou?

Obecné se da Tici, ze 1. Newtontiv zakon — zakon setrvac¢nosti definuje vlastnosti
inercialnich vztaznych systému a jejich soutadnice ¢ini fyzikdlné privilegovanymi pro
formulaci 2. Newtonova zdkona ve tvaru (2), ktery existenci inercidlni soustavy a
kartézskych souradnic predpoklada.

Je snadné ukazat, Ze inercidlni soustava souradnic neni urcena jednoznac¢né.
Inercidlnost vztazné soustavy dané pocatkem o a ortonormdlni bazi (eq,...,e,) je
definovana tak, Ze kartézské soufadnice!® bezsilovych bodil z;(t) = x;(b(t)) spliiuji
rovnice P

j
I (t) = 0. (20)
Pokusme se zjistit, jaké transformace soutadnic vztazné soustavy nezméni jeji iner-
cidlnost. Provedeme-li na case zavisly prechod k jiné kartézské soustaveé souradnic
dané pocatkem 6 = 6(t) a bazi (&4, ...,€,), kde &; = €;5;;(t), S(t) € O(3), pak podle
transformacniho vzorce

Zi(b) = Sji(w;(b) — ;(0)), (21)
ktery je inverzi vzorce (5) pro S~ = ST, dostavame
dQL%Z' o - - ' . - . =
o (t) = 2 = Sji(w; — 05) + 25525 — 0;) + Sji(@5 — 05), (22)

kde z;(t) := x;(b(t)) a 0;(t) := =z;(6(t)). Pokud Z;(t) := Z;(b(t)) maji byt opét
kartézké souradnice bezsilovych bodt v inercidlni soustavé, tedy

(ii=0=1;=0) & (Vu, 20, z;(t) = vit + 2% = #;(t) = vt + i0)

;¢ o d’z; [~ vy - ss1s ~ ;
musi Sj;; = 0 a 0; = 55 ((t)) = 0. Pocatek nové inercialni soustavy 6 se tedy musi
vic¢i pocatku ptivodni inercidlni soustavy o pohybovat rovnomérné primocare

ot) =0+ Vt+x°

a ortogonalni transformace bazi €; = e;5;; je v Case konstantni.
Vidime tedy, ze vztaZnd soustava, jejiz pocatek se vici inercialni soustavé po-
hybuje rovnomerne primocate rychlosti V a vektory jeji baze se vici puvodni bazi

10y zhledem k tomu Ze nadale budeme pouZivat téméF vihradné ortogonalni transformace, které
nerozlisuji mezi kovariantnimi a kontravariantnimi tensory a vektory, budeme nadale psat vSechny
indexy dole
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neotaci, je opét inercialni. Vztah mezi kartézskymi souradnicemi obou inercialnich
soustav z; a I; je dan vzorcem

#(6) = S:(a; (0) — Vyt — a2). (23)
Tyto transformace soufadnic, jejichz parametry jsou (S, ‘7,3?0) € 0(3) x R? x R3,
se nazyvaji transformacemi Galileiho. Mnozina Galileiho transformaci je opét grupa
vuci skladani.

Cviceni 20 Napiste pravidlo pro skldddni Galileiho transformaci (grupovy soucin

(S,V, %) a (S, V', @)), tj. (S", V", &) jako funkei (S',V', 7)) a (S,V,Z).

Koncem 19. a za¢atkem 20. stoleti se ukazalo, Ze vzorec (23) pro transformaci sourad-
nic bod prostoru je ve sporu s experimentalné prokazanou konstantni a konec¢nou
rychlosti svétla a je nutno jej modifikovat. To vedlo k tzv. Lorentzovym, neboli relati-
vistickym transformacim. Vzorec (23) je vSak plné postacujici pro vztazné soustavy,
které se vici sobé pohybuji rychlostmi malymi ve srovnani s rychlosti svétla.

Toto ponékud obtizné zavedeni inercidlnich soustav je dulezité, nebot 2. New-
tonuv zakon pro pohyb hmotného bodu pod vlivem vtisténych sil ve tvaru

d dz;

— (m(t) =2(t) | = F;(Z(t), j=1,2 24

i (m0 520) = B0, =123 )
kde m(t) je okamzitd hmotnost hmotného bodu,

Z(t) = (21(t), 22(t), 23(1)) == (21(b(F)), 22(b(t)), 23(b(1)))

a Fj(Z) jsou slozky vektorového pole vtisténych sil, plati pouze pro kartézské nebo
primocaré souradnice v inercidlni soustavé. Pro obecné (napiiklad sférické) soutad-
nice je treba pouzit Lagrangeovu formulaci mechaniky, kterou se budeme zabyvat v
kapitole 4.

Je dobré si uvédomit, ze p7i Galileiho transformacich (S, ‘7,:?0) se kartézské
slozky rychlosti v; hmotnych bodi (a tim padem i hybnosti) netransformuji jako
slozky vektori, ale kviili vzajemné se pohybujicim pocatkiim vztaznych soustav pro

vvvvvv

v = Sji(v; — Vj), pi = Sji(p; — mVj). (25)

Pro slozky momentt hybnosti L; := ¢;;,2;pr pak dostavame pomérné slozity trans-
formacni vtah

Ly = Sji | Lj = m(& x V); = t(V x p); = (Fo x §); +m(To x V);| . (26)
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2.2 Druhy Newtonuv zakon v neinercialni soustavé

Jak uz bylo feceno, 2. Newtoniv zdkon ve tvaru (24) plati v inercidlni vztazné
soustave. Nicméné zahrnutim takzvanych zdanlivych sil je mozno jej formulovat i v
kartézskych (nebo piimocarych!!) soufadnicich soustavy neinercidlni.

Predpokladejme, Ze (o,e) je inercidlni vztazna soustava, ve které se kartézské
soutadnice hmotného bodu vyvijeji podle (24). Prechod ke kartézskym souradnicim
téhoz hmotného bodu v soustavé (6(t), é(t)), kterd se viiéi (o, e) pohybuje a je nei-
nercidlni, je dan transformaci (21), kde S = S(t) € SO(3) . Soutadnice pohybujiciho
se bodu b 1ze tedy zapsat ve tvaru

B (6()) = S3u(Dla, (6(1)) — 2, (6(1))] (27)

Pouzitim tohoto vztahu a jeho inverze dostaneme vyjadieni slozek zrychleni bodu b
v neinercialni soustavé (6, €) ve tvaru

F(b() = Sy [15000)) — 285800(0)) — S 0(1) — B560)] . (28)

Cviceni 21 Dokazte vztah (28).

Prvni ¢len na pravé strané S;;%;(b) je podle 2. Newtonova zakona (pro m = 0) a
diky (14) tmérny kartézskym soutadnicim vtisténych sil v bodé b(t) vycislenych v
soustavé (0, e).

Syilt)mi; (b(1)) = Sji(t) E;(T(b(t))) = F(Z(b(1))) = F(Z(1)),

kde v druhém rovnitku jsme pouzili predpis pro transformaci slozek sily jako vekto-
rového pole. Znamena to, ze 2. Newtontv zakon zapsany v kartézskych souradnicich
neinercialni soustavy ma (pro 7 = 0) tvar

m T20) = BG(0).0) + Z(E0). 50,0, =123 (20)

kde .
Zi(E(t), Z(t),t) = —m Sji | 28k (b(t)) + Spnr(b(t)) + ij(f?(t))] (30)

jsou slozky takzvanych zdanlivych sil, které vznikaji vlivem neinercidlnosti sou-
stavy (0, €). Zavedeme-li ”matici ihlové rychlosti ota¢eni soustavy (6, €) okolo (o, e)”
predpisem

i = — (8T8 ik = —ps (31)

UPouziti pfimocarych nekartézskych soufadnic ale nepfindsi vétsinou zaddnou podetni vyhodu,
proto se témér nepouziva
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dostaneme zdanlivé sily ve tvaru

Zz(f(t), :%'(t),t) =m [QJ;ikfk(b(t)) — ()@ (b(t)) + Dipir(b(t)) — Skijk(é(t))} ,
(32)
a volbou'? @j; = £ t.j. Q = (Dog, Us1, D12) lze ukazat, Ze prvni, druhy a tieti
¢len jsou sily Coriolisova, odstfediva a Eulerova, takze druhy Newtoniv zdkon v
kartézskych souradnicich libovolné neinercidlni soustavy mé tvar'

mi=F@) +2mZxQ+mQx (ZxQ)+mTxQ—ma, (33)

kde Q(t) jsou slozky pseudovektoru QUt) okamzité whlové rychlosti otdceni neiner-
cidlni soustavy (0,€) okolo 6 v bazi €(!) (viz cvifeni 24) a posledni ¢len a;s(t) je
tzv. unasivé zrychleni plynouci z pripadného nerovnomérného pohybu pocatku o
neinercialni soustavy (0, €) vidi inercialni (o, e).

Cviceni 22 Necht
cosp(t) —sing(t) 0
S=| sinp(t) cosp(t) 0
0 0 1

Jaké odpovidd transformaci? Spocitejte Q(t).

Cviceni 23 Ukaste, Ze pro libovolné iy = (y1, vy, y3) € R?

g

(ST8)igy; = —@igys = (X Py (@ )iy = (© x (
Cviceni 24 Ukaste, Ze &; = —&;0;; a pro slozky vektoru Y (t) = Yi(t)e; = Y;(t)&;(t)
plati %Y/ = %()7) S—OxY.

Qu

X Y));-

2.3 Soustava hmotnych bodu, treti Newtonuv zakon

Pro soustavu N hmotnjch bodi b,, a = 1,..., N, které mezi sebou nemaji zadné
predem dané vazby, plati v inercialni soustaveé 2. Newtontv zakon opét ve tvaru

—

< (P) = F(X), (34)

kde
X = (fla---wa) = ({,El,...,ng),

127de predpokladame, Ze base é je souhlasné orientovana s orientaci uréujici smér vektorového
soucinu. V pripadé nesouhlasné orientované base by se zménilo znaménko slozek pseudovektoru €.

13Pro ptehlednost zde vynechavame vinky, takZe vSechny vektory }7, predstavuji soufadnice
vektoru Y v neinercidlni kartézské soustave.
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T, jsou kartézské souradnice bodu b,, a =1,..., N,

ﬁ: (ﬁla"'v _’N) - (p17"'7p3N>7
Pa jsou kartézské slozky vektorti hybnosti bodu b, p,(t) := ma(t)%(t) a

— — — — — —

F(X) = (F(X),...,Fxn(X)) = (F(X), ..., Fsn(X)),
FL(X) jsou slozky sil pisobici na jednotlivé body, takze 2. Newtontlv zékon pred-
stavuje soustavu diferencialnich rovnic

% (mj(t) %(t)) — F(X(1), j=1,....3N. (35)

Pokud neplati, ze ﬁa()?, t) = ﬁa(fa, t), (to znamené ze sila pusobici na bod b,
z&visi 1 na poloze ostatnich bodi, t.j. body vzajemné interaguji), pak z matematic-
kého hlediska se jedna o velmi tézkou tilohu, kterou lze obecné tesit pouze pro dva
hmotné body (t€lesa) spliiujici 3. Newtondv zakon v jeho silné verzi (37) — tloha
vysledky diky tretimu Newtonovu zakonu.

Treti Newtontv zdkon (akce a reakce) mé dvé verze, silnou a slabou. Slaba
verze tvrdi*, ze sila, Fy, kterou hmotny bod b, piisobi na hmotny bod by ma
stejnou velikost ale opacny smeér nez sila, ﬁag kterou hmotny bod bg plisobi na
hmotny bod b, . .

Fog = —Fsa. (36)

Ve své silné verzi zakon rika, Ze sily navic smétuji ve sméru spojnice poloh hmotnych

bodt

Faﬁ = (foc - fﬁ)faﬁ(ﬁa - fﬂD = (fa - fﬁ)faﬁ(rocﬁ): (37)
kde f.3 = fga- To je splnéno napiiklad pro hmotna télesa, kterd na sebe vzajemné
pusobi gravitac¢ni silou. Ukézeme diisledky 3. Newtonova zakona pro soustavu hmot-
nych bodt.

14Ve skuteénosti 3. Newtontiv zédkon nemusi platit ani ve své slabé verzi a je tfeba jej v kazdém
konkrétnim pripadé ovérovat. Mame-li, naptiklad dvé smycky dratu, ve kterych proudi stacionarni
elektrické proudy j; a jo, pak segment ds1 (analog hmotného bodu) v bodé 7 vytvaii v bodé 7
magnetické pole dB = Z—ﬁjld_:sl X (o — ) /|72 — 71|® a sila, kterou piisobi na segment dsy v bodé
T2 Je

. dso x [ds oy — 7
Fy = Z—;jljz 52 % ldsy x (72 — 71)]

7

[Py — 713
takze

o JiJ2 -

Fou o Fio = {0 M [ (e - (7 = %)) = dialdsy - (7 = 74))]

coz neni nutné nula. Na druhé strané po vyintegrovani pies obé dvé smycky se sily vyrusi.
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Zabyvejme se napred tzv. izolovanou soustavou, ¢imz rozumime soubor N hmot-
nych bodi které na sebe ptisobi navzajem, ale z vnéjsku na né neptisobi zadna
vtisténa sila (pomérné dobfe je timto zplisobem popséna napt. slunecéni soustava
se vSemi planetami, mésici a Sluncem). Pro kartézské souradnice hybnosti a—tého
bodu pak plati

d d d al
— 9 = — —7 = ﬁ = ﬁ
70 = 5 () 57 0)) = Fu) > Fuy (39)
Plati-li zakon akce a reakce aspon ve své slabé formé, pak
N N N
Fog=0, = P(t):=) pa(t) =P = const(t), (39)
a=1 =1 a=1

takze celkova hybnost soustavy se zachovava. Odtud okamzité plyne, ze hmotny stred
(tézisté) isolované soustavy hmotnych bodi, jejichz hmotnosti jsou v ¢ase konstantni

R(t) == % S madalt), M= mg (40)
a=1 =1

se pohybuje rovnomérné pirimocaie rychlosti P /M. Je pak snadné ukdzat, Ze v tom
ptipadé lze najit inercidlni soustavu (0, €) ve které slozky celkové hybnosti vymizi.
Staci totiz provést Galileovu transformaci (23), kde V = P/M. Tato Galileova
transformace je urcena az na ortogonalni transformaci S a konstantni vektor . Ten
se obvykle voli tak, ze po¢atek inercialni vztazné soustavy (0, €) je v hmotném stiedu
soustavy hmotnych bodd. Tato vztazna soustava se nazyva soustavou hmotného
stredu.

Neni-li soustava isolovana, t.j. na kazdy bod soustavy plisobi navic vnéjsi sila
ﬁée) (Z4), pak pro celkovou hybnost isolované soustavy plati Prvni véta impulsova:

d = (e L (e) (=
() = FO(t) = Xa: FO(7,(1)), (41)

tedy Casova zmeéna celkové hybnosti je rovna celkové vnéjsi sile, ktera na soustavu
plisobi, t.j. souctu vnéjsich sil ptisobicich na jednotlivé body. Soustava hmotného
stfedu v tomto pripadé neni inercialni.

Podobna tvrzeni, mizeme odvodit i pro moment hybnosti (impulsmoment) sou-
stavy. Secteme-li momenty hybnosti vSech bodt soustavy

N N
L:=) Lo=Y FoXfa (42)
a=1

a=1
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pak z 2. Newtonova zakona dostavame

N
:ZE ZxaxF +ZanFaﬁ (43)
a=1

7g 1

Plati-li zakon akce a reakce ve své silné formé, pak

N N
Z foa X ﬁaﬁ = Z foz X (fa - fﬁ)faﬁ(raﬁ) = 07 focﬂ(r) = f,@a(r)

a,B=1 a,B=1

a plati Druha véta impulsova:

L) = NO@) = Y Falt) x FLO(1), (44)

«

tedy casova zména celkového momentu hybnosti je rovna celkovému momentu vnéj-
sich sil, které na soustavu piisobi. Pii této prilezitosti je dobré si uvédomit dvé
véci:

1. Hodnota momentd hybnosti i momenti sily zavisi na volbé pocatku vztazné
soustavy.

2. Prejdeme-li od inerciélni soustavy (o, €) k obecné neinercialni soustavé (0'(t), €'),
kterd se vudi inercidlni pohybuje pouze translacnim pohybem, t.j. € = e, pak
celkové hybnosti, momenty hybnosti a momenty sil se diky (5) transformuji
zpusobem (viz piiklad 1.5 v [1])

P =P — Mz(), (45)
I'=L—#()x P— MR x o)+ M#0) x #0), (46)
N'©) = N© — #(0) x F. (47)

Vybereme-li navic za pocatek pohybujici se vztazné soustavy hmotny stied soustavy
hmotnych bodu o'(t) = R(t), pak

P{t)=0,L'=L—RxP (48)

a 2. véta impulsova v této vztazné soustavé prejde na tvar

_L/ E: }: 7'y =N, (49)

Pripomenme, Ze tyto vztahy plati v soustavé hmotného stiedu i kdyz vnéjsi sily jsou
nenulové, ¢ili tato soustava neni inercialni.
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2.4 Casova stFedni hodnota, véta o virialu

Dalsi poznatky o chovani soustavy jako celku je mozno ziskat z tzv. véty o virialu.
Necht Z je libovolné funkce 2 x 3N + 1 proménnych predstavujici néjakou fyzikalni
veli¢inu, Z = Z(X,V,t), kde

— —
—

X:<x1,...,.fN): ((L’l,...,l'gN), V:(’Ul,...,UN) = (?)1,...,1}3]\7).

Ukazuje se ze pro dlouhodobé primérné hodnoty nékterych veli¢in 7 = Z (X ) 17, t)
mohou platit vztahy, které v jednotlivych okamzicich platit nemusi.

Casovou st¥edni hodnotou < Z >3 veli¢éiny Z pro funkci X = X(t
(Z1(t),...,Z3n(t)) nazveme

~—

1 /7 ~ ~
<Z>g=1lm- [ Z (X(t), %X(t),t) dt (50)
0

T—00 T

Néas budou zajimat casové stiedni hodnoty pro soufadnice pohybujicich se hmotnych
bodti. Pro né plati

Véta 2.1 Necht T je kinetickd energie soustavy T = T(V) %Zgil mev? =
%Zfivl mv? a vsechny sily v ni pisobici jsou poteizcz'cilové ﬁ(}?) = —gradU(X).
Necht U je homogenni funkci x; stupné k, t.j. UAX) = NU(X).

Pak pro libovolné reseni X Newtonovych pohybovych rovnic, které spolu s pruni
deriwaci nenabyvaji nekonecnych hodnot plati

k
<T>X:§<U>X (51)

Dikaz (viz téz [1], kap.2.5) je zalozen na faktu, ze kinetickou energii mtzZeme pro
libovolné feseni pohybovych rovnic zapsat pomoci ¢asové derivace viridlu G =
P-X =" mux,.

1 .o 1d . 1 - 1d 1 -
T=~- Zzlmmxl =57 izlmlxlxz — 2 m;T;T; §EG ~3 2 Fz;
Zaroven
3N 3N 517
iz, = — —1;, = —kU(X), 52
; 7 ;3%% (X) (52)
tedy
k 1 .. G(r)—G(0)
<T>% —5 < U>z= —Tllﬁnmf.

Pokud #;, #; jsou omezené, pak pravé strana je rovna nule, z ¢ehoZ plyne (51).
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Cviceni 25 Dokazle posledni rovnost v (52).

Pokud %—({ = 0, pak celkova energie soustavy je & = T + U, a z véty o viriadlu
dostavame podily stiednich hodnot kinetické a potencialni energie na celkové.

2
<T> <E>%<U>f7;3<E>X. (53)

X" k12
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3 Mechanika tuhého télesa

Mechanika tuhého télesa popisuje napriklad pohyb kamene hozeného do vzduchu,
zménu osy rotace Zemé, fyzikalni kyvadlo nebo ”setrvacniky” t.j. télesa otacejici se
okolo pevného bodu.

3.1 Popis pohybu a fyzikalnich veli¢in

Tuhé téleso je mozno aproximovat jako soustavu hmotnych bodu b, svazanych
vazbami |b, — bg| = cap. Pro popis pohybu tuhého télesa je vyhodné zvolit vztaznou
soustavu (0, €) pevné spojenou s télesem viici které jsou vsechny body tuhého télesa
v klidu, t.j. %f(b(t)) = 0. Pohyb tuhého télesa je pak urcen pohybem této (obecné
neinercidlni) vztazné soustavy (0(t), €(t)) vici referenéni inercidlng soustavé (o, e).
Pro soufadnice kazdého bodu tuhého télesa vzhledem k inercialni soustavé (o, )

diky (6) plati B
z(b(t)) = 5(t) - 2(b(t)) + #(o(t), (54)

z Gehoz plyne, Zze pohyb libovolného bodu uvniti télesa je dan pohybem (zatim
libovolné zvoleného) pocatku o(t) a otacenim okolo néj vyjadfenym matici S(t).
Rychlost tohoto bodu pak je

Z(b) = 8- Z(b) + 2(6) = (SST) - [Z(b) — Z(6)] + Z(5). (55)

Zavedeme-li, podobné jako v kapitole 2.2, pseudovektor Q(t) predpisem 2; = %ijwjk,
kde ale wyy, := (SS7); = —wy; (porovnej s (31)), pak ©; jsou opét slozky okam7ité
uhlové rychlosti ota¢eni neinercialni soustavy (0,€) okolo 6, avSak v bazi e, tedy
slozky Q(t) vzhledem k nepohyblivé soustavé (o,e). Pro rychlosti bodud b, tuhého
télesa v soustavé (o,e) tedy plati

Z(be — 0) = Q(t) x [Z(bs — 0)]. (56)

Odtud je vidét, ze okamzita thlova rychlost otaceni vSech bodt télesa okolo po-
¢atku soustavy o je stejnd (coz je viceméné ziejmé) a ze dokonce nezavisi na vybéru
pocatku.

CvicCeni 26 Ukazte, Ze w;; a w;; jsou sloZky jednoho a téhoz tensoru v riznyjch bazich

a0 a gsou slozky jednoho a téhoz (pseudo)vektoru v riznych bazich, t.j.

Q;(t)e; = Q;(1)&;(t) = Q(t).

—

Ndvod: PouZijte vzorec pro transformaci bazi a definice Q(t) a Q(t).
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Kvili odvozeni pohybovych rovnic tuhého té€lesa rozlozime v kazdém case ¢
prechod mezi inercidlni soustavou (o, e) a neinercidlni (o(t),€(t)) na dva kroky —
translaci a rotaci: prechod od (o,e) k (o’,€') = (6(t),e) a prechod od (0’,€') =
(0(2), e) k (o(t), &(t)).

Slozky momentu hybnosti L, bodu b, (t) vzhledem k o' = 6(t) v soustavé (o', €’)
pak diky (56) maji v kazdém case ¢ tvar

L, = ma #(bo — ) x (ba = 8) = ma G X (A % @), (57)
kde
Go = T'(by) = Z(be — 0).

Vzhledem k tomu, zZe ¢, [_;’a i ) predstavuji slozky (pseudo)vektori v bazi e, slozky
téhoz momentu hybnosti v neinercialni bazi € jsou

Lo =mad., x (O x3.), (58)

kde

(ja = i(ba)
Dilezita vlastnost soutadnic CL pohybujiciho se bodu télesa b, (t) je, Ze (na rozdil
od soufadnic ¢, ) nezavisi na case, nebot soustava (0, €) je pevné spojend s télesem.

Vyjéditme-li slozky pseudovektoru L, ve slozkach €2, g, dostaneme®

La,i = magijk(ja,jgklmQIQOz,m = ~oz,ilﬁb (59)

kde . o 5
Lo it = maijkErimda,iGom = Ma(0i Ay - 4o — GaiGat) = Lai- (60)
jsou slozky momentu setrvac¢nosti bodu b, v soustavé (0,€) spojené s télesem a z
jejich definice je zfejmé, ze v této soustavé rovnéz nezavisi na cCase.

V aproximaci tuhého télesa soustavou hmotnych bodt jsou sloZky celkoveho
momentu hybnosti vzhledem k bodu 6 v bazi € rovny souctu momentti vsech bodu

Li = Z Lo = Z Iogi = . (61)
Ptejdeme-li od diskrétni aproximace ke spojitému prostiedi, pak z (60) a (61) plyne
fu=Ti= [ (@) £~ ). (62)

Tyto veli¢iny predstavuji slozky symetrického tensoru I v bazi €, ktery se nazyva
moment setrvacnosti télesa vzhledem k bodu o a prevadi tthlovou rychlost otaceni

15q ¢&isluji body tuhého télesa i, j, k ¢isluji slozky (pseudo)vektorti v neinercidlni soustave.
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télesa na jeho moment hybnosti. V integralu (61) p(Z) predstavuje hustotu hmoty
a I jsou soufadnice bodi uvnitt télesa 7 v soustavé pevné spojené s télesem.

Vzhledem k tomu, ze moment setrvacnosti je symetricky tensor, je mozne vybrat
bazi & tak, Ze mimodiagondlni slozky I;, # i vymizi (diagonalizace symetrické
formy) a diagonalni slozky mtzeme oznacit I, I, I5. Osy soufadné, které ukazuji ve
smeéru téchto €; nazyvame hlavni osy setrvacnosti télesa. Moment hybnosti télesa,
pak ma slozky

i = (. B, 0s). (63)
Vyjadfeni momentu hybnosti ve tvaru (57) muzeme vyuzit i k vyjadfeni kine-
tické energie otaceni bodu b, okolo o.

1 5 1 2N R s
Ta = 5t o = 5ma (@ x @) - (G x @) =
1 . <, = 1> =
= e (qa % (3 x qa)> G =L G, (64)
kde jsme v v tfetim rovnitku pouzili cykliénost smisen¢ho soucinu
(C’ X A) (A X B) CproA=g,, B=Qxdg, C=Q.Pro kinetickou energii
otaceni télesa okolo 0 pak dostavame vzorec
1- = 1= = 1 -~ = = 1~ ~ -~
5 5 (L) - Q=] (65)

3.2 Pohybové rovnice tuhého télesa, bezsilovy setrvacnik

Zvolime-li za pocatek soustavy (6(t),€(t)) hmotny stied télesa o(t) = R(t), pak
pohyb tuhého télesa je urcen pohybem hmotného stiedu télesa a otacenim okolo
néj. Pohyb hmotného stfedu je dan prvni vétou impulsovou

M R(t) = F©,

a rovnice pro ota¢ivy pohyb S(t) vyplyvaji z druhé véty impulsové v soustavé hmot-
ného stredu (49)
d - -
— I =N, 66
p (66)
Pripomenme, ze I jsou slozky celkového momentu hybnosti télesa v obecné neiner-
cidini soustavé (o', e') a N'(©) je celkovy moment vnéjsich sil, které na té&leso ptisobi.
Vzhledem k tomu, Ze slozky momentu setrvacnosti je rozumné pocitat vzhle-
dem k soustavé (6(t), €(t)) pevné spojené s télesem , kterd se viici (o', e’) otaci, je
vhodné prepsat i 2. vétu impulsovou do této soustavy, ve které I;; nezavisi na cCase.
Z transformacnich vlastnosti (pseudo)vektoru L snadno odvodime
d- d 2
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a s vyuzitim (31) a (66) odsud dostaneme 2. vétu impulsovou v soustavé spojené s

télesem ve tvaru ©
£Z+QxE=N : (68)

= (e) = (e) = (e
kde N =N (t)=N"1)-50).

Vyjadiime-li L pomoci momentu setrvacnosti télesa zptisobem (61), obdrzime
tzv. Eulerovy setrvacnikove rovnice

filﬁl - 5z‘jkj~ijkau = Ni(e) (69)

které urcuji ¢asovou zavislost rychlosti thlové rotace () télesa s momentem setr-
vacnosti I. Eulerovy rovnice tedy nejsou nic jiného nez druhé véta impulsova zapsana
v neinercalni soustavé tuhého télesa a velic¢iny v nich vystupujici jsou zapsany ve
sloZkach v soustavé pevné spojené s telesem, jejiz pocatek je v hmotném stiedu té-

lesa. Pokud slozky N’ (t) - S(t) momentu sily na pravé strané Eulerovich rovnic
jsou nenulové, jedna se o velmi slozitou soustavu diferencialnich rovnic pro rotacni
matici S(t), kterd vystupuje jak ve slozkéch Qj uhlové rychlosti, tak ve slozkach
momentu vnéjsi sily.

Pokud na tuhe téleso neptisobi zadné vngjsi sily, Fa ) — 0, jedna se o izolovanou
soustavu, kde N V) =0 — tzv. bezsilovy setrvacnik. V tom piipadé se hmotny stied
télesa pohybuje rovnomérné primocare a Eulerovy setrvacnikové rovnice se zjedno-
dusi na soustavu diferencialnich rovnic pouze pro slozky tthlové rychlosti v soustaveé
pevné spojené s télesem ‘

[ilQl = Eijk[ijka. (70)
Pfednosti soustavy pevné spojené s télesem je, ze slozky tensoru setrvacnosti jsou
pak na case nezavislé, coz podstatné zjednodusuje feseni. V bazi zvolené navic ve
smérech hlavnich os momentu setrva¢nosti maji diferencialni rovnice (70) tvar

f1§21 = (I, — I3)09s,
Ly = (I — )0, (71)
Qs = (I — )06,
7 téchto rovnic je okamzité vidét, ze pro téleso, které mé slozky momentu
setrva¢nosti v hlavnich osach stejné I; = I, = Iy (naprlklad homogenni koule), j

-

Q(t) = const., takze téleso se ota&i konstantni thlovou rychlosti stale ve stejném
smeru. S
Pokud I} = I # I (symetricky setrvacnik), pak feSeni rovnic (71) je

. L -1 - i L—1Is - -
91208111( 1]~ 39375—(,00), QQZCCOS< 1j 393t-§00>, QgZCOnSt.

1 1
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Odtud plyne, Ze v tomto ptipadé se smér pseudovektoru €2(t) se otaci okolo tfeti
L-13
A
Case konstantni (odtud néazev setrvacnik). Tento pohyb pseudovektoru (¢) (pohyb

osy otaceni uvnitf télesa!) se nazyva precese. S tim souvisi fakt, ze smér osy otaceni
Zemé (kterou je mozno v jisté aproximaci povazovat za zplostély elipsoid) se s ¢asem
méni, zatimco jeji rychlost ziistava v této aproximaci stejna. Uhel, ktery svira Q(t)
s osou Z se nazyva thel nutace a plati pro néj

hlavni osy setrvacnosti télesa Z rychlosti Qg, ale rychlost otaceni |Q(t)| je v

cosf = Q3/|Q| = Q3/1/C? + Q2.

Pro symetricky setrvacnik cosf = const., ale v obecném pripadé nikoliv.

Pokud I; # I, # I, I, # I, pak Teseni Eulerovych rovnic je pomérné slozité
a lze je vyjadiit v terminech tzv. Jacobiho eliptickych funkci (podobné jako presné
feSeni matematického kyvadla).

Poznamenejme jesté, ze vyreSenim slozek Qm(t) z Eulerovych setrvacnikovych
rovnic je$té neni ota¢ivy pohyb télesa uréen, nebot ten je dan matici S(t), takze pro

vvvvvv

Ski(t) S = (ST(8) - S(t))ij = —Biy = —€4jm (1)
pro slozky ortogonalni matice S.

Cviceni 27 * Naleznéte matici otaceni S pro homogenni kouli v bezsilovém pro-
streds.

Cviceni 28 Ukazte, Ze pro téleso s konstantni hustotou hmoty v homogennim silo-
= (e)
vem poli je N =0, takZe pro né plati stejné rovnice jako pro bezsilovy servacnik.

Cviceni 29 * Urcete pohyb bodu na povrchu homogenni koule v homogennim silo-
vém poli.
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4 Lagrangeova formulace mechaniky

Newtonovska formulace mechaniky hmotnych bodi je formulovana v kartézskych
soufadnicich, které pro popis nékterych systémii, napiiklad pohyb v poli centralnich
sil, nemusi byt nejvhodnéjsi. Mimo to pro hmotné body, které se pohybuji nejen pod
vlivem vtisténych sil ale jsou rovnéz podrizeny néejakym vazbam, operuje s intuitivné
naroénym pojmem vazbovych sil.

Priklad: Rovinné matematické kyvadlo. Hmotny bod se pohybuje pod vlivem kon-
stantni gravitacni sily, ale jeho pohyb je omezen na kruznici

4y —12=0, z=0, (72)
kde | je délka (pevného) zdavésu. Newtonovy rovnice pohybu maji tvar
mi = F, (73)
mij = mg-+ Fy(“), (74)
mi = FW, (75)
kde
FO = X grad(z? + % — 2) + Ay grad(z) = (202, 2M\y, As), (76)

je vazbovd sila a A1, Ay jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory. Rovnice (72) — (75)
predstavuji smiseny algebraicko-diferencidlni systém péti rovnic pro pét nezndmygch
funkei &(t), 5(t), 2(t), A\1(t), Aa(t). Z rovnic (73), (74)snadno dostaneme

2y —yr+gr =0

a zavedenim poldrnich soutadnic x = Z(¢) := lsing, y = §(¢) := lcos¢p,z =

2(¢) := 0, dotaneme jedinou diferencidlni rovnici tvaru
g%i+%sin¢:0. (77)

Z jejiho eseni ¢(t) pak snadno urcime Fesent rovnic (72) — (75)
2(t) = 2(4(1)) = Isin(g(t)), §(t) = §(o(t)) = Isin(g(t)), 2(t) = £((t)) = 0.
Lagrangeovy multiplikdtory pak jsou M (t) = m@(t)/Z(t), Aa(t) = 0.

Jiné priklady soustav s vazbami jsou dva hmotné body, spojené nehmotnou
tyckou, nebo jedna Castice v gravitacnim poli pohybujici se po pevném ¢i kutélejicim
se valci.

Cilem Lagrangeovy formulace mechaniky je formulace pohybovych zakond v
kiivocarych soradnicich, vylouceni vazeb a zahrnuti potencialovych sil do obecnéj-
siho ramce.

Vylouceni vazeb se provadi zavedenim tzv. konfigura¢niho prostoru systému a
jeho (kiivocarych) soufadnic ¢/, (coZ ve vyse uvedeném piikladu byl tihel ¢ ) a k
vylouceni potenciadlovych sil se zavadi Lagrangeova funkce.
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4.1 Lagrangeova funkce hmotného bodu bez vazeb v poli
potencialovych sil

Odvodme napted tvar Lagrangeovy funkce pro nejjednodussi pfipad jednoho hmot-
ného bodu bez vazeb podrobeného pouze potencidlovym sildm ﬁ(f, t) = —gradU(Z,t).
Jinymi slovy prepisme Newtonovy pohybové rovnice do Lagrangeovy formulace. Po-
hybové rovnice hmotného bodu bez vazeb je mozno s mirnym zneuzitim notace zapsat
zpusobem

djo (1 , d 0
— —mo?(t) )| = m —uv(t) = ma;(t) = Fi(Z,t) = ——U(T, t). 78
i |5 ()] = m G0 =ma = R0 = - JLu@n. @
Snadno se presvédcéime, ze tuto rovnici lze prepsat do tvaru
d | 0 0
— L(Z,v,t)| — L(Z,v,t) =0. 79
& |per@in] - L@ (79)
kde L je tzv. Lagrangeova funkce L = L(Z,7,t) := smv? — U(Z,t), zkrdcené

L:=T —U, kde T a U jsou kinetickd a potencialni energie.

Je dobré si uvédomit, co rovnice (79) vyjadfuje: Lagrangeova funkce je (v tomto
ptipadé) funkei sedmi nezdvislych proménnych (xy, za, 3, v1, Ve, 3, t) & poté, co pro-
vedeme parcialni derivace naznacené v (79), dosadime za z; funkce ¢asu Z;(t), za v;
dosadime :I:Z(t) a provedeme derivaci podle ¢asu. Timto postupem dostaneme sou-
stavu t¥i diferencialnich rovnic pro funkce Z;(t), ktera je ekvivalentni druhému New-
tonovu zakonu (24) pro hmotny bod v poli potencidlovych sil. Pfitom, jak vidno ze
(79), veskerd informace o dynamice pohybu je obsaZena v jediné Lagrangeové funkci
L.

V pripadé, ze ne vSechny sily piisobici na hmotny bod jsou potencialni, t.j.
F(Z,7,t) = —grad U(Z, t)+F©)(Z, 7, t), pravé strana rovnice (79) je rovna Fi(o) (Z,0,1).
Existuji ale i nékteré nepotencialni sily, jejichz ptisobeni je mozno rovnéz zahrnout
do Lagrangeovy funkce.

4.1.1 Lorentzova sila, zobecnény potencial

Mezi sily, které se ndm zatim nepodarilo zahrnout do Lagrangeovy funkce patii i
fyzikalné velmi dilezita sila Lorentzova, ktera ptisobi na elektricky naboj pohybujici
se v elektromagnetickém poli. Dtivod je ten, Ze zavisi nejen na poloze ale i na rychlosti
pohybujiciho se naboje.

—

F—F#o,t)—e (E(f, 1) + 7 x B(T, t)) , (80)

kde e je velikost naboje a EaB jsou elektrické intenzita a magneticka indukce (viz
[8], kap.4.5) v misté o soufadnicich # a v ¢ase t.
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Cviceni 30 Zopakujte si 7eseni Newtonovych rovnic pro Lorentzovu silu, kde E =
const, B = const.

Vzhledem k tomu zZe Lagrangeova funkce zavisi i na rychlostech, mtizeme uvazovat
i potencidly rovnéz zavislé na rychlostech: U = U(Z, ¥, t). Je snadné pak ukazat, ze
Lorentzovu silu lze ziskat ze zobecnéného potencialu

U(Z,5,t) = e (¢(f, 1) — - A, t)) , (81)

kde p a A jsou potencidly elektromagnetického pole pro které plati

— A_’ — —
E=—grady — aa—t, B =rot A, (82)
zptsobem
L., adlo o ... .
F(Z,v,t) = pr [aviU(:v,v,t)} — ain(:v,v,t). (83)

Znamena to, Ze i Lorentzovu silu je mozno zahrnout do Lagrangeovy funkce pro-
stfednictvim zobecnéného potencidlu (81) a pohybové rovnice pro nabitou ¢astici v
elektromagnetickém poli lze opét zapsat ve tvaru (79), kde L = %va — U(Z,0,1).
Vzhledem k tomu, Ze elektromagnetické potencidly jsou urceny az na kalibrac¢ni
transformace, neni odpovidajici Lagrangeova funkce urcena jednoznacné. Nicméné
pohybové rovnice (79), které dostaneme z takto riznych Lagrangeovych funkei, jsou
identické.

CvicCeni 31 Urcete jak se lisi Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické potencidly
lisici se o kalibracni transformaci a ukazte, Ze tento rozdil neprispéje k levé strane
rovnice (79).

4.1.2 Obecné souradnice

Pro nékteré typy tloh, napf. pohyb v poli centralnich isotropnich sil (Coulombova
sila), je vhodné nahradit kartézské soutadnice jinymi, tzv. kiivo¢arymi, coz spoc¢iva
v substituci 2/ = fi(y',...,y"), 7 =1,...,n, kde f; jsou spojité, maji spojitou prvni
derivaci a navic pro né plati tzv. podminka regularity

o f

det a_yk

#0 (84)
Tato podminka muzZe znamenat, Ze kfivocaré souradnice nemtizeme obecné pouzit
na celém fyzikalnim prostoru, nybrz pouze na jeho ¢asti a pro zbytek (i spise jeho

okoli) najit jiné.
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Napiiklad sférické soufadnice y* = r,y? = ¢, y° = o
I = rsindcose

2 rsin ¥ sin (85)

2 = rcosd

nebo cylindrické soufadnice y! = p, 1% = p,y3 = 2

2t = pcosyp
v = psing (86)
7’ z

lze pouzit pouze na E \ {0+ kes, k € R}, t.j. mimo "osu z”.
Cviceni 32 Spocitejte Jacobidny (84) transformact (85) a (86).

Lagrangeova funkce urcujici pohybové rovnice méa opét tvar L = T'— U, ale obé
funkce T" a U je nutné vyjadiit v kiivocarych soutadnicich.

Cviéeni 33 Spocitejte vyjadieni kartézskych slozek rychlosti a U2 ve sférickijch a
cylindrickych souradnicich.

4.2 Vazby

Systém N hmotnych bodi bez vazeb ma 3N stupint volnosti — nezavislych soutadnic,
jejichz vyvoj v Case je dan 2. Newtonovym zakonem (35). Existuje v8ak mnoho
mechanickych systémi, kde hmotné body jsou podrtizeny vazbam, presnéji soustave
podminek mezi souradnicemi a rychlostmi, které plati a priori, t.j. bez ohledu na
konkrétni casovy vyvoj — pohyb. Vyznam Lagrangeova formalismu tkvi predevsim
v tom, ze formalné stejnym zptisobem jako v podkapitole 4.1 1ze zapsat pohybové
rovnice mechanickych systémi s vazbami (matematické kyvadlo, hmotny bod na
sféte, na kutalejicim se vélci, soustava pevné propojenych hmotnych bodi,...).
Nadale budeme predpokladat, ze se jedna o tzv. udrzovaci vazby, coz znamena,
ze vztahy mezi soufadnicemi a rychlostmi Ize zapsat pomoci p funkci fx zptsobem

(X, V. )=0 K=1,...,p, (87)

kde (jedna se o soustavy N hmotnych bodi)

— —

X:(fl,...7fN): ([El,...,ZL‘gN), V:(ﬁl,...7UN) = (Ul,‘..,vgN).

Piikladem udrzovaci vazby je pohyb bodu na kouli na rozdil od pohybu uvnitt koule.
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Podle tvaru funkci fx rozeznavame predevsim vazby holonomni fr = fx ()? 1)
a neholonomni zavislé i na rychlostech. Nékteré neholonomni vazby mohou byt skryté
holonomni, coz znamena, ze je lze "zintegrovat” na vazby holonomni. Nap¥. pod-
minku, kterd ma tvar

Oh Oh Oh

f=fu(@v) = 3l + a—yvy + %

v, = 0,

kde h = h(z,y,z), lze (pro libovolnou Z = Z(t)) zapsat zptsobem %h(f(t)) =0,
takZe tuto neholonomni vazbu miizeme nahradit holnomni vazbou h(z, y, z) = const.
Obecnéji, neholonomni vazbu tvaru

f=13(2,0) = g(&) - 7=0 (88)

lze nahradit ekvivalentni holonomni vazbou, pokud plati Eulerova podminka pro
existenci integracniho faktoru
g-rotg=D0.

Vazby nezévislé na case fx = fK(X, \7) =0, K =1,...,p nazyvame sklero-
nomni. Vazby (87) zavislé na Case se nazyvaji rheonomni, ptikladem je pohyb bodu
na kutalejicim se valci.

4.2.1 Lagrangeova funkce pro soustavy s holonomnimi vazbami

Vazby snizuji pocet stupiit volnosti (dynamickych proménnych — nezéavislych funkci
¢asu vyhovujicich pohybovym rovnicim). Systém s p holonomnimi vazbami, pro
které jsou funkce fx nezavislé'®, ma pocet stupiifi volnosti s = 3N — p.
Otazka: Kolik stupni volnosti md sloZené matematické kyvadlo? Cihla hozend do
vzduchu?

Podmnozinu vektorit X € R3N spliiujicich holonomni vazby

fK:fK<Xat):07 K:L"'apa (89)

kde fx jsou zadané funkce, nazyvame konfiguracni prostor. Tato podmnozina
obecné neni linedrni prostor nybrz (za jistych piedpokladi o fx (X, t)) tzv. diferen-
cialni varieta, napt. kruznice, sféra, torus, ... .

Podle véty o implicitnich funkcich lze 3N soufadnic z; spliiujicich holonomni

vazby zapsat jako funkce s proménnych ¢;, j =1,...,s a Casu'’
i = &i(q, ..., qs,t), i=1,...,3N, & X = X(q,t) (90)
16t j. hodnost obdélnikové matice %fT’:, K =1,...,p, i+ = 1,...,3N, je na néjaké oteviené

mnoziné rovna p
1TPozor! Zéavislost #; na ¢ase neni ddna pohybem soustavy nybrz pifpadnou zménou rheonomnich
podminek v ¢ase. Pro skleronomni podminky funkce (90) nezéviseji na case.

34



tak, ze holonomni vazby (89) jsou splnény pro libovolnd g; z jejich defini¢ni oblasti,
t.]. fK(q,t) = fK(X(q, t),t) = 0. Pro derivace fx pak plati

afK ZafK&??z_ ' (91)

aq] Oz; 0g;

Proménné ¢; se nazyvaji zobecnéné souradnice soustavy.
Podobnym zptisobem miizeme vyjadiit i rychlosti. Dosadime-li do (90) za z; i

q; funkce ¢asu 7;(t) a g;(t) a zderivujeme podle ¢, dostaneme'®
- N 0ty ,
Fi(t) = (¢t G(t), t £),1). 92
£ = B(0) G ale). )+ G ate).0 (92)

Odtud je vidét, ze hodnoty ¢asovych derivaci funkci z;, jejichz hodnoty lezi na varieté
dané vazbami, je mozno vyjadrit jako funkce zobecnénych soutadnic g¢; a dalsich s
nezavislych proménnych oznacenych ¢; nazyvanych zobecnéné rychlosti zptisobem

0z; 0z;

QAJZIL%Z(Qhaqsuqlu’qsvt) = q] %(qat)—i_ at (Q7t)7 :17’3N (93)
J

Cviceni 34 Ovérte, Ze z (90) a (93) plyne Li,(q(t),t) = 2:(q(t), LG(t),t)
7 definice (93) funkce #; okamzité plyne ”pravidlo o kraceni tecek”

0z; Oy
- = . 94
5, ~ g, (94)

Cviceni 35 Duva body spojené nehmotnou tyckou ménici se délky: Holonomni rheo-
nomni vazba md tedy tvar f = f(Z1), T(2),t) = (F) —L(2))* — 1(t)* = 0, kde | je pre-
dem zadand funkce casu. Zobecnéné souradnice gy jsou pak naptiklad (y1,ys, y3, 0, @)
a funkce (‘90) jSO’LL i(l)(yh Y2, Y3, 97 P, t) = g+ F? il(?)(ylv Y2, Y3, 97 P, t) = 37_ F? kde

1
= (Y1,Y2,Y3), T:= 51(25) (sin 6 cos p, sin @ sin p, cos ) .

Spocitejte rychlosti vy, Vs pomoct zobecnénych souradnic a rychlosti. OQvérte pravidlo
o kraceni tecek.

18Vgimnéte se tii riznych vyznami vyrazi s 2;: Jednak jsou to soufadnice v R3V, jednak pred-
stavuji funkce s zobecnénych soufadnic a ¢asu a jsou oznaceny I; a pri oznaCeni T; predstavuji
funkce jedné proménné — ¢asu, t.j. k¥ivku v R3N. Tedy z;, &;, %; pokazdé piedstavuji jinou mate-
matickou veli¢inu!!!
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Cviceni 36 Ukazte, Ze pro rheonomni holonomni vazby plati

0fic 0%i | Ofx
Ox; Ot ot

Nagim cilem nyni je napsat pohybové rovnice pro nové dynamické pro-
ménné, t.j. pro zobecnéné soufadnice soustavy ¢; jako funkce casu §;(t). UkdZeme,
Ze zdpis techto rovnic vypadd formdlné stejné jako Lagrangeova formulace pohybo-
vych rovnic (79) pro kartézské souradnice hmotnych bodt bez vazeb:

Jak uz bylo zminéno na zacatku této kapitoly, holonomni vazby je v Newto-
novské mechanice nutno nahradit vazbovymi silami, které nelze zahrnout do poten-
cidlovych sil, takze systém s vazbami je mozno popsat pohybovymi rovnicemi ve

=0, K=1,...,p.

CZ d — — — — — —
G |Gl R T0] - LU T = FOR V) + FOR T, 09

kde L(X, V) = T(V) = U(X,V.t) a F” a F' jsou kartézské slozky vazbovych
a vtisténych nepotencialovych sil, jejichz piisobeni nelze zahrnout do Lagrangeovy
funkce.

Vynasobenim levé strany faktorem gz% a seCtenim podle ¢ dostaneme po upra-
J

vach (viz [1] Kap 2.3)
ai‘l dA 8 — — a R = d\ a R a ) '
—(L(X,V,t) ) — =—L(X,V,t ai ~ Y it
(96)

Zde, jakoz i pfi zminénych Gpravach, je nutno stale mit na paméti, Ze g; i g;, G; jsou
nezdavislé promenné, za které az po provedeni derivaci mizeme dosadit funkce ¢asu
G;(t),q;(t) a §;(t), coz je formalné vyjadieno stifskou nad 4. Lagrangeova funkce L
na pravé strané (96) je definovana zpiisobem

L(q,4,t) == L(X(q,), V (g, 4, 1),t) = T(q,4,t) — U(q, 4, 1), (97)

9 Operétor ”totalni derivace” di; (stfiska se ¢asto vynechavé, nékdy se znaci D;) vytvori z funkei
25 + 1 proménnych F = F(q;,¢;,t) ( gj,d;,t jsou nezavislé proménné!) funkce 3s + 1 proménnych
zpusobem

d d . OF . . OF . oF
dt[ (¢,4,t)] = (dt )a,4,G,t) == qjaqu(qj,qj,t)+qja7j(qj,qj7t) + 5

Tato definice plyne z pozadavku

@ Fg,d.1 = (DG, 8,00, £ TR0, 5,0,

q;=3q;(t),d; :qj (t),d; :ljj (t)

Naopak %F(q, g, t) znamend parcidlni derivaci F(g, ¢,t) podle t.
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kde X(q,t) je zkraceny zapis transformace soufadnic (90) a V(g q,t) je zkrdceny
zépis transformace rychlosti (93) takze

3N
1
T(q.4.t) = 5 Y miti(g, ¢ £)0i(q, 4, 1), (98)

=1

U(q, q,t) == U (2:(q, 1), 2:(q, 4, 1), 1), (99)

kde U™ je potencialni energie v kartézskych soufadnicich. Vsimnéte si, ze diky
(93) je zobecnénd kinetickd energie (98) polynomem druhého stupné ve zobecnénych
rychlostech ¢; s koeficienty obecné zdvislymi na zobecnénych souradnicich a case

T(q5,45.1) : Z%k g.t qﬂzﬁZﬂJ q,1)d; + (g, t). (100)

7,k=1

Cviceni 37 Ovérte, Ze pro skleronomni vazby je T homogenni funkci q; stupné 2,
t.j. B; = a = 0. Napiste vyraz pro ;.

Cviceni 38 Ukaste, Ze Lagrangeova funkce matematického kyvadla délky | v R® md
v souradnicich sféry qu =V, qa = ¢ tvar

1 . .
L= 5 mi*(9? + sin® 9 ¢*) — mgl cos 9 (101)

4.2.2 Lagrangeovy rovnice druhého druhu

Podobnym zptisobem jako v predchozim paragrafu, t.j. zapisem v zobecnénych sou-
fadnicich a rychlostech, je tfeba upravit i pravou stranu rovnice (95). Vyhodou a
smyslem Lagrangeovy formulace mechaniky je, Ze pfechodem k zobecnénym soutad-
nicim, které zarucuji splnéni holonomnich vazeb se zbavime vazbovych sil.

Soustava holonomnich vazeb (89) definuje v kazdém c¢ase nadplochu v R3".
Uvazujme-li infinitesimalni zmény souiadnic §X v bodé X pak

L 9fx

5 4+ O(6X3).

Pokud se tyto zmény dé&ji v souhlasu s vazbami v daném case, t.j. fK()Z'—i-gX, t) =0,
znamena to, ze vektory 0.X jsou tecné k nadplose definované vazbami. Pro infinite-
simalni zmény soutfadnic, které se déji v souhlasu s vazbami pak dostavame

8fK B
Z 8% =0, (102)
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coz znamena, ze gradienty funkci fx jsou kolmé na vektory 5X.

Prace vazbovych sil vykonana pfi infinitesimalnim pohybu v souhlasu s vazbami
je F® . §X a vazbové sily jsou definovany jako sily, které pri pohybu nekonaji
mechanickou praci. Vazbové sily jsou tedy v kazdém case kolmé na nadplochu, po
které se soustava hmotnych bod miize pohybovat a je mozné je v kazdém case
vyjadrit jako linearni kombinaci gradientt funkci fx

F(X 1) = Z () 2 (%), (103)

T
K=1 Oz;

Vynésobime-li pravou stranu rovnice (95) faktorem g—? a seCteme podle ¢, pfi-
J

spévek vazbovych sil zmizi, nebot

3N 3N p . P ;
PO 5% Ofk 0%; Ofk
; Z Z Ko, dg; KZ:1 K g (104)

diky (91). Z rovnic (95) a (96) tak dostaneme tzv. Lagrangeovy rovnice druhého

druhu®®

d (0 o ., ) (0) 0%
(= L(q.q,t) | —=——L(q, 4, 1) = d, FOZ2 (105
(aqj (4.4 )) 5 L@ 01) QY (q. 4,1 Z 5, (109)

kde na pravé strané jsou tzv. zobecnené ostatni sily, coz jsou vtisténé sily, je-
jichz vliv se nepodarilo zahrnout do Lagrangeovy funkce. Po dosazeni funkci ¢asu
q; (1), cjj (1), (j](t) za proménné q;, ¢;, G; jsou tyto rovnice, podobné jako rovnice New-
tonovy, diferencialnimi rovnicemi druhého fadu pro §;(t). Neobsahuji vSak vazbové
sily.

Znéme-li Lagrangeovu funkci®' L(q, ¢,t) mechanické soustavy miizeme defino-
vat zobecnéni nékterych fyzikalnich velicin, které se vaze na popis soustavy nikoliv
v kartézskych, nybrz zobecnénych soutadnicich. Nejdtlezitéjsi jsou tzv. kanonické
hybnosti oL
9, (4,4,1), (106)
které se pouzivaji k definici Hamiltonovy funkce (viz TEF2, [1]), jez se uziva k
alternativni formulaci pohybovych rovnic mechanickych soustav.

Dalsi zobecnénou veli¢inou je zobecnend energie

p; = p;(q,4,t) ==

20Lagrangeovy rovnice prvniho druhu odvodime paradoxné pozdéji v podkapitole 5.1.4.
21V dalsim textu budeme st¥isku nad L vynechavat
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Ptestoze 1ze definovat i pojem zobecnéné kinetické a potencialni energie zptisobem
(98), (99), zobecnéna energie neni obecné sou¢tem zobecnéné kinetické a potencialni
energie (viz [1], kap.2.5). Pro skleronomni vazby (kdy kineticka energie je homogenni
funkei ¢; stupné 2) a pro potencily nezavislé na rychlostech U*) = U®)(z;.t) (viz
napf. cviceni 38), v8ak ano.

Poznamenejme, ze fyzikalni veli¢iny jako kanonicka hybnost, kineticka energie,
zobecnéna energie atd. jsou v pojeti Lagrangeovy mechaniky funkce na rozsive-
ném konfiguracnim prostoru se souradnicemi g;, ¢; zavisejici pfipadné jesté na cCase.
Vzhledem k tomu, Ze zobecnéné souradnice nemusi mit vzdy rozmér délky (viz napf.
cviceni 35), zobecnéna hybnost nemusi mit fyzikalni rozmér kartézské hybnosti mv;
(viz napf. cviceni 40).

4.3 Disipativni sily, Rayleighova funkce

Prikladem sil, které nelze zahrnout do Lagrangeovy funkce jsou sily disipativni, kte-
rymi pusobi prostfedi proti pohybu mechanického systému (odpor vzduchu, odpor
vody, ...). Ty zavisi na rychlostech a aproximuji se obvykle polynomem. Nejjedno-

dussi aproximace je F@ — —kv, kterou je mozno ziskat ze skalarni Rayleighovy
funkce
1
R=R(7) = 5]{:1)2 (108)
jako
R
B9 == 109
v (109)

Lagrangeovy rovnice zahrnujici sily disipativni v obecnych soutradnicich pak maji
tvar
d (0 , 0 ORO%; ORI 0

(¢.4,1)

a _ Y97 . _ _ _ 9 non ).
dt 86];’ (q’ ¢ t) 0; 3% ot; an an R(%(q’ q()il())

8qj'

4.4 Zakony zachovani, cyklické souradnice, Véta Noethe-
roveé

Prestoze feseni pohybovych rovnic jsou obvykle netrivialni funkce casu, je mozné v
mnoha fyzikalné zajimavych pripadech nalézt funkce zobecnénych souradnic, zobec-
nénych rychlosti a ¢asu F(q;,q;,t) (tedy 2s+1 proménnych), takové, ze po dosazeni
Feseni Lagrangeovych rovnic druhého druhu a jejich derivaci ¢; — ;(t), ¢; — {jj (1)

jsou hodnoty slozenych funkei F5(t) := F'(q;(t), q;(t),t) na ase nezavislé. Tedy

A

%]—"q(t) — %F(Q‘j(t),cjj(t),t) = (%F(q,cj,t)) =

a=q(t),4=q(t),i=(t)
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—0 (111)

),4=4(t),d=q(t)

_(8_F oF . 6F>
26,7 95,7 T o

pro libovolné tesent G;(t) Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Takovym funkcim
F fikdme zachovavajici se veliiny, nebot jejich hodnoty se zachovéavaji béhem
pohybu, nebo také prvni integraly pohybovych rovnic, integraly pohybu. Zdi-
raznéme jesté jednou, ze integraly pohybu jsou, podobné jako Lagrangeova funkce,
funkcemi na rozsireném konfigura¢nim prostoru a case.

Je ziejmé, Zze splnéni podminky (111) a tedy i tvar funkce F' bude zéviset
na konkrétnim tvaru pohybovych rovnic tedy Lagrangeovy funkce L. Neznamena
to vsak, Ze hodnota Fj, tedy hodnota integralu pohybu pro dané feSeni, je déna
pohybovou rovnici. Pro rizné feseni pohybovych rovnic ¢ mize hodnota F; nabyvat
ruznych hodnot danych poc¢ateénimi podminkami FeSeni ¢, nebot z rovnice (111)
plyne

Fa(t) = Fi(to) = F(G;(to), 4;(to), to)-

Zachovavajici se veli¢iny jsou dtlezitym néastrojem pro feseni pohybovych rov-
nic. PresvédCit se, ze néjakd funkce F'(q,q,t) je integralem pohybu je pomérné
snadné. Staci vyjadiit proménné §; z Lagrangeovych rovnic druhého druhu (105)
jako funkce q, ¢, t

a dosadit je do (EF )(q,4,G,t). Pokud F je integral pohybu pak vysledek d& nulu

pro libovolné ¢, ¢, t.
oF . OF

F

a_quJ' + a_q-jGj(Q7 (Lt) + 88_15 = 0. (113)
Vsimnéte si, ze pro oveéreni faktu, ze funkce F' je integral pohybu, nefesime Lagran-
geovy rovnice druhého druhu (105) jako diferencialni rovnice pro ;(t), nybrz jako
soustavu algebraickych rovnic pro §;, coz je mnohem jednodussi tloha. Hledéani ta-
kovychto funkci F' vSsak muze byt slozity problém a je proto pfedmétem riiznych
metod.

Nejsnadnéji se integraly pohybu hledaji pomoci tzv. cyklickych souradnic, coz
jsou takové zobecnéné souradnice g;, které se (na rozdil od ¢;) nevyskytuji v Lagran-
geove funkci. Pokud vSechny sily mechanického systému lze zahrnout do Lagrange-
ovy funkce, t.j. prava strana (105) je nulova, a nékterd zobecnénd soufadnice se v
Lagrangeové funkci nevyskytuje, pak dostavame

d (0
E— _L Y P—
o (aqj (¢4, t)) 0,

Fl0,i.0) = - L0, 1) (114)

J

takze v tom pripadé
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je prvni integral Lagrangeovych rovnic druhého druhu danych Lagrangeovou funkci
L.

Priklad 4.1 Lagrangeova funkce pro hmotny bod v homogennim gravitacnim poli

je
1
L = L(xy, 29, 23,01, 02,03) := ém(vf +v3 + v3) + mgzs. (115)
Cyklické souradnice jsou x1,xs. Zachovdvajici se veliciny jsou Fy := muvy, Fy =

muy, coZ jsou hybnosti ve smeéru kolmém na smér gravitacni sily.

Neznamena to vSak, ze pomoci téchto cyklickych souradnic jsme nasli vSechny za-
chovavajici se veli¢iny.

Cviceni 39 Ukazte, Ze treti slozka momentu hybnosti Ly = x1vy — X901 je Tounéz
zachovavagici se velicina pro hmotny bod v homogennim gravitacnim poli.

CvicCeni 40 Prepiste Lagrangeovu funkci (115) do cylindrickych soutadnic a na-
leznéte cyklickou souradnici a zachovdvagici se velicinu. Ukazte, Ze to je treti slozka
momentu hybnosti zapsand v cylindrickych soutadnicich

Cviceni 41 Ukazte, Ze pokud Lagrangeova funkce nezdvisi na case (izolovand sou-
stava), zobecnénd energie (107) je integralem pohybu.

Nezévislost Lagrangeovy funkce na zobecnéné soufadnici ¢; nazyvame homoge-
nitou konfiguracniho prostoru v q;. Je-li tato zobecnéné soufadnice tihel, nazyvame
tuto homogenitu isotropii (viz cviceni 40).

Priklad 4.2 "Fyzikdlni” prostor ve kterém pisobi pouze konstantni vertikalni sila
je homogenni v x; a x5 (a neni homogenni v x3!).

Priklad 4.3 "Fyzikdlni” prostor ve kterém piisobi pouze isotropni sila F(Z) = Zf (r)
—gradU(r) je homogenni ve sférické souradnici ¢ (a neni homogenni vr a9 !).

Existence cyklickych souradnic a jim odpovidajicich integrald pohybu souvisi s
(obecnéjsi) vétou Noetherové:

Veta 4.1 Necht pravé strany Lagrangeovich rovnic druhého druhu jsou nulové, t.j.
Q] =0, j = 1,...,5. Pak ke kazdé grupé transformaci soutadnic q; qj =
¢;(q,t, ) zdvisejicich spojité na parametru o € R, které ponechdvaji Lagrangeovu
funkci nezménénu (invariantni), existuje nekonstantni proni integral pohybovich
rovnic

F(g,q.t ZY q.t (q q,t), (116)
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kde Y;(q,t) jsou slozky vektoroveého pole generujici prislusnou jednoparametrickou
grupu transformaci zpusobem

99;(g,t, )
Yi(g,t) := 22| . 117
(g, 1) = 2L (117)
Tyto slozky splnugi parcidlni diferencidlni rovnici
| 0L oL Yy, . oY,
—Y; g +=L1| =0. 118
> 15,5 " ag, @aq,ﬂk* at) (118)

Otazka: Jaké podminky pro funkce ¢;(g,t, @) plynou z pfedpokladu, ze transfor-
mace tvoii (jednoparametrickou) grupu?
Dikaz véty Noetherové: Pri transformaci

/o ¢J
g — ¢ = ¢j(q,t,€) = q; +€¥ o

+ O(e?) =: q; + eYj(q,t) + O(e%),  (119)

A~

. d . . ' .
4y = (03)(a,4,1,2) == ¢ +Yj(q,4,8) + O(?),
kde

9 S

ACK d . oY,

se Lagrangeova funkce zméni o
8L 8L aY; aY;
0L = L(¢, ¢t = — L + =2
(d,d',t) — L(g,4,1) 8[ 9,0 3, (Zaqqu+ 8t>

Z invariance Lagrangeovy funkce dL = 0 pak plyne (118). Nyni uz je snadné se
presvédéit ze funkce (116) je integral pohybu odpovidagjici jednoparametrické grupé
uréené polem Y (g, t), tedy Ze spliiuje (111):

+ O(&?).

d .\ 116 “d.  dL d oL B
l@dat)= Z[(an)a—%Jﬂ/j%(a—%ﬂ _
7=1
S ' oL d OL 1 1us~~, OL d oL
[<Z )a Y] - > 5, Y+ Vi)

Pro funkce §(t) spliiujici Lagrangeovy rovnice druhého druhu (105), kde ng) =0,
pak dostavame

A

I (g.q1)

=0
(dt

q=q(t),4=G(t),i=g(t)
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Q.E.D.
Pokud zname néjakou cyklickou soutadnici ¢;, pak je ziejmé, co se mysli onou
grupou transformaci. Jsou to transformace, které pro j # ¢ ponechéavaji zobecnéné
v . XX !/ -
soufadnice nezménény q; = ¢;(q,t,a) == ¢; a

qz/ = Cbi(q,t,()é) =q; + o, o€ R.

Nalézt ale vSechny (nezavislé) grupy transformaci, které ponechavaji danou Lagran-
geovu funkci invariantni je ¢asto nesnadny tkol. Lze postupovat ve dvou krocich. V

prvnim hledat tzv. infinitesiméalni transformace — vektorovéa pole ?(q, t) = (Yi(q, 1), ...

t.j. Tesit rovnice (118), a poté hledat jednoparametrickou grupu transformaci, t.j.
funkce ¢;(q,t, ) pro které plati (117).
Otazka: Jak vypadd vektorové pole Y (q,t) pro cyklickou soutadnici q;?

Cvicéeni 42 Necht Lagrangeova funkce md tvar
1 2, .2, 2 2, 2
L - §m(vl + U2 + U3) - U ((331 + 332),333) 5
kde U je libovolna diferencovatelnd funkce. Ukazte, Ze ?(f)) = (—y,x,0) spliuje
(118). Napiste odpovidajici zachovdvagici se veli¢inu.

Nalezeni vektorovych poli ?(q, t), ktera spliuji (118) vSak obecné rovnéz neni jed-
noduché. Pomoci mize hledani grup symetrii pohybovych rovnic (pfednaska DRG),
avsak grupa symetrie pohybovych rovnic nemusi byt vzdy grupou symetrie Lagran-
geovy rovnice:

Cviceni 43 Necht Lagrangeova funkce md tvar (volnyg hmotny bod na primce)

1
L= §mq2

Ukazte, Ze pohybové rovnice jsou invariantni vict "skdlovani” q — qe®, a € R,

zatimco Lagrangeova funkce nikoliv. Jak vypada vektorové pole Y pro tuto grupu
transformaci? Je F(q,q,t) dané vztahem (116) integrdlem pohybu?
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5 Zakladni principy mechaniky

Jak uz bylo nékolikrat feceno zadkladem mechaniky jsou Newtonovy zékony. Je-
jich tvar neni dan néjakymi logickymi ivahami, nybrz pfirodou a o jejich platnosti
je nutno se presvédcit experimentalnim ovérovanim. Nicméné je mozné uvazovat o
jiné, matematicky ekvivalentni formulaci pfirodnich zakonii, ktera by byla strucnéjsi
a/nebo by pracovala s jinymi pojmy nez je zrychleni a sila a ktera by pfipadné nabi-
zela zobecnéni i do jinych oblasti fyziky. Tyto formulace se ¢asto nazyvaji principy,
protoze neplynou z néjakych obecnéjsich tivah, nybrz jsou moznym matematickym
vyjadrenim zakladt mechaniky.

5.1 Diferencialni principy
5.1.1 Staticka rovnovaha v soustavé bez vazeb, princip virtualni prace

V této kapitole ukazeme, zZe systém hmotnych bodd s kartézskymi souradnicemi
X = (1,...,x3n) v inercidlni soustavé je ve statické rovnovaze, pokud tzv. virtualni
prace sil v tomto bodé je nulova.

Rekneme, Ze systém je ve statické rovnovaze, pokud se v ¢ase neméni, t.j.

X(t) = X(to) = X() = (ZL’L(), e ,ZL‘3N70), Vit € [tl,tg] (120)

z ¢ehoz automaticky plyne X (t) = 0.
Necht zatim v soustavé neptusobi zadné vazby, nybrz pouze vtisténé sily F' =

F(X). Pak z druhého Newtonova zédkona plyne
Fi(Xy)=0,i=1,...,3N. (121)

Naopak, pokud plati (121) a X (to) = X,, f(to) = 0, pak 1ze snadno ukazat (viz [1],
Kap. 4.2.1), Ze pokud

o
&cj

(Xo)] < o0, i,j=1,...,3N

pak X (t) = X,. Regenim algebraickych rovnic (121) tedy dostaneme rovnovazné
stavy soustavy Xy. Odtud je ziejmé, ze tzv. virtudlni prdce

SA(X) = % Fy(X) oz, (122)

kterou by systém N hmotnych bodi vykonal pfi infinitesimalné malém posunuti
celé soustavy 0.X v libovolném sméru z bodu statické rovnovahy X, je nulova

SA(Xo) = 0. (123)
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Na druhé strané, vzhledem k tomu, ze v soustavé neptisobi zadné vazby, jsou
sméry posunuti 6.X libovolné a nulovost virtualni prace v bodé rovnovahy je ekvi-
valentni nulovosti sily v tomto bodé.

5.1.2 Staticka rovnovaha soustavy hmotnych bodu se skleronomnimi ho-
lonomnimi vazbami

Co se zméni, pokud v systému piisobi skleronomni holonomni vazby
fk(X)=0, K=1,...,p. (124)

Jednak se na pravé strané Newtonova zdkona, a tim paddem i na levé strané (121) a
na pravé strané (122), objevi a priori neur¢ené vazbové sily F® g jednak pfi vypoctu
prace (122) nemtizeme uvazovat libovolnd posunuti 5X, nybrz pouze takova, kterd
jsou ve shodé€ s vazbami. Ukazuje se, ze tyto dvé modifikace pouzité soucasné nezmeéni
tvar podminky (123) pro statickou rovnovahu soustavy v tom smyslu, Ze na pravé
strang se neobjevi vazbové sily. Neplyne ale odtud F;(Xy) = 0, nebof posunuti dz;
nejsou nezavisla.

Vazbové sily pro holonomni vazby jsou kolmé na nadplochu danou vazbami (viz
(103))

p

) = 3 A (), (125)

K=1

takze staticka rovnovaha soustavy hmotnych bodt se skleronomnimi holonomnimi
vazbami je urcena soustavou 3N + p algebraickych rovnic

Fi(Xo) + F(Xo) = F;(XO)JFZAK%Z?

(Xo) =0, i=1,...,3N, (126)

fe(Xe) =0, K=1,....p. (127)

pro 3N + p neznamych (2o 1, ..., T8, A1, .-, Ap)-
Pro virtualni posunuti dz;, kterd se dé&ji v souhlasu s vazbami (124), dostavame
podobné jako v kapitole 4

3N P

S FEO (K)o = Z > Ak %Z( =0 (128)

i=1 =1 K=1

takze vazbové sily k virtudlni praci (122) nepfispéji. V bodé statické rovnovahy sys-
tému se skleronomnimi holonomnimi vazbami pak diky (128) a (123) plati princip
virtualni prace

3N 3N

AKX = (F;()Z'O) + F® ()?0)) bz, =Y Fi(Xo) oz =0, (129)

i=1 i=1

45



neboli virtudlni prdace, kterou by systém vykonal pri posunuti ze statické rovnovdhy
p11 zachovani skleronomnich holonomnich vazbovych podminek je nulovd. Tento prin-
cip je mozno rozsifit i na tzv. idealni vazby zavislé na Case.

5.1.3 Rheonomni holonomni vazby, virtualni posunuti, idealnimi vazby

Pro vazbové podminky zavislé na case je dillezité, zda budeme uvazovat infinitesi-
malni posunuti souradnic, ktera se déji v souhlasu s ménicimi se vazbami v bézicim
¢ase nebo okamzité (vazby jsou ”zamrzlé v ¢ase”). Prvni posunuti mtzeme nazy-
vat redlna, zatimco druha budeme nazyvat virtudini. Je ziejmé, Ze pro skleronomni
vazby tyto pojmy splyvaji. Pro priklad ze cviceni 35 musime napiiklad uvazovat
posunuti, kterd splituji vazbu (Z; — 72)* — [(¢)* = 0. Reélna posunuti spliiuji rovnici

2571 (1) - (T) — To) — 20Fs(t) - (Th — o) — 2()(t) dt = 0,

zatimco pro virtualni posunuti posledni ¢len na levé strané chybi.
Virtudlni posunuti soustavy spliiujici v ¢ase ¢ holonomni podminky fx (X, ) =
0 tedy splnuji podminky

. . . 3N of
(X +0X(1),t) = fr(X,1) +; . K( ,)ox(t) =
3N afK .
=> (X, t)xi(t) =0, K=1,...,p, (130)

° Ox;
=1
coz je soustava linearnich homogennich rovnic pro dx;(t).
Redlna posunuti soustavy §'x;(t) = v;(t)dt v8ak spliuji v ¢ase ¢ + dt holonomni
podminky

Y I v a.]CK a]cK
X X X R (X =
(X +0X(t),t+dt) = fr(X, 1) +Z 8361 00'zi(t) + — (X, 1)t
3N
Ok | ¢ Ofk 2
= X B (X
(Z SR, ult) + S t))d 0
takze podminky pro realné posunuti jsou
3N
fc, < Of o o
> 9o, (Xt + 5 5(X1) =0, K=1,....p, (131)

coZ je soustava linearnich nehomogennich rovnic pro v;(t).
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Cvicéeni 44 Odvodte podminky pro redlnd a virtudlni posunuti pro hmotny bod po-
hybugici se po trojosem elipsoidu, jehoZ osy jsou zavislé na case

Virtudlni prdce je nyni takova prace, kterou by systém N hmotnych bodt vykonal
pri virtualnim posunuti jejich poloh, to jest pfi splnéni vazbovych podminek v daném
case a je tedy definovana zptisobem

SA(X, i Fo(X, V1) - 6(t), (132)

a=1

kde F, jsou viechny sily pisobici na bod b,, vazbové i nevazbové a 07,(t) jsou
virtualni posunuti soutradnic bodu b, v case t.

Mame-li definovanu virtualni praci, mtizeme definovat idedini vazby, coz jsou
ty, pro které virtualni prace vazbovych sil je nulova. Pro idealni vazby tedy plati

ZF” (X,V,t)-0Z,(t) =0 (133)

pro vSechna X,V a t, ktera splnuji vazbové podminky
faX,V,t)=0, A=1,...,P. (134)
Podminkou statické rovnovahy je pak
§A(Xy,0,t) =0 (135)

Mezi idedlni vazby urcité patii holonomni vazby, nebot pro virtualni posunuti
plati podminka (130) pro skleronomni i rheonomni pfipad. Uréeni idealnosti ostat-
nich vazeb a odpovidajicich vazbovych sil je pomérné obtizné, nebot pfedem musime
znat odpovidajici vazbové sily.

Za idealni vazby je mozno povazovat naptiklad neholonomni vazby linearni v
rychlostech, kde

3N
X V)= an(X)i;, L=1,...r (136)
=1
Vazbové podminky
3N
 an(X)i; =0, L=1,...,m (137)

=1

jsou pak analogem podminek pro rychlosti plynouci z holonomnich vazeb

N
ofc
8@- v 0’

i=1
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i kdyz ar; obecné nelze zapsat Jako . Vazbové sily pro neholonomni vazby linearni
v rychlostech lze pak definovat zpusobem analogickym k (125) jako

= prap(X). (138)

a vzhledem k tomu, ze sméry rychlosti v daném case lze ztotoznit se sméry virtu-
alnich posunuti, lze pak snadno ovérit, ze neholonomni vazby linearni v rychlostech
jsou idealni.

5.1.4 Dynamicka rovnovaha, d’Alembertuv princip

Princip virtualni prace lze pouzit i na nerovnovazné, v case se vyvijejici stavy me-
chanickych soustav, tedy na jejich casovy vyvoj tim, Ze jej uplatnime v kazdém
okamziku pohybu. Kartézské souradnice bodi soustavy s vazbami spliuji béhem
pohybu rovnice

miii; = F(X, X, 1)+ F(X, X 1), (139)

kde F; jsou slozky vtisténych a Fi(v) slozky vazbovych sil. V pfipadé holonomnich
vazeb dostavame tzv. Lagrangeovy rovnice prvniho druhu

- 0
m;t; = X7 )+ Z Ak(t aJ;K 1), (140)

které spolu s vazbovymi podminkami (89) pfedstavuji soustavu 3N + p algebraicko—
diferencidlnich rovnic pro 3N + p funkci ¢asu 24, ..., T3n, A, 5\p.

Z téchto rovnic je mozné odvodit tzv. d’Alembertiv princip. Podminky statické
rovnovahy pro idedlni vazby (135) a (133) plati v rovnovazné konfiguraci soustavy.
Budeme-li predpokladat Ze princip nulové virtualni prace platii v kazdém okamziku
pohybu pro tzv. efektivni sily

E(X7 X? t) - mzxza
pak dostavame stejnym postupem jako v pfedchozi podkapitole d’Alembertiv
princip

3N

SA (X (1), X(0),1) =3 [F(X ), X(8),8) — myis | dai(t) = 0, (141)

=1

ktery v analogii se statickou rovnovahou vtisténych sil tika, ze pohyb soustavy se
déje v dynamicke rovnovdze efektivnich sil, neboli virtudlni prace efektivnich sil je v
kazZdém okamZziku pohybu nulovd.
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Tento princip stejné jako princip virtualni prace je dtlezity tim, ze pro idealni
vazby neobsahuje a priori neznamé vazbové sily. Lze jej povazovat za zaklad klasické
mechaniky presto, Ze pro soustavy s vazbami z néj nelze odvodit Newtonovy pohy-
bové rovnice (139), nebot virtualni posunuti nejsou linedrné nezavisla. Nicméné, pro
holonomni vazby z néj lze odvodit Lagrangeovy rovnice druhého druhu prechodem
k zobecnénym souradnicim praticky stejnym postupem jaky jsme pouzili v kapitole
4.

Zapiseme li totiz virtualni posunuti kartézskych souradnic pomoci zobecnénych

S
0z,
ox; = _Z(SQja

=1 94

pak (automaticky s¢itdme presi=1,...,3N, j=1,...,5s)

é(ﬁT)% J—

d (0T i, OT i, d (0T OT
— —_— i —— ;= | — | =] - =— . 142
Fiox; = F; %5% =: Q;0¢;. (143)
Jq;

Zobecnénou silu () je mozno rozdélit na potencidlovou a nepotencidlovou

d (oU\ oU
%= (5) 5+

a dosadime-li (142) a (143) do (141) dostaneme pro L =T — U

d (OL\ 0L
o [ =)+ = e 144
[QJ dt (aq) aqj] 04 =0, (144)

z ¢ehoz diky nezévislosti zobecnénych proménnych ¢; plynou Lagrangeovy rovnice

druhého druhu (105).

5.2 Integralni principy

V této podkapitole pfedvedeme, Ze feseni pohybovych rovnic, t.j. funkce?? ¢(t) =
(q1(t),...,qs(t)), lze obdrzet jako stacionérni body jistych funkcionald. Ptesnéji:

22V této podkapitole upoustime od oznadovani funkei ¢(t) vinkou, nebot by to znaéné znepie-
hledniovalo zéapis vzorct.
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Necht C' je mnozina funkci ¢ : [t1,ts] — 2 C R® spliiujicich néjaké vlastnosti.
Funkcionalem S nazveme zobrazeni S : C' — R a mulzeme Tesit problém, pro jaké
funkce ¢ z mnoziny C' nabyva funkciondl S minima, maxima nebo aspon jaké ¢ jsou
stacionarnimi "body” S.

Necht ¢'(t) = q(t) + dq(t) = q(t) + eh(t). Funkce ¢(t) € C je staciondrnim
bodem funkciondlu S, pokud spliuje

Sld] - Sla] = O(€*), Vq' € C, (145)

t.j. linearni prirtstek 0.5 funkcionalu S je pro stacionarni funkce nulovy.

Pririastku dq funkce ¢ se fikd variace funkce a k nalezeni stacionarni funkce
funkcionalu slouzi tzv. variacni pocet, ktery je obdobou diferencialniho poc¢tu pou-
zivaného pro hledani stacionarnich bodu funkci.

5.2.1 Hamiltonuv princip

Vv

rym lze nahradit Newtonovy rovnice pro potencidlové nebo zobecnéné potencidlové
sily a holonomni vazby je Hamiltontv princip, ktery fika, ze funkce ¢(t), ktera
minimalizuje, nebo aspon stacionarizuje integral z Lagrangeovy funkce
podle casu

Sl i= [ L. 0, (146)

nazyvany akce, popisuje skuteé¢ny ¢asovy vyvoj soustavy, t.j. splnuje Lagran-
geovy rovnice druhého druhu.

Abychom Hamiltontv princip formulovali presné, je treba specifikovat mnozinu
funkci C, pro které je funkcional akce definovan. Jinymi slovy, je tfeba definovat
mnozinu drah, které uvazujeme. Pro Hamiltontiv princip je

C = Cl(QhQQ) = {q : [tht?] —QC RS7 qmdj SpOjité, Q(tl) = QlaQ(tQ) = QQ}

(147)

Nage tloha tedy zni: Mame dva body konfigura¢niho prostoru @)1, Q)2 a zajima nas

po jaké draze ¢(t) v konfiguraénim prostoru parametrizované ¢asem se mechanicky

systém dostane z bodu Q) v ¢ase t; do bodu @y v ¢ase ty. Ukazeme, ze funkce ¢(t),

kterd je stacionarnim bodem akce a plati pro ni tedy §.5[q] = 0, spliiuje Lagrangeovy

rovnice druhého druhu, takze popisuje skutec¢ny casovy vyvoj soustavy.

Dosadme (146) do (145) a spocitejme ¢leny linearni v dg;(t).

Sl 5lal = [ 0@, 40,0 ~ 10,0, )t (148)
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takze linearni priristek funkcionalu akce je

55lq) = / : g—j (a(t). d(t). 1) ba,(t) + g—g<q<t>, Q0.0 64,0 (149)

Integraci per partes dostaneme

05[q) = B—;(q(t),q'(t)7t)5qj(t)r+

t1

t2ToL ] d (0L )
[ S aw.aw.0 - 4 (SEa0.an.0)] s s
Vzhledem k tomu Ze g i ¢’ lezi v CH(Q1, Q2),

oq(t) = ¢'(t1) —q(t)) = Q1 — Q1 =0

a podobné dq(t;) = 0, prvni ¢len v (150) je nula. Z druhého ¢lenu a pozadavku
staciondrnosti dS[g] = 0 dostavame Lagrangeovy rovnice druhého druhu (105) s
nulovou pravou stranou diky tzv. zékladnimu lemmatu variaéniho poctu (viz [1],
dodatek D2):

Necht G(x) je spojitd a f;z G(z)h(x)dx = 0 pro libovolnou h spojitou se spojitou
proni deriwact, spliiujict h(xy) = h(z2) = 0. Pak G = 0.

7, Hamiltonova principu tedy plyne Zze draha bodu mezi body @, Q> splnuje
Lagrangeovy rovnice druhého druhu.

5.2.2 * Neisochronni variace, princip Maupertuisuv

Variace dq(t) = ¢'(t) — q(t), které diky (147) spliuji dq(t;) = dq(t2) = 0 a které
pouziva Hamiltontiv princip, se nazyvaji isochronni. Je vSak mozno formulovat i
integralni principy, které pouzivaji tzv. neisochronni variace, ve kterém variované
funkce ¢’ nabyvaji hodnot @1, Q2 v Casech ) = t; + Aty,th = to + Aty (At ~ ¢),
takZe pro casy ty,ts pro né plati

Prikladem pouziti neisochronnich variaci je variacni princip Maupertuistv, ktery
plati pro konzervativni soustavy, t.j. holonomni skleronomni vazby a vsechny sily
jsou dany potencalem U = U(q). V tom piipadé navic uvazujeme pouze t¥idu funkci,
pro které E(q, ) := gT.quj — L = const. Ukdzeme, Ze stacionarnim bodtm tzv. zkrd-
cené akce

Sold = [ 27400 (152)

t1
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kde T je kineticka energie a defini¢ni obor Sy je
C = {q : [tl + AtlatQ + At?] — Q C Rsa Qj7Qj SpOjité, E(QaQ) = EOa

q(t1 + Aty) = Q1, q(ta + Ata) = Q2}, (153)

odpovidaji feseni pohybovych rovnic, t.j. Lgrangeovych rovnic druhého druhu.
Rozdil hodnot funkcionalt zkracené akce

th t2

50 = Solg) = Suld = [ 27Dyt~ [ 2T@pd= (5

t] t1

th

t1 to
/2T(q’,fJ’)dt+/ Q[T(Q’,é’)—T(q,(J)]dH/ 2T(q,q")dt =
t/

1 t1 to

O=)-2T(a(t). (1) A2 T(a(t2). (1) Mo | "2 [T(¢ (0.4 0)-Tlalt). (1) at.

t1
Je snadné ukazat, ze v konzervativnich soustavach se zobecnéna energie sou-
stavy (107) zachovava (cviceni 41) a kineticka energie ma tvar (cviceni 37)

L1 y
T(a:4) = 5 Z Vik(@)djn, (155)
7,k=1
takze
aT .
B=gets—(T=U)=2T ([ ~U)=T+U = L:=T-U=2T~E (i50)
j

a linearni prirtstek v

55y = —2 [L(q(tl), q(t) + E] Aty +2 [L(q(tz), i(ts)) + E] At

v [ 2 b 0.4 - v, )] a (157)

t1

Integraci per partes posledniho ¢lenu dostavame

2 B—q,Lj(q(t),Q(t»,5qj(t)5qj(t)] 1o /t [g—i(q(t),q'(t)) —% (g—ql,;(q(t),q'(t))ﬂ 8q;(t)dt.

t1

Diky (151)

2 [§—§j<q<t>, i) 6qj<t>]: - [S—jj(qm (t2)) d () Aty — g—g@m, i) q'j<t1>At1]
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a tyto Cleny se odectou od prvnich dvou ¢lent v (157) (nebot E = g—jqj — L) a
J
dostavame

550~ [ [ttt it - 5 (et aon) | sowa

odkud podle zékladniho lemmmatu varia¢niho poc¢tu plynou opét Lagangeovy rov-
nice druhého druhu.

Pro zakony pohybu konzervativnich soustav tedy plati Maupertiustv princip:
Casovy vyvoj se déje po ki¥ivkich v konfiguraénim prostoru soustavy
na nichZ zkracena akce (152) nabyva stacionarni hodnoty vzhledem k
variacim ponechavajicim hodnoty celkové energie konstantni.

5.2.3 Jacobiho princip

7, Hamiltonova ¢i Maupertuisova principu, t.j. z podminek pro stacionarni body
akce ziskdme rovnice pro ¢asovy vyvoj polohy, t.j. kiivku v konfiguracnim prostoru
parametrizovanou casem. Slabsi Jacobiho princip, ktery plati pro konzervativni sou-
stavy, stacionarizuje zkracenou akci (152), avSak pfipousti libovolnou parametrizaci
krivky, po které se bod v konfigura¢nim prostoru pohybuje. Znamena to, ze tento
princip urci pouze tvar drahy, nikoliv to, jak je probihéna v case.

Zkracenou akci lze diky (155) a (156) upravit na tvar

to
Su(a) = [ V2B~ D@Dy @isindr (158)
t1
Piejdeme-li k jiné parametrizaci kiivek ¢, kde 7 jiz nemé vyznam fyzikélniho ¢asu

t — 1), q(t) — Qr) = q(¥(r)), (159)

integrand se nezméni. Modifikujeme-li okrajové podminky defini¢niho oboru zptso-
bem Q(11) = Q1, Q(12) = @2, pak se nezméni ani integral (158). Zkracenou akci je
tedy mozno zapsat jako kfivkovy integral

T2 Q2
SO(Q):/ V2(Eo — U(Q))\/7#(Q)Q;Qudr :;/ V2(Ey — U(Q))dl, (160)

kde dl je element délky v s-rozmérném konfigurac¢nim prostoru urceny ”metrickym

tensorem” ;i
dl = \/71(Q)Q; Qs dr-

Euler-Lagrangeovy rovnice, které plynou z podminky stacionarnosti d.5,[Q] = 0 v
oboru

C:={Q:[n,m — QC R, Q;,Q; spojité, Q(m) =Q1,Q(r) = Rz},  (161)
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pak urcuji tvar drahy konzervativni soustavy s celkovou energii £, v jejim
konfigura¢niho prostoru, avSak nikoliv jeji zévislost na konkrétni parametrizaci
Q=) = qlt) = ...

Povsimnéte si, Ze pro U = 0 (volny hmotny bod) je Sy az na nepodstatny faktor
primo délka kiivky mezi ()1 a Q2. Kfivka miniméalni délky spojujici tyto dva body
je primka, coz je pravé draha volného hmotného bodu.

Ptestoze Jacobiho princip neurcuje pohyb bodu po kfivce v case, je mozno
¢asovou zavislost urcit z invariance elementu délky vuci reparametrizaci (159)

Yie(@Q)Q;Qu dT = \/vik(q)d;di dt = V2T dt. (162)

/ \/ /y‘]k Q]Qk /yjk(Q)Q]Qk _ 5(7') (163)
\/ EO -
Uréime-li tedy z Jacobiho principu tvar kiivky Q(7) v jakékoliv parametrizaci, pak
inverzi funkce £ a dosazenim 7 = #~%(¢) do Q(7) dostaneme zavislost bodi této
kiivky na case ¢(t) = Q(t71(¢)), t.j. odpovidajici ¢asovy vyvoj soustavy.
Analogem nebo chcete-li zobecnénim Jacobiho principu (160) je Fermattv prin-
cip v optice pro tvar paprsku, kde

Odtud plyne

Q2
50(Q) = / n(Q))dl (164)

an(Q) je index lomu v misté Q.

5.3 * Véta Noetherové podruhé

7 pozadavku invariance Lagrangeovy funkce vii¢i jednoparametrické grupé transfor-
maci jsme v podkapitole (4.4) z véty Noetherové obdrzeli zachovavajici se veli¢inu
(116). Na druhé strané je snadné ukézat (viz cvi¢eni 41), Ze zobecnéné energie (107)
se za podminky % = 0 rovnéz zachovava, prestoze nema tvar (116). Otazkou tedy
je, zda je mozno zobecnénou energii ziskat jako diisledek invariance vii¢i néjaké jed-
noparametrické grupé transformaci. Odpovéd je kladna a plyne z nésledujici véty:

Véta 5.1 Necht pravé strany Lagrangeovijch rovnic druhého druhu jsou nulové, t.j.
Qg-o) =0, 5 =1,...,s. Pak ke kaZdé grupé transformaci souradnic a ¢asu zdvi-
sejicich spojité mna redlném parametru, které ponechdvaji akci invariantni, existuje

nekonstantni proni integral pohybovych rovnic

(g, q.t qu q q,t) — L(g,q,¢ +ZY (¢:1)5L(g. 4, 1), (165)
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kde Y;(q,t) je vektorové pole generugict prislusnou jednoparametrickou grupu trans-
formact.

Dokéazeme tuto vétu pro s = 1, ¢; = q. Dtikaz pro s > 1 je zcela analogicky.

Necht je ddna akce jednoparametrické grupy (s parametrem ¢) transformaci
w& : (q7 t) = <QE7t/)7 qE = ¢(q7 t? 6)7 t/ = t + 87 (166>
kde
¢(q,1,0) = q, d(q,t,—) = ¢~ (¢, 1,9), (167)
9¢ O o9
—(q,t,0) =1, —(q,t,0) =0, —(q,t,0) =Y (q,1). 168
aq(q,, ) =1 5,(@t0 =0, 5-(¢,,0) =Y(q, ) (168)
Tato akce indukuje akci grupy na funkcich §(t)
Q/NJ& D4 Qe (ja(t/) = gb(g(t)’ t,E) = Qﬁ((j(tl - 8),25’ - 575) (169)

a rovnéz akci grupy na funkciondlu akce s danou Lagrangeovou funkei L = L(q, ¢, t).
th .
O S[d] = S.i] = / L(a(6),6.(6), ) dt" (170)
t

Podminka invariance akce vici 1. je

_a
=0 de

Vypocet levé strany (171) je ponékud zdlouhavy. Podle véty o derivaci integralu
podle parametru

2 (s.l) =0 (7

e=0

/tw L((g:-(t), 4.(t), t’)dt’}

1+€

d d (™0
1) dé‘/T(s) f(t.e)

1

T2(€)

H&) [ )~ S + [ S

T]_(€)

dostaneme
E sl _, = st it st it 0+ [ L @00 |
_ / : [iL(zj(t') GO 0) + LI (G, 4.(¢). ) 1dt’ (172)
oo Ldt ’ ' de NV e T o]

ZVgimnéte si, ze (na rozdil od (119)) v tomto piipadé predpokldddme i (ne nutné) jednoduchou
transformaci ¢asu
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TL@WLL00) | = S a00.0) Sa )|+ 5@ i) S
(173)
d%{jg(t’) . d%qﬁ((j(t’ —¢),t' —¢,¢) =
S0 (1) + S, #.0)(-1) + T 1 0)
Diky (168) pak dostavame
LA =—a) + v ). o) (174)
a odtud p g
i, = i)+ oy o) (175)

Dosadime-li do (173) a (172) pak z pozadavku (171) plyne, Ze akce je invariantni,
pokud vektorové pole Y spliuje rovnici

d oL . oLd. . 0L 0L 0LOY. 0¥

_ Ty == 2= = 1
q)+8q'(dt q) 8t+8q +8q(8qq+8t) 0, (176)

coz je podminka pro vektorové pole Y, ktera zarucuje, ze jednoparamtricka grupa
transformaci odpovidajici tomuto poli ponechéva akei invariantni (srovnej s rovnici
(118)).

PtepiSeme-li dale rovnici (172) do tvaru

= /t 12 [%L((d(t’),é(t’),t’)) + %((Q(t'),g(t'),t')) (y(q(t/),t/) —&j(t')) N

S0 (y e - i) |

a pouzijeme Lagrangeovy pohybové rovnice druhého druhu dostaneme

d

4 oL
de

sad| = [ [paea. « S (vaw.o - i) i

e=0

Z pozadavku invariance akce (171) vici jednoparametrické grupé generované polem
Y odtud plyne

L(G(t2), 4(t2), t2) + g—g(g(tz)a G(t2),t2) (Y(d(ta), t2) — G(t2)) =

56



L(q(t1), 4(tr), 1) + Z—S(Q(tl)a g(h), ) (Y(a(tr),ta) — (1)) , (177)

takze vyraz (165) nezavisi na case a je prvnim integralem pohybovych rovnic.
Snadno ovéfime, Ze pro Y = 0 je tento prvni integrél zobecnénd energie (107).
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6 Resitelné pohybové rovnice

v/

podstaté existuje velmi méalo analyticky feSitelnych pripadi. Pripomeneme nejjed-
nodussi z nich.

6.1 Jeden hmotny bod na pfimce

Pohybuje li se bod na piimce pod vlivem vtisténé sily, ktera nezavisi na case, pak
prislusnou pohybovou rovnici

mi = F(x). (178)

je mozné v principu fesit pro libovolnou spojitou funkci F. Vynasobenim & a integraci
(viz cvifeni 2) dostaneme

E(émﬁ) = -5 U@),
kde F(z) = —U’(x), takze
i = %(c ~U()), (179)

coZ je rovnice se separovatelnymi proménnymi. Jeji feseni lze zapsat formou integralu

t—to_/m_.TC( )

Inverzi tohoto vztahu dostaneme feSeni rovnice (178) © = X (t —tg). Pozorny ¢tenar
si jisté v§iml, Ze integracni konstanta C' je hodnota zachovavajici se energie. Je dobré
poznamenat, ze a¢ v principu jsme rovnici (178) vyftesili, primitivni funkei (180) nebo
jeji inverzi nemusime byt schopni vyjadfit v terminech ”znamych” funkci.

Pro hmotny bod v roviné nebo prostoru, tento postup nelze obecné pouzit, ba
ani pro hmotny bod na piimce, pokud sila zavisi na ¢ase F' = F(x,t). Na druhé
strané rovnice tvaru (178) nemusi popisovat pouze zminény piipad jednoho bodu

vvvvvv

(180)

matematické kyvadlo (viz Kap. 4), ¢ systémy s nékolika integraly pohybu jako je
napi. hmotny bod v poli sféricky symetrického potencialu.
6.2 Hmotny bod v poli sféricky symetrického potencialu

Ulohy mechaniky ve vice rozmérech jsou piesné fesitelné jen pro specilni (a Fidké)

pripady silovych poli. Nejznaméjsi je centralni a isotropni sila

F@) =2 f(r) = —gradU(r), r=+/(Z)2 (181)
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Rovnice pohybu v tomto ptipadé predstavuji soustavu t¥i diferencalnich rovnic dru-
hého fadu pro tii funkece 7;(t). Zaroven ale pro tuto soustavu existuji ¢tyfi integraly
pohybu : 3 slozky momentu hybnosti a celkova energie.

Ze zachovani momentu hybnosti plyne, zZe pohyb se déje v roviné na néj kolmé.
Soustavu soufadnou pak mizeme diky sférické symetrii problému zvolit tak, ze L=
(0,0,1), z ¢ehoz plyne Z3(t) = 0. V roviné zy pak zavedeme polarni souradnice

T1 =T7COSY, Ty =Tsiney,
ve kterych méa zachovavajici se moment hybnosti tvar L= (0,0, mr%p), takze
mrio = 1. (182)

Zachovavajici se energie ma diky(182) tvar

1
+U(r) = §m7'~2 + Ueps(r). (183)
Vidime tedy, Ze znalost ¢ty integralti pohybu ndm umoznila redukovat systém tii
diferencalnich rovnic druhého fddu na soustavu dvou rovnic prvniho fadu (182) a
(183) pro 7(t) a ¢(t). Stejnym postupem jako v podkapitole 6.1 dostdvame z rovnice
(183)

t—ty =

=: Tg(r). (184)

/J (B = Uess(1)

a inverzi tohoto vztahu dostaneme Casovou zavislost radidlntho pohybu 7(t), t.j.

okamzitou vzdalenost bodu od centra silového pole. Dosazenim r = 7(t) do (182)

pak mizeme dostat i Gasovou zavislost ihlového pohybu ¢(t). Pro U(r) = 2% se

tato tloha nazyva Keplerova.

6.3 Uloha dvou téles

Uloha o pohybu dvou téles, které na sebe vzajemné ptisobi silami zavisljmi na jejich
poloze

mity = Fi(7, 372)
mg.fg = Fg(xl,mg), (185)
predstavuje systém Sesti diferencidlnich rovnic pro est funkef 74 (1), 7o (t), ktery pro

libovolné Fi, F5 fesit neumime. Nicméné pokud plati tfeti Newtontv zakon aspon
ve tvaru

Fy(71, 7)) = F(if, — ) = —Fy(iy, ), (186)
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pak snadno zjistime, ze plati

Mﬁzmlflﬂ—mg‘%’g =0

S LR U (o
T=27 — Ty = (ml + m2)F(x1 T9) = —F(Z).

Pokud tedy plati (186), pak je mozné rozdélit (”svazanou”) soustavu Sesti diferen-
célnich rovnic druhého Fadu pro Sest funkci 7 (t), 72(t) na dvé nezavislé soustavy
tfi diferencalnich rovnic druhého fadu pro soufadnice hmotného stiedu soustavy
R = (myZy + maeZs)/(my + my) a relativni soufadnice ¥ = ¥} — Z5. V tomto pii-
padé 1ze tedyprevést problém Tesent pohybu dvou téles na (trividlni) tlohu o pohybu
hmotného stfedu soustavy a ulohu o jejich relativnim pohybu. Je-li druhé tloha ana-
lyticky Tesitelnda nebo nikoliv, zavisi na konkrétnim tvaru sily F. Jejim specialnim
pripadem je centralni isotropni sila fesena v predchozi podkapitole.
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10.
11.
12.
13.
14.

15.

Otazky ke zkousce

. Transformace soutfadnic, vektort, tensori, vektorovych poli. Grupy GL(n),O(n), SO(n).

Orientace vektorového prostoru, pseudoveli¢iny, vektorovy soucin.

. Inercialni soustava, Galileovy transformace, schema odvozeni.

. Druhy Newtontiiv zakon v neinercialni soustaveé, schema odvozeni.

Uloha dvou téles, Keplerova tiloha.

. Véta o virialu, dikaz.

Bezsilovy setrvacnik, Eulerovy rovnice, schema odvozeni.

Lagrangeova funkce pro hmotny bod v poli potencidlovych sil a v elektromag-
netickém poli.

Lagrangetiv popis systému s holonomnimi vazbami.

Zachovavajici se veli¢iny v Lagrangeové mechanice, cyklické soutradnice.
Jednoparametricka grupa transformaci, véta Noetherové.

Staticka rovnovaha, princip virtualni prace.

Dynamicka rovnovaha, d’Alemberttv princip.

Hamiltontv princip

Jacobiho princip
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8 Prehled zakladnich vzorecku z analytické me-

chaniky

Zmnalost nize uvedenych vzorecku je nutna nikoliv postacujici podminka pro ab-

solvovani zkousky z TEF1.

Véta o derivovani sloZenych funkci vice proménnych.

Necht R A
F(.Tl,ﬂj'g, e ,.CEN) == F(f) = F(g(f)),

kde

Pak

> S
g_i(f) = Za—F (7(2)) %(f), i=1,...,N.

- . . o Oy, .
Casto se ponékud nekorektné zato prehledné pise % = g—j ai? . Tento vzorecek se
7 J [

snadno pamatuje, je ale tfeba znat jeho pravy obsah uvedeny vyse.

Transformace kartézskych souradnic mezi vztaznymi sousta-
vami (o, (e1,...,ey)), (0, (€1,...,€,)), kde & = €;5;, Sj € O(n) &
Sl =57,

zi(0) = 5;(%;(b) = 5(0)) & #(b) =S - (F(b) — (o))

Inverzni transformace

z,(b) = Sjilz;(b) — 2;(8)) & #(b) = ST - (F(b) — #(9))

Transformace sloZek tensoru fadu (p, q)

T 1172---] _
TJ J ]plllglq -

= (S—l)j1m1(s—1)j2m2 c.. (S_l)jpm Tmlmz"'mpklk}”kqsklilSk22'2 .. Skqiq

P
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Eulerovy setrvac¢nikové rovnice
L = (I — I3)Q0s +
LYy = (I3 — 1) +
Qs = (I — L)Y, +

Vazbova sila pro holonomni vazby fK()Z' t)y=0, K=4j,...

of
Z Ax(t) 8ij 1)

Totalni derivace

~

d . . OF . . OF . OF
E[F(q, q,t)] = (Jja—qj(qy', gj, t) + Qja_q.j(Qja j,t) + e

Lagrangeovy rovnice druhého druhu

d [ 0 0 c N (o)
dt (a L(q %t)) _ a_q]L(%%t) — Qj

Zobecnéna hybnost

oL
p; = =——(¢;,4;,1)
8qj'

d Alemberttv princip
Akce

q:[ti,ts] = Q C R, gj,q; spojité, q(ti1) = Q1,q(t2)
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