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Kapitola 1

Vznik kvantové mechaniky

Casticova povaha svétla

Na konci 19. a zacatku 20. stoleti se ukazalo, Ze elektromagnetické zareni se v fadé jevi
chové jako tok Castic.

Zareni absolutné ¢erného télesa

Prvni z nich bylo zafeni absolutné ¢erného télesa. Vztah pro spektralni hustotu energie
zareni télesa o teploté T nalezl Planck v roce 1900

8t hv?
p(v,T) = 3 (1.1)
C” err — 1]

kde h = 6.62607004 x 1073* m? kg/s je Planckova konstanta (od roku 2019 m4 tuto fixni
hodnotu). Planckiv vztah perfektné souhlasi s experimentélnimi daty, spliuje Wieniv po-
sunovaci zédkon (maximum energie je vyzafovano na vlnové délce Ay, kterd je nepiimo
umérné teploté 7') i Stefan-Boltzmannuv zakon (celkova vyzarena energie je Gmérna ¢tvrté
mocniné teploty), jejichZ platnost lze dokazat z termodynamiky a statistické fyziky. Planc-
kiv vztah 1ze odvodit za predpokladu, Ze energie harmonického oscilatoru o frekvenci
v muze nabyvat pouze hodnot F,, které jsou celo¢iselnym nasobkem energie zakladniho
kvanta zareni hv (Planckova kvantova hypotéza)

E,=nhv, n=0,1,2,.... (1.2)

Fotoefekt

Planckovu kvantovou hypotézu vyuzil Einstein v roce 1905 k vysvétleni fotoelektrického
jevu (emise elektront z kovu vlivem dopadajiciho elektromagnetického zatreni). Piedpokla-
dal, Ze kvanta zareni hraji roli ve vSech procesech interakce elektromagnetického zareni s
latkou na atomarni drovni. Fotoelektricky jev pak probiha tak, Zze jedno kvantum zéafeni



preda celou svoji energii jednomu elektronu. Kinetickd energie vyletujictho elektronu je
potom rovna
EK = hv — Eion7 (13)

kde E;,, je ioniza¢ni energie daného kovu. Einsteinovo vysvétleni souhlasilo s experimenty
(k fotoefektu dochazi az od ur¢ité mezni frekvence vy = Ejon/h, Fx nezavisi na intenzité
dopadajiciho svétla), navic davala predpovéd pro kinetickou energii elektronu - ma rist
linearné s frekvenci. To skutecné potvrdily experimenty Roberta Millikena v nasledujicich
letech.

Comptoniv rozptyl

Compton zkoumal rozptyl rentgenového zafeni na grafitu (resp. volnych elektronech v
krystalové m¥izi grafitu). Experiment prokazal, ze kvantum zareni (foton) ma kromé energie
E = hv i hybnost velikosti p = h—c” = % Interakci rentgenového zareni s grafitem je mozné
popsat jako srazku dvou ¢éastic - elektronu a fotonu (¢astice s nulovou klidovou hmotnosti).
Z relativistickych zékonti zachovani energie a hybnosti (zapsanych v laboratorni soustavé,

kde je elektron pred srazkou v klidu)
hvy +mec® = hv+ E,
Pw = PvtD (1.5)

kde E a p jsou energie a hybnost odrazeného elektronu, vy a p,, jsou frekvence a hybnost
dopadajiciho fotonu, a v a p, jsou frekvence a hybnost rozptyleného fotonu, lze odvodit
vztah pro zménu vlnové délky zareni v zavislosti na thlu rozptylu 6

h (1 — cosf). (1.6)

meC

AN=)— )=

Vysledky Comptonova experimentu perfektné souhlasily s timto vztahem.

Casticové-vinovy dualismus

Vysvétlenim vyse uvedenych jevi je, ze elektromagnetické zareni se chova jako tok castic

s energii a hybnosti

E=hv, p= ; (1.7)

Soucasné ale vime, ze elektromagnetické zareni je vlnéni, protoze u néj mizeme pozorovat
jevy jako jsou interference a difrakce, které nelze vysvétlit ¢asticovym popisem. Podle typu
experimentu se tedy u svétla projevi bud jeho vlnové vlastnosti, nebo ¢asticové. Tato dvoji
povaha se oznacuje jako ¢asticové-vinovy dualismus.



de Broglieho hypotéza

V roce 1923 vyslovil de Broglie hypotézu, Ze ¢asticové-vlnovy dualismus je obecnou vlast-
nosti mikroskopickych objekti, a vztahy (| . ) plati i pro hmotné ¢astice. Caéstici s energii
E a hybnosti p’ pfifadil rovinnou (de Broglieho) vinu

Vg (T, 1) = en T, (1.8)

kde h = % je tzv. redukovana Planckova konstanta. Podle de Broglieho hypotézy i hmotné
¢astice maji vykazovat vinové chovani. To se skute¢né potvrdilo v roce 1927, kdy Davison
a Germer objevili difrakci elektront na krystalu niklu.

Schrodingerova vlnova mechanika

De Broglieho vlna (1.8) by méla byt feSenim néjaké vlnové rovnice. Tuto rovnici nalezl

Schrodinger v roce 1926. Pro volnou nerelativistickou ¢astici, kdy F = %, je de Broglieho
vlna feSenim rovnice

h? 81#
_ A 1.9
2M v= ot (1.9)
Schrodinger ji zobecnil pro ¢astici v potencialu V(#) do tvaru
. L0y . n?

kde H oznacuje hamiltonian Gastice (operator celkové energie).

Prestoze Schrodinger v tuto dobu neznal vyznam vinové funkce (%, t) (de Broglieho
hypotéza vinovou funkci nijak neinterpretovala), dosahl s rovnici fadu tuspéchii.
Podafilo se mu napfiklad najit stacionarni feSeni pro elektron v atomu vodiku, tj. ¢astici
v Coulombickém potencialu

e? 1
Vir)=— —. 1.11
() dmeg ( )
Stacionarni feseni maji tvar v
(7, 1) = e 1Pl (D), (1.12)
kde 1 g(%) je feSeni tzv. bez¢asové Schrodingerovy rovnice
Hip = Evp. (1.13)

Schrodinger zjistil, Ze pokud nalozi na vlnové funkce dodateénou podminku tzv. kvadratické
integrability

/|1/)(f)|2d3x < 00, (1.14)
3
pak hodnoty E v rovnici (|1.13]) odpovidaji energiim v Bohrovu modelu atomu vodiku, tj.
R
E=BEx=-75 N=123... (1.15)

kde R ~ 13.6eV je Rydbergova energie. Pro jiné hodnoty energii kvadraticky integrabilni
feSeni rovnice ([1.13)) neexistuji.



Bornova interpretace vinové funkce

Resent Schrodingerovy rovnice jsou komplexni funkce redlnych proménnych, nemohou tedy
popisovat skutec¢nou vinu ktera se sifi v prostoru kolem nés. Interpretaci vinové funkce,
ktera se ukazala byt spravna, navrhl v roce 1926 Born. VInova funkce ¢(Z) mé vyznam
amplitudy pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v bodé 7, tj. [1(Z)|? je tmé&rna hustoté prav-
dépodobnosti w(Z) nalezeni ¢astice v bodé Z. Takovymto zpisobem lze snadno interpreto-
vat vlnové funkce, které splnuji podminku kvadratické integrability -, protoze pak je
hustota pravdépodobnosti rovna

[ SIS

@) ) e
wi@) = S v R/ W@ | (1.16)

Princip superpozice

Schrodingerova rovnice je linearni parcialni diferencialni rovnice. Mame tedy zaruceno, ze
pokud v (Z,t) a o(Z, t) jsou Teseni (1.10)), pak i jejich libovolné linedrni kombinace

W(Z,t) = avy (Z,t) + bi(Z,1), a,beC, (1.17)

je také feSeni Schrodingerovy rovnice. Navic, pokud v; jsou kvadraticky integrabilni funkce,
pak i % je kvadraticky integrabilni. To plyne z tzv. Minkowskiho nerovnosti

/ 61 () + v >|2d3a: / @)z | + / @ de | . (118)
R3

Lze tedy Tici, Ze mnozina kvadraticky integrabilnich funkeci tvori vektorovy prostor. Line-
arni{ kombinace kvadraticky integrabilnich funkci je opét kvadraticky integrabilni funkce.
Fyzikalné se tento fakt oznacuje jako princip superpozice.

N

Dvoustérbinovy experiment

Pomoci principu superpozice a Bornovy interpretace lze snadno vysvétlit interferen¢ni jevy,
které lze s kvantovymi ¢asticemi pozorovat, napf. interferenci na dvou Stérbinéch. Reknéme,
ze pokud je oteviena jen Stérbina S}, pak je vinova funkce ¢astice 1;(x). V této konfiguraci
je hustota pravdépodobnosti w;(z) dopadu €stice do bodu z tmérna |¢;(x)|?. Pro ilustraci
jsou tyto dvé konfigurace znazornény na obrazku [I.1]

Pokud jsou ale otevieny obé §térbiny a nemitizeme tici, kterou z nich ¢astice prosla, je
jejl vlnova funkce rovna superpozici obou moznosti



Si So

wy () ~ [ (2)]?

Obrazek 1.1: Pravdépodobnost dopadu ¢astice pokud je oteviena jen jedna Stérbina.

Hustota pravdépodobnosti dopadu ¢éastice do bodu x je v tomto pripadé

w(z) ~ @) = (@) + @) = [ (@) + [a(@)* + §1(2)ta(x) + ¥r(2) 1y ()
~ wi(x) + wa () + Py (2)ha() + r(2)y (). (1.20)

Prvni dva ¢leny odpovidaji souc¢tu pravdépodobnosti dopadu do bodu z v situaci, kdy je
oteviena jen jedna Stérbina. Druhé dva ¢leny odpovidaji interferenci amplitud pravdépo-
dobnosti, mohou byt kladné i zaporné - v nékterych bodech tak dojde ke konstruktivni
interferenci a pravdépodobnost dopadu bude v&tsi nez soucet wy(x) + wy(x), v nekterych
bodech naopak dojde k destruktivni interferenci a pravdépodobnost dopadu se zmensi, viz.
obrazek .2

Fundamentalni roli v kvantové mechanice tedy hraji amplitudy pravdépodobnosti. Po-
kud neumime rozlisit, ktera moznost nastala, musime sec¢ist amplitudy pravdépodobnosti
vSech moznosti.

Kodarnska interpretace kvantové mechaniky

Zékladni fyzikalni principy kvantové mechaniky formulovali Bohr a Heisenberg v letech
1925-1927 v tzv. Kodanské interpretaci. Da se shrnout nésledujicim zptisobem

e Vlinova funkce predstavuje tplny popis stavu c¢astice, obsahuje vSechny informace o
castici, které jsou k dispozici

e VlInova funkce se s ¢asem méni podle Schrédingerovy rovnice, az do okamziku méfeni
(interakce z laboratornim pfistrojem)

e Vysledky méfeni jsou ndhodné (Bornovo pravidlo)



Si So

w(z) ~ |ihi(x) + o(z)]?

Obrazek 1.2: Pravdépodobnost dopadu ¢astice pokud jsou otevieny obé Stérbiny. Protoze
nevime, kterou Stérbinou castice prosla, s¢itaji se amplitudy pravdépodobnosti a dochazi
k interferenci.

e Meéfeni zpiisobi kolaps vinové funkce — ze superpozice nahodné vybere jednu z moz-
nosti

e Hodnoty nékterych pozorovatelnych (napt. polohy a hybnosti) nelze souc¢asné dobie
definovat (Heisenbergovy relace neurcitosti)

Matematicky popis kvantové mechaniky

Zacatkem 30-tych let 20. stoleti von Neumann ukézal, ze fyzikalni principy formulované
Bohrem a Heisenbergem v Kodaiiské interpretaci kvantové mechaniky lze matematicky
korektné popsat pomoci teorie tzv. Hilbertovych prostori a linearnich operatort. Hilbertiv
prostor H je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem - formou (-, -), ktera dvojici vektort
priradi komplexni ¢islo. Napiiklad ve vektorovém prostoru kvadraticky integrabilnich funkei
tI1 proménnych lze zavést skalarni soucin vztahem

(1, 6) = / D)D)z, (1.21)

Tento Hilberttv prostor se oznacuje jako L*(R3, d3z). VInové funkce, které popisuji stavy
kvantové ¢astice v R?, jsou nenulové vektory ¢ € L?(RR?, d3x). Pozorovatelnym veli¢inam,
jako je poloha, hybnost, nebo energie, odpovidaji hermitovské operatory ptisobici na Hil-
bertové prostoru H. Prikladem je hamiltonidn zavedeny v rovnici , ktery odpovida
celkové energii kvantové ¢astice v potencialu V (Z). Mozné hodnoty pozorovatelnych veli¢in,

7



které mizeme experimentalné namérit, tvori spektrum prislusného operatoru. Napriklad,
mozneé hodnoty energie F kvantové ¢astice jsou urCeny feSenim bezcasové Schrodingerovy
rovnice , coz je vlastné rovnice na vlastni ¢isla hamiltonianu H.

Matematlcky aparat potfebny k praci s Hilbertovymi prostory jako je L?(R3 dz) je
ale pomérné komplikovany, protoze takovéto vektorové prostory nemaji kone¢nou dimenzi.
V dalsim se proto omezime na jednoduché priklady kvantové mechaniky kde vystacime
s Hilbertovymi prostory konecné dimenze, jejichz vlastnosti znate z prednasek z linearni
algebry.



Kapitola 2

Popis stavli kvantové castice

Zakladni postulat kvantové mechaniky se tyka popisu stavi kvantové cCéstice. Riké, ze
prostor moznych stavii kvantové castice je Hilbertiv prostor H, a stavy jsou popsané
nenulovymi vektory ¢ € H.

Uvedeme zde nékteré zakladni definice a vlastnosti Hilbertovych prostort.

Hilbertovy prostory

Hilbertav prostor je vektorovy prostor (v kvantové mechanice vzdy uvazujeme prostor nad
C) se skalarnim soucinem, coz je forma

() HXH—C. (2.1)
Skalarni soucin je linedrni v pravém argumentu
(¢, a¢ + bx) = ayh, ) + (¥, X), (2.2)
antilinearni v levém ~
(@ + b6, x) = a(, x) + b(, x), (2.3)
symetricky
(1, ¢) = (¢,9), (2.4)
a striktné pozitivni
(Y,) =0<= 1 =0. (2.5)
Skaléarni soucin definuje normu vektoru
[l = v (¥, ). (2.6)

Piikladem Hilbertova prostoru kone¢né dimenze N je CV se standardnim skalarnim soudi-
nem, ktery je zaveden vztahem

aq bl
N (05} b2
=1 an bN



Pokud zavedeme hermitovské sdruzeni vektoru (transpozice + komplexni sdruzeni)

wT:(617627"'7aN)7 (28)

pak lze skalarni sou¢in zapsat jako soucin matic (matici rozméru 1 x N nasobime zprava
matici rozméru N x 1, vysledkem je matice 1 x 1, tj. 1 komplexni ¢islo)

b
3
(¥, ¢) = ¢'o = (@1, aa, ..., an) N (2.9)

b

Hilbertuv prostor musi byt navic uplny, tj. kazda cauchyovska posloupnost vektori musi
byt konvergentni. Tento pozadavek hraje roli pro Hilbertovy prostory nekonecné dimenze
(jako je prostor kvadraticky integrabilnich funkci L?(IR3,d3z)), na kone¢né dimenzi je au-
tomaticky splnén, protoZze kazdy Hilberttiv prostor dimenze N je izomorfni CV a ten je
uplny. V dalsim se omezime na Hilbertovy prostory kone¢né dimenze N.

Diilezitou roli v Hilbertovych prostorech hraje ortonormalni baze. Je to N-tice vektoru

{11, ...,9¥n}, které jsou ortogonalni (skalarni soucin dvojice riznych vektori je roven nule)
a normované k jedné. To muzeme kompaktné zapsat pomoci tzv. relaci ortogonality
(Vi, ¥5) = by (2.10)

Vyhodou ortonormalni baze (oproti bézné bazi tvorené pouze linedrné nezavislymi vektory,
které ale nejsou ortogonalni) je snadny rozvoj vektort. Koeficienty rozvoje (tzv. Fourierovy
koeficienty) jsou uréeny pomoci skaldrniho sou¢inu bazického vektoru a vektoru, ktery
chceme do baze rozepsat. Plati tedy tzv. Fourieriv rozvoj

N
o= (Yi, ). (2.11)
i—1

Déle plati tzv. Parsevalova rovnost (zobecnéni Pythagorovy véty)

l6l* = (¢,6) = >_ I, O)I*, (2.12)

Diractiv bra-ketovy formalismus

V kvantové mechanice se ¢asto vyuziva abstraktni zapis vektoru, ktery vymyslel Dirac.
Vektory z ‘H budeme znacit pomoci tzv. ketd, coz je symbol [¢p) € H. Skalarni soucin
dvojice ket [1)) a |¢) se nazyva braket a zapisuje se ve tvaru (¢0|¢). Ke kazdému ketu [1))
muzeme zavést tzv. bra (¢| - prvek duédlniho prostoru H*, tj. linearni funkcionél (zobrazeni
z H do C), pomoci skalarniho sou¢inu

(W|(l¢)) = (¥]9). (2.13)

10



V Hilbertovych prostorech plati tzv. Rieszova véta, ktera 1ika, ze H a H* jsou izomorfni,
tj. piitazeni |¢) <> (| je navzajem jednoznacné.

Jako piiklad uvazujme CV. Oznaéime vektory standardni ortonormalni baze jako kety
1), ..., |N), tj.

1 0 0
0 1 0

=11 2=].1. -INMH=].|: (2.14)
0 0 1

Pro vektory plati relace ortogonality
(il7) = di;. (2.15)

Bra (i| mizeme spojit s hermitovskym sdruzenim sloupcovych vektora

1] = (1,0,...,0), 2.16)
2 = (0,1,...,0), 2.17
(N _ 0,0,...,1). (2.18)

Fourieruv rozvoj a Parsevalova rovnost se v braketovém formalismu zapiSou ve tvaru

[9) = D_{ilo)w (2.19)
lol* = (elg) = >_IGilo)* (2:20)

Pokud kety |¢) a |¢) identifikujeme s vektory ¢ a ¢ z rovnic (2.7)), pak pro jejich koeficienty
rozvoje do standardni béze plati

a; = (ilv), b= (il9). (2.21)
Bra (¢| mtizeme identifikovat s ¢ z rovnice (2.8)

Role skalarniho soucinu v kvantové mechanice
Skalédrni souc¢in mé v kvantové mechanice zasadni vyznam. Postuluje se, Ze skalarni souc¢in

(1|¢) je amplituda pravdépodobnosti pfechodu ¢astice ze stavu |¢) do stavu |¢)). Pravde-
podobnost prechodu ze stavu |¢) do stavu [1)) je tedy

Wy = [(0]0)]*. (2.22)

11



Tento vztah plati, pokud jsou oba vektory normované k jedné, tj.

W) =1, (¢lg) =1, (2.23)

jinak je pot¥eba levou stranu (2.22) podélit kvadratem normy obou vektori. V dalsim
budeme vzdy predpokladat, ze vSechny vektory jsou normované k 1. Stavy kvantové ¢astice
tedy popisujeme jednotkovymi vektory [¢) € H.

12



Kapitola 3

Dvoustérbinovy experiment

V této kapitole si predstavime zakladni koncepty kvantové mechaniky (princip superpozice,
interference amplitud pravdépodobnosti) na prikladu dvoustérbinového experimentu. Rek-
néme, ze mame jednofotonovy zdroj, tj. v experimentu je vzdy maximalné 1 foton. Foton
projde soustavou dvou $térbin 57, S; a dopadne na stinitko. Budeme uvazovat diskrétni va-
riantu experimentu (abychom mohli pracovat s Hilbertovym prostorem kone¢né dimenze),
kdy je stinitko tvoreno sadou N detektoru D;, 1 = 1,..., N. Foton miize dopadnout vzdy
jen do jednoho detektoru.

Varianty s jednou Stérbinou

Uvazujme nejprve varianty, kdy je oteviena jen jedna ze $térbin S;, j = 1,2. Oznacime
(4)

pocet zaznamenanych fotont v detektoru D; jako n;”’, j = 1,2. Reknéme, Ze experiment

provedeme celkem s M fotony, tj.
=3 nl (31)

7 cetnosti dopadu muzeme zrekonstruovat pravdépodobnostni rozdéleni dopadu fotonu do
detektoru D; (predpokladame ze M je hodné veliké) pokud je oteviena pouze Stérbina S;

W;i(i) = ——, j=12 (3.2)
Pro ilustraci jsou tyto dvé situace znazornény na obrazku |3.1]
Varianta se dvéma Stérbinami - interference

Ptejdéme nyni k varianté, kdy jsou otevieny obé stérbiny. Predpokladame, Ze experiment
je usporadan tak, ze foton miZe s pravdépodobnosti 50% projit stérbinou S} nebo Ss, ale

13



Sl SQ

Wi(i) = [Gilun) Wali) = [{ila)]?

Obréazek 3.1: Experiment s jednou otevienou $térbinou.

neni mozné urcit, kterou prosel. Vysledné pravdépodobnostni rozdéleni v tomto piripadé
nebude priumér situaci se Stérbinami S; nebo Sy (jak by platilo pro klasické castice)

Wili) # £ (Wi(0) + Wald)). (33)

Pokud totiz neni mozné urcit trajektorii fotonu (tj. kterou ze stérbin prosel), pak se chova

jako vlna, a vysledné pravdépodobnostni rozdéleni bude vykazovat interferenci, jako na
obrazku 3.2

S Sy

Wi(i) = 51{i[1) + (iltha)]?

DO [—

Obréazek 3.2: Experiment se dvéma otevienymi Stérbinami. Protoze neni mozné urcit tra-
jektorii fotonu, projevi se jeho vlnové vlastnosti. Vysledkem je interferen¢ni obrazec.

14



Kvantovy popis experimentu

Ukézeme si nyni kvantové mechanicky popis riznych variant experimentu. Oznac¢me jako
i) stav, kdy foton sméfuje do detektoru D; (ale jesté do néj nedopadl). Foton v tomto
stavu nemtze dopadnout do jiného detektoru, takze kety jsou ortogonalni

(tlj) = 4. (3.4)

Podle je totiz skalarni sou¢in roven amplitudé pfechodu ze stavu |j) do stavu |i), tj.
amplitudé dopadu fotonu smétujictho do detektoru D; do detektoru D;, a tento jev nemtize
nastat pokud ¢ # j. Navic pfedpokladame, Ze do néjakého z detektoru D; foton dopadnout
musi. Kety |i) tak budou tvofit ortonormalni bazi naseho Hilbertova prostoru

Hps = (1), IN)], - (3.5)

Oznacime stav fotonu poté co prosel Stérbinou S; jako [1);). Tyto kety muzeme rozepsat
do baze s pouzitim Fourierova rozvoje (12.19)

N

[5) = Y _(ilu)0)- (3.6)

i=1

Skalarni souciny (i|t);) jsou amplitudy pravdépodobnosti dopadu fotonu do detektoru D;,
pokud je oteviena Stérbina S;. Pravdépodobnostni rozdéleni v prvnich dvou variantach je
tedy

Wi(i) = Wy, = [Glv)l*, 5 = 1,2. (3.7)
Poznamenejme, Ze viechny kety jsou normované k jedné. Z Parsevalovy rovnosti ([2.20)) pak

plyne
N N

S W) = [l = (wyley) = 1, (3.8)
i=1 i=1
a tedy W;(i), j = 1,2, jsou skute¢né pravdépodobnostni rozdéleni.
Uvazujme nyni tfeti variantu experimentu, kdy jsou oteviené obé stérbiny, ale neni
mozné urcit, kterou Stérbinou foton prosel. V takovém piipadé, je stav fotonu po prichodu
systémem Stérbin roven superpozici stavi [1); 2)

1
V2

Faktor \% zajistuje normalizaci stavu [¢3). Kety |¢;), j = 1,2 jsou ortogonélni (pokud

foton prosel stérbinou S;, nemohl projit $térbinou Sy), takze plati

|13) = ([th1) + [b2)) - (3.9)

(shits) = 3] + (@al)(lon) + 1) = 5 (@) + (alo)) = 1. (3.10)
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Fourierav rozklad ketu [i3) do baze je roven

N | X
i) = D)) = —= S ((in) + (i) (3.11)
i=1 =1
tj. pro amplitudy pravdépodobnosti plati
(i) = —= ({ilen) + (l4)) (312)

V2

Pravdépodobnostni rozdéleni dopadu fotonu je pak

2

Wa(i) = Wyemi = [{iles)]? 1) + (il4ha)

‘\f !
= S WG+ W) + 5 (Gl To) + Tontlen) . (313)

Prvni ¢ést je primér pravdépodobnosti dopadii pokud je oteviena jen jedna Stérbina. Druha
¢ast predstavuje interferenci amplitud pravdépodobnosti, muze byt kladné i zaporné. Né-
kde tak dojde ke konstruktivni interferenci a do detektoru D; dopadne vice fotont, nez
je prosty soucet dvou moznosti, nékde naopak dojde k destruktivni interferenci a pocet
dopadu se snizi. Vysledek je podobny jako ve spojitém pripadé .

Dvoustérbinovy experiment s polarizaci

K interferenci dochézi pouze pokud neni mozné urc¢it, kterou stérbinou foton prosel. V
takovém pripadé musime sc¢itat amplitudy pravdépodobnosti. Pokud ale je mozné urcit
trajektorii fotonu, interferencni obrazec zmizi a vysledné pravdépodobnostni rozdéleni bude
primér situaci 1 a 2.

V pripadé fotonu je mozné informaci o trajektorii "zapsat"napt. do jeho polarizace. V
kvantovém popisu polarizace odpovidaji linedrni polarizaci v roviné kolmé na smér Sifeni
fotonu dva bazické stavy |H) a |V) (horizontalni a vertikalni linearni polarizace). Napf.
pokud se foton §ifi ve sméru osy z, pak |H) odpovida linearni polarizaci ve sméru osy x, a
|V') popisuje linearni polarizaci ve sméru osy y. Tyto dva stavy jsou od sebe jednozna¢né
rozliitelné (horizontélné polarizovany foton nemuZe mit soucasné vertikalni polarizaci),
takze jsou ortogonélni

(H|V) = 0. (3.14)

Kazdy polariza¢ni stav fotonu muzeme zapsat jako linearni kombinaci horizontélni a verti-
kalni polarizace, tj. kety |H) a |V') tvofi ortonormalni bazi Hilbertova prostoru polarizace
fotonu

Hpor = [[H), V)], - (3.15)

U dvoustérbinového experimentu s polarizaci potiebujeme popsat jak prostorovy stav
fotonu (tj. do jakého detektoru dopadne), tak i jeho polariza¢ni stav. K tomu pouZzijeme
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tzv. tenzorovy soucin vektorovych prostori - celkovy Hilbertiv prostor bude tenzorovy
H=Hps® Hpol- (3.16)

Tenzorovy soucin se nejsnaze definuje zavedenim ortonormalni béze v ‘H, kterou definujeme
pomoci vektori (pouZivaji se rizné zapisy pro srozumitelnost vztaht)

)@ |HY = [|i)|H)=|i,H), i=1,...N,
i) @ |V) V) =i, V), i=1,...N. (3.17)
Ke kazdému prostorovému stavu ¢ = 1,..., N, mame dva polarizacni stavy, tj. celkovy

Hilbertiv prostor bude mit dimenzi 2N, coz je soucin dimenzi prostoria Hpg a Hpe. Pro

vektory (3.17)) plati
(i,alg, B) = (1) (a|B) = 6ij0np, t,5=1,...,N, «o,f=H,V. (3.18)

Reknéme, 7e nas jednofotonovy zdroj produkuje horizontalné polarizované fotony. Po-
kud se s polarizaci v priubéhu experimentu nic nedéje, bude celkovy stav fotonu |15) ve tieti
varianté (s obéma Stérbinami) popsan ketem |¢3) (3.9), ke kterému pridame horizontalni
polariza¢ni stav, tj.

|¥5) = [vs) | H). (3.19)

Pravdépodobnost dopadu fotonu do detektoru D; lze napsat jako soucet pravdépodob-
nosti dopadu horizontélné polarizovaného fotonu a pravdépodobnosti dopadu vertikilné
polarizovaného fotonu (horizontalni a vertikalni polarizace jsou jednozna¢né odlisitelné),
tj.

W3(i) = Wag i + Wy av = (0 H[ws) [ + [, Vg5 (3.20)
Protoze se s polarizaci nic nedé&je, ztistava stéle horizontéalni, takze druhy ¢len je roven nule
(i, VIs) = (ils) (VIH) =0. (3.21)

——

0

Pravdépodobnostni rozdéleni dopadu fotonu Wj(7) bude stejné jako pokud polarizaci vibec
neuvazujeme (tj. bude mit tvar interferencniho obrazce jako na obrazku (3.2)

Wi(i) = (i, H|v5)|* = [(ilvs) (HIH) |* = |(iles)] = Ws(0). (3.22)

1

K "zapsani"trajektorie fotonu do jeho polarizace musime polarizacni stav pozménit, a to
riznym zpusobem pro Stérbinu Sy a Ss. Toho lze dosdhnout napt. vlozenim riznych ctvrt-
vlnnych desticek pred stérbiny. Ctvrtvinna desticka zménf linearni polarizaci na kruhovou.
Uvazujme tedy c¢tvrtou konfiguraci experimentu, kde pred stérbinu S; vlozime desticku,
ktera zmeéni horizontalni polarizaci na levotoc¢ivou kruhovou polarizaci, a pred $térbinu S
vlozime desticku pootocenou o 90°, ktera zméni horizontélni polarizaci na pravotocivou.
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Témto dvéma polariza¢nim stavim fotonu ptiradime kety |L) a |R). Stavy s pravotoc¢ivou
a levotocivou polarizaci jsou opét jednoznacné rozlisitelné, tj.

(R|L) = 0. (3.23)

Tvoii jinou ortonorméalni béazi Hilbertova prostoru polarizace H,y. Vektory |R) a |L) mi-
zeme rozepsat do baze {|H),|V)} zpiusobem

1 .
B = (=)
L) = ——(H)+i[V)). (3.24)

V2

Snadno se ovéri, ze kety jsou opravdu ortogonalni (nesmime zapomenout na antilinearitu
skalarniho soudinu v levém argumentu, resp. (R| = \%((H | +i(V]))

(RIL) = S(H]+iVI(H) +ilV) = S(HIH) — (VIV) =0, (3.29)

Stav fotonu poté, co projde soustavou Stérbin se ¢tvrtvinnymi destickami, je popsan ketem
1
V2

kde |psiy2) jsou zapsané v rovnici (3.6)). Pravdépodobnost dopadu fotonu do detektoru
D,; muzeme rozlozit na soucet pravdépodobnosti dopadu fotonu s levoto¢ivou polarizaci
a dopadu fotonu s pravotoc¢ivou polarizaci (stejné jako v pfipadé horizontalni a vertikalni
polarizace se jedna a o dvé vzadjemné se vylucujici moznosti, a kazdy polariza¢ni stav
fotonu lze napsat jako linearni kombinaci levotocivé a pravotoc¢ivé polarizace). Ve ¢tvrté
konfiguraci experimentu tak dostaneme

Wi(i) = Wymir + Woamir = [ {1, LIta)|* + (i, R|tba)|?

[Va) = ([0 |L) + [¢2)|R)), (3.26)

= | i) (LIL) +(itv) EIRY| +| (i) RIL) +(ilve) (RIR)
Ingl e S g
= Ll + 3 = WiG) + W), (3.27)

Vidime, ze amplitudy neinterferuji, a pravdépodobnostni rozdéleni je dano prostym pri-
mérem moznosti 1 a 2. Pro ilustraci je znazornéno na obrazku [3.3
Komplementarita vlnovych a ¢asticovych vlastnosti

Vidéli jsme, ze k interferenci amplitud dojde, pokud neni mozné urcit, kterou s$térbinou
foton prosel. V takovém pripadé se chova jako vina, musime s¢itat amplitudy pravdépodob-
nosti riznych moznosti, a vysledkem je interferenéni obrazec jako na obrazku [3.2] Pokud
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SSL1 DN %

Wa(i) = 5 ([(ilen) [P + [ (i[v2)]?)

Obrézek 3.3: Experiment se dvéma otevienymi stérbinami, pred které jsou umisténé ¢tvrt-
vinné desticky. Z polarizace fotonu je mozné urcit jeho trajektorii. V tomto pripadé se
projevi jeho Casticové vlastnosti a k interferenci amplitud pravdépodobnosti nedojde. Vy-
sledkem je prosty primér situaci na obrazku [3.1]

je mozné rozlisit trajektorie fotonu, chova se jako (klasicka) ¢astice. Pak spolu amplitudy
neinterferuji, a vysledek odpovida s¢itani pravdépodobnosti, viz. obrazek [3.3]

VInové a ¢asticové vlastnosti kvantovych objektii jsou tzv. komplementérni. Podle typu
experimentu se projevi bud vlnové vlastnosti, nebo ¢asticové, nikdy oboje naraz.
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Kapitola 4

Mach-Zehndertv interferometr, unitarni
operatory

V této kapitole se podivame na dalsi piiklad interferenéniho experimentu, tzv. Mach-
Zehnderiv interferometr. Zaroven si ukdzeme, jakym zptusobem miizeme popsat plisobeni
nékterych fyzikalnich zatfizeni na stav kvantové castice.

Mach-Zehndertuv interferometr

Zakladni varianta Mach-Zehnderova interferometru je na obrazku [£.1} Jedna se o sestavu
slozenou ze dvou polopropustnych zrcadel, dvou perfektnich zrcadel, a dvou detektoru.
Optické drahy v ramenech I a I jsou stejné dlouhé. Popisme nejprve, jak se v ném chové
klasické koherentni svétlo. Dopadajici vina se na prvnim polopropustném zrcadlu rozdéli
na dvé s polovi¢ni intenzitou, které se po odrazu znovu spoji na druhém polopropustném
zrcadle. Kazdy odraz na polopropustném nebo perfektnim zrcadle zptisobi posun vilny o
¢tvrtinu periody. Vlna, ktera projde polopropustnym zrcadlem se nijak neméni. Obé viny,
které dopadnou do detektoru D, se odrazily dvakrat, takze jejich vzajemny posun je
nulovy a dochazi ke konstruktivni interferenci. U detektoru D, ale vlna $ifici se ramenem [
prodélala pouze jeden odraz, zatimco vlna §ifici se ramenem /7 tfi. Jejich vzajemny posun
je tedy roven poloviné periody. Dochézi k destruktivni interferenci a vlny se navzajem
vyrusi. Veskeré svétlo dopadne pouze do detektoru D,.

Kvantovy popis interference jednoho fotonu v interfero-
metru

Uvazujme nyni misto klasického silného koherentniho svétla zdroj produkujici jednotlivé
fotony. Vysledek experimentu bude obdobny jako v klasickém piipadé - vSechny fotony do-
padnou do detektoru D,. Ukazeme si, jak experiment popsat pomoci kvantové mechaniky:.
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Obrazek 4.1: Zakladni varianta Mach-Zehnderova interferometru. P jsou polopropustné
zrcadla, R perfektni zrcadla, D; a Dy predstavuji jednofotonové detektory.

V tomto pripadé si vysta¢ime s Hilbertovym prostorem H dimenze 2, ktery ma or-
tonormalni bazi tvorenou kety | 1), | —). Ty odpovidaji sméru 8ifeni fotonu "nahoru"a
"doprava". Pocatecni stav je popsan ketem

[Yo) = [ 1)- (4.1)

Vlivem optickych prvka (polopropustnych nebo perfektnich zrcadel) se stav fotonu zméni.
Odraz zméni stav | 1) na | —) a naopak, navic prida fazi 7/2, tj. prislusny ket se jesté
vynasobi faktorem e”/? = i (odpovidd posunu vlny o ¢tvrtinu periody v klasickém pri-
padé). Akce zrcadel na stav fotonu lze popsat operatorem R, ktery ptisobi na bazické stavy
nasledujicim zptsobem
R 1) = i =),
R =) = i|1). (4.2)
V bézi ket {| 1),| —)} je tento operator reprezentovany matici 2 x 2. Maticové elementy
Ri;, 1,5 =T, —, jsou rovny
Ry = GIRIj). (43)
S pouzitim vztahu (4.2) a ortonormality ket | 1) a | —) nalezneme
Ry = (TR 1) =i(t]—=) =0,
(PR[ =) =i(T | 1) =1,
Ry = (= [R[1) =i{=]=) =1,
(= |R|—=)=i{—=|1T)=0. (4.4)
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Matice operatoru R je pak rovna

= (<<1‘@|T¢>> <<i>‘|12|:>>) -(7 ) 45)

Snadno se ukédze, ze je to unitarni operator, tj. ze plati
RR'=R'R=1, (4.6)

kde T je jednotkovy operator. Vztah staci ovéfit pro matice (4.5)) (je to matice operéatoru v
ortonormalni bézi, pokud je unitarni matice je unitarni i operator). Hermitovské sdruzeni
(komplexni sdruzeni + transpozice) matice R je

Rt (_OZ _0Z> . (4.7)

Souc¢inem matic pak dostaneme

()% 9)- ()

v opacném poradi je vysledek stejny.

U polopropustného zrcadla foton s pravdépodobnosti 50% projde (a jeho stav se ne-
zméni), nebo se odrazi (a jeho stav se zméni a vynasobi i). Nedé&je se tak nahodné, stav
fotonu bude koherentni superpozici | 1) a | —). Akce polopropustného zrcadla lze popsat
pomoci operéatoru ]5, ktery pusobi na bazické stavy takto

P = (11 +il )
~ 1

P|—) = 7

V nasi bazi je operator P reprezentovan matici

(TP APl =) L (1
P‘<<%|P| 1 (|7 ﬁ>> ﬂ( 1)' (4.10)

Operator P je opét unitarni. Matice hermitovsky sdruzeného operétoru je

pi— % (_1Z _11) | (4.11)

Vynéasobenim ovéfime, Ze jsou to unitarni matice
10
(O 1) , (4.12)

re- (1) (T
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vysledek souc¢inu v opa¢ném poradi je stejny.
Popisme nyni zménu stavu fotonu v prubéhu experimentu. MiuZzeme to chapat jako
casovy vyvoj v diskrétnich krocich. Stav po prichodu prvnim polopropustnym zrcadlem
dostaneme aplikaci operatoru P na pocatecni stav [ig)
1
V2

Stav po odrazu na zrcadlech ziskdme pouzitim operatoru R na stav |11)

L
E(Z’ =) —[1). (4.14)

Stav po priuchodu druhym polopropustnym zrcadlem je pak roven

1) = Pl) = —=(1 1)+ =)). (4.13)

‘%) = Z%Wh) =

N 1 . 1 )
s = Plos) = 5 (511410 - (1) +il )
= SN = 1) =i ) =] (4.15)

Pravdépodobnosti dopadu fotonu do detektoru D; nebo D, jsou identické s pravdépodob-
nostmi prechodu ze stavu |¢3) do stava | 1) nebo | —)

W= (1 [es)
Wy = [{—|ws)]* (4.16)
V zéakladni varianté Mach-Zehnderova interferometru je foton na vystupu ve stavu —| 1),

takze foton s pravdépodobnosti jedna dopadne do detektoru D;. Vyvoj stavu fotonu je
znézornén na obrazku 4.2l

Varianta bez interference

Uvazujme nyni variantu experimentu, kde vynechame druhé polopropustné zrcadlo jako na
obrazku [4.3] V takovém piipadé amplitudy pravdépodobnosti nemohou interferovat. Stav
fotonu na vystupu z upraveného interferometru je

N — _ii _
Iw3>—|¢2>—\/§(|—>> | T)- (4.17)

Amplitudy pravdépodobnosti dopadu fotonu do D; nebo Dy jsou rovny

A
<T Ws> - .\/57
(= [v5) = % (4.18)

Foton tedy s pravdépodobnosti W7, = % dopadne do detektoru D; nebo Dy, vzdy ale
jen do jednoho z nich. Pokud bychom experiment provadeéli s opravdovym jednofotonovym
zdrojem pak by vzdy pouze jeden z detektori ndhodné zaznamenal dopad fotonu.
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Obréazek 4.2: Vyvoj stavu fotonu béhem prichodu Mach-Zehnderovym interferometrem.
U sipek, které znazornuji aktuélni "pozici"fotonu, jsou amplitudy prislusnych stavi. Diky
interferenci amplitud pravdépodobnosti muze foton dopadnout pouze do detektoru D;.

[45)

Obrazek 4.3: Varianta interferometru bez druhého polopropustného zrcadla. V takovém
piipadé nedochéazi k interferenci amplitud a foton miize dopadnout do kazdého z detektorii
s pravdépodobnosti 50%.



Mach-Zehndertv interferometr s fAzovym posunem

Uvazujme jesté jednu variantu Mach-Zehnderova interferometru, kde do prvniho ramene
vlozime desticku, kterd zpusobi posun faze stavu o uhel ¢, viz. obrazek [£.4] V takovém
piipadé bude pravdépodobnost dopadu do detektoru Dy nebo D, zéviset na fazi ¢

Dy

¥l ﬂl
(1+e'¥)

_1
2l

"
(1-¢¥)
7

Obréazek 4.4: Varianta interferometru s dodateénym fazovym posunem v prvnim rameni.
Pravdépodobnost dopadu fotonu do detektoru D; nebo D, zavisi na fazi ¢ podle vztahi
(4.24])).

DO —

Ptisobeni desticky na stav fotonu muzeme opét popsat pomoci unitarniho operatoru.
Ozna¢me ho jako F', definujeme ho ptisobenim na bazické stavy

Fl1) = [1),
Fl =) = €% ). (4.19)

Protoze desticka je v prvnim rameni po perfektnim zrcadle, ptisobi F' netrivialné pouze na
stav | —). Maticové reprezentace operatoru v nasi bazi vypada nasledovné

F— <(1) e?w) (4.20)

Stav fotonu pred druhym polopropustnym zrcadlem pak je roven

[ty = Blisn) = %(iewl Sy -] 1). (4.21)
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Prichodem polopropustnym zrcadlem se zméni na

" _ AN 1 { o[ _i i
Wy = P|w2>—ﬁ(ﬁe.<z|¢>+|+>> I+ |+>>)
e e

Amplitudy pravdépodobnosti dopadu fotonu do detektoru D; nebo D5 jsou rovny koefici-
enttim u ket v superpozici, protoze plati

() = —5 (14+¢%),
(= |y = —%(1—61‘@). (4.23)

Pravdépodobnosti dopadu do detektort pak jsou

1
WY = (I = 51+ cosi) = cos” 7,
1
W/ = (= D)= gL —cosyp) = sin’ %- (4.24)

Ctvrtvinné desticky v dvoustérbinovém experimentu

Vratme se na chvili k dvoustérbinovému experimentu s polarizaci. Pisobeni ¢tvrtvinnych
destic¢ek na polarizacni stavy fotonu lze rovnéz popsat pomoci unitarnich operatori. Ctvrt-
vlnnou desticku pred 57, ktera méni horizontalni polarizaci na levoto¢ivou, popiSeme uni-
tarnim operatorem U;. Ten ptisobi na bazické stavy |H), |V) nasledujicim zpisobem

1

UiH) = s(H) +ilV)) = L),

Ov) = %mm +V)) =ilR). (4.25)

V bazi ketu {|H),|V)} je tento operator reprezentovany matici

(O HGVY _ L (1
Ul‘(<V|U1|H> <V|U1|v>) \/§< 1)' (4.26)

Ctvrtlnna desticka pred $térbinou S, méni horzizontalni polarizaci na pravotoc¢ivou. Popi-
Seme ji unitarnim operatorem Us, ktery je urceny pusobenim na bazické kety

-5

GalH) = S=(H) — V) = |R),

V) = (—i|H) +|V)) = —i|L). (4.27)

Sl
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V bazi {|H),|V)} tomuto operatoru odpovida matice

(HDE) (HIGVYY 1 (1
U2‘(<V!U2|H> <V\U21v>) ﬂ(—z‘ 1)' (4.28)

Operatory 0172 jsou unitarni, protoze pro jejich matice plati
U,=P, U,=P, (4.29)

a o matici P jsme uz ukazali, Ze je unitarni.
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Kapitola 5

Pozorovatelné veli¢iny a vysledky
méreni v kvantové mechanice

V této kapitole si probereme, jak popsat pozorovatelné veli¢iny v kvantové mechanice a
jaké jsou mozné vysledky méfeni. Obecné principy budeme ilustrovat na piikladu spinu
elektronu.

Matematicky popis pozorovatelnych veli¢in v kvantové
mechanice

Kvantova mechanika postuluje, Ze pozorovatelnym velicindm jsou prifazeny hermitovské
operatory na prislusném Hilbertové prostoru H. Definujme nejprve sdruzeny operator k
operatoru A - je to linearni operéator AT pro ktery plati

(v.40) = (Ale,0), W0 (5.1)
Operator A je hermitovsky, pokud je roven svému sdruzenému operatoru, tj.
A= AT (5.2)
V Diracové braketovém zapisu ( <w\fll¢)) je v pripadé hermitovského operatoru 121 jedno,

zda pusobi doprava na |¢) nebo doleva na (1|. Matice hermitovského operatoru A v orto-
normalni bazi {|j), j=1,...,N}

A= (Ay) = ((iIAL)) (5.3)

je hermitovska, tj. je rovna svému hermitovskému sdruzeni (transpozice + komplexni sdru-

zeni)
A= (A;) = (lA) = (G14l)

Al (5.4)
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V kvantové mechanice se dale postuluje, ze mozné vysledky métfeni pozorovatelné A tvoit
spektrum tohoto operatoru o(A). Na Hilbertovych prostorech koneéné dimenze N je spek-
trum rovno mnoziné vlastnich ¢isel

~

o(A) ={am, m=1,...,N}, (5.5)
coZ jsou takova ¢isla, pro ktera existuji netrivialni feSeni rovnice

Alm) = mltom),  m) #0. (5.6)

Ket |¢,) je potom vlastni vektor operatoru A. Pro jednoduchost budeme predpokladat,
7e A ma prosté spektrum, tj. viechna vlastni &isla jsou riizné (maji nésobnost 1). Vlastni
¢isla operatoru jsou shodna s vlastnimi ¢isly matice operatoru v libovolné bazi. Ty mtizeme
najit jako koreny charakteristického polynomu

det (A — \I) = 0. (5.7)

Lze ukézat, ze hermitovské operatory maji pouze realna vlastni ¢isla (proto je muZeme
pouzit k popisu pozorovatelnych veli¢in, vysledky méfeni jsou samoziejmeé reélné hodnoty).
Vlastni vektory hermitovského operatoru tvori ortonormélni bazi v H, tj.

<¢m|¢n> = 5771717
[0) = D (@nlt)m) V) € H. (5.8)

Matice operatoru v bazi jeho vlastnich vektora je diagonalni, na diagonéle jsou prislusna
vlastni ¢isla

aa 0 0 ... 0
~ 0 a9 0 e 0
0 0 O an

Pravdépodobnost vysledku méreni

Je-1i |1),,) vlastni vektor A 1} fekneme, Ze v tomto stavu ma ¢astice hodnotu pozorova-
telné A rovné vlastnimu &slu a,, (Casto se také Fika, Ze pozorovatelna A ma ve stavu |tm)
ostrou hodnotu). Co kdyz ale mame ¢astici ve stavu [¢), ktery neni vlastni vektor A7V ta-
kovém pripadé hodnota A nent jednoznacné dana. Pokud ji chceme urcit, musime provést
méteni, které ndhodné vybere jedno z moznych vlastnich ¢isel a,,. Kvantova mechanika
dokaze pouze predpovédét pravdépodobnost, Ze hodnotu a,, namérime. Vime, Ze skalarni
sou¢in (1,,|¥) ma fyzikalni vyznam amplitudy pravdépodobnosti pfechodu ze stavu |1))
do stavu [iy,), ve kterém méa pozorovatelna A hodnotu ay,. Pravdépodobnost naméfeni
hodnoty a,, ve stavu [¢) je tedy

W am = Wy, = [{hm|0) 2. (5.10)
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Z Parsevalovy rovnosti

N
D] =1 =" [(thmlth)]? Z Wopam (5.11)

m=1

vidime, ze Wy ,,, opravdu tvori pravdépodobnostni rozdéleni.

Spin elektronu

Jako prvni pozorovatelnou veli¢inu si probereme spin elektronu (respektive slozky spinu).
Z ruznych pokust (napf¥. Stern-Gerlachova experimentu, ktery si podrobné probereme v
pristi kapitole) se zjistilo, Ze elektron mé vnitini moment hybnosti, spin, o hodnoté 1/2
(v jednotkach k). Spin elektronu je ¢isté kvantova vlastnost, kterd nema analogii v kla-
sické mechanice. M4a dva jednoznacné odlisitelné stavy, odpovidajici jeho kladné a zaporné
projekci do pevné (ale libovolné) zvolené osy. Spin elektronu je tedy popsan vektorem ze
stavového prostoru H ~ C2.

Uvazujme nejprve projekci spinu do osy z. Oznacme stavy, které odpovidaji kladné a
zaporné projekci spinu do osy z jako |z,+) a |z, —). Tyto vektory tvoii ortonormélni bazi
naseho Hilbertova prostoru

H = HZ> +>v |Z7 _>])\ = CQ’

(242 =) = 0. (5.12)

Kety |z, £) jsou vlastni vektory operatoru projekce spinu do osy z, S.. Plati tedy vztahy
(5.13)

Operator projekce spinu do osy z je v této bazi reprezentovan (hermitovskou) matici

_ <z,+\§z|z,+) <z,+|§z|g7_> _fL 1 0
SZ_(<Z7—|S*ZIZ,+> —180s ) "2 \o0 —1) (5.14)

V dalsim textu budeme pracovat v této bazi, a kety |z, ) spojime se standardni bazi C?

|2, +) = (é) ;e ) = G) : (5.15)

Reknéme, Ze Castice je ve stavu

[0) = alz, +) + bz, —) = (‘Z) a4+ P =1 (5.16)
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Pti méfeni projekce spinu do osy z pak kladnou nebo zédpornou hodnotu nalezneme s
pravdépodobnostmi

Woer = [z, +1)* = |af’,
Woam = (2, =) = [bI” (5.17)

Projekei spinu elektronu mizeme mérit i do jiného sméru, napt. = nebo y. Opét lze
naméfit jen kladnou nebo zapornou hodnotu. Tak muzeme definovat stavy |z, +), |y, £),
které jsou vlastni vektory operatoru projekce spinu do osy x, resp. osy y, tj. plati

A h - h

Jedna se o jiné dvojice moznych ortonormélnich bazovych vektora H. V bazi |z, £) lze
ukézat, Ze operatory S, S, jsou popsany maticemi

h (0 1 h (0 —i
sh0N). st ). 519

Tento tvar 1ze odvodit z toho, Ze spin je (vnitini) moment hybnosti. V hamiltonové formu-
laci klasické mechaniky se da ukazat, ze pro Poissonovy zavorky slozek momentu hybnosti
plati vztahy

S (S E) s om
V kvantové mechanice roli Poissonovy zavorky piebird komutator operdtori, resp.
(A B} — ‘% 4.8 = —% (4B - BA) (5.21)
Analogii vztaht pro slozky operatoru spinu jsou komutacni relace
1S5, S;] = SiS; — S;S; = iheijnSi. (5.22)

Snadno se lze presvéd¢it, Ze pro matice operatori spinu ([5.14 - tyto komutacm relace
skutecné plati. Matice slozek operatoru spinu se casto zapisuji ve tvaru S; = —az, kde o;
jsou Pauliho matice

o1 = <(1) é) . Oy = (3 _OZ) , O3= (é _01) : (5.23)

Snadno se ukaze, ze vlastni ¢isla vSech tii Pauliho matic jsou A = £1, takze vlastni ¢isla
S, jsou j:%l. Stejny vysledek dostaneme pro projekci spinu do libovolného sméru daného
jednotkovym vektorem 7. Operator projekce spinu do sméru 7 je roven

~ ~

S =15 =nS.. (5.24)
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Matice operatoru Sy ve standardn{ bazi 1’ je rovna

_h, _ h _h n3 ny — ing
Sn=gfl 7 =gnoi=g <n+n ny ) (5:25)

Staci tedy najit vlastni ¢isla matice - & . Charakteristicky polynom této matice je

det (7i- & — A\) = dt( - ”1_”‘2>

ny + lTLQ —MN3 — A
= —(n3 — )\)(ng + /\) — (n1 - ’iTLQ)(TLl + an)
= N —(nf+n3+n3)=X—1. (5.26)

Jeho kofeny jsou +1, takze vlastni ¢isla Sz jsou j:%. Projekce spinu elektronu do libovolné
osy tedy mize byt pouze kladna nebo zaporna.

Spin v homogennim magnetickém poli

Se spinem se poji vlastni magneticky moment. V piipadé elektronu se da ukazat, ze operétor
vlastniho magnetického momentu je roven

- 2un & 2up A
:J = _$ , Tesp. lal = _%Su (527)
kde pp je Bohriv magneton
eh . —24 -1
U = =9274-107J-T". (5.28)
2m,

Prlpomenme ze klasicka castice s magnetickym momentem i ve vnéjsim magnetickém poli
s indukef B ma energii —fi - B. V kvantovém pripadé tomu odpovida operator energie -
hamiltonian 5

H=—ji-B= ”BS B. (5.29)
Vlastni ¢isla hamiltonianu predstavuji mozné hodnoty energie c¢astice, které lze namérit.
Energie elektronu v magnetickém poli tedy zavisi na jeho spinu, resp. projekei spinu na
smér magnetického pole. Rekneme ze magnetlcke pole je homogenm a mifi ve sméru osy
z, tj. B = (0,0, B). Hamiltonian je pak ve standardni bazi reprezentovan

diagonalni matici

2up . usB 0
H = 5 —BS, = BBO'3—( 0 —upB) (5.30)

Rovnou tedy vidime, ze mozné hodnoty energie elektronu v magnetickém poli B= (0,0, B)
jsou
EL =+4upB. (5.31)
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Vlastni vektory hamiltonianu se shoduji s vlastnimi vektory S.. Ve stavu |z, +) mé elektron
energii F,, ve stavu |z, —) ma energii E_. Pokud je spin elektronu ve stavu (5.16)), pak
energii F, naméifme s pravdépodobnosti Wy, g, = |a|?, energii E_ s pravdépodobnosti
Wyp_ = |af?

Mozné hodnoty energie elektronu nezavisi na sméru magnetického pole, protoze hamil-
tonian lze zapsat ve tvaru

H= TBS’E, (5.32)

kde B = ||B|| a b je jednotkovy vektor ve sméru B, tj. b = %. O vlastnich ¢islech Sg vime,
Ze jsou :I:g, takZze pro mozné hodnoty energie elektronu v magnetickém poli vzdy plati

(5-31).
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Kapitola 6

Stern-Gerlachtiv experiment, méreni a
nekompatibilita pozorovatelnych

V této kapitole si predstavime Stern-Gerlachiv experiment, ktery hral zasadni roli v ob-
jevu spinu elektronu. Podivame se na to, jak se méni stav spinu po méfeni. Na zaver si
ukizeme, ze nékteré pozorovatelné v kvantové mechanice nejsou kompatibilni a neni mozné
jim soucasné priradit ostré hodnoty.

Stern-Gerlachtiiv experiment

Ve Stern-Gerlachové experimentu proud atomi stiibra v zakladnim stavu (jeden valen¢ni
elektron ve slupce 5s) prochazi silnym nehomogennim magnetickym polem B (7). Céstice
jsou urychlovany ve sméru gradientu projekce svého magnetického momentu /i na smér
magnetického pole

F(#)=V- (,z- E(f)) .

Zékladni stav atomu stiibra je sféricky symetricky - valené¢ni elektron je ve slupce 5s,
ktera mé sférickou symetrii. Atom by nemél mit zadny magneticky moment, takze by na
magnetické pole nemél nijak reagovat. Pozorovani ale ukazuje, zZe proud atomu se rozdéli
na dva. Roli tu hraje vlastni magneticky moment valen¢niho elektronu, ktery je timérny
jeho spinu (5.27). Timto zpiisobem byl spin elektronu objeven.

Jelli B nehomogenni ve sméru osy z, Stern-Gerlachuv pristroj rozdéli proud na dva
podle projekce spinu do této osy. Jednotlivym vzniklym paprskim prifadime dva bazické
stavy |z,+), |z, —), které spojime se standardni bazi C? (5.14)). |z, £) jsou vlastni vektory
operatoru projekce spinu do osy z

Sz t) = :l:g]z,+>. (6.1)

S, je v této bazi reprezentovan diagonalni matici

(S ) (5 ISz =) B 10
SZ—<<27—’»§z’Z,+> <Z,—’S’Z’z,—> “9\0 -1/ (6.2)
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Obrézek 6.1: Schéma Stern-Gerlachova experimentu. Silnym nehomogennim magnetickym
polem prochazi proud atomu stiibra v zédkladnim stavu. Proud atomii se rozdéli na dva
podle projekce spinu valen¢niho elektronu na magnetické pole.

Stern-Gerlachtiv pristroj jako filtr

Stern-Gerlachuv experiment mizeme pouzit jako filtr. Zablokujeme-li jeden z proudii, na-
priklad spodni, ponechame jen ¢astice s vhodnou projekci spinu do osy z. Filtrovani miizeme

popsat matici
~ 1 10
P =Lt = (o) 0 0)= (5 ) (6.3

ktera predstavuje ortogonalni projektor na podprostor dany vektorem |z, +).

J
B T . 10
Swall \\| = Fz,—l— = |Z7 +><Z;+| = (O O) )
S
(6.4)
J
B FFrEE | A 0 0
a=sll} <:> F, o=z, —){z,—|= 0 1/
\
|

Magnet muzeme orientovat i ve sméru jinych os, naptiklad  nebo y. Proud atomi se
také rozdéli na dva, ovSsem podle projekce spinu do téchto novych os. Tak muzeme definovat
stavy |z, %), |y, £):

. h N h
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Jedna se o jiné dvojice moznych ortonormélnich bazovych vektorti H. Jak jsme argumen-
tovali v predchozi kapitole, v bazi {|z,+)} jsou operéatory S, Sy popsany maticemi

h(0 1 h(0 —i
Sx_§(1 0)’ Sy‘i(i 0)' (6.6)

Vlastni vektory téchto matic uréuji koeficienty vektora |z, £), resp. |y, =), v bazi {|z, £)}:

,
1
A=+bi )= 1) = 52 4) + 12, ),
Sz
1
)\:_g: ’$7_>:\/L§ _1> :\/Lﬁ(’Z,—{—)—’Z,—»,
) (6.7)
1
A=+hi = ) = 21z, 4) +ilz, ),
Sy
A==t o) =2 1) = 215+ — il )
2 ) NoE V2 ) )
\

Odsud muzeme podobné jako drive sestrojit filtry in a Fyi, propoustéjici jen |z, +),
x,—), |y,+) nebo |y, —). Podivejme se na posloupnost vice filtri za sebou.

Dva stejné filtry po sobé

V) 2, +) = |2, +)
— |+ Fyyf———
W = (2, +) 2 w1

Obrézek 6.2: Stav spinu po prichodu dvéma stejnymi filtry. Prvni filtr je mozné chépat jako
piipravu stavu |z, +), ¢astice jim projde s pravdépodobnosti |(z, +[¢)|%. Druhy identicky
filtr stav spinu nezméni, ¢astice jim projde s jistotou.

Uvazujme pocatecni stav [¢)) prochézejici dvakrat po sobé filtrem F, , jako na obrazku
6.2 Po prichodu prvnim se stav zméni projekci na

Fz,+|¢> = |27+><Z’+|¢> = <Z,—|—|77/}>|Z,+>. (68)

Fyzikalné se jedna o stav |z, +), ¢iselny nasobek je amplituda pravdépodobnosti tispésného
prichodu filtrem. Obecnéji miizeme kazdy stav rozepsat jako linearni kombinaci

¥) = alz, +) + Blz, =) = (2, +[P)|z,+) + (2, =[¥)[¥), (6.9)
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kde brakety (z,+|¢) a (z, —[1)) vystupuji jako Fourierovy koeficienty pii rozkladu do orto-
gonélni baze. Pii méfeni spinu davaji amplitudy pravdépodobnosti naméreni vysledki +,
—, odpovidajici pravdépodobnostem

[(z, +|¢)|>,  Ze stav projde filtrem F, .,

. 6.10
[(z, —|¢)|*, Ze stav projde filtrem F, _. (6:10)

Mgéfeni spinu v ose z pfitom zméni stav ¢astice na |z, +), resp. |z, —).
Druhy identicky filtr tento stav dale jiz nezméni, protoze F, i |z,+) = |z, +). To také
primo plyne ze skutecnosti, ze

Fz,JerHr = [z, ) {2, H|z, ) (2, +] = [z, +)(z, +] = FZ,Jr' (6.11)
———

1

Riuzné filtry

) - 2, +) = |z, +)
—[. 4 Fp
W= |+ W=, +z ) =172

Obréazek 6.3: Stav spinu po priuchodu dvéma raznymi filtry. Prvni propusti jen ¢astice s
kladnou projekci spinu do osy z, druhy jen céstice s kladnou projekei spinu do osy =x.
Druhym filtrem projde jen polovina ¢astic.

Nyni po prichodu filtrem FzﬂL pouZzijeme Fw,Jr jako na obrazku . Po prvnim filtru je
stav elektronu |z, +) a na néj pustime F, ;:

A

Foy

z,4) = |z, +)(z, +|z,+) = (x,+]z,+) |z, +). (6.12)
N’
1/V2

Z amplitudy pravdépodobnosti 1/v/2 miZzeme uréit, Ze pouze 50 % Gastic filtrem FxﬂL pro-
jde. Stav téch, které projdou, bude

1
lz,4+) = 7 (|2, +) + 1z, —)). (6.13)

Dva stejné filtry s jinym vloZenym mezi nimi

Uvazujme nakonec situaci, kdy po Fzﬁr nasleduje FI,JF a opét FZ,JF, jako na obrazku
Oproti minulému piikladu tedy jesté na konec pridame druhy F), ;. Vime, Ze prvnim filtrem
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) = 2, +) |, +) - |2, +)
—— |t Ft Fsy
W = |{z, +[¥)|? W = |{z,+|z, H)|> =1/2 W = |{z, +|z, +) > =1/2

Obrazek 6.4: Filtr F%Jr vlozeny mezi dva filtry Fzﬁr. Poslednim filtrem projde jen polovina
castic, které do néj vstupuji.

projdou ¢astice s pravdépodobnosti |{z, +[1)|? a druhym 50 % ze zbylych. Tteti filtr bude
pisobit na stav |z, +), tedy

Eo |, 4) = |z, )z, +o, +) = (2, +z, +) |2, +) (6.14)
———
1/V2

a opét 50 % ¢astic neprojde. Tedy piestoze jsme difve jiz urcili projekci spinu do osy z jako
+h/2, druhé méfeni v ose x ,smaze“ tuto predchozi informaci a stav po ném jiz nebude
vlastnim vektorem .S,, ale S,. To ilustruje, jak v kvantové mechanice méreni nezvratné
meéni stav systému.

Méreni v kvantové mechanice

Uvazujme pozorovatelnou /1, ktera mé prosté spektrum, tj. vlastni ¢isla a,, maji nasobnost
1. Ozna¢me piislusné vlastni vektory jako |),,)

A‘wm> = U |Pm)- (6.15)

Vliv méFeni pozorovatelné A na stav kvantové éastice pred méfenim |4)) miazeme formulovat
nasledujicim principem: po méfeni s vysledkem a,, je stav ¢astice popsan piislusnym vlast-
nim vektorem [t¢,,,). Pravdépodobnost, Ze hodnotu a,, na ¢astici ve stavu [¢)) naméiime,
je rovna pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy [¢) a [¢,), tj.

Wopam = W, = [{Um|0) . (6.16)

V klasické (deterministické) mechanice se o méfeni v podstaté nemluvi. Plati totiz, ze
hodnoty vSech pozorovatelnych jsou v kazdém stavu castice jednozna¢né uréené - napi. v
Hamiltonové formulaci je stav ¢astice popsan bodem z fazového prostoru (z, p), pozorova-
telné veli¢iny jsou pak funkce na fazovém prostoru f(x,p). Méfeni prosté odhali hodnotu
pozorovatelné, ktera je ale objektivné dana i bez néj. V makroskopickém svété 1ze predpo-
kladat, ze vliv méreni na ¢astici je zanedbatelny. Stav ¢astice se tedy nijak neméni.

V kvantové mechanice tomu tak neni. Ve stavu v, ktery neni vlastni vektor pozorova-
telné A, jejl hodnota neni jednozna¢né urcené - mize nabyvat rtiznych hodnot a,,, podle
toho, které pravdépodobnosti jsou nenulové. Kvantovy stav urcuje, jaké hodnoty
muzeme namérit a s jakou pravdépodobnosti. Mérfeni nahodné vybere jednu z nich. Stav
po méfeni musime aktualizovat - pri vysledku a,, je popsan prislusnym vlastnim vektorem

[¥m)-

38



Kompatibilita pozorovatelnych

Vratme se ke spinu elektronu. Vidéli jsme, ze méfeni projekci spinu do osy z smazalo
predchozi vysledek méreni projekce spinu do osy z. Pozorovatelné S, a S, nemohou mit
soucasné ostré hodnoty - nejsou kompatibilni. Pokud napriklad naméfime hodnotu S, =
+h/2, fekneme, Ze stav je |z, +). To ale znamena, ze hodnotu S, nezname (muze byt +h/2
nebo —h/2 s pravdépodobnostmi 50 : 50). TotéZ ovSem plati pro S,, jestlize naméfime S,.
Uplné stejnym zpiisobem to plati i pro dvojice S, Sy, nebo Sy, S,.

V predchozi kapitole jsme si fikali, Ze matice S, a S, Ize odvodit tak, Ze operatory
spliuji komutac¢ni relace

[gz', S*]] = S’ZS] - Sjgl = ih&jkék, (6-17)

které jsou kvantovou analogii Poissonovych zavorek pro moment hybnosti. Operatory slozek
spinu tedy nekomutuji, zélezi na poradi, v jakém je slozime. Lze ukéazat, Zze pokud dva
operatory nekomutuji, pak nemaji spolecné vlastni vektory. V pripadé spinu tedy neexistuje
stav 1, ktery by byl napf. soucasné vlastni vektor S, a S,. V tomto smyslu nelze projekce
spinu do riznych os mérit soucasné - neexistuje stav, ve kterém by tyto nekompatibilni
pozorovatelné méli souc¢asné ostré hodnoty.

Existence nekompatibilnich pozorovatelnych ma pro kvantovou mechaniku dalekosahlé
disledky. Nejznameéjsim jsou Heisenbergovy relace neurcitosti, které rikaji, ze soucin stied-
nich kvadratickych odchylek polohy a hybnosti v kazdém stavu kvantové ¢astice musi byt
veétsi nebo roven h

h
Ayalyp 2 5. (6.18)

Jsou primym dusledkem toho, Ze operatory polohy a hybnosti kvantové ¢éstice nejsou
kompatibilni.
Pozorovatelné, jejichz operatory komutuji

[A, B] —AB-BA=0, (6.19)

jsou kompatibilni. Lze ukéazat, Zze maji spole¢né vlastni vektory |m,n) (indexim m,n se
casto Tika kvantova ¢isla), pro které plati

A|m,n> = ap|lm,n),
Blm,n) = by|m,n). (6.20)

V téchto stavech maji obé pozorovatelné ostré hodnoty. Pokud namérime hodnotu A rovnu
am, & poté hodnotu B rovnou bn, pak stav Castice bude popsan spoleénym vlastnim vek-
torem |m,n). Opakovand méfeni uz nezméni hodnotu A ani B - vidy naméFime tytéz
hodnoty a,, a b,. Navic nezavisi na pofadi méfeni, tj. jestli nejprve mérime Aa pak B,
nebo naopak. V tomto smyslu lze kompatibilni pozorovatelné meétit soucasné.
Kompatibilni pozorovatelné hraji dulezitou roli v ptripadé, kdy pozorovatelné maji de-
generovana spektra, tj. vlastni ¢isla maji nasobnost vétsi nez jedna. V takovém pripadé
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potfebujeme mérit vice kompatibilnich pozorovatelnych, abychom urcili stav ¢astice jed-
noznac¢né. Prikladem miize byt elektron v atomu vodiku, kde nestaci k urcéeni stavu mérit
energii, protoze vlastni hodnoty hamiltonidnu jsou degenerované. Musime méftit dalsi pozo-
rovatelné. Lze ukazat, Ze kompatibilni s hamiltonidanem jsou kvadrat momentu hybnosti a
jeho treti slozka. Vazané stavy elektronu v atomu vodiku jsou urcené trojici kvantovych ¢i-
sel N, [, m, kterd postupné urcuji hodnotu energie, kvadratu momentu hybnosti, a hodnotu
projekce momentu hybnosti do osy z.
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Kapitola 7

Casovy vyvo] stavu v kvantové
mechanice

Vyvoj stavu kvantové ¢éstice s casem je urceny Schrodingerovou rovnici
N 0
Hl) = b ) (7.1)

Budeme zde predpokladat, ze hamiltonidn H nezévisi na case. Pokud zname stav &stice
v néjakém case ty, pak rovnice urc¢uje jednoznacné stav Castice pro t > £, az do oka-
mziku méfeni. UkaZeme si, jakym zpusobem se da Schrodingerova rovnice vytesit. Obecné
principy budeme ilustrovat na ptikladu spinu v homogennim magnetickém poli.

Stacionarni stavy

Pro vlastni vektory hamiltonianu je jednoduché nalézt feSeni Schrédingerovy rovnice. Rek-
néme, ze v c¢ase to = 0 plati

[ (to = 0)) = [n), (7.2)
kde |n) je vlastni vektor hamiltonianu s vlastnim ¢islem £,
H|n) = E,|n). (7.3)
Dosazenim do (7.1)) dostaneme rovnici
0
E,|n) = ihie|n), 7.4
In) = ih o) (7.4
jejimz reSenim je ,
[n(t)) = "4 ). (7.5)

Vidime, Ze stavovy vektor se pouze vynésobi fazovym faktorem e~#BEnt V kazdém case
t > 0 |n(t)) lezi ve stejném jednorozmérném podprostoru jako ptvodni |n). Je to tedy stale
vlastni vektor hamiltonidnu se stejnym vlastnim ¢islem

Hn(t)) = Ea|n(t)). (7.6)
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Vlastni vektory hamiltonianu se tedy s ¢asem de facto nemeéni. Pravdépodobnosti prechodu
z |n(t)) do libovolného stavu |¢) (a tim padem i pravdépodobnosti vSech moznych vysledki
méfeni) jsou na ¢ase nezavislé, protoze ve vztahu (2.22)) je absolutni hodnota a fazovy faktor

L pt

e~ 7" ma velikost jedna, tj.

Watyo = [(@ln(®) [ = e FEln)| = |(gln) . (7.7)
Z tohoto divodu se vlastnim vektorim hamiltonidnu rika stacionarni stavy.
Poznamenejme, Ze kety ) a €'®|y), kde a je realné &islo, odpovidaji stejnému fyzikal-
nimu stavu. « je tzv. globalni faze, ktera nema zadny fyzikalni vyznam.

2
= |

Reseni Schrodingerovy rovnice pomoci stacionarnich stavit

Stacionarnich stavu lze vyuzit pro feseni Schrodingerovy rovnice s libovolnou pocateéni
podminkou |[¢(t = 0)) = |[¢). Vlastni vektory hamiltonianu |n), n = 1,..., N, totiz tvori
ortonormalni bazi Hilbertova prostoru H. Libovolny vektor miizeme do této baze rozepsat

pomoci Fourierova rozvoje
N

[w) =Y _{nlv)n). (78)
n=1
Schrodingerova rovnice je linearni, takze vime, Ze linearni kombinace TeSeni je opét
feSeni. Stav Castice v ¢ase t > 0 tak bude popsany vektorem
N N _
0(0) = S (nlo)in(®) = 3 (nlo)e 5 n). (79)
n=1 n=1
Pokud tedy zname vlastni ¢isla a vlastni vektory hamiltonianu, je Schrodingerova rovnice
vyfeSena.
Stav ((7.9) uz neni stacionarni, protoze kazdy ¢len linearni kombinace osciluje s jinou
frekvenci w,, = F,/h. Pravdépodobnost pfechodu do stavu |¢) pak je obecné zavisla na

¢ase
2

N
Watso = (S = | Y e 7 nle)(éln)]| - (7.10)
n=1
Dilezitou vlastnosti ¢asového vyvoje popsaného Schrodingerovou rovnici (7.1) je, Ze
zachovava normu vektoru. To je vidét z Parcevalovy rovnosti

I = WEBE) =SS e B nlg)et BTy (mln)
= [P = @) = [P (7.11)

Zachovani normy vektoru zarucuje, Ze (7.10) mé v kazdém ¢ase ¢ > 0 vyznam pravdépo-
dobnosti pfechodu do stavu |¢).
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Casovy vyvoj spinu v homogennim magnetickém poli

Zakladni vlastnosti spinu elektronu v homogennim magnetickém poli B jsme si ukazali v
kapitole 5] Hamiltonian spinu mé tvar

) .
i = %SB. (7.12)

Magnetické pole ve sméru osy z

—

Pokud zvolime osu z ve sméru magnetického pole, tj. B = (0,0, B), pak je matice hamil-
tonianu ve standardni bazi (tvofené vlastnimi vektory Ss) rovna

. 2up o . usB 0

Vlastni ¢isla hamiltonidnu jsou tedy Ey = +upB. Vlastni vektory H jsou shodné s vlast-
nimi vektory projekce spinu do osy z

Hiz,4) = Byl ), |2, 4) = (é) o) = ((1)) | (7.14)

Kety |z, £) jsou stacionarni stavy.
Uvazujme nyni po¢ateéni podminku pro Schrédingerovu rovnici

[4(t =0)) = [z,+), (7.15)

tj. spin ma v case ¢ = 0 kladnou projekci do osy z. Rozklad tohoto stavu do vlastnich
vektoru S3 jsme nasli ve vztahu

1 A
E(|,z,+) +]z,—)) = (1) ) (7.16)

Stav spinu v ¢ase t > 0 pak bude popsan vektorem

() =

’xa+> =

i i 1 : i
(e w2, 4) + e 1Pz, =) = E(eﬁ“wt\z’ +) + it Pz, )

2
en

; i upBt efQ%HBBt
eﬁ“BBt(efzﬁ“Bqu, +)+ 1z, —)) = ) ( 1 > . (7.17)

Sl -

Toto uz neni stacionarni stav, protoze napf. pravdépodobnosti naméreni kladné nebo za-
porné projekce spinu do osy x na Case zavisi

1 ; S| ; ;
Wywar = [z, (@) = 5 <€_25”BBt + 1) =1 (1 + e 2uknBl g e2unnBl 4 1)
1 2Bt
= 3 <1+cos( M; )),
1 215 Bt
Wowe- = 1=Wypar =3 (1 — cos ( MZ )) : (7.18)
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Precese spinu v magnetickém poli

Miizeme urcit, do jakého sméru ma spin kladnou projekci v ¢ase t. K tomu nejprve nalez-
neme vlastni vektory operatory projekce spinu do sméru 77 (|5.24))

Ss=1-5. (7.19)
Jednotkovy vektor zapiSeme pomoci prostorovych thla 6,
7l = (sin 6 cos @, sin 0 sin @, cos §). (7.20)
Matice operatoru ([7.19) ve standardni bazi méa pak tvar
h, , h{( cosf sinfe "
Srf[ = 571 N O— 5 (51n 967:50 _ COS@ ) . (721)

Vlastni ¢isla této matice jsou :I:g, jak jsme ukazali v kapitole . Vlastni vektor odpovidajici
kladné projekci spinu do sméru 7 je

7, 4) = N (Sm ee_w) , (7.22)

1 —cosf

kde N je normaliza¢ni faktor (aby platilo (7, +|7i,+) = 1). Ten je roven
1 1

= = . (7.23)
Vsin?0 + (1 —cos0)?  /2(1 — cosb)
PouZijeme-li vztahy pro sinus a cosinus dvojnasobného thlu
0 0
sinf) = 281115 coS 5
0 6
cosf) = cos® 5 sin’ 2’ (7.24)
pak lze vlastni vektor Sz s vlastnim ¢islem g upravit do tvaru
0 ,—ip 0 . 0
. _ (cosge _ 0 v
|72, +) ( sin g ) = cos e |z, +) + sin 5 |z, —). (7.25)
Porovnanim s (7.17) (globaln{ fazi en##5! nenf nutné uvazovat) nalezneme
™ 2/LBB
0=— = t. 7.26
Pro stav spinu v ¢ase ¢ (7.17) tedy plati
() = [7i(t), +), (7.27)

tj. odpovida kladné projekeci do sméru 7i(t)

A(t) = % (Cos (@t) ,sin (2"5315) ,0) . (7.28)

X . . .. « o, . . . o . . 2 B
Casovy vyvoj si tedy lze predstavit jako precesi spinu v roviné xy thlovou rychlosti 2=

okolo magnetického pole B , tj. osy z.
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Magnetické pole v libovolném sméru

—

UvaZzujme nyni libovolné homogenni magnetické pole, tj. B = (By, By, Bs). Matice hamil-
tonianu ([7.12)) je ve standardni bézi rovna

- by by —ib
H=ppBb-&=up (b1 —3¢b2 1_62 2) : (7.29)

kde jsme zavedli jednotkovy vektor ve sméru magnetického pole b= %5, a B je velikost

vektoru B. Schrédingerovu rovnici s timto hamiltonidnem bychom opét mohli fesit nale-
zenim stacionarnich stavi. Jeden z nich uz ostatné mame - vektor |7, +) 1) pro n = b,

......

Pro hamiltonian nezavisly na ¢ase lze Schrédingerovu rovnici ([7.1)) zintegrovat a feSeni
napsat ve tvaru

(1)) = e Hp(0)) = U (t)[1(0)). (7.30)

Timto vztahem definujeme tzv. evoluéni operator U (t), ktery zméni stav v dase t = 0 [1(0))
na stav v ¢ase t [¢(t)). Pokud tedy najdeme evoluéni operator, mame Schrédingerovu
rovnici vyfeSenou pro libovolny pocéatecni stav.

Uréime matici evolu¢niho operatoru pro spin v magnetickém poli ve standardni béazi. Je
rovna exponenciile matice hamiltonianu , kterou zavedeme pomoci Taylorova rozvoje

U(t) = e~ ihBBt bE _ i% (-%MBBt>n (5- 6>n. (7.31)

Mocniny matice b- & lze elegantné spocitat s vyuzitim algebraickych vlastnosti Pauliho
matic. Snadno se ukaze, Ze pro soucin dvou Pauliho matic plati vztah

005 = [(SZ] + igijko'k- (732)

Odsud plyne
- 2
(b . 5) = biO'ibjO'j = bzb]cSUI + ibibjeijkak = ], (733)

protoze b* =1 a b;b; je symetricky tenzor, zatimco e;;; je antisymetricky. Pro sudé a liché

(5-5)2" .
(6-5)2"“ _

Sumu v ([7.31)) rozdélime na sudé a liché ¢leny

= (=1)" sB N\ L
I—i [Z (2<n+)1>! (“h t) ]b-a. (7.35)

n=0

mocniny matice b - & tak dostaneme

S
QL

(7.34)
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Rady jsou Taylortav rozvoj cosinu a sinu, takze pro evoluéni operator spinu v magnetickém
poli najdeme

B B\ -
Ut) = cos(%t)]—isin(m; t)b'&’

<cos (@t) — ibs sin (Mt) i(by — ibs) sin (@ )

h h h

i(by + iby) sin (£25¢) cos (“22¢) + iby sin (%t)) . (7.36)

Pokud napt. v ¢ase t = 0 ma spin kladnou projekci do osy z

000 = 24 = () 7.37)

pak stav v case t bude

cos (“22¢) — ibysin (Mt)> ‘ (7.38)

ott) = vt = (1, F 0§

h

Pravdépodobnost naméteni kladné nebo zaporné projekce spinu do osy z je v Case t rovna

B B
Wew) .+ = cos? ('UBTt) + bg sin? <'uBTt) ,

B
W), e— = (b% + bg) sin? (MBTt) . (7.39)
V pripadé, ze magnetické pole miri ve sméru osy z, se evolucni operator ([7.36)) zjedno-

dusi na .
. pupB . upB . e~iH At 0
U(t) = cos < - t) I —isin <Tt) o5 = < 0 FOTHE (7.40)

Matice hamiltonianu ([7.13)) je v tomto pfipadé diagonalni, takze jeho exponenciéla je opét
diagonalni matice, kde na diagonéle jsou exponencialy vlastnich ¢isel F. = +ugB. Pro
pocate¢ni podminku ((7.36) dostaneme casovy vyvoj

40 = VO 0) = (O | 0) 5() -7 () .

coz odpovida diive nalezenému vysledku ((7.17)).
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Kapitola 8

Amoniakovy maser

Maser je zkratka pro "Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiation".
Jedna se kvantovy generator vyuzivajici stimulovanou emisi pro zesileni koherentniho elek-
tromagnetického zareni v mikrovinné oblasti. Funguje na podobnych fyzikalnich principech
jako dnes mnohem znaméjsi lasery, které generuji koherentni zareni typicky ve viditelném
spektru (ale existuji i infracervené, ultrafialové a dalsi lasery, termin laser dnes oznacuje
souhrnné vsSechny generatory koherentniho zareni s vlnovou délkou kratsi nez jsou mik-
rovlny). Prvni maser zaloZeny na vlastnostech molekuly amoniaku sestavili v roce 1953
Townes, Gordon a Zeiger. Ukdzeme si jednoduchy model tohoto piistroje.

Molekula amoniaku jako dvouhladinovy systém

Molekula amoniaku NHj se skladé ze tii vodiki a jednoho dusiku. Lze si ji predstavit
jako ¢tyTstén - rovnostranny trojihelnik s atomy vodiku ve vrcholech, nad kterym je atom
dusiku. Z mikroskopického pohledu se jedna komplikovany systém, ktery mé mnoho stupnu
volnosti (transla¢ni, rotaéni, vibraéni, elektronové hladiny atd.). Pro vysvétleni zakladnich
principti maseru ale staci vzit v avahu dva kvantové stavy molekuly amoniaku - vzhledem
k fixni roviné tvorené atomy vodiku muze byt atom dusiku bud nahote, nebo dole (pfesnéji
feCeno ve sméru nebo proti sméru momentu hybnosti molekuly). Ozna¢me tyto kvantové
stavy symbolicky jako | 1) a | |), budou tvofit ortonormélni bazi naseho Hiblertova prostoru

H=[1, [D=C (t[h=0 (8.1)

Z klasického pohledu jsou tyto stavy ekvivalentni - atomy vodiku vytvaii potencidlovou ba-
riéru, kterou atom dusiku nemuze projit. Staviim odpovidaji stabilni konfigurace se stejnou
energii Fy, kterou muzeme bez jmy na obecnosti poloZit rovnou nule (v nerelativistické
fyzice je energie urc¢ené az na aditivni konstantu). V kvantové mechanice ale atom dusiku
miize bariérou s néjakou pravdépodobnosti projit, a stavy | 1) a | J) nejsou stacionérni,
tj. nejsou to vlastni vektory hamiltonianu H. Matice hamiltonianu Hy v této bazi tedy
nebude diagonalni, tj.

(L[ Ho| 1) = (T |H| L) #0. (8.2)
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Zvolime ji ve tvaru

Hy = (_OA _OA) : (8.3)

coz odpovida volbé Ey = 0 a (| |[H| 1) = (1 |H| |) = —A. Matice Hamiltonianu je nasobek
prvni Pauliho matice
Ho = —A(Tl. (84)

Vime tedy, Ze mozné hodnoty energie jsou
E,=-A, E.=A (8.5)

a prislusné vlastni stavy jsou

1 1 (/1
0 = SAn+1m=7 (1),

1 1 1
0 = in-1m= (). (6)

S
[

S

tj. plati vztahy ) R
Holg) = —Alg), Hole) = Ale). (8.7)

Kety |g) a |e) oznacuji zakladni (ground state) a excitovany (excited state) stav molekuly.
Rozdil energii excitovaného a zakladniho stavu

AE=E, — E, = 2A (8.8)

m4 v piipadé molekuly amoniaku experimentélni hodnotu ~ 1 x 10~%eV. Pii pfechodu z
excitovaného do zékladniho stavu dojde k vyzafeni fotonu s touto energii, coz odpovida
frekvenci oA

a vlnové délce A ~ 1.15cm.

Casovy vyvoj volné molekuly

Uvazujme pocatecni stav molekuly, kdy je dusik nahote, tj.

[£(0)) = 1)- (8.10)
Tento stav muzeme rozlozit do baze vlastnich vektori hamiltonianu zptisobem
1
[¥(0)) = —=(lg) +le)) - (8.11)

V2

Stav molekuly v ¢ase t je potom
<e%“|g> +e—%At|e)). (8.12)

48



Uréime, jak se s ¢asem méni pravdépodobnost, Ze je dusik nahotfe nebo dole. Miizeme
postupovat napiiklad tak, ze stav (8.12)) zapiSeme v béazi {| 1), | 1)}

D) = 5 (5 (1) 411+ et (1~ 1)

— cos (%) 1) + isin (%) 1. (8.13)

Pravdépodobnosti jsou potom

A = IO = ()

P = Il =i (3. (8.14)

Je vidét, ze v tomto pfibliZzeni je chovani volné molekuly amoniaku analogické jako pro
spin 3 v homogennim magnetickém poli. Konkrétng, bazické stavy | 1), | |) jsou analogif
stavii spinu s kladnou nebo zapornou projekci do osy z a hamiltonian odpovida
magnetickému poli ve sméru osy .

Molekula v homogennim elektrickém poli

Uvazujme nyni molekulu amoniaku v homogennim elektrostatickém poli E. Zatnéme s
klasickou predstavou. Elektrony jsou blize dusiku, takze molekula ma dipolovy moment d
ktery mit{ doli, pokud je dusik nahote, a naopak. Energie dipolu v elektrickém poli je

E=—d-&E (8.15)

Prejdéme ke kvantovému popisu. Uvazujme elektrické pole ve sméru z-ové osy £ = (0,0,€),
kde rovina vodiku molekuly amoniaku odpovidé roviné xy. Ve stavu | 1) se energie molekuly
vlivem elektrického pole zvysi o d€, kde d je velikost dipélového momentu. Ve stavu | |)
se o stejné mnozstvi energie snizi. Hamiltonian molekuly v elektrickém poli pak mizeme
zapsat ve tvaru

(8.16)

H=Hy+ dfos = —Aoy + dEos = (dg _A>.

A —d€
Vlastni ¢isla této matice jsou

E, ) = —Vd2E2+ A2,

E.(&) = VA& + A2 (8.17)

Energie zakladniho a excitovaného stavu tedy zavisi na intenzité elektrického pole. Pro
slabé pole d€ < A je zavislost piiblizné kvadraticka

d252
E9<5) — _A_ﬂa
d*&?
E.(€) At (8.18)
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Naopak pro silné pole d€ > A je zéavislost zhruba linearni (viz. obrazek

E, (&) ~ —d€,
d€. (8.19)

S
&
.

dE /A

Obrézek 8.1: Energie excitovaného a zakladniho stavu molekuly amoniaku v homogennim
elektrostatickém poli £ (8.17)). Pro slabé pole je zéavislost na £ kvadraticka (8.18]), v silném

poli linearni (8.19).

Na &£ zavisi samoziejmé i vlastni stavy hamiltonianu (8.16|). Zakladni a excitovany stav
v elektrickém poli maji tvar

(€)= : (A1) + (de +VEET A7) 1))

\/AQ + (d€ + Vd2E? + A?)?

e(€)) = = (AI) + (d ~ VEETT D) 1)) . (8.20)

VA + (dE — VPE AP
Je vidét, ze pro £ — 0 tyto stavy prejdou v . Naopak, pro silné elektrické pole se blizi

9(€)) — 14,
e(€)) — 1) (8.21)

Ze vztahi (8.20) snadno ur¢ime pravdépodobnosti nalezeni atomu dusiku nahote nebo dole
ve stavech |e(&)) a [g(€))

1 d&
Wer = (1 |€(5)>|2 = B <1 + —m) =Wy,
1 d&
Wey = [(Lle@)? = 3 <1 - m) =Wy (8.22)
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Obrazek 8.2: Pravdépodobnost (8.22)), Ze v excitovaném stavu |e(£)) je dusik nahote (plna
¢ara) nebo dole (¢drkovand ¢ara) v zavislosti na poméru €. Pro zakladni stav [g(€)) jsou
pravdépodobnosti prohozené.

Pro ilustraci jsou pravdépodobnosti jako funkce % znézornény na obrazku .

Zéavislost energie kvantovych stavii amoniaku na elektrickém poli lze vyuzit k rozdéleni
proudu molekul na dva podle toho, zda je v zdkladnim nebo excitovaném stavu, viz. ob-
razek [8.3] Princip je podobny jako u Stern-Gerlachova pfistroje. Proud molekul nechame
proletét nehomogennim elektrickym polem s gradientem ve sméru osy z. Molekuly v za-
kladnim stavu jsou urychleny ve sméru gradientu pole, molekuly v excitovaném stavu proti
sméru. Nehomogenni elektrické pole lze tedy vyuzit jako filtr, napi. k p¥ipravé molekul v
excitovaném stavu.

tny

9)

£ )

Obrazek 8.3: Analogie Stern-Gerlachova pfistroje pro molekuly amoniaku. Vlivem neho-
mogenniho elektrického pole se oddéli molekuly v zakladnim a excitovaném stavu.
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e) 9)

Obrazek 8.4: Schéma amoniakového maseru. Do rezonatni dutiny vstupuji molekuly v
excitovaném stavu. Vlivem stimulované emise vyzari do dutiny foton s energii 2A a dutinu
opusti v zakladnim stavu. Tim dojde k zesileni pole v dutiné.

Amoniakovy maser

Schéma amoniakového maseru je na obréazku [8.4] Zakladem je rezonantni dutina vyladéna
na frekvenci prechodu mezi excitovanym a zakladnim stavem (8.9). Na jednom konci do
dutiny vstupuji molekuly v excitovaném stavu, které pripravime filtrovinim pomoci ne-
homogenniho elektrického pole. Nasim cilem je, aby molekuly opustily dutinu na druhém
konci v zakladnim stavu. Molekula pak predé elektromagnetickému poli uvniti dutiny ener-
gii 2A a tim dojde k zesileni pole. Jak uvidime, tohoto jevu lze dosahnout tim, Ze v dutiné
vytvofime slabé rezonantni ¢asové zéavislé elektrické pole

E(t) = 2&y cos(wt) = E(™" + e7™1), (8.23)

kde w = 27v = % je uhlova frekvence fotonu vyzareného pii prechodu z excitovaného
do zakladniho stavu molekuly amoniaku. Hamiltonian molekuly v dutiné je pak zavisly na
Case 0
d&(t —A
H(t) = H = ) .24
V pripadé ¢asoveé zavislého hamiltonianu jsou jeho vlastni vektory parametricky zavislé na
¢ase. Nejedné se tedy o stacionarni stavy. Vlivem ¢asové zavislého hamiltonianu muze dojit
s velkou pravdépodobnosti k pfechodu z excitovaného do zékladniho stavu, pokud vhodné
zvolime dobu T, kterou molekula v dutiné stravi.
P1i feSeni Schrédingerovy rovnice s ¢asové zavislym hamiltonidnem (8.24])

d

H(t)|o(t)) = ih= [9(0)), (8.25)

je vhodné pracovat v bazi vlastnich vektori hamiltonianu volné molekuly amoniaku H,
tvofené vektory |e) a |g). Uréime nejprve matici H (t) v této bazi. S pouzitim postupné
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nalezneme maticové elementy

Bl = 501~ A1) ~11)

= 2 (GIEOID — @1 — O + O] D)

= § (D)~ () — (~A) + (~dE(1) = A, (5.26)
WAl = 1)+ DA +] 1)

= 2 (G EOID + 0 O]+ A1)+ EO] D)

= 3 (E(D) + (~A) + (~A) + (~dE (1) = ~A, (8.27)
CEDOlg) = (1)~ A+ 1)

1

= S (SO + ALY = GO - @A)

= %(df(tH(—A)—(—A)—(—dc‘f(t)))de(t)=<g|ﬁ(t)|6>- (8.28)

V bézi {|e), |g)} ma tedy matice hamiltonianu H () tvar

(A dE(Y)
H(t) = (dé’(t) —A)' (8.29)
Oznacime koeficienty vektoru [1(t)) v této bazi jako C.(t) a C,(t), tj.
Ce(t>>
t)) = . 8.30
o) = (G (5.30)
Schrodingerova rovnice ([8.25)) je potom
A dE(t) (Ce(t) _d (C.(t)
=1h— . 31
(acty =8} (60) =i (G5 s
Pokud by v dutiné zadné pole nebylo (&, = 0), pak by feSenim rovnice (8.31]) bylo
C.(t) e~ D,
— (€ : 8.32
(Cg(t)) < 61ATD9 ) ( )

kde D, a D, predstavuji pocatecni podminku v ¢ase ¢t = 0. Pro d&, nenulové budeme hledat
feSeni rovnice (8.31)) ve tvaru (8.32)), kde D, a D, budou funkce ¢asu. Dosazenim do (8.31))
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dostaneme

At

Ae ¥ D,(t) + dE()eF Dy(t) = inl (7% Det)) = Ae ¥ D(t) + e inD. (1),

dt
dE(t)e™ % Do(t) — AW Dy(t) = m% (ei%pg@)) = — AW Dy(t) + " F ihDy(1).
(8.33)
Odsud nalezneme diferenciélni rovnice pro de(t) a dy(t) (vyuZijeme toho, ze w = 22 a
dosadime za E(t) z (8.23))
ihDe(t) = dE(t)e™ Dy(t) = d& (1 + e*') Dy(1),
ihDy(t) = dE(t)e ™ D, (t) = d&y (1 + e ") D,(t). (8.34)

V dalsim budeme uvazovat d&y, < A. D, a D, se pak s ¢asem méni velmi pomalu v porov-
nani s ¢leny et?«* které rapidné osciluji. Na délce jedné periody oscilaci et?* mtzeme D,
a Dy povaZzovat za konstantni a exponencidly nahradit jejich casovou stfedni hodnotou pies
periodu, ktera je nulova. V tomto pfibliZeni dostaneme rovnice pro D, a D, s konstantnimi
koeficienty

ihD.(t) = d&D,(t),
ihD,(t) = d&D.(t). (8.35)

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime ze druhé

D.(t) = — (d—io)ZDe(t). (8.36)

Regenf této rovnice je linearni kombinace cos (d—‘got) a sin (d—‘?t). Pro pocatecni podminku
D.(0) =1, Dy(t) =0, tj. kdyz molekula vstupuje do dutiny v excitovaném stavu

o) =19 = (o). (5.37)
dostaneme reSeni

D.(t) = cos (d—;?)t),

D,(t) = —isin <d—i§)t). (8.38)

Pravdépodobnost nalezeni molekuly v excitovaném nebo zakladnim stavu po ¢ase t je dana
kvadratem absolutni hodnoty téchto amplitud

W) = Ielo(O)? = D0 = cos? (F0).
Wy(t) = Halole) = D, =sin? (). (5.39)
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Vlivem ¢asové zavislého elektrického pole £(t) tedy dochézi k periodickym prechodim mezi
excitovanym a zakladnim stavem molekuly amoniaku. Vidime, ze pro

n € N, (8.40)

je We(T') =0 a Wy (T') = 1. Pokud tedy dutinu zkonstruujeme tak, ze v ni molekula stravi
¢as T),, pak ji s jistotou opusti v zakladnim stavu. Kazda molekula tak v dutiné vyzaii foton
s energii 2A a tim zesili pole v dutiné (zjednodusené Feceno, zvétsi se & ). Tomuto procesu
se Tika stimulované emise (je zpusobena stimulujicim polem £(t); na rozdil od spontanni
emise, ke které dochazi bez piitomnosti £(¢) v duisledku kvantovani elektromagnetického
pole v duting).

Zesilené pole v dutiné je koherentni, protoze vSechny fotony se vyzari do médu ptuvod-
niho stimulujiciho pole (maji stejnou fazi a frekvenci). Masery (a stejné tak i lasery) umoz-
nuji nejlepsi mozné zesileni elektromagnetické viny dovolené relacemi neurcitosti, které lze
v tomto pripadé formulovat ve tvaru

1
AnA¢ > 3 (8.41)
kde An je neurcitost (stfedni kvadraticka odchylka) v poctu fotonii v poli a A¢ je neur¢itost

ve fazi vlny. Pro koherentni pole plati An = /(n), kde (n) je stfedni pocet fotonu v poli,
coz je typicky velmi velké ¢islo. Pri saturaci relaci neurcitosti pro A¢ plati

1

Maser tak umoznuje generovat mikrovinné zafeni s extrémné dobrou fazovou stabilitou.
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Kapitola 9

Hyperjemna struktura vodiku

Schrodinger ukézal, Ze energie elektronu v atomu vodiku muze nabyvat pouze hodnot
En = —%, N =1,2,..., kde R = —13,6 €V je Rydbergova energie. Elektron v atomu
vodiku ma tedy zakladni stav s energii &7 = —R. Pfi bliz§im zkoumaéni se ale ukazuje, ze
se jedna o dvé velmi blizké hladiny, které jsou vzdalené fadové o 1076 eV, viz. obréazek
Tato tzv. hyperjemna struktura je zptisobena interakei spinu elektronu a spinu protonu. Po-
znamenejme, ze spektrum vodiku ma i tzv. jemnou strukturu, zptisobenou relativistickymi
efekty, ktera se projevuje rozstépenim hladiny Ey na nékolik blizkych hladin vzdélenych
fadové o 1074 eV.

Obrazek 9.1: Schéma hyperjemné struktury zékladniho stavu vodiku.

Ukazeme si, jakym zplisobem mizeme popsat hyperjemnou strukturu zakladniho stavu
vodiku. Déle se podivame na to, co se déje s hyperjemnou strukturou pod vlivem homo-
genniho magnetického pole.

Spinové stavy elektronu a protonu

Elektron i proton maji spin % Budeme pracovat v néjaké pevné zvolené kartézské soustave.
Standardni baze Hilbertovych prostorii spinu elektronu a protonu vytvorime ze stavi s
kladnou a zapornou projekei spinu do osy z. Bazické stavy spinu elektronu oznacime jako
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|£¢), tvoii ortonorméalni bazi Hilbertova prostoru spinu elektronu #.

He - H+6>7 |_e>])\7 <+e‘_e> =0. (91)

Podobné oznac¢ime stavy s kladnou a zapornou projekei spinu protonu do osy z jako |+,).
Ty tvoif ortonormalni bazi Hilbertova prostoru spinu protonu H,

Hy = [l4p) |=0)]s,  (Hpl=p) = 0. (9.2)

Bazi Hilbertova prostoru H slozeného systému spinu elektronu a protonu vytvorime ze
stavi |£.) a |£,). Ortonormalni bazi budou tvofit 4 stavy

H = [|+€7 +p>7 H_e? _p>’ I_B’ +p>’ ‘_87 _p>] : (9'3)

Z matematického pohledu je Hilbertiiv prostor slozeného systému roven tenzorovému sou-
¢inu Hilbertovych prostortu slozek, tj.

H="H.®H,. (9.4)
Bazi (9.3)) spojime se standardni béazi H, tj.

[+es )

’_6a+p> =

_— o o O oo o
_o O O O oo

0

V dalsim budeme pracovat vzdy v této bazi.

Operatory spinu elektronu a protonu

Podivejme se na to, jakym zptisobem popsat operédtory slozek spinu elektronu a protonu
v Hilbertové prostoru slozeného systému H, resp. jaké jsou matice téchto operatoru ve
standardni bézi . Zacnéme se slozkami spinu elektronu, které oznacime jako gi(e). Tyto
operatory pusobi netrividlnim zplisobem jen na spinové stavy elektronu, na stavu spinu
protonu viibec nezéalezi. Pro projekci do osy z plati

Qe h Qe h
Sg)‘+67ip> = §|+67j:p>7 Sg)‘_eaip> = _5‘_67ip>' (96)
Matice operatoru projekce spinu elektronu do osy z je tedy
10 0 O
h{o 1 0 0
(e) = 2

& 210 0 -1 0 (9.7)

00 0 -1
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Operatory projekce spinu elektronu do os x a y ptsobi na bazické stavy nasledovné (viz.

matice ((5.19) )

. h A h

Sa(ce)|+evj:p> = §|_e>ip>7 S;ge)|_ev:|:p> = §|+67ip>a

. h A h

S|+, £,) = 251—3, +), S|—, ) = —Z§|—|—e,:|:p>. (9.8)

Matice téchto operatori v bézi (9.5) jsou rovny

0010 00 — 0
h{o 0 0 1 h{o 0 0 —i
(e) ¥ (e) — °
S 211 0 0 0} S 212 0 0 O (9.9)
0100 0 0 O

Analogickym zptisobem sestrojime matice operatori slozek spinu protonu Si(p ), Ty pusobi
netrivialné pouze na stavy protonu, na stavu spinu elektronu nezavisi. Pro tfeti slozku plati

. h A h
Sép)‘ieﬁ +p> = §’i€> +p>> Sgp)’:i:ev _p> = _EHZ& _p>' (9'10)

Matice operatoru projekce spinu protonu do osy z je tedy

1 0 0 0
Séng 8 —01 (1) 8 (9.11)
0 0 0 -1
Pro operéatory x-ové a y-ové slozky plati
S|+, +,) = 7§|ie,—p), Sgp)lie,—p>=glie,+p>,
SPFets) = gl =), 8Pl —) = il +y) (9.12)
Matice operatori projekce spinu protonu do téchto os jsou potom rovny
01 00 0 — 0 0
] A PR
0010 0 0 ¢ 0

Interakce spinu elektronu a protonu

Vime, Ze se spinem se poji vlastni magneticky moment ¢astice. Spiny protonu a elektronu
tak spolu navzajem interaguji podobné jako dva klasické magnety. Energie interakce dvou
klasickych magnett s magnetickymi momenty fi; a fis bude tmérna iy - jis. V kvantovém
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pifpadé dostaneme analogickym zptisobem operétor energie - hamiltonidn. Oznacime ope-
ratory vlastnich magnetickych momenti elektronu a protonu jako (¢ a fi® . Hamiltonian
interakce spinu elektronu a protonu je potom roven

— A . g®), (9.14)

kde A je néjaké konstanta. Vlastni magneticky moment elektronu je (viz. )

- 2 2te
[ = 'L;LB S(e) /7; S (9.15)
kde pp je Bohriv magneton
eh . —24 -1
pp =5 —= 9.274-107J - T . (9.16)
Me
Pro vlastni magneticky moment protonu plati
2, BN Sy — 2Hp 5
[i®) = 9 G(p) = TS ) (9.17)
kde ppn je jaderny magneton
eh . —27 -1
PN =5 — = 5.0561-107"J -1, (9.18)
myp

a g, = 5.586 je tzv. g-faktor protonu (souvisi s vnitini strukturou protonu, ktery na rozdil
od elektronu neni bodovou ¢astici). Magneticky moment protonu p, ma opa¢né znaménko
nez elektronu ., a je v porovnani s nim mnohem mensi

Hp
[he

_ IpMe

=15-1073. 9.19
o (9.19)

Dosazenim za vlastni magnetické momenty do (9.14)) zapiSeme hamiltonidan pomoci opera-
tord spinu elektronu a protonu

A 4u, ~:»\ = dpie X O G
iy — ’l;i;prS 0. 3w _ l;iéupA <S(e Sa(:p)+5(65p)+5(6 Sip)), (9.20)

Uréime matici hamiltonidnu v bazi . Nejprve nalezneme matlce operatoru S( S 2
S pouzitim matic operatoru slozek spinu protonu a elektronu . a
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dostaneme

0O 0 01
Rlo o1 0
e ol _
Sa S = 410 1 0 0}’
1 0 00
0O 0 0 -1
h? 0O 01 O
eglp) — 2
Sy Sy 4 0O 1 0 O ’
-1 0 0 O
1 0 0O O
. P10 -1 0 0
SEgr) = 1o o 10 (9.21)
0O 0 0 1
Pro matici hamiltonianu ({9.20)) pak nalezneme
A 0 0 0
0 —A 24 0
Hy = 0 24 -4 0" (9.22)
0O O 0 A

kde jsme oznacili A = peppA .

Hyperjemna struktura zakladniho stavu
Uréime vlastni ¢isla a vlastni vektory matice hamiltonianu (9.22)). Vlastni ¢isla jsou rovna
E,=A E_ = -3A4, (9.23)

pricemz hodnota E, je trojnasobné degenerovana. Vlastni vektor [¢)~) prislusny k hodnoté
E_ je

0
1 1 1
N = = — (|4+e, —p) = |—es +»)) - 9.24
[¥7) Gl T (e =p) = |=e:+p)) (9.24)
0
V podprostoru s vlastni hodnotou E. lze zvolit ortonormalni bazi napiiklad takto
1 0
0 0
|1/Jf> = 0 = |+67+p>7 WJ;_) - 0 = |_ea _p>a
0 1
0
111 1
Yo T _ _ _
‘w3> - \/5 1 \/§<|+67 p) + | €7+p>>' (925)
0
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V diisledku interakce spinu elektronu a protonu je tedy zakladni hladina vodiku s energif
FE; = —R = —13.6 €V rozdélena na dvé hladiny (viz. obrazek

EfY = Ei+E,=R+A,
Ef = Ei+E_=R-3A (9.26)

Konstantu A je moZné urcit experimentalné. Pfi pieskoku elektronu z hladiny F;" na hla-
dinu F; dojde k vyzareni fotonu s energii

hv = AE = 4A, (9.27)

tj. frekvence fotonu je

4A
= —. 9.28
v == (9.29)

Z méteni spektra vodiku plyne, Ze preskoku mezi hladinami hyperjemné struktury odpovidéa
mikrovinné zareni o frekvenci a vlnové délce

v = 1420 MHz, X =21 cm. (9.29)

Energie vyzareného fotonu je tedy zhruba

AE =4A=59-10"°%¢V. (9.30)
El = Ei+ A
PR E P EEEP PR
AFE =4A = hv
= FE —3A )

Obrazek 9.2: Hyperjemna struktura zakladniho stavu vodiku. Vlivem interakce spinu elek-
tronu a protonu se jedna o dvé blizké hladiny s energiemi E) = F; + A a E; = E; — 3A.
Pri preskoku mezi hladinami dojde k vyzareni fotonu s energii hv = AE = 4A.

Tato 21-cm spektralni linie vodiku hraje dilezitou roli v radioastronomii. Mikrovinné
zéfeni na této vlnové délce je vyzarovano a absorbovano atomarnim vodikem v oblacich
plynu v galaxiich. Z intenzity zafeni je mozné odhadnout mnozstvi atomarntho vodiku. Z
posunuti spektralni linie vlivem Dopplerova jevu lze urcit pohyb plynu v galaxii.
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Zeemanuv jev

Na zavér této kapitoly si ukdzeme, co se stane s hyperjemnou strukturou, pokud atom
vodiku bude v homogennim magnetickém poli B. Energie spini elektronu a protonu zavisi
na jeho projekci na magnetické pole, viz. . Hamiltonidn spint v magnetickém poli
(bez jejich vzajemné interakce) bude

=9 B-ji®. B (9.31)
Bez jmy na obecnosti zvolime magnetické pole ve sméru osy z. Hamiltonian (9.31) je

potom

. Ute i 2y - A
H = —%BS@ - %BS&’). (9.32)

Ve standardni béazi (9.5)) je reprezentovan diagonalni matici

—(fte + 1) 0 0 0
_ 0 (e =) 0 0
H =B 0 0 w0 | (9.33)
0 0 0 pet iy

Vime, ze magneticky moment elektronu je zaporny, protonu kladny, a plati |p.| > p,.
Oznacime si

= —(pe +p1p),  p = —(e = ), (9.34)
pak p ~ ' > 0. Matice H, je potom
w 0 0 0
- 0 u 0 0
H, =B 00 —i 0 (9.35)
0 0 0 —u
Matice celkového hamiltonianu H = F[O + H 1 mé pak tvar
A+ uB 0 0 0
_ B 0 —-A+i/'B 24 0
H=Hy+ H, = 0 94 _A— /B 0 (9.36)
0 0 0 A—uB
Jeji vlastni ¢isla jsou
E[ = A + MB,

Eip = A—ub,

12 B?
E = Al -14+24/1+—+
1 ( + + e

/282
Env = —A <1+2,/1+“4?>. (9.37)
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Obrazek 9.3: Zavislost energii hladin jemné struktury na vnéjsim magnetickém poli.

Energie tedy zavisi na intenzité vnéjsiho magnetického pole a pro B # 0 dostavame 4 rizné
energetické hladiny. Degenerovana hladina F, se rozdéli na tii hladiny F;, Ej; a Eppp -
magnetické pole tzv. sejme degeneraci. RozStépeni degenerovanych energetickych hladin
vlivem homogenniho magnetického pole se nazyva Zeemaniiv jev.

Pro ilustraci jsou na obrazku zZnazornény % jako funkce %. Je vidét, ze pro silna
magnetickd pole zéavisi vSechny hladiny na B linearné (pro E; a Ej; to samoziejmé plati
vzdy)

Enr ~ —A+ B,
En ~ —A—u'B, B> A (9.38)

Naopak pro slabéa magneticka pole p/B < A jsou tyto dvé hladiny témér konstantni

Enr ~ A,
Ern, ~ —3A, ,u’B<<A. (9.39)
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Kapitola 10
Zaklady kvantovych pocitaci

V této kapitole si ukazeme zéklady toho, jak by se daly vyuzit kvantové systémy pro
zpracovani informace, a ¢im se mohou lisit od klasického pristupu. Predtavime si zakladni
model kvantového pocitace zalozeny na kvantovém registru a kvantovych branach. Vsechny
kroky je mozné si prakticky vyzkouset na kvantovém pocitaci IBM-Q, ktery je po registraci
dostupny na https://quantum-computing.ibm.com/ .

Qubit

Klasické digitalni pocitace pouzivaji k zapisu informace binarni soustavu. Zakladni jednot-
kou informace je bit, ktery ma hodnotu 0 nebo 1. Kvantovou analogii je qubit, coz je néjaky
kvantovy systém, ktery ma dva rozlisitelné bazické stavy, které oznacime |0) a |1) (tvori
tzv. vypocetni bézi) a prifadime jim hodnoty 0 a 1. Hilbertiv prostor jednoho qubitu je
tedy

H =[|0), |1)], ~ C*. (10.1)

Qubit muzeme prakticky realizovat napf. pomoci spinu—%, polarizace fotonu, dvou elektro-
novych hladin v atomu, dvou kvantovych stavi supravodivého obvodu, atd.

Zakladni rozdil mezi bitem a qubitem je ten, Ze zatimco bit muze byt pouze v jednom
ze dvou stavi s hodnotou 0 nebo 1, qubit miize byt v libovolné superpozici bazickych stavi

) =al0) +8|1), a,B€C, |af+]|f=1. (10.2)

Neznamena to ale, ze by hodnota qubitu mohla nabyvat jakychkoli hodnot mezi 0 a 1
(jako napt. u analogového poéitace). Hodnota qubitu v tomto stavu superpozice totiz neni
urcéené. Pokud ji chceme ur¢it, musime provést méreni ve vypocetni bazi. Vime, Zze a a
jsou amplitudy pravdépodobnosti prechodii z [1)) do bazickych stavi |0) a 1), kterym jsme
pfifadili hodnoty 0 a 1. S pravdépodobnosti |a?| tedy naméiime hodnotu qubitu rovnou 0 a
s pravdépodobnosti |3]* namé&ifme hodnotu 1. Hodnota qubitu je tedy binarni, stejné jako
u klasického digitalniho pocitace. Je tu ale jeden dalsi rozdil - po méfeni se stav qubitu
zméni ze superpozice [¢) na |0) nebo |1), podle toho, jakou hodnotu naméfime. Naproti
tomu, hodnotu klasického bitu miizeme urcit bez toho, aniz bychom ho jakkoli ovlivnili.
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Kvantovy registr

K vypoctu samoziejmé nestaci jeden bit nebo qubit, pouzivame jich vice - pak tvoii tzv.
registr. Kvantovy registr n qubitt ma bazické stavy tvaru |iyis .. .14,), kde i; = 0, 1. Hilberiv
prostor registru je
Ho=H®...0H~C. (10.3)
nx

Ma tedy 2™ bazickych stavi - jeho dimenze roste exponencidlné s poc¢tem qubiti. Obecny
stav kvantového registru je superpozice

1

) = Z Qg [1102 -+ - 1n). (10.4)

i17i27---in:0

K popisu stavu kvantového registru tedy potiebujeme 2" komplexnich ¢isel o, ;,. i, , které
udavaji amplitudy pravdépodobnosti jednotlivych vysledki méfeni hodnoty registru. Stav
klasického registru je naproti tomu urcen n bity. Tento exponencialni nartst v poctu pa-
rametru predstavuje na jednu stranu problém, kdyZz chceme kvantovy systém simulovat na
klasickém pocitaci. Pokud se nemtzeme omezit na néjaky maly podprostor v H,,, zvlad-
neme simulovat jen maly pocet qubiti, pak ndm dojde operacni pamét. Pro predstavu
- v roce 2020 nejvykonnéjsi superpocita¢ svéta SUMMIT mé zhruba 10 PB (PetaByte,
1PB= 10'® bytt) opera¢ni paméti. To jen tak tak staci k zapsani vech amplitud pravde-
podobnosti pro stav registru kvantového pocitace Sycamore od Google - ten ma 53 qubitii,
tj. dimenze Hilbertova prostoru je

dim?H,, = 2% ~ 10, (10.5)

Pti double-precision (hodnota pfesné na 15 platnych ¢islic) potFebujeme 64 bitt (8 byti) na
jednu amplitudu, tj. celkem 8-10'® B = 8 PB opera¢ni paméti. K zapisu stavu kvantového
registru se 60 qubity uz bychom pottrebovali zhruba 800 PB opera¢ni paméti. Je tedy vi-
dét, ze simulovat kvantové systémy na klasickém pocitaci je velmi naro¢né. Naopak, pokud
bychom dokézali néjaky kvantovy systém perfektné ovladat, miizeme vyuzit jeho kontro-
lovany c¢asovy vyvoj pro simulaci jinych kvantovych systémi. Navic se ukazalo, kvantové
pocitace dokazi nékteré tesit nékteré tlohy podstatné efektivnéji, nez pocitace klasické.
Dvé jednoduché tulohy (Deutschiiv a Deutsch-Jozsiv algoritmus) si pozdéji ukazeme.

Kvantové brany

Podobné jako klasické pocitace provadi kvantové pocitace jisté manipulace s qubity podle
zadaného algoritmu. Zakladni operace - tzv. kvantové brany - lze chapat jako ¢asovy vyvoj
v diskrétnich krocich (podobné jako v Mach-Zehnderové interferometru v kapitole [4)) a jsou
reprezentovany pomoci unitarnich operatorii. Kvantové brany mohou pracovat s jednim,
dvéma nebo vice qubity. V praxi lze vétsinou vystacit s jedno- a dvou-qubitovymi branami.
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Jedno-qubitové brany, se kterymi budeme pracovat, jsou X, }7, Z a H. Jsou definovany
pusobenim na bazické stavy qubitu

X0y = |1, X[1)=0).

Yoy = —il1), Y1 =io),

Z10) = |0y, Z[1) = —|1),

oy = %uomm, H\l>—%<ro>—|1>>, (10.6)

resp. je muzeme zapsat pomoci matic ve standardni bazi
0 1 0 —i
=) r=(00)

Z = ((1) _01> H—%G _11) (10.7)

Brany X, Y, Z jsou ve standardni béazi reprezentovany Pauliho maticemi. X je obdoba
klasické NOT operace (ze stavu |0) udéla |1) a naopak), ¥ navic bazickym staviim prida
fézi. Z neménf prvni bazicky stav, u druhého se zméni faze o . H je tzv. Hadamardova
brana, z bazickych stavi pfipravi jejich rovnomérné superpozice (velikosti amplitud u |0)
a |1) jsou stejné).

Pro ilustraci jsou na obrazku vlevo snimky z editoru IBM-Q Circuit composer pro
X a H bréanu. Vpravo jsou pak vysledky méfeni hodnoty qubitu.

Z dvou-qubitovych bran vyuzijeme tzv. CNOT (kontrolovana NOT operace). V ni fun-
guje prvni qubit jako kontrolni, stav druhého qubitu se zméni z \O)/na\|1> a naopak, pokud

ma prvni qubit hodnotu 1. Této transformaci odpovida operator CNOT definovany vztahy

CNOT|00) = [00), CNOTI|01,) = |01),
CNOT|10) = |11), CNOTI11) = |10), (10.8)

resp. ve standardni bézi matice

1000
0100

CNOT= |1 o ¢ 1 (10.9)
0010

Detailnéjsi popis kvantovych bran, které je schopny realizovat kvantovy pocita¢ IBM-Q, je
zde https://quantum-computing.ibm.com/docs/circ-comp /g-gates .

Kvantovy vypocet

Zakladni schéma vypoc¢tu na kvantovém pocitaci lze rozdélit do tii kroki. Na zacatku
vypoctu je kvantovy registr ve stavu |00...0). Na registr pak aplikujeme kvantové brany
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Obrazek 10.1: Snimky z editoru IBM-Q Circuit composer pro X a Hadamardovu branu.
Vpravo jsou pak pravdépodobnosti vysledki méteni. U Hadamardovy brany by pravdépo-
dobnosti naméteni hodnoty 0 i 1 mély byt stejné (0,5). V simulaci to takto pFesné nevychazi
- to je zpusobeno jednak nedokonalostmi ve skuteéné fyzikdlni realizaci kvantového poci-
tace IBM-Q, jednak omezenym poc¢tem pokusi (1024), ze kterého jsou pravdépodobnosti
rekonstruovény.
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Obrézek 10.2: Schéma Deutschova algoritmu. Pokud je hodnota prvniho qubitu 0, je funkce
f konstantni. Pro hodnotu 1 je f vyvéazena.

podle zadaného algoritmu. Nakonec provedeme méteni ve vypocetni bazi a uré¢ime hodnotu
registru.

Schopnost kvantovych pocitact pracovat se superpozicemi vypada na prvni pohled
jako skvély néstroj jak urychlit vypocet - miuzeme si pripravit registr v superpozici vSech
bazickych stavi, spustit algoritmus, a kvantovy pocita¢ nam spoc¢ita najednou vysledek
pro vSechny hodnoty vstupu. Tak jednoduché to ale neni - abychom totiz urc¢ili hodnotu
registru na konci vypoc¢tu, musime provést méfeni. To ndhodné vybere jednu z moznosti
(ktera napi. odpovida vysledku vypoctu pro jednu hodnotu vstupnich dat), a ostatni ¢leny
superpozice jsou navzdy ztraceny. Timto postupem tedy zddnou vyhodu oproti klasickému
pocitaci neziskdme. Musime najit néjaky trik, ktery ndm umozni princip superpozice vyuzit
k urychleni vypoctu. Jednou z moznosti, kterou si ukazeme na prikladech Deutschova a
Deutsch-Jozsova algoritmu, je interference amplitud pravdépodobnosti.

Deutschiiv algoritmus

Predstavme si nésledujici jednoduchy problém - méme neznamou funkei f (realizované
pomoci néjakého oracle), které jednomu bitu pfifadi jeden bit. Takové funkce jsou 4

fa(o) = 07 fa(l) 07 fb(o) fb(l)
fc(o) = 0; fc(1>:17 fd(o) fd(l)

Prvni dvé (f, a f,) jsou konstantni, druhé dvé (f, a f;) jsou vyvazena. Mame rozhodnout,
ktera z téchto dvou moznosti plati, tj. jestli neznamé funkce je konstantni, nebo vyvéazena.
Je ziejmé, ze klasicky musime oracle pouzit dvakrat - jako vstup musime vlozit 0 a 1
abychom urcili f(0) a f(1), a tyto hodnoty pak porovname. David Deutsch ukézal, Ze na
kvantovém pocitaci by stacilo oracle pouzit jednou.

Schéma Deutschova algoritmu je na obrazku [10.2] Pouziva dva qubity. Kvantovou verzi
oracle reprezentuje operator U #, ktery pusobi na bazické stavy nasledujicim zptisobem

L, L,
1, 0. (10.10)

Usla)ly) = |2)ly @ f(x)), x,y=0,1 (10.11)

kde @ predstavuje s¢itani modulo 2 (zbytek po celoéiselném déleni y 4 f(x) dvéma). Je to
v jistém smyslu obdoba CNOT - prvni qubit je kontrolni, hodnota druhého se zméni podle
uvedeného vztahu. Schéma kvantového oracle je na obréazku [10.3]
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|7) — — |z)
Uy
ly) — — |y @ f(x))

Obrazek 10.3: Schéma kvantového oracle U £

Ukézeme si nyni, ze o typu funkce f lze jednoznacné rozhodnout na zakladé hodnoty
prvniho qubitu na konci algoritmu - pokud mé hodnotu 0, je f konstantni, v opac¢ném
piipadé je f vyvazena. Projdeme postupné jednotlivé brany pouzité v Deutschové algoritmu
a jejich vliv na pocateni stav registru [io) = |0)|0). Brana X zméni stav druhého qubitu
na |1), tj.

) = [0)1). (10.12)
Nasledné na oba qubity aplikujeme Hadamardovu branu a dostaneme stav
A - - 1
o) = (Ho ) )= (HI0)® (A1) = 5(0) +[1) (10) = 1)
1
= 5(10) (10) = [1)) + [1) (10) = 1)) ). (10.13)

Oracle pak tento stav zméni na

[¥s) = Uf|w2>=%(I0>(!0@f(0)>—ll@f(0)>)+|1>(|0€9f(1)>—|1€Bf(1)>))
= %(|0> (1£(0)) = L& £(0))) + 1) (1f(1)) — [1& £(1)))). (10.14)

Probereme nyni postupné vSechny 4 varianty funkei f (10.10). Pro f, je stav roven

(10) (10) = 1)) + [1) (|0) — 1)) ) = % (10) + 1)) (10) = 1)) - (10.15)

N | —

|¢3a> =

Pro f;, dostaneme

|Y3p) = %(!0> (1) = 10)) + 1) (1) = |0)) ) = % (=10) = 1)) (10) = 1)) (10.16)
Pro f. plati
[¥3c) = %(I()) (10) = 1) +[1) (|11) = 10)) ) = %(I0> — (1)) (10) = [1)). (10.17)

A kone¢né pro f; nalezneme

(=10) +11)) (10) = 1)) - (10.18)

N | —

[ = 510) (1) = 10) + 1) (10) ~ 1)) =
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Ve vsech ¢tyrech pripadech mtzeme stav zapsat jako

1 . , 1
|¥3) G (=110} + (=1)”" )M)J@E (10) = 1)) (10.19)

l3)

Druhy qubit dale neni dulezity. Na prvni qubit jesté aplikujeme Hadamardovu bréanu a tim
ho dostaneme do stavu

1

[a) = Hlvs) = 5 (DO + (=)ID)[0) + (=)@ = (=1)/) )]
Podivejme se nyni na pravdépodobnost, ze hodnota qubitu je 0
2
1 5(0) 5)
Wo =3 (=)@ + (=1)/)| . (10.20)

Vidime, Ze zavisi na interferenci amplitud 1(—1)/®). Pokud je funkce f konstantni, pak
maji amplitudy stejnou fazi, interferuji konstruktivné a pravdépodobnost je rovna jedné

WM =1, (10.21)

Pokud je tedy f konstantni, pak s jistotou naméiime hodnotu qubitu rovnou 0. Naopak,
pokud je f vyvazena, pak je jedna amplituda kladn& a druhéd zaporné, dochazi tedy k
destruktivni interferenci a pravdépodobnost naméfeni hodnoty 0 je nulova

W =o. (10.22)

U jednoho qubitu mame pouze dva mozné vysledky méteni, takze u vyvazené funkce s
jistotou naméfime hondotu qubitu rovnou 1. Mérfenim hodnoty prvniho qubitu po jedné
iteraci (jednom pouziti oracle) jsme tedy skutecné schopni jednoznacné rozlisit, zda je
funkce f konstatni nebo ne.

Pro ilustraci jsou na obrazku snimky z editoru IBM-Q Circuit composer pro Deut-
schuv algoritmus. Nahote je konstantni funkce f(z) = 0, operator oracle U ¢ je v tomto pri-

padé identita. Dole uvazujeme vyvazenou funkci f(z) = x, kdy operator oracle je CNOT.

Deutsch-Jozstiv algoritmus

Usetrit jednu iteraci oracle neni zase az takovy zézrak. Puvodni Deutschiv problém je ale
mozné rozsitit tak, ze kvantovy pocita¢ dosdhne exponencialni urychleni oproti klasickému.
Uvazujme nyni funkci f, kterda n bitim pfifadi jeden bit

f:{0,1}" — {0,1}. (10.23)
V dalsim identifikujeme celé ¢islo x € {0,1,...,2" — 1} s jeho binarnim rozvojem
T=Tp 1Tpo... 0120, x; € {0,1}. (10.24)
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Obrazek 10.4: Nahote je Deutschiv algoritmus pro pfipad konstantni funkce f(z) = 0.
Dole je realizace Deutschova algoritmu pro vyvéazenou funkei f(x) = x.

O funkci f predem vime, Ze plati jedna ze dvou moznosti - bud je konstantni, nebo vyvéazena
(pro polovinu vstupti méa hodnotu 0, pro druhou polovinu 1). Mame opét rozhodnout, ktera
z téchto moznosti plati. V klasickém deterministickém algoritmu musime vy¢islit f pro
polovinu vstupi plus jeden, abychom méli jistotu, ze rozhodneme spravné. Potfebujeme
tedy 277! 4 1 iteraci oracle, ktery vyhodnocuje funkci f. Deutsch a Jozsa ukézali, Ze na
kvantovém pocitaci staci pouze jedna iterace.

Schéma Deutsch-Jozsova algoritmu je na obrazku [10.5] Pracuje s n+1 qubity. Kvantovy
oracle funguje analogicky jako v predchozim piipadé

Uslz)|y) = |2)|y @ f(z)), ze€{0,1,...2" =1}, ye{0,1}, (10.25)

tj. prvnich n qubitd je kontrolnich, hodnota posledniho se zméni podle predepsaného
vztahu.

Ukézeme, ze podle hodnoty prvnich n qubiti na konci Deutsch-Jozsova algoritmu je
mozné rozhodnout, jestli je f konstatni nebo vyvazena funkce. Opét projdeme postupné
vechny brany a jejich vliv na stav registru, jehoZ pocatecni stav je |¢)g) = [00...0) ® |0).
Prvni je brana X na poslednim qubitu, kterd zméni jeho hodnotu na 1

|11) =100...0) @ |1). (10.26)

Nésledné na vSechny qubity aplikujeme Hadamardovu branu a dostaneme stav, ktery lze
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Obrézek 10.5: Schéma Deutsch-Jozsova algoritmu. Pokud naméfime hodnotu vsech qubitt
rovnou 0, je funkce f konstantni. Pokud m& alespon jeden z nich hodnotu 1 je funkce f
vyvazena.

po upravach zapsat ve tvaru

1
[V2) = \/27£’0>+|1>)';(|0>+’1>)®

nx

(10) = 11))

Sl

2"—1

= \/W Z |z) ® 11)). (10.27)

Prvnich n qubitt je tedy v rovnomérné superpozici vSech bazickych stavii vypocetni baze.
Oracle tento stav zmeéni na

2" -1

ZI (2)) = 1@ f(x))). (10.28)

) = ==

Stejné jako u Deutschova algoritmu je mozné ukéazat, ze pro vSechny funkce f lze tento
stav prepsat do tvaru

|ths) = (\/Q—HZ >®7(I0> 1) (10.29)

J/

|w3>

Stav posledniho qubitu dale neni podstatny. Na prvnich n qubiti aplikujeme Hadamardovu
branu (opét na kazdy z nich). Jeji piisobeni na stavy vypocetni béaze lze zapsat kompaktné
ve tvaru

250+ (=11 ye {01, (10.30)

Odtud se da snadno ukézat, ze n Hadamardovych bran pisobi na qubity ve stavu |z)
nasledujicim zptsobem

Hly) =

Ho"z) = Hlrp) ® ... Hlwo) = —= (|0) + (=)™ [1) @ ... ® —= (|0) + (=1)™[1))

Sl

\/_
1 =

= 7 (—1)"¥|y), (10.31)

[y

y=0
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kde

n—1
Ty = Z ;Y. (10.32)
i=0

Na konci algoritmu je tedy stav prvnich n qubitid roven

i) = Ay = — Z_(—l)f(’”)< 1 _(—1)”|y>>

_ 2in : <i<_1)f<w>+w'y> ). (10.33)

Podivejme se nyni na pravdépodobnost, Zze vSechny qubity maji hodnotu 0, tj. pravdépo-
dobnost prechodu ze stavu |¢4) do stavu [00...0) = |y = 0)

on_1 2

2_1n Z(_l)f(x)

=0

Wo = [{00...0[py) > = (10.34)

Pravdépodobnost W, zavisf na interferenci amplitud 55 (—1)/®). Pokud je funkce f kon-
stantni, pak maji vSechny amplitudy stejnou fazi, interferuji konstruktivné a pravdépodob-
nost je rovna jedné

WP =1, (10.35)

Pokud je tedy f konstantni, pak s jistotou naméiime hodnotu vSech qubiti rovnou 0.
Naopak, pokud je f vyvazena, pak je polovina amplitud kladné a polovina zaporna, dochazi
k destruktivni interferenci a

W =o. (10.36)

Pro vyvazenou funkei f qubity nemohou byt ve stavu |00...0), takze alesponr u jednoho z
nich namérime hodnotu 1.

Po jedné iteraci jsme tedy schopni jednoznac¢né rozhodnout, jestli je funkce f konstantni
nebo vyvazena. Deutsch-Jozsiv algoritmus tak snizil pocet pouziti oracle exponenciélné
oproti klasickému postupu. Méli bychom poznamenat, Ze toto exponencidlni urychleni plati
jen ve srovnani s klasickym deterministickym algoritmem. Pokud budeme uvazovat prav-
dépodobnostni algoritmus, kdy spravny vysledek dostaneme s pravdépodobnosti 1 — e, pak
pocet iteraci bude zaviset na nasi toleranci k chybé e, ale ne na poc¢tu bitid n. Nicméné
je vidét, ze kvantové pocitace dokazi tuto ulohu vytesit efektivnéji. Dalsi rozvoj myslenek
Deutsche a Jozsy pak vedl ke kvantovym algoritmim, které nabizi exponencialni urychleni
oproti v8em znamym klasickym algoritmtim. Asi nejznaméjsi je Shoruv algoritmus, ktery
teoreticky na kvantovém pocitaci umoziuje najit efektivné rozklad na prvocisla. Jeho rea-
lizace pro velka ¢isla, kde by to mélo praktické vyuziti napt. pro prolomeni Sifer typu RSA,
je ale mimo dosah soucasnych kvantovych pocitacii.
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