Uvod do geometrie kiivek a ploch

Ladislav Hlavaty

14. dubna 2020

Uéelem této prednasky je ilustrace nékterych zakladnich pojmt diferencilni
geometrie na jednoduchych a intuitivné znamych varietach jako jsou ktivky a plochy
v tfirozmérném prostoru.

Prvni kapitola téchto skript se tyka nejjednodussich kiivek a ploch to jest pri-
mek a rovin a neprednasi se. Je zde uvedena proto, ze pojmy v ni zavedené jako
napi. smiseny soucin vektort, normalovy ¢i te¢ny vektor roviny nebo Eukleidova
transformace se v dalsim textu povazuji za znamé.

Uvitam kazdé upozornéni na chyby v tomto textu.
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1 Vektory, body, primky, roviny. Kartézské sou-

fadnice. (Opakovani)

Ukazuje se, ze pro sSirokou ttidu fyzikalnich jevl je mozno ”prostory”, ve kterych

tyto jevy probihaji, popsat matematickymi strukturami, které se nazyvaji vektorové

nebo afinni prostory.

1.1 Vektory, souradnice, skalarni soucin

Vektorovy (linearni) prostorE - viz Lineérni algebra 1.roc¢nik. Budeme pouzivat

témér vyhradné redlné vektorové prostory konecné dimenze.

Vektor — prvek (linedrniho) vektorového prostoru E. Soufadnice vektoru jsou

dany nasledujici vétou.

Véta 1.1.1 Nechtdim E=n ae = (€1,...,€,) je base v E. Pak

Vi e E 3 (v',...,v") € R" tak, ze 7 = v'@) + ... + 0"€,.



Dk.: 1.ro¢nik LA.

Dusledek: Pro i = 1,...,n existuji linedrni zobrazeni ¢¢ : E — R, ¢i(7) := v’ —
soufadnicové funkcionaly na E vzhledem k basi e. Tato zobrazeni jsou prvky E*
a jsou linedrné nezavisla. Skalarni soucin na redlném vektorovém prostoru E je

zobrazeni
s:ExFE—R,

které je bilinearni, symetrické a positivné definitni, t.zn. pro vSechna aq, as, by, by €

R, @, 1,1, U, 0,05 € E plati
o s(aty + agily, V) = ays(uy, V) + ags(us, V)
o (@0, byl + boths) = bys(ii, 7)) + bos (i, U)
o s(ii, ¥) = s(¥, @)
o s(il, i) >0 A (s(i,@) =0 = @=0).

Obvyklé znaceni: s(u,v) = 4 - V.

Jednotkovy vektor n: -7 =1
Kolmé vektory u,v: @-v=0
Norma vektoru u: |i| :== ViU -4

<L

I

Uhel vektorti ii,7: ©, 0 <O <7, cosO = |

jednoznac¢né. Napi. s(€;, €;) = s,0;; je skalarni souci

B Skalarni soudin neni uréen

=
=

=

pro libovolna s; > 0. Avsak:

Véta 1.1.2 Necht s je skaldrni soucin na konecéné rozmérném vektorovém prostoru
dimenze n. Pak existuje base (€1, ...,€,) tak, Ze s(€;,€;) = d;;. Tato base se nazyjvd

ortonormalni.

Dusledek: V ortonormalni basi

kde u’,v* jsou soufadnice vektorti @, v t.j. u’ = ¢%(d), v' = ¢ (V).



Orientace n-rozmérného vektorového prostoru: multilinearni, totalné an-
tisymetrické zobrazeni
e:Ex..xFE—R

takové, Ze existuje ortonormalni base, ve které e(éj, ..., €,) = 1.

SmiSeny soucin vektoru: (71, ...,7,) := €(¥y, ..., Uy).

Cviceni 1.1.1 Napiste (04, ...,7,) v ortonormdlnich sloZkdch vektord v;

-
—

(a@,b) | je obsah rovnobézinika a | (a,l;,@ | je objem
b, C.

Cviceni 1.1.2 UkaZte, Ze

rovnobéznosténu s hranamsi a,

Tvrzeni 1.1.1 Necht na n- rozmérném vektorovém prostoru je zaddn skaldrni sou-
¢in a orientace. Pak pro kaZdou usporadanou (n — 1)-tici vektori (v, ..., Uy_1) exis-
tuje praveé jeden vektor V' takovy, Ze

—

Vi € E e(y,..., Ty1,1) =V - .

Vektor V' se nazyva vektorovym souéinem vektort (v, ..., ¥,_1). Nékdy se pouziva

zmadeni V = [, ..., ,_1]. V t¥rozmérném vektorovém prostoru (@, b, @) = [@,b].¢ =
a.[b,d.

-

Cvideni 1.1.3 Spocitejte soutadnice vektorovijch soucind [@], [@,b] a [a@,b,d.

Definice 1.1.1 Base (fi, ..., fn) v prostoru s orientaci € se nazyvd pravotofiva

—

(levoto&iva), pokud e(fi, ..., ) > 0, (< 0).

Piiklad: Necht (€7, €3) je levotociva. Pak (€1, —€3) je pravotociva.

Zrcadleni: Pé; = —¢€; méni (neméni) tocivost base pokud dim E je licha (suda).

1.2 Afinni prostory, kartézské souradnice

Elementarni geometrické pojmy jako "rovina” ¢i ”3-rozmérny prostor” je casto uzi-

tecné formalizovat pomoci afinnich prostort.

Definice 1.2.1 Afinnim prostorem nazgvame usporddanou trojici £ = (E,d, E),
kde



e [ je mnozina
o £ je vektorovy prostor.
) d:ExE—>E_', takoveé Ze

1. d(a,b) + d(b,¢) + d(c,a) = 0.
2.VaeEd,: E— E, d,(b) :=d(a,b) je bijekce.

Rozmérem afinniho prostoru £ nazyvdme rozmér pridruzeného vektoroveého prostoru

—

E

Casto se znad¢i d(a,b) = a — b a d; (V) = a+ 7.
Bod — prvek afinniho prostoru (pfesnéji mnoziny E).

Souradnice bodu vzhledem k pocatku o a basi e:

Voo : B — R", h,o(b) = (b, 02, ...,0") == (¢L(b— 0), ..., ¢2(b — 0)),

kde ¢! jsou soufadnicové funkcionély na E.Z linearity ¢ a vlastnosti d plyne

5e(b1) = ) (ba) = @L(b1 — ba).
Je-li base e ortonormalni, pak se souradnice nazyvaji kartézské.
Transformace souradnic: Necht 1,, z/;O,e jsou dva sytémy souradnic vzhle-
dem k pocéatku a basi (o, (€, ...,€,)) respektive (0, (ejl, ,e:’n)) Pak pro né plati
vztah

be(b) = U5 (b +E)S], (1)

kde @ =6—o, & = S7€; a matice S} je invertibilni.
Dk.:o+ ¢pi(b— 0)& =b=06+ ¢l(b—0)&; = ...

Primka se smérovym vektorem u € E.u # 0 prochéazejici bodem a € E:
{beE| b=a+kiu, keR} (2)

CvicCeni 1.2.1 Z definice (2) odvodte rovnice pro kartézské soutadnice bodi primky

prochdzejici bodem a a magici smérovy vektor .



Rovina prochazejici bodem a € E urcend dvéma linedrné nezavislymi vektory
Uy, dy € E:
{b€E| b:a+klﬁl+k2ﬁ2, k’l,k’QQR} (3)

Cvi€eni 1.2.2 7 definice (3) odvodte rovnici pro kartézské soutadnice bodi roviny

prochdzejici bodem a a majici smérové vektor iy, is.

Definice 1.2.2 (£, d;, El) je afinnim podprostorem (F,d, E) pokud
By CE, di =d|pxp,

a El je linedrni podprostor E.

Cviceni 1.2.3 Ukazte Ze primka a rovina jsou afinnimi podprostory (dimenze 1,2)

afinniho prostoru.

Vektorové podprostory Span({u}), Span({u1,u2}) se nékdy nazyvaji smérem (¢i
zaméfenim) piimky respektive roviny. Odtud okamzité plyne definice rovnobéznych
primek a rovin.

Rovnobézné primky: Span({v}) = Span({u}).

Rovnobézné roviny: Span({v),vs}) = Span({i, ts}).

Cviceni 1.2.4 Napiste “rovnici roviny” v 3-rozmérném prostoru rovnobézné s “ro-
vinou”

ar+by+cz+d=0

Podobné 1ze definovat i nadroviny ve vicerozmérnych prostorech, jejich smér a rov-

nobéZnost.

Cviceni 1.2.5 Napiste definici nadroviny dimenze m (v afinnim prostoru dimenze

n>m).
Nadrovina prochazejici bodem a a kolma na {1, ..., U }:

(beE|(b—a)d =0, j=1,..k} (4)



Tvrzeni 1.2.1 Rozmér nadroviny kolmé na {vy, ..., Uy} je n —m, kde

m = dim Span(vy, ..., V)

Diisledek 1: Pokud 7, ..., U jsou linearné nezavislé, pak rozmér nadroviny je n — k.

Disledek 2: Podmnozina 3-rozmérného afinniho prostoru:
{be E|(b—a)n=0}
je rovina. Vektor 77 se nazyva normalovy vektor roviny.

Cviceni 1.2.6 Definujte primku v 3-rozmérném afinnim prostoru pomoci skaldr-

nitho soucinu.

Cviceni 1.2.7 Necht kartézské soutadnice bodu roviny spliiuji rovnici
ar+by+cz+d=0. (5)

Najdéte jeji normdlovy vektor.

Uhel dvou rovin: thel jejich normélov§ch vektort.

Cviceni 1.2.8 Napiste rovnici roviny, kterd svird s rovinou (5) ihel 90 a 60 stuprii.

Konec¢nérozmeérny realny vektorovy prostor vybaveny skalarnim soucinem se na-
zyva Eukleidtiv. Podobné mtizeme definovat i afinni Eukleidtiv prostor jako afinni
prostor, jehoz pridruzeny vektorovy prostor je Eukleidtv.

Vzdalenost bodu v afinnim Eukleidové prostoru:
p(a,b) :== s(a —b,a —b)

Eukleidova grupa: Mnozina afinnich zobrazeni F' : ' — FE zachovavajicich vzda-

lenosti bod.

Tvrzeni 1.2.2 V kartézskiyjch souradnicich maji transformace Eukleidovy grupy tvar

®:R*— R’ ©:2'— 2l +d, S/deR, D SISE=4 (6)
k=1



Cvicéeni 1.2.9 Necht Fy, Fy jsou dvé transformace Eukleidovy grupy. Napiste, jak

se transformugi souradnice pri jejich sloZeni Fy o Fy.

Tvrzeni 1.2.3 Necht f je diffeomorfismus R™ zachovdvajici vzddlenosti. Pak [ je
prvkem Eukleidovy grupy.

Existuje i alternativni definice Eukleidova prostoru bez pouziti jeho vektorové ¢i

afinni struktury opirajici se o transformace soufadnic (6):

Definice 1.2.3 Necht M je mnoZina mohutnosti kontinua a K je mnozina, jejiz

pruky jsou prostd zobrazeni M na R™ a kterd splnuje ndsledujici podminky:

1. Pro kaZdé k, k' € K existuje ortogondlni matice A € R™™ q redlnd ¢isla

ct,....c" tak, Ze pro kazdé m € M plati

K'(m) = ATk (m) + ¢'.

2. Mnozina K je mazimdlni mnoZinou splnujici podminku 1.
Pak dvojici (M, K) nazveme redlngm Eukleidovym prostorem dimenze n.

Je prirozené nazvat prvky m € M body Eukleidova prostoru a prvky £ €

kartézskymi souifadnicemi na tomto prostoru.
Cviceni 1.2.10 Ukazte, ze K jsou tridy ekvivalence vsech bijekci M — R™.

Prikladem Eukleidova prostoru je (R™,[id]). Je zfejmé, Ze pro dané M existuje
nekonecné mnoho Eukleidovych prostori, nebot libovolné bijekce M — R™ definuje
Eukleidtav prostor.

Na takto definovaném Eukleidové prostoru je mozno vzdy zavést afinni struk-
turu zptisobem (M, R™, d), kde d(a,b) = (k*(a) — k' (b),. .., k"(a) — k"(b)).
Vzdalenost bodu v Eukleidové prostoru (M, K) je definovana obvyklym zptisobem

plasb) = J > (k) — K (1) g

J



Cviceni 1.2.11 Ukazte, Ze definice vzddlenosti bodi (7) je nezdvisld na vybéru k €

K.

Nebot se malokdy soucasné uvazuji Eukleidovy prostory se stejnym M a rtiznym K,
oznacuji se Casto Eukleidovy prostory dimenze n jednim symbolem FE,,.
Pro potteby diferencidlni geometrie je dilezity pojem tecného vektoru v Euk-

leidové prostoru.

Definice 1.2.4 Necht F(E,) oznacuje mnoZinu vsech nekonecné derivovatelngch
funkci na E,. Teénym vektorem Eukleidova prostoru v bodé a nazveme zob-
razent

Y, F(E,) = R Y, (f) ==y 0uf(a) + ...+ y"0nf(a), (8)
kde (y*,...,y") € R"

Poznédmka: Te¢ny vektor se také nékdy nazyva vazany, nebot je "svazan” s bodem

a.

Cviceni 1.2.12 Co myslime pojmem “nekonecné derivovatelné funkce” na E, a co
znamenaji vyrazy O f(a) na pravé strané (8)?
Na rozdil od vzdalenosti, soufadnice te¢ného vektoru zaviseji na volbé souradné
soustavy. Vztahy mezi soufadnicemi vektoru Y, ve dvou soustavach k, k" € K jsou
dény vzorci

y' = Ay
Vsimnéte si, Ze je-li ¢' i-t4 soufadnice bodu v E,, pak je rovnéz funkci z F(FE,) a
plati

Yo(0') =y

Od nynéjska budeme pracovat témér vyhradné s Eukleidovymi prostory F, a

jejich podmnozinami. Pro n = 2,3 obvykle 2! = x, 2% = y, 23 = 2.

2 Krivky

Intuitivné jsou kiivky ”jednorozmérné podmnoziny” prostoru ¢i roviny napi. kruz-
nice nebo Sroubovice. Mohou byt zadany implicitné (algebraickymi rovnicemi) nebo

parametricky (jako zobrazeni jednorozmérného intervalu).

9



2.1 Krivky v R”

Lokalni vlastnosti kiivek je mozno zkoumat pomoci tzv. parametrického zadani

elementarni krivky:

Definice 2.1.1 Parametricky zadanou (elementdrni) kfivkou nazveme zobrazeni

f:1— R" kde I je interval v R, ktery miZe byt i (polo)nekonecny.

Casto se kiivkou nazyva pouze obor hodnot zobrazeni f. Spravné se tomuto oboru
fiké stopa krivky (Srovnej okamzitou polohu kiidy versus zbyly obrazek na tabuli).
Bodem krivky pak nazyvame prvek stopy kiivky.

Piiklad: Astroida: f(t) = (cos®t,sin®t), t €< 0,27 >. Porovnej se stopou kiivky
f(t) = (cos®2t,sin2t), t €< 0,27 >.

Cviceni 2.1.1 Napiste parametricke vyjadrent cykloidy — krivky kterou opisuje bod

kruznice pri jejim “kutaleni” po tecné primce.

Cviceni 2.1.2 Napiste parametrické zadani sroubovice. Je tato krivka drahou hmot-

ného bodu v néjakém fyzikalnim poli?

Obvykle uvazujeme kiivky odpovidajici funkcim f majicim specialni analytické vlast-
nosti, napiiklad ze f je diferencovatelna, nekonecné diferencovatelna ¢i dokonce re-
alné analytickéd t. zn. ze Taylortiv rozvoj v kazdém bodé konverguje v jistém okoli
k funkci f. V dalsim budeme ptredpokladat, ze f je asporn jednou spojite diferenco-
vatelnd, t.j. £ € C'(I), ¢asto, ale budeme tento pozadovek rozsifovat na vyssi podet
derivaci.

Dalsi, na prvni pohled pfirozenéjsi zptisob, je zadani ki¥ivky jako podmnoziny

Eukleidova prostoru pomoci tzv. implicitniho zadéani (stopy) kfivky:

Definice 2.1.2 Necht O je oblast v R™,
F:0-R""', FeCY(0).
Implicitné zadanou krivkou nazveme mnozinu
a={Z¥€ O | F(Z) =0}. 9)

10



Priklad:
n = 2: Elipsa: F(x,y) = a?2* + b*y? — 1, Descarttv list: F(z,y) = 2 + y3 — 3axy.
n = 3: Vivianiho kfivka: F(z,y, 2) = (22 + y® + 22 — R2, (x — R/2)? + 1> — R?/4).

Specialni ptfipad implicitniho i parametrického zadani kiivky v roviné je graf
funkce y = f(z). (Vysvétlete !)
Cviceni 2.1.3 Sestavte rovnice pro "taZnou krivku” (traktriz) a napiste jeji impli-
citni vyjadrens.
Ne vSechny body implicitné zadané kiivky maji tu vlastnost, ze jejich okoli pripo-
mind jedno rozmérny objekt.

Cviceni 2.1.4 Nakreslete Descartuv list. Ktery bod je zvldstni?

Singularni body implicitné zadané kiivky: F(7;) =0 a
OF;
k| =—|(Zy) <n-—1
ran (8:5]-) (Zo) <n
Regularni body implicitné zadané krivky: F(Z;) =0 a
OF;
k|=—)(Zy) =n—1.
ran (8xj> (Zo) =n

Je tTeba si uvédomit, ze parametricky a implicitné zadana kiivka jsou matema-
ticky zcela odlisné objekty. V prvnim pfipadé se jednd o zobrazeni do Eukleidova
prostoru, zatimco v druhém piipadé o jeho podmnozinu. Prechod od parametrického
k implicitnimu zadani (stopy k¥ivky) je mozno za ur¢itych podminek uskuteénit vy-

louc¢enim parametru ¢ z rovnic

ot = f1t),..., 2" = fu(t) (10)

Véta 2.1.1 Necht f je parametricky zadand kiwka a f,(to) # 0. Pak existuje okoli
(a,b) bodu ty an—1 funkci ®;, j=1,...,n—1 tak Ze pro t € (a,b) z; = f;(t) =
D (fn(t)) = @j(xy), kde x,, leZi v okoli f,(to).

11



Disledek: Parametricky zadanou kiivku f(t) je mozno zadat implicitné zptisobem
{Z e R"|F;()=0,j=1,...,n—1},

kde Fj(Z) == a; — ®;(x,) = x; — f;( [ (@)
Pfiklad: (ptl)kruznice x = cost,y = sint = {7 € R*|z — cos(arcsin(y)) = 0}

Obréaceny prechod lze obdrzet fesenim rovnice F(z',...,2") = 0 v terminech

vhodné zvoleného parametru:

Véta 2.1.2 Necht & je nesinguldrnim bodem implicitné zadané kiivky o (9). Pak
existuje jeho okoli v R™ a parametricky zadand krivka f tak, Ze jeji stopa je na tomto

okoli rovna «.
Cviceni 2.1.5 Z implicitniho zaddni primky odvodte jeji parametrické zaddnd.
Cviceni 2.1.6 Napiste implicitni vyjadreni cykloidy.

Cviceni 2.1.7 Napiste parametrické zadani Descartova listu. Jako parametr po-

uZjte t = y/x resp. u= (t+1)71.
Cviceni 2.1.8 Presvédcte se, Ze
13 .
x:a(cost+logtan§), y = asint (11)
je parametrické zadani tazné krivky. Jaky je geometricky vyznam parametru t?

Definice 2.1.3 Necht f je parametricky zadand k¥ivka. Kvivka f se nazgvd rychlost
krivky £. Body krivky, ve kterych je rychlost nulova se nazyvaji kritické. Krivka se

nazjvd regulérni pokud |f| # 0 na 1.

Cviceni 2.1.9 Najdéte singuldrni body implicitné zadaného Descartova listu. Od-

povidaji tyto body kritickym bodum parametrického zaddni?

Cviceni 2.1.10 Najdéte kritické body cykloidy?

12



Cviceni 2.1.11 Sroubovice se projektuje na rovinu xy primkami svirajicimi s osou

z 1hel ©. Pro jaké © bude mit projekce kritické body?

Cviceni 2.1.12 Je astroida requldrni kiivka? Sroubovice?

Cviceni 2.1.13 Je Descartuv list v parametrizacich cviceni 2.1.7 requldarni krivkou?
CvicCeni 2.1.14 Napiste priklad krivky s jednotkovou rychlosti.

Rychlost regularni kiivky urcuje smérnici te¢ny. Teéna kiivky f v bodé A je primka
g prochéazejici bodem A majici nasledujici vlastnost: Je-li B bod kiivky f blizky k
A, |BA| je vzdalenost bodt A, B, |Bg| je vzdalenost bodu B od pfimky g, pak

|Bg|

Véta 2.1.3 Necht f je prosté a |f'(t0)| # 0. Pak smérnice tecny parametricky zadané
kiivky v bodé £(ty) je ddna rychlosti kiivky f(to)

Disledek: Te¢na kiivky v bodé f(¢) je zadana parametricky zobrazenim
p(k) =f(t) + kf(t), k € R (13)
nebo implicitné (vylou¢enim k) rovnicemi
W — PO = " — PO, G=1, . n—1, ) A0 (14)
Cviceni 2.1.15 Necht
fu) = ( )

(Descartiv list v parametrickém zadani). Spoéitejte tecny v bodech uréengch hodno-

3a(l —w)u®  3a(l —u)?u
1—3u—+3u?"1—3u+ 3u?

tami parametru u =0, u=1/2, ;u = 1. Jaké body to jsou?
Te¢nu kiivky je mozno urcit i z jejiho implicitniho vyjadfeni. Plati napft.

Véta 2.1.4 Necht krivka je zaddna implicitnim vyjadrenim F(z) = 0 a gradF (Zy) #

0 (t.j. (Zo) nend singuldrnim bodem). Pak rovnice tecny této kiivky v bodé () je

(& — &) - gradF (Zy) =0 (15)
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Z této véty a véty (2.1.3) je zfejmé, Ze singularni a kritické body jsou néjakym
zpusobem vyjimecné neb v nich nelze definovat tecnu, prestoze z geometrického

hlediska miZze existovat (napt. pro f(t) = (¢,¢3) vt = 0).

Nékteré kiivky, které se nam intuitivné zdaji byt stejné (napf. maji stejnou

stopu), je mozné prevést na sebe reparametrizaci.

Definice 2.1.4 Nechtd : (a,b) — R", R (¢,d) — R jsou diferencovatelné krivky.

Rekneme, Ze ﬁ je reparametrizaci a, pokud
3h: (¢,d) — (a,b), h#0na (¢,d), 3=doh. (16)
Rekneme, Ze 3 je kladnou (zdpornou) reparametrizaci &, pokud h > 0, (< 0),

Disledek: G(s) = &(h(s))h(s).

Neregularnost krivky v bodé muze byt dvojiho druhu: odstranitelnd a neod-
stranitelna.
Piiklad: f(t) = (0,%) neni regularni v nule, ale transformaci f o h, kde h(t) = t'/3

ji mizeme zregularizovat.

Definice 2.1.5 Kfivka d je regularizovatelna v ty, pokud ezistuje h : (¢, d) — Uy,
afB=do h tak, 563(&)) £ 0.

Véta 2.1.5 Necht rovinnd kfivka je zaddna v parametrickém tvaru.

T = fl(t)7 Yy = f?(t>

Pak v bodé (f1(to), f2(to) krivka neni reqularizovatelnd, pokud v tomto bodé md pruni

nenulova derivace f sudy rdd.

Priklad: (0,0) je neregularizovatelnym bodem kiivky @ = (2, t3).

Cviceni 2.1.16 Naleznéte nereqularizovatelné body asteroidy.
r=acos*t, y=asin*t

Cviceni 2.1.17 Naleznéte neregularizovatelné body tazné krivky.
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Diilezitou charakteristikou kiivky je délka jejiho oblouku, ktera je i jejim pfirozenym

parametrem.

Definice 2.1.6 Necht f : (a,b) — R™ je diferencovatelnd krivka a [c,d] C (a,b).
Délkou L.4[f] oblouku ktivky mezi f(c) a f(d) nazveme supremum délek vsech

vepsanych lomenych ¢ar (zachovdvajici posloupnost bodi kiivky).

Véta 2.1.6 ;
Lalt] = [ (0] (1)

Cviceni 2.1.18 Najdéte délku oblouku cykloidy mezi dvema kritickymi body.
Cviceni 2.1.19 Najdéte délku astroidy

Véta 2.1.7 Necht’ﬁje reparametrizaci &. Pak Loy [5] = L.4[d].

Délka krivky je prirozenym parametrem regularni kiivky:

Véta 2.1.8 Necht d je requldrni na (a,b). Pak existuje reparametrizace délkou je-
jtho oblouku s pocdatkem v pevném bodé — pFirozena parametrizace. Prislusnd
reparametrizace je ddana vzorcem

() = Bis(t), s(t) = [ &), to.t € (a,b)

to
kde d(ty) je bod krivky odpovidagici parametru s =0 a |5| =1.
Prirozena parametrizace je urCena az na pocatek a znaménko:
Véta 2.1.9 Necht § je reparametrizace @ a |B\ =1=|a| . Pak
B(t) = (=t + to)

V dalsim se omezime na studium kfivek v roviné a prostoru
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2.2 Krivky v roviné

Rovinou budeme nadéale nazyvat Eukleidiv dvourozmérny prostor s pevné vybra-
nym systémem kartézskych soufadnic. Dilezitou charakteristikou rovinnych kiivek

je jejich lokalni kiivost, kterd se urcuje ze zmény tzv. smérového thlu kiivky.

Vé&ta 2.2.1 Necht f : (a,b) — R? je requldrni rovinnd krivka a 0y je tihel, pro ktery
plati
f(to)
[£(to)|
Pak ezistuje prdvé jedna spojitd funkce 0 : (a,b) — R tak, Ze 0(ty) = 6y a

= (cos Oy, sin by).

f(0)

[£(2)]

Funkce 0 se nazyva smérovy uhel kiivky.

= (cosf(t),sinf(t).

Definice 2.2.1 Lokalni kfivosti rovinné kiivky ko nazveme zménu smeérového

thlu 0 na jednotku délky v daném bodé
Af

Rog = lim —
As—0 AS

Cvi€eni 2.2.1 Ukazte, Ze lokdlni krivost kruznice v libovolném bodé je 1/ R a lokdlni

krivost primky je nula.

Véta 2.2.2 Pro parametricky zadanou requldrni kiivku £ € C® je kifivost ddna

vzorcem L

_ hfa— fiks
(f2 + f3)32

Absolutni hodnota prevracené hodnoty kiivosti se nazyvéa (lokalni) polomér k¥i-

(18)

Ko [f]

vosti.

Cviceni 2.2.2 Spocitejte polomér krivosti krivky dané grafem funkce y = x™, n =

1,2,3,... v bodé (0,0).

CvicCeni 2.2.3 Spocitejte lokdlni poloméry krivosti elipsy ve vsech jejich bodech.

Jaké jsou jejich maximdalni a minimdlni hodnoty.
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Normala rovinné k¥ivky v jejim bodé je piimka prochézejici timto bodem a kolmé

na tecnu.

Cviceni 2.2.4 Napiste rovnici normdly pro parametricky zadanou krivku.

Cviceni 2.2.5 Spocitejte délku normaly v libovolném bodé A taziné krivky. Délkou
normaly se zde rozumi délka usecky AN, kde N je prisecik normdly v A s asympto-

tickou osou tazné krivky.

Cviceni 2.2.6 Ukazte, Ze pro taznou kriwku je soucin lokdalniho poloméru krivosti

a "délky normaly” konstantni.

Véta 2.2.3 Pro pfirozené parametrizovanou requldrni kiivku £ € C® plati

B(s) = ras)(=Bals), B (s)). (19)

Oskulaéni kruznice kiivky v jejim bodé je kruznice se stfedem lezicim na normale

v daném bodé ve vzdalenosti lokalniho polomeéru kfivosti od bodu kiivky.

Cviceni 2.2.7 Upresnéte polohu stredu oskulacni kruznice.

Véta 2.2.4 Krivost rovinné krivky je aZ znaménko invariantni vici reparametrizaci.

— .

G=doh= ra[f](t) = sign(h(t)) k2l (h(t))

Plati i obracena véta, ze které plyne, ze kiivost urcuje kiivku az na Eukleidovské

transformace roviny:

-

Véta 2.2.5 Necht 3,d jsou dvé pfirozené parametrizované krivky na stejném inter-
valu (a,b) magici stejnou rovinnou kiivost. Pak existuje Eukleidovskd transformace
T:R?2—R2 takse 3=Tod

Mimo to ke kazdé spojité (skalarni) funkci lze nalézt kiivku tak, aby byla jeji kiivosti.
Véta 2.2.6 Necht k: (a,b) - R, k€ C°. Pak f: (a,b) — R?
£(s) = ( /O " cos[f(s)ds’, /O | sinw(s’)ds'), (20)
kde
o(s) = /O " k(s')ds' (21)

je prirozene parametrizovand kiivka, jejiz krivost je k.
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Vztahu mezi délkou rovinné kiivky a jeji kiivosti ko = ko(s) se rovnéz fikd priro-

zena rovnice krivky — nezavisi na vybéru kartézskych souradnic v roviné.

Cviceni 2.2.8 Urcete rovinnou krivku, jejiz krivost je

2.3 Kirivky v prostoru

Parametrické zadani: f : I — R3.
Piiklad: Sroubovice, f = (a cost,a sint,bt), I = R.
Implicitni zadani: F: O — R?, O C R?, F € C'(O)

a= {7 c R? F(£) = 0}.
Priklad: Vivianiho kfivka - prunik koule a vélce:
{(FeRY 2>+ 9> + 22 =4d®, (v —a)® +y* =d*}
Cviceni 2.3.1 Najdéte singuldrni body Vivianiho krivky.

Tvrzeni 2.3.1 Necht kiwka md requldrni parametrizaci a fi(to) # 0. Pak v okoli

(zo = fi(to),vo = f2(to), 20 = f3(to)) € R? lze krivku zadat implicitné rovnicems
y_(b(x) :07 Z—@/J((%):O,
kde ¢, jsou reguldarni funkce.

Ditkaz: <= Véta o implicitnim zobrazeni.

2.3.1 Tecna, normala a binormala

Rovnice tecny v regularnim bodé f(¢) parametricky zadané kfivky:

z— fit) _ y - fa(t) 2= f3(t)

A fa(t) f3(t)

Rovnice tecny v regularnim bodé (xg, 3o, 29) implicitné zadané kiivky o:

T — o . Y — Yo . Z— 20
Fl,yFZ,z - Fl,zF2,y Fl,zFZ,a: - Fl,:cF2,z Fl,xFQ,y - Fl,yFZ,z

Normalova rovina krivky v bodé A: Rovina kolm4 na teénu v bodé A.
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Cviceni 2.3.2 Napiste rovnici normalové roviny v libovolném bodé krivky pro pa-

rametricky 1 implicitnée zadanou krivku.

Definice 2.3.1 Necht A, B jsou body kFivky ~y, g je rovina prochdzejici bodem A,
= |BA|, 0 := vzddlenost B od g. Rovinu g nazveme prilehlou (oskulacni) ke

krivce v v bodé A, pokud

Véta 2.3.1 Parametricky zadand dvakrat diferencovatelnd krivka md v kaZdém svém
requldrnim bodé ptilehlou rovinu. Ta je uréena bud jednoznacné vektory f, f (pokud

jsou lin. nezdvislé) nebo kazdd rovina obsahujici tecnu je prilehld.

Cvigeni 2.3.3 Necht vektory £(t), £(t) jsou lin. nezdvislé. Napiste rovnici roviny
piilehlé ke krivce £ v bodé £(t).

Hlavni normala: Prisecnice norméalové a prilehlé roviny.

Binormala: Pfimka kolmé na tednu a hlavni normélu.

Cviceni 2.3.4 Napiste rovnice tecny, prilehlé roviny, hlavni normdly a binormdly

pro libovolny bod sroubovice. Ukazte Ze hlavni normdly protinaji osu z.
Cviceni 2.3.5 Nechf prilehlé roviny k¥ivky v bodech f (t) jsou dany rovnicems
A(t)x + B(t)y + C(t)z + D(t) = 0.

Urcete funkci (krivku) f.

2.3.2 Krfivost a torze

Délka oblouku prostorové kiivky: L = [ \/ Fi)2+ fo(t)2 + f3(t)2dt

Cviceni 2.3.6 Najdeéte délku oblouku Lo krivky
£(t) = (cosh t, sinh t,t)

Kfivosti prostorové kiivky nazveme zménu tthlu te¢ny na jednotku délky, presnéji:
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Definice 2.3.2 Necht A, B jsou body krivky v, |A®| je velikost uhlu mezi tecnami
v bodech A a B, |As| je délka oblouku AB. K¥ivosti k kfivky v v bodé A nazveme

lim ‘A@|
B—A |As|

Vsimnéte si, ze k > 0.

Véta 2.3.2 Prirozené parametrizovand dvakrdt diferencovatelna krivka 3 md v kaz-

déem bode definovanou krivost danou vzorcem
k= B(s)]- (22)
Cviceni 2.3.7 Jak vypadd krivka s nulovou krivosti ve vsech svych bodech?

Definice 2.3.3 Necht 3 je piirozené parametrizovand krivka a k(s) # 0 na néja-
kém intervalu. Triadou (reperem, Frenet frame field,...) v bodé s nazveme tro-
jic (f(s),é(s),ﬁ(s)), kde T(s) := 5(3) je tav. jednotkovy tecny vektor, N(s) :=
3(s)|6(s)|™* ~ jednotkovy normdlovy vektor, B(s) := T(s) x N(s) — jednotkovy

binormalovy vektor.

Vyse zadané vektory definuji v kazdém bodé kiivky kartézsky souradny systém,
pomoci kterého mizeme vyjadrit libovolny vektor v tomto bodé. ”Pohyb” tohoto
systému podél krivky vyjadiuji derivace jednotkovych vektort tecny, normaly a

binormaly, které jsou urceny tzv. Frenetovymi formulemi.

Véta 2.3.3 (Frenetovy vzorce pro p.p. kiivku) Necht 5 je prirozené parametrizo-

vand krivka magici nenulovou kiivost k na intervalu (c,d). Pak existuje funkce
7:(¢,d) — R tak, Ze

T(s) = k(s)N(s) (23)
N(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s) (24)
B(s) = —(s)N(s) (25)

Odvozeni Frenetovych vzorca Predpokladame, Ze kiivka je zapsdna v ptirozené

parametrizaci. Pak te¢na, normala a binormala jsou urceny definici 2.3.3.
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Plati

G(s)-Bls)=1 = f(s)-Als) =0 = T-N=0,
takze vektory f, N , B tvoii v kazdém bodé krivky ortonormalni systém.
Ze vzorce (22) okamzité plyne (23).
Dale
T=-T-B=-xkN-B=0, (26)

—

=1 = B-B=0. (27)

&

B-T=0 =

]l

B.
Z (26), (27) a ortonormality T,N, B pak plyne, Ze B je tmérny N neboli existuje
funkce 7, tak ze plati (25).

Nakonec

Z (28), (29) a jiz dokdzanych rovnic (23), (25) plyne (24).

Funkce 7 méri "nerovinnost” kiivky. Plati totiz

Véta 2.3.4 Necht’g je prirozené parametrizovand krivka o k > 0 na néejakam in-

tervalu. Pak gje rovinnd < 7 = 0.

Definice 2.3.4 Necht krivka £ md jednoznacné definované prilehlé roviny v inter-
valu (¢, d). Oznacme p(tq,ts) dhel prilehlych rovin v £(t1) a £(t2). Velikosti torze

krivky £ v bodé ty nazveme

Véta 2.3.5 Pro requldrni p.p kifivky 3 s nenulovou kifivosti je 7(to) = |7 (to)].

Z tohoto dtivodu se funkce 7 nazyva torzi k¥ivky. Na rozdil od kiivosti miize nabyvat

i zapornych hodnot.
Cviceni 2.3.8 Naleznéte f,ﬁ,é, K, T pro Sroubovici.

Triadu lze definovat pro libovolnou regularni kiivku s positivni kiivosti a lze pro ni

napsat i Frenetovy vzorce
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Definice 2.3.5 Necht @ je requldrni krivka, 5 jeji prirozend reparametrizace a, ﬁ #+
0, (f, N, é) je tridda krivky B

P TR
T5(s) == B(s), Nz(s) := ——, Bjz(s) :==Tj5(s) x Ns(s).
’ e
Triadou krivky & nazveme
Ta(t) == Ty(s(1), Na(t) := Na(s(t)), Ba(t) := By(s(1)), (30)

kde 5(t) = |a(t))

Z definice krivosti a torze krivky plyne

ra(t) = rg(st)), Ta(t) = 75(s(t)) (31)

a Frenetovy vzorce lze zobecnit i na obecnou kfivku:

Véta 2.3.6 Pro triadu definovanou (30) plati

— —

Ta(t) = |a(t)|ra(t)Na(t) (32)

—

Na(t) = —a(t)

—

ra(t)Ta(t) + |a(t)|72(t) Ba(t) (33)
Ba(t) = —|a(t)|ra(t) Na(t). (34)

Ze vzorce (22) lze spocitat i vzorce pro kiivost a torzi kiivky v libovolné paramet-

rizaci

(35)

o — | x @ (a
|

P

(Porovnej s (18).)
Cviceni 2.3.9 Ukazte Ze pohyb cdstice v centrdlnim potencidlovém poli je rovinng.

Kfivost a torze jsou ”vnitinimi charakteristikami k¥ivky” nezavislymi na jejim vno-

feni do prostoru:

Véta 2.3.7 Krivost a torze prostorové krivky je invariantni viuci vlastnim FEukleido-
vim transformacim T(Z) = AZ+b, kde A € SO(3),b € R3. P¥i nevlastni Eukleidové

transformaci (det A = —1) zméni torze znaménko.
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Hlavni vyznam kiivosti a torze spociva v tom, ze prostorova kiivka je urcena kiivosti

a torzi ve vsech svych bodech jednoznac¢né az na umisténi v prostoru:

Véta 2.3.8 Necht k,q jsou diferencovatelné funkce na intervalu (a,b), k > 0. Pak
existuje prirozené parametrizovand krivka 5 : (a,b) — R? jejiz krivka a torze je

rovna k, resp. q.

Véta 2.3.9 Necht A, 5 jsou dvé requldrni krivky, definované na stejném intervalu
a magici na ném stejnou positivni krivost a torzi. Pak existuje vlastni Fukleidovské
zobrazeni F : R® — R3 tak, Ze 5: Foa.

Jednoduchym dtsledkem této véty je, ze libovolna kiivka s konstantni kiivosti

a torzi je sroubovice nebo kruznice.

Cviceni 2.3.10 Reste Frenetovy vzorce pro T, k = const.

3 Plochy v R?

3.1 Pojem plochy

Definice 3.1.1 Parametricky zadanou (elementdrni) plochou v prostoru na-
zveme zobrazeni £ : Q — R3, f: (u,v) — (2,9,2), kde Q je oteviend jednoduse
souvisld podmnozina v R? a f je aspori jednou spojité diferencovatelnd na Q. Kvivky

f(u,v9), f(ug,v) jsou tzv. souradnicové ¢ary zadané plochy.
Priklad: Parametricky zadany povrch koule:
Q=R? f:(u,v) — (cosucosv,sinucosv,sinv).

Cviceni 3.1.1 Helikoid je geometricky definovdn jako plocha vytvorend primkou
rotujici kolmo na danou osu, kterd se podél ni navic pohybuje — oboji s konstantni

rychlosti. Napiste jeji parametrizaci.

Cviceni 3.1.2 Napiste parametrizaci Mobiova listu.
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Definice 3.1.2 Parametricky zadand plocha je regularni v bodé (uo, vy) pokud

Rank ( S Jou Jou ) (uo,vo)] = 2. (36)

fl,v f2,7) f3,v

Parametricky zadand plocha je requldrni pokud je regquldrni v kaZdém bodé Q2 (im-

mersion, vnorent).

Véta 3.1.1 Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

i)Parametricky zadand plocha je requldrni v bodé (ug, vy).

i) det(%:% in::f;;’)(uo,%)#o.

iii) Vektory fu(uo, vo), fu(uo, vo) jsou linedrné nezdvislé.

Priklad: Povrch koule je regulérni pro v # (k + 3)m, k € Z. Pro Q = (0,27) X

(—=m/2,7/2) je navic injektivni.
Cviceni 3.1.3 Je Mobitv list requldarni plocha? Pro jaky obor souradnic?

Véta 3.1.2 Je-li parametricky zadand plocha requldarni a injektivni, pak £ je difeo-
morfismus Q — £().

Dikaz: Véta o inverzni funkei.

Definice 3.1.3 Podmnozinu S C R? nazveme regularni plochou pokud pro kazds
jeji bod existuje okoli U C R3, Q C R? a zobrazeni f : Q — R3, které
i) je homeomorfismem Q a SNU.

ii) je requldrni parametricky zadanou plochou.

Zobrazeni f vytvareji na regularni plose tzv. lokalni systémy souradnic.

Piiklad: Povrch koule v R? je regularni plocha.

Definice 3.1.4 Implicitné zadanou plochou v prostoru nazveme mnozinu S :=

{Z € R3 | ¢(%) =0}, kde ¢ : R® — R je asponi jednou spojité diferencovatelnd.
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Bod (9, 40, 20) je regularnim bodem implicitné zadané plochy, pokud

grad (b(an Yo, ZO) 7£ (07 07 O)

Bod (xg, 40, 20) je singularnim bodem implicitné zadané plochy, pokud

g'f’(ld (ZS(I‘(), Yo, ZO) - (07 07 O)

Véta 3.1.3 Necht

|f1,u f2,u (U,U)#O

fl,v f2,U

Pak v okoli f(u,v) existuje implicitni vyjddreni plochy ve tvaru z = F(x,y).

Ditkaz: Véta o implicitnim zobrazeni.

3.2 Teéna rovina

Normala plochy v bodé A je pfimka prochazejici bodem A kolmé na te¢nou rovinu

v bodé A. Je zfejmé, Ze pro parametricky zadanou plochu ma v bodé f(u,v) smér

vektoru ﬁ(u, v) X ﬁ,(u, v). Jeji parametrické zadani tedy je

() = flu,v) +t fulu,v) x fy(u,0) (37)
Definice 3.2.1 Necht A, B jsou body plochy S a g je rovina prochdzejici bodem A,
d :=|BA|, ¢ := vzddlenost B od g. Rovinu g nazveme teénou k S v bodé A, pokud

—

Te¢na rovina parametricky zadané reguldrni plochy v bodé f(u,v) je rovnobézna s

vektory fo(u,v), fo(u,v) a je implicitng dana rovnici

. . . x—ﬁ(u,v) y—f;(U,v) Z—ﬁ,(u,v)
(f_ f(u’ U)) ' (fu(u’v) X f”(u’v)) - fl,U(u’ U) f2,u(u7U) fB,U(U, U) =0

fl,v(uuv> f2,v(uvv) f3,v(uvv>
(38)
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Te¢na rovina v bodé (zg, o, z0) implicitné zadané plochy je ddna rovnici

(z — 20)92(20, Y0, 20) + (Y — y0)¢y($07y07 2) + (2 — 20) 9= (0, Yo, 20) = 0 (39)

Gaussovo zobrazeni: (u,v) — 7i(u,v) = |?EZZ;i?EZZ;\

Cviceni 3.2.1 Nechtf(u,v) je plocha, kterou dostaneme rotaci kivky x = ¢(u), z =

W(u) okolo osy z. UkaZte, Ze vSechny jeji normdly protinaji osu z.

3.3 Prvni fundamentalni forma

Nadale budeme predpokladat, ze f predstavuje regularni parametricky zadanou ele-
mentarni plochu a zavedeme tzv. prvni fundamentalni formu plochy, ktera se ukaze

byt uzitecna pro vypocet nékterych vlastnosti objektti na této plose zijicich.

3.3.1 Délka krivky na plose

— —

Vzdalenost bodu plochy f(u1,v1), f(uz,vs) je mozno definovat jako infimum délek
vSech kfivek spojujicich tyto body a lezicich na plose f Kazdé takové kiivce lze

ptifadit rovinou k¥ivku (u(t),v(t)), kterd je jejim vzorem v 2, presnéji:

Vé&ta 3.3.1 Necht 7 : (a,b) — R? je krivka jejiz stopa leZi na parametricky zadané
plose f: Q— f(Q) C R3, kterd je navic homeomorfismem. Pak existuje prdave jedna

rovinnd kvivka « : (a,b) — R2, tak, Ze 7 = foa.

Ditkaz: v := flod
Necht tedy kiivka lezici na parametricky zadané ploSe je déana sloZzenym zobrazenim

— —

(@), y(t), 2(1)) = fla(t)) = f((u(t), v(t))- (40)

Délka oblouku této kiivky je pak dana vzorcem

s(t) = [ Va9 207 = [V Rl + 2 ale)ie) + o)
(@)
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a vedle zobrazeni o : I — © C R? je ddna elementy tzv. prvni fundamentalni

formy plochy.

G:=f,2 (42)

91159quE3: fu27 912292159’UUEF:: fu'fm 922 Gov

Znameni to, %e prvni fundamentalni forma je ztZenim skaldrniho soudinu v R? na

tecné roviny plochy f(€2).

Cviceni 3.3.1 Naleznéte proni fundamentdlni formu pro kouli, torus, Sroubovou

plochu.

Prvni fundamentéalni forma se také ¢asto nazyva metricky tenzor plochy. Ze vzorce
(41) plyne, ze
ds\” 2 e
(dt> - Z gjka]aka
k=1

coz se Casto symbolicky zapisuje zplisobem
ds* = gjkdajdak.

Z véty (3.1.1) plyne Ze pro regularni plochy je prvni fundamentalni forma nedege-

nerovana. Ze se skutecné transformuje jako tensor ukazuje

Véta 3.3.2 Necht S je reguldarni plocha v prostoru, f: Q— 9, f’ QY — S, jsou
elementdrni plochy a = f(Q) N f/(Y) # 0,

— —

he fHE) = fTHE), b (uv) = (,0) = (f7F o f)(u,v),

—

takze ﬁ(u’, V") = f(u,v). Necht na ¥ jsou indukovdny pruni fundamentdlni formy

—

gjk = fj [k, ggw = fj/'/ : f;;/.

Pak a . a K/
u' '
50 (u,v) Sk (

gjk<u> U) = gj'k (Ul, U’) u, U) (43)
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3.3.2 Uhel mezi k¥ivkami

Necht jsou dany dvé kiivky lezici na stejné parametricky zadané ploSe zobrazenimi

(z1(tr), y1(tr), (1)) = Fl(ua(tr), va(tr)) = filte).

—

(22(t2), y2(t2), 2(t2)) = [((ua(ta), va(ta)) = falts).

prochézejici jednim bodem
(@,y,2) = f((ua(tr), v1(t1)) = f((ua(ta), va(t2)).
Uhel téchto kiivek ve spole¢ném bodé je pak dan thlem jejich teénych vektort a
snadno lze spocitat, ze
C%@:j¥@: Bty + F (i + tigy) + Gy (44)
Al VE@ +2Fuo; + G} \/ B3 + 2F gty + G3

7 tohoto vzorce je vidét, ze tthel mezi dvéma kiivkami na plose je opét dan jejich
(rovinnymi) soufadnicemi a prvni fundamentéalni formou. Mimo to ze vzorce (44) lze
snadno odvovodit, Ze pokud F' = 0 (coz je pfipad mnoha vhodné parametricky zada-
nych ploch, naptiklad sféry, toru, Moebiova listu, ...), pak obrazy soufadnicovych

¢ar u = ug a v = vy jsou na plose f ortogonalni.

Cviceni 3.3.2 naleznéte uhel, pod kterym se protinaji soutadnicové édry x = xg,y =

Yo na plose z = axy.
Cviceni 3.3.3 Ukazte, ze na (Sroubové) plose
flu,v) = (aucosv, ausin v, bv) (45)

je souradnicovd sit u = ug,v = vy ortogondlint.

3.3.3 Obsah plochy

Vzhledem k tomu, Ze obraz elementu plochy (u,u + du) X (v,v + dv) v Q C R?
je "az na Cleny vyssich Tadi” rovnobéznik se stranami ﬁ;du, ﬁ;dv, jehoz obsah je
]ﬂ X f_;,\ du dv, je obsah plochy f(Q) roven

mmzé/mxmmm (46)
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Ukazuje se, Ze tento obsah je opét déan prvni fundamentélni formou, nebot vyuzitim

identity

[Ax B]-[CxD]=(A-C)Y(B-D)—(A-D)(B-C) (47)

dostaneme

mm:é/ﬂﬁfﬁmmzé/cmmmU (48)

Cviceni 3.3.4 Urcete obsah plochy ctyrihelnika na $roubové plose

—

f(u,v) = (ucosv,usinv, v)
ohranicen€ krivkami u = 0,u =1,v =0,v = 1.
Cviceni 3.3.5 Urcete obsah toru.
Cviceni 3.3.6 Ukazte, Ze obsah ploch na paraboloidech

= U ), 2 any

projektujici se na stejnou oblast roviny xy jsou stejné.

3.4 Plochy druhého radu
Nejjednodussi plochy jsou roviny — plochy prvniho fadu (viz kapitola 1.2).

Definice 3.4.1 Plochou druhého tadu nazveme rovnici implicitné zadanou polyno-

mem druhého stupné v x,y, z.
Plochy druhého fadu je mozno uplné klasifikovat. Pfredevsim plati:

Véta 3.4.1 Necht o je plocha druhého Tddu. Pak existuje soustava soutadnd ve

ktere jeji implicitni zadani ma tvar
a12? + asy® + agz® + b1z + boy 4+ b3z + ¢ =0 (49)

Dalsi kroky klasifikace zalezi na tom, kolik a; je nulovych.
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1. Necht a; # 0, as # 0, as3 # 0. Pak existuje soustava soufadnd ve které

implicitni zadani plochy je
2 2 2 _
a1x” + agy” +azz®+d=0 (50)

V zévislosti na d a relativnim znaménku vSech koeficienti dostévame nésledu-

jici plochy:
e d = 0: kuzel, (singularni) bod (0,0, 0).
e d # 0: elipsoid, jednolisty hyperboloid, dvoulisty hyperboloid.

2. Necht a1 # 0, as # 0, a3 = 0. Pak existuje soustava souradna ve které

implicitni zadani plochy je
ax® +ayy® +bz+d=0 (51)

V zavislosti na b, d a relativnim znaménku vsech koeficienti dostavame nésle-

dujici plochy:

e b =d = 0: (singuldrni) osa z, dvojice rovin prochézejicich osou z symet-
rickych viiéi roviné xy.

e b =0, d+# 0: (singularni) bod (0,0, 0), elipticky valec, hyperbolicky vélec.

e b # 0: elipticky paraboloid, hyperbolicky paraboloid.

3. Necht a; # 0, a = 0, az = 0. Pak existuje soustava soufadna ve které

implicitni zadani plochy je
amz® +by+cz+d=0 (52)

V zavislosti na b, ¢ a relativnim znaménku vsech koeficientti dostavame nasle-

dujici plochy:

e b = ¢ = 0: (singularni) bod (0,0, 0), rovina yz, dvojice rovin rovnobéznych

s rovinou yz a symetrickych vici ni.

e b # 0 nebo ¢ # 0: parabolicky vélec.
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3.5 Prilehly paraboloid, klasifikace bodu plochy, indikatrix
krivosti

Definice 3.5.1 Necht A, B jsou body reguldarni plochy S a g je paraboloid (parabo-
licky vdlec, rovina) prochdzejici bodem A s osou totoZnou s normdlou plochy v bodé
A. Oznacme B’ prusecik paraboloidu a primky rovnobézné s normdlou a prochdzejici
bodem B, 0 := |BB'|, d :== |AB|. Paraboloid g nazveme p¥ilehly k plose S v bodé
A, pokud

Véta 3.5.1 Parametricky zadand dvakrdt diferencovatelnd rovina md v kazdem svém
bodé prilehly paraboloid urceny jednoznacné. Je li v okoli bodu (x¢, yo, 20) plocha za-
ddna zpusobem z = f(x,y), pak prilehly paraboloid je zadan Taylorovym rozvojem
funkce f v bodé (xo,y0) do druhého tadu.

Cviceni 3.5.1 Naleznéte rovnici prilehlého paraboloidu elipsoidu

.7}2 y2 22

v bodé (0,0, ¢).

Podle typt prilehlého paraboloidu v daném bodé plochy rozdélujeme body plochy
na eliptické, hyperbolické, parabolické a body zplosténi.

Elipticky bod plochy: pfilehly paraboloid je elipticky.

Hyperbolicky bod plochy: prilehly paraboloid je hyperbolicky.

Parabolicky bod plochy: pfilehly paraboloid je parabolicky vélec.

Bod zplosténi plochy: prilehly paraboloid je rovina.

Pro kazdy bod plochy, ktery neni bodem zplo§téni, je mozno definovat (Dupi-
novu) indikatrix k¥ivosti kterou budeme potiebovat pro definici kiivosti plochy:
Necht A je eliptickym bodem plochy. Indikatrix k¥ivosti v bodé A je elipsa kterou
dostaneme jako projekci fezu prilehlého paraboloidu rovinou paralelni s te¢nou ro-
vinou ve vzdélenosti 1/2 (coz je elipsa) na te¢nou rovinu. Hlavni sméry plochy v

bodé A jsou pak sméry hlavnich os indikatrix kiivosti.
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Necht A je hyperbolickym bodem plochy. Indikatrix kiivosti v bodé A je dvojice hy-
perbol se spole¢nymi asymptotami kterou dostaneme jako projekci fezu prilehlého
paraboloidu rovinami paralelnimi s te¢nou rovinou ve vzdalenosti 1/2 (coz je dvo-
jice hyperbol) na te¢nou rovinu. Hlavni sméry plochy v bodé A jsou pak sméry
hlavnich os indikatrix kfivosti.

Necht A je parabolickym bodem plochy. Indikatrix kfivosti v bodé A je dvojice pii-
mek kterou dostaneme jako projekci fezu prilehlého paraboloidu rovinou paralelni s

te¢nou rovinou ve vzdalenosti 1/2 (coz je dvojice pfimek) na te¢nou rovinu.

Cviceni 3.5.2 Naleznéte indikatriz kiivosti elipsoidu

v bodé (0,0, c) a kFivosti v jejich hlavnich smérech.

V dalsich kapitolach ukazeme jak tyto charakteristiky pocitat z parametrického za-

déani plochy.

3.6 Druha fundamentalni forma

Lze snadno spocitat, ze prvni fundamentalni formy roviny a valce jsou ve vhodnych
soufadnicich stejné. Znamend to, ze prvni fundamentalni forma neurcuje plochu
uplné. Zavedeme proto dalsi charakteristiku plochy — druhou fundamentalni formu,
ktera, jak se pozd€ji ukaze, bude spolu s prvni plochu zcela urcovat.

Necht kfivka [3(s) lezici na parametricky zadané plose S = f(2) je déna sloze-

nym zobrazenim

— —

Gs) == flals)) = fl(uls), v(s)), (53)

kde s je pfirozeny parametr kiivky 5 Z definice 2.3.3 a vzorce (22) plyne
Kl = Bas, (54)

kde 7 je jednotkovy normélovy vektor kiivky 5 . Vynésobime-li skalarné tuto rovnost

jednotkovym vektorem normadly plochy 7 = ﬁ x f, /| f:; X ﬁ:| dostaneme
Bys - 71 = kg cos 8(i, V), (55)
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kde 6 je tihel mezi vektory 7/, 7. Z vyjadieni (53) kiivky 3 jednoduchymi i kdy#
ponékud zdlouhavymi tpravami dostaneme pro libovolnou regularni kiivku & na
oteviené mnoziné () Mesnieurtiv vzorec
Lu? 4 2Muw + No?
= = Rn,
Eu? 4+ 2Fuv + Gv?

Kq cos 0(1, V)

(56)

kde
L= fou-it, M= fop -7, Ni= fo, i, (57)

jsou elementy tzv. druhé fundamentalni formy plochy f Z tohoto vzorce plyne,
ze vyraz (55) zavisi pouze na sméru te¢ného vektoru rovinné kiivky a(s) € €2, nikoliv
na jeho velikost, takze veli¢iné k,, je mozno dat nazornou geometrickou interpretaci:
Vezmeme-li totiz kiivku « tak, ze stopa 5 je tzv. normalovy fez plochy, t.j. prinik
plochy S a roviny kolmé na tecnou plochu v daném bodé, pak s, je jeji kiivost, kterd
se nazyva normalovou krivosti v bodé p € S.

Jak uz bylo fe¢eno norméalova kiivost zavisi na sméru te¢ného vektoru krivky
prochézejici bodem, ve kterém ji ur¢ujeme. Hlavnimi sméry kiivosti v bodé p
pak oznacujeme smeéry, ve kterych normalova kiivost nabyva maxima a minima.
Smér te¢ného vektoru v bodé p je ddn pomérem hodnot derivaci u(t), v(t) v ¢, jez

odpovida bodu p. Oznacme
w:=u(t)/o(t), Tl := Lw* +2Mw + N, I = Ew® +2Fw + G.

Pak r,(w) = I a rovnice pro extrém

K (W) = ?[waw— III(EerF)] —0 (58)

je kvadratickd. Odpovidajici extrémni hodnoty &, v hlavnich smérech (které mohou
byt tedy nejvyse dvé kq, ks) nazyvame hlavni normaélové kfivosti plochy S v bodé
.

3.6.1 Kiivost plochy

Kfivost plochy v daném bodé je charakterizovana dvéma ¢isly — Gaussovou a stfedni

kiivosti K a H. Obé jsou definovany pomoci hlavnich normélovych kiivosti ky, ko
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zpusobem
ki + ko

2
Jejich vypocet FeSenim rovnice (58) a dosazenim je ponékud tézkopadny. Je vsak

H =

s K = ]{71]{?2. (59)

mozno postupovat alternativnim zptsobem. Z rovnice (58) plyne
Li+ Md — k,(Eu+ Fo) =0, (60)

kde v, u urcuji extrémni smeér a k,, = k; nebo k,, = ky. Zapiseme-li k,, zptisobem

o )_L+2MQ+NQ2
T B4 2FQ 4+ GO

kde 2 := o(t)/u(t), pak rovnici pro extrémni smér, lze zapsat také zpisobem

Mt + No — ki (Fi+ Go) = 0,. (61)

Rovnice (60) a (61) pfedstavuji systém homogennich linedrnich rovnic pro extrémni
sméry (u,v). Podminka jejich feSitelnosti pak pfedstavuje kvadratickou rovnici pro
Rn

K2 (EG — F*) + k,(2FM — EN —GL) + LN — M* =0 (62)
a jeji kofeny jsou hlavni normalové kiivosti. Hodnotu stfedni a Gaussovy kiivosti
plochy je pak mozno uréit piimo z koeficientt rovnice (62).

EN +GL —-2FM LN — M?

H="we—rm """ wa-m

(63)
Sestavime-li koeficienty druhé fundamentalni formy opét do symetrické matice
hi1 = L, hia = ha1 = M, has = N, (64)

pak stfedni a Gaussovu kfivost je mozno zapsat zptsobem

1 det h
H==-Tr (¢ 'h), K = = —1h.
1T (g h), detg det g~ h (65)

Podle hodnoty lokélnich kiivosti se body plochy déli na eliptické: K(p) > 0,
hyperbolické: K(p) < 0, parabolické: K(p) =0, H(p) # 0 a planarni: K(p) =
0, H(p) = 0. Plochy, které maji vSude nulovou Gaussovu kiivost se nazyvaji ploché
(nejsou to jen roviny!!). Plochy, které maji vsude nulovou st¥edni kfivost se nazyvaji

minimalni.
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Cviceni 3.6.1 Ukazte, Ze povrch vdlce a kuZele jsou ploché plochy. Urcete normd-

lové krivosti a hlavni smeéry.

Cviceni 3.6.2 Ukazte, Ze sroubovd plocha a catenoid zadany

—

f = (coshv cos u, cosh v sin u, v)
jsou minimdlni plochy

Cviceni 3.6.3 Quvérte, Ze plocha zadand

2
f(u,v) = (becosucos(v/a),bsinucos(v/a), aE(Z, 22

))

kde E je elipticky integrdl 2. druhu

E(z,m) ::/ V1 — msin? ydy
0

(pro b > a, |v| < aarcsin ), md konstantni Gaussovu krivost.

Cviceni 3.6.4 Necht S je rotacni plocha, kterd vznikne rotaci tainé krivky okolo

jejt asymptoty. Spocitejte jeji Gaussovu krivost.

Cviceni 3.6.5 Klasifikujte body toru podle jejich lokdlnich krivosti.

3.7 Gauss—Weingartenovy rovnice

Podobné jako kiivkam je mozno ptitadit v kazdém jejich bodé vyznacnou souradnou
soustavu — triddu, je mozno néco podobného udélat i pro plochy. V kazdém bodé
regulérni plochy jsou vektory f., f.., 7, kde it = f,, x f, /| fo ﬁ,| linedrné nezavislé.
Je tedy mozno tuto trojici povazovat za bazi tfirozmérného prostoru vektorti v bodé
p= f (u,v). Upozornéme predem, Ze tato soustava neni ortogonélni, nebot obecné
(fus f2) # 0.

Chceme odvodit vzorce podobné Frenetovym t.j. rovnice urcujici zménu vektori
baze pri posunu do okolnich bodt plochy. Pfesnéji feceno, zajimaji nas derivace

téchto vektort podle soutadnicovych ¢ar na plose f vyjadiené v bazi ﬁ, ﬁ, 1.
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Zacnéme s derivacemi 7, 17,,. Vzhledem k tomu, Ze 7 je jednotkovy vektor, musi
platit
~fty = hi' fu + b o, (66)
—7y = ha' fu + ho* fo. (67)
Vynéasobenim téchto rovnic skalarné ﬁ; a ﬁ a relativné jednoduchymi tpravami
dostaneme rovnice pro koeficienty hjk
L=n"E+h’F,
M = hi'F + hi?G = ho' E + hy°F,
N = ho'F + hy2G,
odkud dostavame
hi* = him (9™ mk =2 Pymg™, (68)
kde hjy, jsou slozky druhé fundamentalni formy (64). Rovnice (66), (67) lze kom-

paktné zapsat zpiisobem
iy = —hi" fi, (69)

a nesou oznaceni rovnice Weingartenovy. Derivace f,, = fi1, fuv = f12, ... miZeme

podobné zapsat pomoci tzv. Gaussovych rovnic
fit =L fon + hji 70 (70)

Fakt, ze u vektoru 7 stoji opét slozky druhé fundamentalni formy, plyne z (57) a
ortogonality 7 a te¢nych vektort plochy. Koeficienty I';,"™ se nazyvaji Christoffelovy
symboly. Vynéasobenim (70) teénymi vektory plochy a pouzitim vztahi fow fo =
E = ¢y1,... dostaneme soustavu nehomogennich linearnich rovnic pro I';,™, kde

pravou stranu lze vyjadrit pomoci derivaci slozek prvni fundamentalni formy

m 1
Lt Gmn = fifn = i(gjn,k + Gkng — Gikn);

kde
Gink = ?;Z:, ut = u, vt = .
Odtud
L™ = ;(gjn,k + Gkng = Gikn)g""- (71)
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Cviceni 3.7.1 Spocitejte Christoffelovy symboly pro kouli, toroid, rovinu s poldr-

nimi souradnicems.

Rovnice (70), kde Christoffelovy symboly jsou vyjadfeny pomoci metrického tensoru
a jeho derivaci se nazyvaji Gaussovy rovnice. Jsou-li slozky prvni a druhé funda-
mentalni formy vyjadieny vzorci (42) a (57), pak Weingartenovy a Gaussovy rovnice
jsou identity. Jsou-li vSak slozky prvni a druhé fundamentalni formy zadany jako
nezavislé funkce, pak se jedna o slozitou soustavu parcialnich diferencialnich rovnic
pro vektorovou funkci f, jez urcuje tvar plochy zadané prvni a druhou fundamen-
talni formou. Otazkou je za jakych podminek je mozno takovou plochu nalézt a zda

je urcena jednoznacné.

3.8 Fundamentalni véty o plochach

Na otazku polozenou v zavéru predchozi kapitoly odpovidaji nasledujici Bonnetovy

vety

Véta 3.8.1 Necht U je otevienou podmnozinou R? a B, F,G,L, M, N jsou funkce

se spojitymi druhymi derivacemi zobrazugici U do R splnujici podminky

E>0 G>0 EG—-F*>0 (72)

DL — M = LT, + M (T —Tt) — NTy.?, (73)
OoM — 0N = LT9" + M (Dgp® — T'1p') — NT'1p%, (74)
—FM =0Tyt — 0T 1! — Ty + F112F221, (75)

kde T';;™ jsou ddny vzorcem (71).
Pak pro kazdé (ug,vy) € U existuje oteviend mnozina U C U, (ug,v9) € U’ a
requldrni elementarni plocha f: U — R3, tak Ze E,F,G,L,M,N jsou odpovidajici

slozky pront a druhé fundamentdlni formy odpovidajici f

Véta 3.8.2 Necht’f, j?' jsou elementdrni requldrni plochy definované na stejné ote-
vrené mnoziné a magici na ni stejné€ odpovidagjici fundamentdlni formy. Pak existuje
Eukleidovské zobrazeni ® : R® — R3 tak, se f' = ® o f.
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Podminky (72) jsou pfirozenym disledkem vyjadieni (42) prvni fundamentalni formy.
Podminkdm (73), (74) se fikd Peterson—-Mainardi—Codazziho rovnice a je po-
uc¢né ukazat jejich ptivod. Jedna se o podminky kompatibility Gauss—Weingartenovych
rovnic. Pozadujeme-li, totiz aby tieti derivace f a druhé derivace 77 byly zaménné,

pak z rovnic (70) a (69) dostaneme rovnice

amrijk - ajrimk + Fijlrlmk - Fimlrljk = hijhmk - himhjk7 (76)
Omhij — Oilim + Pijkhkm — Fimkhkj =0 (77)
O;hi™ — Oh* + h'Ty* — 'k =0 (78)

Posledni dvé sady rovnic jsou vzadjemné ekvivalentni a predstavuji kompaktni tvar
Peterson-Mainardi-Codazziho rovnic (73), (74). Rovnice prvni sady, kterym se rov-

néz tika Gaussovy rovnice jsou v dimenzi 2 vzajemné ekvivalentni a pfedstavuji
podminku (75).

3.9 Vnitini geometrie plochy, Gaussova véta

Vnitini geometrii plochy nazyvame veskeré jeji vlastnosti, které jsou urceny jejim
metrickym tensorem tzn. zadanim vzdalenosti mezi jejimi body. Ukazeme, zZe takto
je ur¢ena i Gaussova kfivost, 1 kdyZ ze vzorce (63) to neni ziejmé. Leva strana rov-
nice (76) vytvorena z Christoffelovych symbolt, tedy de facto z metrického tenzoru,

predstavuje tzv. Riemanntv tenzor kiivosti
Rkijm = amrijk - ajrimk + Fijlrlmk - Fimlrljka (79)

ktery je velmi dtlezitou charakteristikou nejen plochy, ale predevsim neeukleidov-
skych variet vyssi dimenze. Jsou-li naptiklad vSechny jeho slozky nulové pak existuji

soufadnice (v',v’) ve kterych ma metricky tenzor Eukleidovsky tvar, v ptipadé plo-

YN 10
g(u,v)-(o 1).

Nulovost Riemannova tenzoru je tedy vhodnym kriteriem plochosti plochy, nebot

chy

nezavisi na vybéru soufadnic.
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Mimo to je z Riemannova tenzoru mozno vhodnymi tpravami odvodit Gaussovu

kiivost plochy. Z rovnice (76) plyne

Riijm = g RFijm = hijhomi — himhji = €i€jm det h = (80)
= €u€jm K det g = K(9ij9mi — 9im3i) (81)
kde
0 1
€= .
-1 0

Odtud jiz snadno dostaneme
979" Ryijm = K (816 — 610}) = —2K. (82)

Je tedy vidét, ze Gaussovu kiivost (na rozdil od stfedni kfivosti) je mozno urcit
pouze ze znalosti metrického tenzoru plochy. Jinymi slovy, plochy se stejnou prvni

fundamentalni formou maji téz stejnou Gaussovu kfivost, coz vyjadiuje

Véta 3.9.1 (Gaussova Theorema egregium) Necht zobrazeni ® : (u/,v") — (u,v) z

' c R? do Q C R? je lokdlni isometrii fundamentdlnich forem g,g' na Q a SV, t.j.,

plati
/ / / 8®J a(pk / /
gj/k,(u,v) = WW g]k(q)(u,/l})) (83)
Pak
K'(u',v") = K(u,v) = K(®(u,v")). (84)

Vsimnéte, si Ze tato véta nijak neodkazuje na vnoreni ploch f do R3, nybrz
pouze na jejich prvni fundamentalni formy.

Dvojice (£2,g) pfedstavuji jednoduchy piiklad tzv. Riemannovych variet, to
jest variet se zadanym metrickym tensorem, ktery urcuje geometrické vlastnosti, jez
nejsou zavislé na jejich vnotfeni do prostori s vyssi dimenzi. Jak vidno, Gaussova

kiivost (na rozdil od hlavni) k témto vlastnostem patii.
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