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Kapitola 1

Zaklady teorie pravdépodobnosti a
matematické statistiky

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Nahodny jev, nahodna velic¢ina

Elementarni nahodny jev w je vysledek néjakého nahodného pokusu. Mnozinu vsech
moznych elementarnich nahodnych jevli oznac¢ime 2. Obecny ndhodny jev A je néjaka
podmnozina 2.

Jev A je Casti jevu B, pokud jev B nastane pokazdé, nastane-li jev A. Znacime

ACB.
Jev C je sjednoceni jevi A a B, pokud jev C nastane tehdy, nastane-li jev A nebo B:
C=AUB.

Jev C je prunik jevii A a B, pokud jev C' nastane jen tehdy, nastanou-li jevy A a B
soucasne:
C=ANB.
Jev opaény k jevu A znacéime A. Nastane vzdy, kdyZ nenastane jev A. Opacny jev
k opa¢nému jevu je jev puvodni:

A=A
Samotnd mnozina ) nastane pri kazdém opakovani nahodného pokusu, je to tedy jev
jisty. Opacny jev k Q je jev vylouceny (). Pro kazdy jev A plati
AUA=Q, ANA=0.

Jevy A a B jsou neslucitelné (vzajemné se vylucujici) pravé tehdy kdyz, jejich prunik
je jev vylouceny,
ANB=0.



Jev A je tedy elementarni, pokud ho nelze zapsat jako sjednoceni dvou jinych jevi. Jev
B je slozeny, pokud ho lze zapsat jako sjednoceni nékolika elementérnich jevi wj,

B = Uw,;.

Slozeny jev B nastane pokud nastane néktery z elementarnich jevii w; v ném obsazenych.
Q2 obsahuje vSechny elementdrni jevy, () neobsahuje zadny.

Piiklad: Sestisténnd kostka
Néhodny pokus je hod kostkou, elementarni jevy w; jsou hodnoty moznych vysledki ¢ =
1,...,6. Oznac¢me B jev, kdy padne sudé ¢islo. Je to jev slozeny,

B:CUQUW4UL06.

Plati ze wy C B, ¢ili dvojka muze padnout jenom kdyz padne sudé ¢islo. Jev opacény k jevu
B je jev, kdy padne liché ¢islo B
B = w; Uws U ws.

Jevy B a wp se vzajemné vylucuji, protoze jedni¢ka neni sudé ¢islo.

1.1.2 Pravdépodobnostni rozdéleni, hustota pravdépodobnosti

Necht € je mnoZina vSech jevii ndhodného pokusu, A libovolny jev a B;, i € I jsou vzajemné
se vylucujici jevy. Pravdépodobnostni rozdéleni nahodnych jevii P je zobrazeni splnujici
vlastnosti

1. P(A) > 0 — pravdépodobnost kazdého jevu je nezdporna,

2. P(Q2) =1 — jev jisty nastane s pravdépodobnosti jedna,

3. P (}U BZ) =X P(B;) — pravdépodobnost sjednoceni vzijemné se vylucujicich jevi je
rovrzlzfsouétu szjich pravdépodobnosti.
7 téchto axiomt plynou nasledujici vlastnosti:
e VA C Q, 0< P(A) <1, P(0) =0,
e P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANn B),

e P(A)=1-P(A),
e AC B= P(A) < P(B).



Méjme jevy A a B, P(B) > 0. Podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu, ze
nastal jev B, je dana vztahem
P(ANB)
P(AB) = ————
Jevy A a B jsou nezavislé, pokud
P(A|B) = P(A), P(B|A) = P(B).

Pro nezavislé jevy A;, 7 € I, je pravdépodobnost toho, ze nastanou soucasné, dana soucinem
jejich pravdépodobnosti
P (ﬂ AZ) =1 P(A).
icl iel
Priklad: Vyvazena Sestisténna kostka
Pravdépodobnosti vSech hodu jsou stejné, P(w;) = %, 1 =1,...,6. Pravdépodobnost toho,
ze padne sudé ¢islo, je

1
P(B) == P(LUQUW4UW6) == P(WQ) +P<W4) +P(w6) == 5,
protoze jevy w; se vzajemné vylucuji. Podminéna pravdépodobnost toho, Ze padne Sestka, za
predpokladu, ze padlo sudé ¢islo, je rovna
P(wﬁ N B) P(W(j)

Pl B) == = P(m)

Ol =

Nahodna velic¢ina je libovolna realna funkce definovana na mnoziné elementarnich jevi.
Obor hodnot muze byt jak spocetny (diskrétni ndhodna veli¢ina), tak nespocetny (spo-
jitd ndhodna veli¢ina). Ndhodny jev muzeme chapat jako ndhodnou veli¢inu, kterd muze
nabyvat pouze dvou hodnot — 1 (jev nastal) nebo 0 (jev nenastal).

Pravdépodobnostni rozdéleni diskrétni nahodné veliciny A, ktera muze nabyvat hodnot
A =a;,i € I, je funkce P, ktera splnuje vlastnosti

i€l

Hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veliciny X, ktera miuze nabyvat hodnot

X =z € X, je nezdpornd funkce w(z), spliujici vlastnost

VAC X, P(XeA) = /w(m)dx.
A
Uvazujme nyni vektor ndhodnych veli¢in & = (z1,...,x,), x; € &;, s pravdépodobnostnim
rozdélenim w(Z). Margindlni rozdéleni slozky vektoru z; je ddno vyintegrovanim rozdéleni
w(Z) pres slozky z;, j # i

Wy () = /da:l... / dx;_; / d:ciH.../d:z:nw(f).
X1 Xi 1 Xn

Xitr1
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1.1.3 Stredni hodnoty, fluktuace, kovariance

Stredni hodnota diskrétni ndhodné veliciny A, kterd muze nabyvat hodnot A =a;, i €
s pravdépodobnosti P(A = a;) = p;, je ddna vztahem

<A> = Z aip;-

Podobné, pro spojitou ndhodnou veli¢inu X, kterda mize nabyvat hodnot x € X C R a ma
hustotu pravdépodobnosti w(x), je stfedni hodnota X rovna

(X) = /xw(m)dm.

X

Stredni hodnota nahodné velic¢iny je jeji primérnad hodnota po mnoha nezavislych opa-
kovanich pokusu. Necht F je funkce ndhodné veli¢iny X, jeji stiedni hodnota je pak déna
vztahem
(F) =) Fla)p: |= /F(;U)w(x)dx :
iel ¥
Specialng, pro F(x) = z* se oznacuje (z*) jako k-ty moment rozdéleni. Stfedni hodnota
je linedrni v nasledujicim smyslu:

(aF 4+ bG + ¢) = a(F) + b(G) + ¢,

kde F, G jsou dvé funkce ndhodné veliciny a a, b, ¢ jsou redlna ¢isla.
Stredni kvadraticka odchylka AX ndhodné veliciny X je definovana vztahem

(AX) = (X = (X))").
Variance se definuje jako kvadrat stfedni kvadratické odchylky. Snadno zjistime, ze plati

(AX)* = (X —(X))") = (X* = 2X(X) + (X)?)
= (X7) = 2(X)(X) + (X)”
= (X% - (x)2
Relativni fluktuaci ndhodné veliciny X se mysli stfedni kvadraticka odchylka vztazena ke

st¥edni hodnoté, ¢ili zlomek %.
Kovariance dvou ndhodnych veli¢in X7, X5 je definovana vztahem

(AXIAX,) = (X1X2) — (X1)(Xa).

Kovariance indikuje zavislost ndhodnych veli¢in. Jsou-li X; a X, nezavislé, je jejich rozdéleni
rovno w(xy, o) = wy(xy) - we(xa), takze plati (X;Xs) = (X7) - (X3) a jejich kovariance je
rovna nule.



Necht jsou X;,i = 1,...,n nezdvislé ndhodné veli¢iny, kazdd s oborem hodnot X; a
hustotou pravdépodobnosti w;(z;). Vektor

X =(X1,X,...,X,)
je potom nahodné velic¢ina s oborem hodnot
X=X xXx...xX,
a hustotu pravdépodobnosti
w(Z) = wy(z1) - waxe) - .. wy ().

Pro stredni hodnotu souc¢tu nezavislych nahodnych velicin
n
i=1

pak plati

S zw(@)dr = [(z1+ ...+ zn)wi(z1) .. wy(z)dey .. . dzy,
i=1 b

©
I
R—

n

= [ewiedn IT [ wile;)de; | = 300X, (1.1)

i=1 | 3, i#i &, i=1

(X3) 1

Pro vyssi momenty podobné tvrzeni neplati. Nicméné, vztah analogicky (1.1)) plati pro vari-
ancl

(AS)? = (8% — (5)? —§1<X3>+§<Xi><xj> - @X») (ilw)

= 3 () — (X)) = 3 (AX). (1.2)

i=1 =1

1.2 Binomické rozdéleni

Uvazujme ndhodny pokus, ktery ma dva mozné vysledky — ano/ne experiment. Kladny
vysledek nastane s pravdépodobnosti p, zaporny s pravdépodobnosti 1 — p. Pokus N-krat
opakujeme, jednotlivda opakovani jsou na sobé nezavisla. Pravdépodobnost, ze z celkového
poc¢tu N opakovani bude n pokust uspésnych, je dana binomickym rozdélenim:

7
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Obréazek 1.1: Binomické rozdéleni pro N = 10 a p = 0.3.

Normalizace rozdéleni (|1.3)) je zfejma z binomické véty

an = 2_: (f)p”(l -pN " =p+1-pVN =1

Stredni hodnotu a varianci poctu kladnych vysledki lze pro binomické rozdéleni rozdéleni
snadno spocitat z definice

(n)=Np,  (An)* = Np(1 - p). (1.4)
Alternativné lze vyuzit nezavislosti opakovani pokusu. j-tému pokusu prifadime nahodnou

veli¢inu x;, kterd ma dvé hodnoty: 1 pro kladny vysledek s pravdépodobnosti p, 0 pro zaporny
vysledek s pravdépodobnosti 1 — p. Stfedni hodnota a variance kazdé z nahodnych veli¢in

it =1,..., N jsou rovny
2
(z:) =p,  (Az;)” =p(1—p).
Protoze pocet kladnych vysledki n mizeme napsat jako
n:x1+x2+...+xN,

dostaneme s pouzitim tvrzeni (1.1)) a ((1.2) pro stredni hodnotu a varianci souctu nezavislych
veli¢in vysledek (|1.4)).
1.3 Poissonovo rozdéleni, Stirlingova formule

Poissonovo rozdéleni je limitni pfipad binomického rozdéleni, kdy p — 0, N — +o0, ale
pN = \ = konst. Vyjadiime-li p = %, dostaneme binomické rozdéleni ve tvaru

IO

8



Provedenim limity N — 400 ziskdme Poissonovo rozdéleni

Pro = e nI(N — ) \ NV N

A N\ /N —1 N—-n+1 A\
N CA TR B G SV} (e
n!N—H—oo N N N N

)\TL
= e
n!

(1.6)

015+

0.1

0.05+

| |_|I_| >

0123456789101112131415'

Obrazek 1.2: Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 5.

Normalizace rozdéleni (|1.6]) je zrejma z Taylorova rozvoje exponenciely

+oo +oo P

an:e’)‘z:— =e et =1.
n!

n=0 n=>0

Jiné odvozeni Poissonova rozdéleni ziskdme odhadem faktoridlu v binomickém rozdéleni po-
moci Stirlingovy formule. Pro N — 400 miizeme aproximovat

N N N
lnN!:Zlnk:/lnkdk:N(lnN—l)—i—l:Nln—,
1

k=1 €
N ~ <N>
e

Dosazenim do binomického rozdéleni ((1.5)) a provedenim limity N — +oo dostaneme stejny
vysledek jako (1.6]).
Parametr A urCuje stfedni hodnotu i varianci (viz Piiklad [L.2)):

(n) = (An)® = \.

takze N! se chova priblizné jako
N

9



1.4 Gaussovo rozdéleni, Gaussovy integraly

1.4.1 Gaussovo normalni rozdéleni

Gaussovo normalni rozdéleni spojité ndhodné veliciny X € R ma tvar

w(z) = \/%exp (—(372_05)) , neR, o>0. (1.7)

Parametry rozdéleni p, 0 maji jednoduchy vyznam — bod z = p je maximum rozdéleni, body
x = %+ o jsou jeho inflexni body. Navic plati, ze p je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X,
o je jeji stredni kvadratickd odchylka (viz Priklad

(X) =u, AX =o. (1.8)

| 4»
u—-30c u-20 u-o u u+o u+20 u+30c

Obrazek 1.3: Gaussovo normalni rozdéleni. Plocha pod grafem funkce v o-okoli stiedni hod-
noty je zhruba 0.68. Pro 20-okoli je plocha ptiblizné 0.95, pro 3o-okoli je vétsi nez 0.99.

1.4.2 Gaussovy integraly

Odvodime vzorec pro integral

I,(a) = /a:”e_“x2dx, a>0, n=0,12,...
R

10



1. Integral In(1) spoc¢itame prechodem do polarnich soutadnic
. 27 +00
2 _ —(z?+y?) _J r=rceosp, y=rsme [ / / —r2
I5(1) /26 dxdy { didy — rdrdyp J dp J rdre
R

“+o00

r? =t 1 —t
—_ {QTdr:dt}_Qﬂ-zo/e dt—ﬂ',

L(1) = /e‘x2dx — /x (1.9)

R

2. Integrél Iy(a) se prevede substituci \/ax = y na Iy(1):

Ih(a) = /e"”zd:c = ](iﬁé) = \/Z.

R

3. Integrél Iy (a) se vyjadii derivaci Iy(a) podle parametru a

dk _ 2 ak _ 2 k 2k — 2
%/e de = 0 dx = (—1) /x e dx
R R R
, dF T 1\*
Lela) = (-0 Sh(0 = Sep-r () )

specialné pro k = 1,2 dostaneme
1 3
]Q(CL) :H[ 2€_az2dl’ = g%, I4(a> :]!J]4e_am2dx = \/Zél:a/z

Integral o, 1(a) je roven nule, protoze integrand je lichd funkce.

1.4.3 Eulerova gama funkce

Eulerova I'-funkce je definovana vztahem

—+00

['(p) = / P e dx, p > 0.

0

[-funkce je ,,zespojiténim* faktoridlu, plati totiz
I'(p+1) =pI'(p). (1.11)
Specialné pro p = n € N snadno dostaneme
'n)=n—DI'n—-1)=...(n—=DII'AQ) = (n — 1.

11



Eulerovu I'-funkci mizeme vyuzit pro vyjadieni Gaussovych integrala v mezich (0, +00)
Yy

e ar’ =y, x = 1 1 n+1
2 — Y9 - » n—-1 _
/x”e_“dx: dp — @ = LH/yZeydy: nHF( 5 ) (1.12)
0 .CC—Q\/@ 2a 2 0 2a 2

Pro liché n je argument I'-funkce prirozené ¢islo a vysledek je dan faktoridlem. Specialné pro
n =1,3,5 dostaneme

+o0o +00
7CL£E2 ]- 1 3 7&1’2 ]. ]_
0 0
+o00
1 1 1
5 —ax? _ o o

0

Pro sudé n je argument polocelé ¢islo. Hodnotu I'-funkce ale snadno vyjadiime, navic diky
vztahu 1) staci urcit I'(3). Ze vzorce lD pron =0 a a = 1 dostaneme

+oo
1 1 2 1 2 1
F(): /e‘x dxzife_’” d$:§ﬁ'
0 R

2 \2

Plati tedy F(%) = /7. Vztah 1) pak mizeme ptepsat pro n = 0,2,4 do tvaru

00 +00
1 1 1 1 3 1
/ e dy = —T () = ﬂ/z, / R — T () = —,/Z
4 2az \2 2V a / 2a2 \2 4a 'V a
“+o0o

1 1 1 1
/ ple@’dy = T (5) — 75§fp <> _ 3 /T
2a2 2 20222 \2 8a?V a

0

1.5 Priklady

Priklad 1.1. Mé¢jme idealni plyn N c¢astic v nddobé o objemu V. Urcete stfedni pocet a
relativni fluktuaci poctu ¢astic plynu v néjaké malé casti nddoby o objemu V.

Navod: Idedalni plyn je homogenni. Pravdépodobnost p, Ze jedna molekula plynu je v objemu
Vo je rovna poméru V;/V. Pravdépodobnost nalezeni n molekul plynu v objemu V; je pak

dana binomickym rozdélenim
)G (-9
o ) (i-2)
n V V

Stredni pocet a variance poctu ¢astic v objemu V4 jsou

Y 2 _ VO(_VO)
v (An) —NV 1 v

12



Pro relativni fluktuaci poctu ¢astic v objemu Vj dostaneme

an_ 1 V-V
(n) VN Vo o
Priklad 1.2. Makroskopicky a mikroskopicky model radioaktivniho rozpadu: Méjme

Ny atomu radioaktivni latky s rozpadovou konstantou «. Urcete, kolik atomi se rozpadne za
cas 7. Jakd je smérodatna odchylka od této hodnoty?

Navod: Makroskopicky (deterministicky) model radioaktivniho rozpadu se fidi jednoduchou
rovnici

dN

— = —al.
a —
Pocet rozpadii za ¢as 7 je pak dan vztahem
N*(r) = No = N(7) = No (1= ¢™7). (1.13)

Mikroskopicky model bere radioaktivni rozpad jako nahodny proces. Pravdépodobnost roz-
padu jednoho konkrétniho atomu za cas 7 je rovna

aT

p=1—-e"

Pravdépodobnost rozpadu n atomii z celkového poctu Ny atomu je urcena binomickym

rozdélenim
Ny n
= 1 — e 0T —OLT(N()—N)‘
= () e

Vztah (1.13) odpovidé stfedni hodnoté poctu rozpadu za ¢as 7
(n) = Nop = Ny (1 - e_m) :

Pokud je o malé, je rozpad ridkym jevem a binomické rozdéleni mizeme nahradit Poisso-
novym

AT
Pn = —€ )\~
n!

Parametr A je urcen vztahem
A=(n)=No(1—e),

7 vlastnosti Poissonova rozdéleni snadno zjistime, ze smérodatna odchylka a relativni chyba
v urceni poc¢tu rozpadt jsou rovny

An 1 1
An:\/XN\/F(], @ZWN\/VO

vvvvvv
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Piiklad 1.3. Explicitnim vypoétem ovéfte normalizaci Gaussova rozdélen{ ((1.7)) a platnost
vztahu (1.8]).

Priklad 1.4. Maxwellovo rozdéleni rychlosti atomu plynu pri teploté T' ma tvar

3 2
m 2 mu
V) = | ——= —— v € R?.
w(d) (27rkT> eXp( 2kT> e
Jakd je stfedni hodnota vektoru rychlosti? Urcete rozdéleni velikosti rychlosti v. Cemu je

rovna stfedni hodnota velikosti rychlosti a kvadratu velikosti rychlosti?

Navod: Stiredni hodnota vektoru je nulova. K urc¢eni marginalniho rozdéleni velikosti rych-
losti v musime nejprve hustotu pravdépodobnosti w(v)) prevést do sférickych soufadnic a pak
vyintegrovat ptes thly 6, . Nesmime zapomenout na jakobian transformace do sférickych
soutadnic. Rozdéleni velikosti rychlosti je pak rovno

2
. m 2 _mU
wlv) =4r (27rl<:T) ! eXp( 2I<;T> '

Pro uréeni stfednich hodnot v a v? vyuZijeme Eulerovu I'-funkci

Njw

mv2

2o 2 2kT
m mu
(v)y = 47r< ) /v3exp (—) =
2rkT ) 2kT o ﬁka Ly

/ k;T / k;T / k;T
= 8 :ce’xd:c— 8 '?2) = 8

+oo
4 Kl 3 4 kI ) 4 kT 31 3k1
2y — 7 20 %d —F()— —
) ﬁmo/l’?e v Vrom oo \2 ﬁm22ﬁ m

=T

Njw

Priklad 1.5. Uvazujte ndhodnou prochazku na primce s konstantni délkou kroku a vyvazenou
minci. Jaka je pravdépodobnost, Ze se chodec Vyskytne po n krocich v poc¢atku? Urcete stredni
hodnotu polohy chodce z. Cemu se rovna (Az)*?
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3T

9T

'

Obréazek 1.4: Maxwellovo rozdéleni velikosti rychlosti pro rtazné teploty plynu. S rostouci
teplotou se posouvé poloha maxima a stfedni hodnota jako ~ /7. Stejné se zvétsuje i sifka
rozdéleni.
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Kapitola 2

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni

2.1 Mira informace, entropie

Méjme nédhodny pokus, jehoz vysledky jsou jevy (mikrostavy) v € Q s pravdépodobnosti p.,.
Mira informace nahodného jevu je funkce I(p,) splnujici vlastnosti

1. jev jisty ma nulovou informac¢ni hodnotu,

py=1=1I(p,) =0,

2. s klesajici pravdépodobnosti jevu jeho informaéni hodnota roste,

py — 0= I(py) — 400,
3. jsou-li a, B nezavislé jevy, pak se jejich informacni hodnoty scitaji,
P(anB)=paps = 1(papp) = 1(pa) + 1(ps)-
Tyto pozadavky spliuje zaporné vzata funkce logaritmus,

I(py) = —kInp,,

kde k je libovolna kladna konstanta.
Entropie S je definovana jako stfedni hodnota informace

S=(I)=-k> p,np,.

YESQ

Entropie je funkcional na prostoru pravdépodobnostnich rozdélenich. Maxima nabyva pro
rovnomeérné rozdélenti.

Priklad: Balicek 52 karet

Zname-li poradi karet v balicku, je entropie jeho rozdéleni nulova. Pokud ale karty zamichame
tak, ze nevime, jak jdou za sebou, jsou vSechna poradi karet stejné pravdépodobna, tj. poradi
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karet je dano rovnomérnym rozdélenim. Celkovy pocet moznosti (mikrostavii) je | = 52!,
takZe pro vsechny mikrostavy v je w, = 5 Entropie rozdéleni poradi karet po zamichani
tedy vzroste na

|
k g 52' In 52' = kIn 52!
coz je maximalni mozna hodnota.

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu z € X s hustotou pravdépodobnosti w(x) se entropie
definuje analogicky vztahem

S = —/w(x)lnw(x)dx.

Uvazujme nyni nasledujici problém. Mame zadany systém s mikrostavy v € €2 a zname
stfedni hodnoty (A;) veli¢in A;,j = 1,...,n definovanych na mikrostavech. Ukolem je najit
nejpravdépodobnéjsi rozdéleni, které odpovida zadanym podminkam. Nejpravdépodobné;jsi
rozdéleni je to, k jehoz sestrojeni nepouzijeme zadnou informaci navic. Ma tedy maximalni
entropii za danych podminek. Uloha vede na vazany extrém funkcionédlu entropie S.

2.2 Diskrétni veliciny
Hledame nejpravdépodobnéjsi rozdéleni p,, v € €2 za podminek

S Ay =(4), j=1...,n (2.1)

YEQ

Tyto vazby nemusi nutné odpovidat stredni hodnoté nahodné veli¢iny, ale mohou i vyjadiovat
néjaké vazby mezi pravdépodobnostmi mikrostavii. Rozdéleni musi byt navic spravné nor-
movano k jedné, coz dava jednu dalsi vazbu

Spy =1 (2.2)

vEQ

Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni za podminek ([2.1)),(2.2)) je ddno vazanym extrémem entropie,
ktery ur¢cime pomoci Lagrangeovy funkce

:—/{:Zprylnp’y_ka (Zp7_1> —ki)\y (ZA;‘YPW).

YEQ YEQR YEQ

7 podminky na extrém Lagrangeovy funkce = 0 dostaneme
P~y

p, =€ T %exp (— > )\jA}) .
j=1

17



Z normaliza¢ni podminky (2.2)) ziskdme

Sp=e Y e (— > AjA?-) -
j=1

YEQ YEQ

z ¢ehoz plyne

=) exp (— il )\jA}) .

YESQ

Vyraz Z oznacuje parti¢ni sumu (Zustandsumme). Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tedy
tvar

Lagrangeovy multiplikdtory A; se ur¢i dosazenim p., do vazbovych podminek (2.1)).

2.3 Spojité veliciny

Méjme nyni systém s nespocetné mnoha mikrostavy x € X. Hleddme nejpravdépodobnéjsi
rozdéleni w(x) za podminek

(A)) = /Aj(x)w(x)dx, j=1,...,n, (2.3)
/w(m)dm — 1 (2.4)

Vézany extrém funkciondlu entropie za podminek (2.3)),(2.4) nalezneme prechodem k funk-
cionalu

:_k/ o) nw(x dx—kZA(X/A w)de = )_m(,/ dx_l)

Variace funkciondlu A je rovna

I\ = —k:/ (1 + Inw(x) + Z)\jAj(:p) + oz) dwdz.

Z podminky na extrém dA = 0 dostaneme

nw(z)=-1—a—> XA
J
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni mé tedy tvar
1
w(z) =e " Yexp ( Z)\ A ) — €XP (— Z)\jAj(:E)) : (2.5)
J
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kde jsme zavedli parti¢ni sumu
7 =t = /exp (— Z)\jAj(x)) dx.
e j

Lagrangeovy multiplikdtory \; se ur¢i dosazenim w(x) do vazbovych podminek (2.3)).

2.4 Piiklady

Priklad 2.1. Uvazujme Sestisténou kostku, u které 1 pada dvakrat castéji nez 6. Najdéte
nejpravdépodobnéjsi rozdéleni vysledkii hodu kostkou.

Navod: Vazbové podminky jsou
6
P1 = 2pe, > pi=1
i=1
Resen{ m4 tvar
1
1—a .
;g = e =—, 1=2,3,4,5
P Z

1 - 1 2
—e = —=e€
D1 7 ) DPe 7 )

kde Lagrangetiv multiplikator A a particni suma Z jsou rovny
1
A=—gn2 7 =4+925 4275
Priklad 2.2. Méjme ¢éstici na ose x. Vime, Ze jeji stfedni hodnota polohy je rovna p a stedni
kvadratickd odchylka polohy je o. Urcete nejpravdépodobné;jsi rozdéleni polohy castice.
Navod: Hledame nejpravdépodobnéjsi rozdéleni w(x), = € R za podminek
@) =, (@)= +p, [w(w)de=1.
R
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni ma tvar (viz. (2.5)))

1 . 1 PV e
w(z) = Ee"\”_)‘” = exp [—/\2 (x + 2)\12> ] etz

Parti¢ni sumu a Lagrangeovy multiplikdtory \; ziskdme dosazenim w(x) do vazbovych podminek.

Postupné nalezneme
A2 T
/w(x)d:czl = Z:eWM)\—,
2
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Lagrangeovy multiplikdtory jsou tedy rovny

1
M=—h 0 w=
g

Po dosazeni se nejpravdépodobnéjsi rozdéleni zjednodusi na tvar

w(e) = oo (-4,

coz je Gaussovo normalni rozdéleni s parametry p a o.

Priklad 2.3. Mé¢jme jednoatomovy plyn v nadobé, kterd je v klidu. Plyn ma teplotu 7.
Urcete nejpravdépodobnéjsi rozdéleni rychlosti atomii plynu.

Navod: Hleddme nejpravdépodobn&jsi rozdéleni w(¥) ndhodné veli¢iny o € R3. ProtoZe jsou
rizné slozky rychlosti nezavislé veliciny a zadny smér neni preferovany, bude platit

w(v) = w(vy)w(vy)w(vs).

Stadi tedy nalézt rozdéleni jedné slozky rychlosti v;. Jedna vazbova podminka je (v;) = 0.
Druhou dostaneme z ekviparti¢niho teorému, podle kterého méa atom plynu pii dostatecné
vysoké teploté T stfedni hodnotu kinetické energie rovnu

(Ey) = ;m<02> = ;kT.

Protoze v? = v? + v3 + v, dostaneme pro stfedni hodnotu kvadratu jedné slozky rychlosti
podminku
kT
2

v;) = —.

="
Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni jedné slozky rychlosti ma tedy tvar (viz. Pfikladpro pw=70
a o = k)

mo\3 mu?
w(vi):(kaT) P\ o )

Rozdéleni vektoru rychlosti je potom

. m o\ 2 muv?
0= (57) o\~ 37 )

coz je znamé Maxwellovo rozdéleni.
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Kapitola 3

Termodynamické potencialy a identity

3.1 Diferencialni formy

*

Diferencialni forma 1. stupné je zobrazeni w : R" — (R")
Piiklad: Necht f : R"™ — R je hladké funkce. Derivace f v bodé x( je linedrni funkcional

Diferencial funkce je tedy diferencidlni forma 1. stupné. Obecné mizeme zapsat diferencialni
formu ve tvaru
w(z) = wi(z)d;.
i

Diferencialni forma w je exaktni, existuje-li funkce f, takova, ze w je jeji diferencidl. w je
uzavrend, plati-li

Gwi o &uj
(%j - 8951

Diferencialni formy muzeme integrovat po draze. Je-li ¢ : (a,b) — R™ draha, pak plati

[w=[wlew)e @

) a
Je-li w exaktni, pak snadno zjistime, Ze integral nezavisi na trajektorii

b

[w= [ reme = [ (rop) ()t = flpt) - fp(a).

a

Diferencialni forma w je konzervativni, plati-li
¥1 Y2
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pro vsechny drahy ¢, o které maji spolecny pocateéni a koncovy bod. Plati nasledujici
tvrzeni:
w je exaktni < ]{w = (0 <= w je konzervativni.
©
Priklad: Prvni princip termodynamiky muzeme zapsat ve tvaru

dU = 6Q — 5W.

Diferencialy 0Q) a 6W nejsou exaktni. Dodané teplo a vykonanda prace zavisi na tom, jaky
déj soustava kond. Diferencidl dU ale exaktni je, existuje tedy funkce U — vnitini energie.
Zména vnitini energie tedy nezavisi na déji, jen na poc¢atecnim a koncovém stavu soustavy.
Proto se také U tika stavova funkce.

3.2 Termodynamické potencialy

3.2.1 Vnitrni energie

Z prvniho principu termodynamiky pro uzavieny systém muizeme vyjadrit diferencial vnitini
energie ve tvaru

dU =TdS — PdV.

Pokud si soustava mtize vyménovat ¢astice s okolim, musime vztah rozsitit o ¢len popisujici
zménu energie v zavislosti na zméné poctu Castic

dU = TdS — PdV + udN.

Velicina p se nazyva chemicky potencidl. Odpovidda mnozstvi energie dodané systému, pokud
do néj pridame jednu c¢astici adiabaticko-izochorickou cestou. Protoze dU je exaktni dife-
rencial, existuje vnitini energie U jako stavova funkce. Jeji prirozené proménné jsou S, V, N.
7, exaktnosti dU plyne

8U> <8U> (8U>
Y = T’ avs = _P7 anr = M,
(35 VN oV )gn ON ) gy

coz je Cast prvni série Maxwellovych vztahi (viz. kapitola|3.3]). V termodynamické rovnovéze

dale plati

S V
US,V,N)=NU 1 = — = —.
( Y Y ) (57 /U7 ) ) S N ) v N
Vnittni energie je tedy homogenni funkce 1. stupné, z ¢ehoz plyne vztah

U(S,V,N) = ) g4 (U) yi (X N =TS — PV + uN.
EY V) sy ON ) 5

P1i adiabatickém dé&ji (d@Q = 0,dS = 0) kond soustava praci na tikor svoji vnitini energie,

dWg = —dU.
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3.2.2 Volna energie

K volné energii se dostaneme od vnitini energie Legendreovou transformaci (S,V, N) —
(T, V,N). Volna energie je definovéna jako

F:U—<8U> S=U-TS.
IS ) n

Pfirozené proménné volné energie jsou (T,V,N), coZ jsou také prirozené proménné kano-
nického souboru (viz kapitola [5.2). Pro diferenciél volné energie dostaneme vztah

dFF =dU —TdS — SdT' = —=SdT' — PdV + pdN.

Protoze dF' je exaktni, plati vztahy

oF OF oOF
— | = pP—_ |2 N _
5= (o) 7o), = (x),,

P1i izotermickém déji a konstantnim poctu ¢astic kond soustava praci na tkor svoji volné
energie

AWy = —dU + TdS = —d(U — TS) = —dF.

3.2.3 Entalpie

Entalpii dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) — (S, P, N)

H=U- ou V=U+PV.
oV J)n

Ptirozené proménné entalpie jsou tedy (S, P, N). Diferencidl entalpie je roven
dH = dU + PdV +VdP =TdS + VdP + pudN.

7, exaktnosti dH plynou vztahy

OH OH OH
' (as)m’ ' (ap)w " (aN)S,P'

3.2.4 Gibbsav potencial

Ke Gibbsovu potencialu se dostaneme Legendreovou transformaci vnitini energie vzhledem
k (S,V,N) — (T, P,N). Plati tedy

Gev- () s (X V =U—TS+ PV = uN.
95 )y x V) gn
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Ptirozené proménné Gibbsova potencidlu (T, P, N) jsou také prirozené proménné izotermicko-
izobarického souboru (viz kapitola [5.4). Diferencial Gibbsova potencidlu je roven

dG = =SdT' 4+ VdP + udN,

z jeho exaktnosti pak plynou vztahy

0G oG oG
S—‘(aT>P,N’ V—(ap)m’ “‘(azv>T,P'

Vyjadrenim diferencidlu dG ve tvaru
dG = pdN + Ndp = —=SdT + VdP + pudN
dostaneme Gibbs-Duhemiiv vztah
SdT'—VdP + Ndp = 0,

ktery je matematickym vyjadienim toho, ze k popisu stavu soustavy nestaci pouze intenzivni
proménné T, P, 1. Vzdy potiebujeme alespon jednu extenzivni proménnou (S, V', nebo N).
7 Gibbs-Duhemova vztahu se da odvodit napt. nasledujici rovnost

ory _N
o T_V'

3.2.5 Grandkanonicky potencial

Grandkanonicky potencidl dostaneme z vnitini energie Legendreovou transformaci (S, V, N) —
(T, V, )
ou ou

O=U—-|—=— — [ = N=U-TS—-uN =—-PV.
- (15), 5 (), v

Prirozené proménné grandkanonického potencidlu jsou (7', V,u), coz jsou také prirozené
proménné grandkanonického souboru (viz kapitola [5.3)). Diferencidl €2 je roven

dQ = —SdT — PdV — Ndp.

3.3 Maxwellovy vztahy

Shrime si nejprve diferencidly termodynamickych potencial

dU = TdS — PdV + udN,

dF = —SdT — PdV + udN,
dH = TdS+VdP + udN,

dG = —SdT + VdP + pdN,
dQ = —SdT — PdV — Nd.
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Z jejich exaktnosti plyne 1. série Maxwellovych vztaht

o (U _(oH
Bl 05 V,N_ 05 P,N7
po_ () __(oF)
V) gn oV )
g _ _(ory __(oc
N oT V,N_ oT RN’

v )~ ()
OP ) g n OP )

Pokud jsou navic potencialy dostatecné hladké funkce, pak ze zaménnosti druhych parcialnich
derivaci dostaneme 2. sérii Maxwellovych vztaht

oT OP
wo= (av>S,N“<as>v,N’

a5 oOP
"= (av>T,N—<aT>V,N’

oT oV
o= (aP)S,N—<as>RN’

08 oV
o= (ap)m - (aT)p,N'

3.4 Jakobiany, zaména proménnych

Uvazujme hladké zobrazeni f : (x,y) — (u,v). Jeho derivace v bodé (zg,yo) je linedrni
zobrazeni vyjadrené matici

(G, G,
df (zo, yo) = ( (%)y (%Z):p (xo,yO)‘

Jakobian zobrazeni f je determinant matice derivace (pro jednoduchost zapisu nebudeme
explicitné vypisovat bod (g, yo)).

a5 80,666,

Pomoci jakobianu muzeme vyjadrit i samostatnou parcialni derivaci jako

a(u,y>:‘ (5), (%), :(3“> |
a(z,y) 0 1 dr ),
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Z vlastnosti determinantu plynou pro jakobidny vztahy:

1. prohozeni proménnych odpovida zméné znaménka,

ox,y) 1
Ou,v)  gass’

Priklad: Druha série Maxwellovych vztahtu je ekvivaletni identité

A(P.V)
(T, S)

=1. (3.1)

Napft. prvni vztah z druhé série muzeme postupné prevést na identitu (3.1)) (proménnou N
miuzeme vynechat, protoze je konstatni na obou strandch)

WS T as,V) T TaT,8) a0 V) aT,s)

((9T> _ <3P> oir.s) _ owv) ., _ oV.5aokrV) I(PrV)
v /) 95 ),

Podobné mizeme libovolny vztah z druhé série odvodit rozsitenim identity (3.1), napt. druhy
vztah dostaneme takto

a(P,V)o(T,V) oPV) _T.5) _ <8P> _ (as)

(T, S) (T, V) AT, V)  O(T,V) ar v

Pri upravé parcidlnich derivaci je ¢asto potieba prejit k novym proménnym. Uvazujme
funkei f(z,y), jeji diferencidl je

of of
df =|=—| d — | dy. 3.2
d (c%f)y H(ay)m ! 32
Od proménné y prejdeme k nové proménné z. V novych proménnych (z,z) ma diferencial
funkce f tvar
of of
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Abychom mohli predchozi vyrazy porovnat, budeme uvazovat z jako funkci (x,y). Diferenciél
dz pak muzeme zapsat ve tvaru

dz = (62) dz + (62) dy.
ox y oy ),
Dosazenim do ([3.3)) dostaneme

of of 0z of 0z
— (2L il o =L == ) A4
o= (.3 e (). () e
Porovndnim koeficientt u diferenciélt dx a dy ve vyrazech (3.2)) a (3.4) dostaneme vztahy
of af af 0z
= — - — 3.5
(3), = (). (5).(5), 59
o8\ _ (o1} (o
oy) . \oz) \oy)
Ke stejnym vztahiim muzeme snadno dospét i pouzitim tprav jakobidnti, napr.

(5) - Qb hnden rafen _(4) (%)

3.5 Priklady

Priklad 3.1. Dokazte ****_-yztah

oU oP
) =7(%) -P
(o), -7 (&),

Navod: Analogie 2. série Maxwellovych vztaht pro diferencial entropie.

Priklad 3.2. Tepelné kapacity jsou definovany jako
oQ oS oQ 05
(o), (), o= (), (),

Dokazte Mayertiv vztah
oP oV
or ), \oT ),

Navod: Vyjadiete diferencidl entropie v proménnych 7, P a pfevedte ho do proménnych
T V.
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Priklad 3.3. Dokazte platnost vztahu

oCe) _ _p(2V
oP ), or? ),

Priklad 3.4. Dokazte platnost vztahu
(o) ~ e (2r) (1)
oV )y Cy \OV ), \OP)q

Priklad 3.5. Dokazte platnost vztahu

o), -(20), % ()
or), \or), T \ov),

Navod: Vyjadiete diferencidl dP v proménnych T,V a pieved'te ho do proménnych T, S.

Navod: Pouzijte jakobiany.

Priklad 3.6. Dokazte platnost vztahu

(or), 7 5~ (),
orP), T |S 95 )
Navod: Jedna moznost je vyuzit toho, ze pti G = konst. je dG = —SdT + VdP = 0. Odtud

plyne identita
v (o)
S or ),

Vztah lze pak prevést do tvaru (3.5)). Alternativni postup je rozsitit levou stranu (je to vlastné
pouziti véty o derivaci implicitni funkce)

9G

(as) Casq s (5,
op

o OP,G)I(S,P) (BG)P’

as

a zbytek upravit pomoci Maxwellovych vztahu a jakobiant.
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Kapitola 4
Idealni a neidealni plyny

Priklad 4.1. Urcete entropii n molu idealniho plynu s teplotou 7' v objemu V.
Vysledek: S(T,V,n) =nCyInT+nRInV —nRInn+ Kn.

Priklad 4.2. Uvazujte jeden mol idedlniho plynu, ktery kond polytropicky déj. Pii ném
si vyménuje teplo s okolim podle vztahu d@) = CdT, kde C' je konstanta. Urcete rovnici
polytropy v proménnych (7,V'), (P,V), a (T, P). Diskutujte specialni ptripady adiabaty,
izobary, izochory a izotermy.

Navod: Rovnici polytropy ziskdme integraci
dQ = CdT' = dU + dW = CydT + pdV.

S pouzitim stavové rovnice idealniho plynu ji prevedeme do tvaru
dI ~ Cp—CydV
T  Cy-C V'

Cp—C
Cy—-C?

Zavedeme stupen polytropy a = rovnice polytropy se pak da zapsat ve tvaru

TV* ! = konst., PV® = konst., TP~“+ = konst.

Piiklad 4.3. Necht vnitini energie plynu je pouze funkei teploty U(T). Ukazte, Ze potom
platf: a) Cy = Cy(T), b) V = f (£),¢) Cp = Cy = g (£).

Navod: a) z definice, b) ****-yztah, c¢) Mayeruv vztah

Piiklad 4.4. Necht pro vnitini energii plynu plati

U:aW, a > 0.

Urcete: a) S = S(T,V,N) b) P = P(T,V,N), ¢) Cp — Cy v proménnych T, V., N, d) pp =
w(T, P,N).
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Vysledek: a) S = /X, b) P = \/E, ¢)Cp—Cy=35=23/08 d)u= —27T;p-

Priklad 4.5. Stavova rovnice plynu a jeho tepelna kapacita maji tvar

RT 1

P = — |1+ =B(T
V[+V ()}
3 Rd (. d

Ov = QR_VdT(T dTB<T)>'

Urcete koeficient « tak, aby stavova rovnice a vyraz pro tepelnou kapacitu byly kompatibilni.
Pro tuto hodnotu a spoéitejte entropii plynu S(7', V') a vnitini energii U(T, V).

Navod: Pro urceni hodnoty « pouzijte vztah

9Cv T 827P
ov T_ or? ).’

spravna hodnota parametru je a = 2. Entropie se uré¢i integraci jejich parcidlnich derivaci
() <% (2) ()
ory, T ov ). or ).,

5 R RT
S(T,V) = SRIT + RinV — = B(T) — - B/(T).

vysledek je

Vnitini energii urcime analogicky integraci vztaht
U\ _o () g (0P
or )., v ). or ).,

RT?
v

vysledek je

U(T, V) = ‘;’RT _ M gy,

Priklad 4.6. Stavova rovnice plynu ma tvar
PV = A(T) + B(T)P + C(T)P* + .. ..
Urcete tvar zavislosti Cp na teploté a tlaku. Jaky je tvar této zavislosti pro idealni plyn?

Navod: Cp az na funkci teploty dostaneme integraci vztahu

e\ _ (P
oP ), orz ),

Pro idedlni plyn je A(T) = RT, B=C = ... =0 a tepelna kapacita pri konstantnim tlaku
miuze byt maximalné funkci teploty.
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Priklad 4.7. Pro entropii plynu plati

VT
VoTo

Navic vime, ze plyn pri izotermické expanzi pri teploté Ty z objemu Vy na V' vykona praci

S(T,V) =R

%
Wr =RIyln —.
T on%

Urcete volnou energii F' = F(T,V) a stavovou rovnici P = P(T, V) plynu.

Navod: Volnou energii az na neurcenou funkci objemu ziskame integraci entropie pres tep-

lotu, protoze plati
OF
<) N _S‘
or ).,

Dodatecnou funkci objemu urcime z toho, ze pri izotermickém déji plyn kond praci na tkor
svoji volné energie, a tedy

AWy = —dF = Wy = F(Ty,Vy) — F(Ty, V).

Vysledek je
1 Vo 1 VT
F(T,V)=-RTy— — =RT
( ) ) 92 0‘/0 2 %TO

Stavovou rovnici uréime ze vztahu

po-(2B) JRTLV (T Ty Ty
- \ov), vV 2w\, T/ T

- RTO InV.

Priklad 4.8.

Mame dvé stejnd mnozstvi téhoz idedlniho plynu, jedno v objemu Vi, druhé v objemu V5.
Plyny maji stejnou teplotu Tj, ale rtzné tlaky P, # P». Urc¢ete maximalni praci, kterou lze
ziskat pri slouceni téchto dvou plynii na vysledny objem V) + V5.

Navod: Maximélni praci ziskdme v pripadé, ze smichani probéhne jako vratny déj. Pri ném
se nezméni entropie plynu, takze plati

S1 4+ Sy = Ss,
kde

S1 = nCyInTy+nRInV; —nRlInn, S =nCyInTy+nRInVs, —nRlInn,
Sy; = 2nCyInT +2nR1In (V; + V3) — 2nR1n 2n.

7 podminky rovnosti entropii pred smichanim a po ném vyjadiime vyslednou teplotu plynu

Kk—1
Ve \ T
T=Ty|
0<<V1+V2)2>

Maximalni prace je potom déana zménou vnitini energie.
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Priklad 4.9. Jak se zméni mérnd tepelna kapacita vody, pokud do ni prisypeme stul tak,

aby vznikl 1% roztok?

Navod: Mérna tepelnd kapacita vody je cy,o = ¢ = 4185,5 J/kgK a soli cyuer = 2 =

36.8 J/kgK. Pro teplo potiebné ke zméné teploty o AT smési téchto dvou latek muzeme psat
AQ mlclAT + WQCQAT

micy + mMocCo

= (m1 + mg) AT

mi + Mo
m m
— M <]\4161 + ]\;Cg) AT

M (0,99¢; + 0,01co) AT
= McAT.
Z toho je vidét, ze mérna tepelna kapacita vody klesne na ¢ = 4144,0 J/kgK.

Priklad 4.10. Zmérili jste, Ze tetrachlormethan neboli chlorid uhli¢ity (tetrachlér, napln
halonovych hasicich pfistrojiu) ma teploty varu 77 = 40°C pri tlaku P, = 28,4 kPa a Ty, =
80°C prti tlaku P, = 111, 5 kPa. Jaké je jeho mérné skupenské teplo varu?

Navod: Clausiova-Clapeyronova rovnice popisuje P—T kfivku nasycenych par dvoufazového
systému.

ar_ 1
AT TAv’
kde [ je moldrni skupenské teplo fazového prechodu a Av = v, — v, = Z—Z — Z—’; je rozdil

prilusnych molarnich objemi, v nasem ptipadé plynné fize v, a kapaliny v;. Pro teploty
nizsi nez kriticka teplota a nizky tlak 1ze predpokladat, ze plynna faze bude zabirat mnohem
vétsi objem nez kapalnd v, > vy,
v
Av =, (1—k> R Uy,

Up

a bude podléhat rovnici idealniho plynu

__RT
U=
V takovém pripadé muzeme psat
P IP
dT ~ RT?

pokud tuto rovnici zintegrujeme mezi dvéma body rovnovahy (77, P;) a (Ty, P,) za predpokladu
[ #1(T), dostaneme

P dp 1 (T dT
pn P RJn T2
I /1 1
mP—InP = ——(—— —
n o nr R(Tg T1>’
lP1 B z<1 1)
P,  R\T}, T



Tento tvar Clausiovy-Clapeyronovy rovnice udava P —T kfivku pro nas priklad. Sta¢i do néj
dosadit a vyjde I = 31,4 kJ/mol. JelikoZ molarni hmotnost tetrachléru je m,, = 153,81 g/mol,
prevedeme molarn{ skupenské teplo na mérné jako | = min = 204,22 J/g. Pro srovnani, mérné
skupenské teplo vody je 2264, 76 J/g.

Priklad 4.11. Le Chateliertiv princip pro chemickou rovnovahu poprvé: Dinitrogen
tetraoxid NoOy tvori chemickou rovnovaznou smeés s oxidem dusic¢itym. Ukazte, ze celd smés
reaguje na zvyseni tlaku okolntho prostiredi, v kterém se smés nachézi, snizenim celkového
poctu molt chemické smési a smés tak zmensi sviij celkovy objem.

Navod: Vzajemna preména obou sloucenin dusiku je popsdna chemickou rovnici
N204 = 2N02

Predpokladejme, ze na poc¢atku mame pouze a moli dinitrogen tetraoxidu. V disledku che-
mické reakce se pocet mola dinitrogen tetraoxidu méni dle vztahu n, = a — x a pocet
molt oxidu dusi¢itého podobné jako n, = 2x. Celkovy pocet moli chemické smési je tedy
n = a + x. V chemické rovnovéaze jsou jednotlivA mnozstvi chemickych sloucenin urcena
Guldberg-Waageho zakonem ve tvaru

472

= P 'K(T
— (T),

5 =

a?

kde P je tlak okolniho prostiedi a K(T') je chemickd rovnovaznd konstanta urcéend pouze
teplotou, pii které reakce probihd. Oznacime-li nyni o = z/a lze snadno vyjadiit « ve tvaru

_ K(T)
CTNKT) + 4P
Priklad 4.12. Le Chateliertav princip pro chemickou rovnovahu podruhé: Jednou
z moznosti, jak vyrobit peroxid vodiku (H20s), je nechat spolu primo reagovat vodik s
kyslikem. Ukazte stejné jako v predchazejicim prikladu, ze zvysenim tlaku okolniho prostiedi,
dojde k posunu chemické rovnovahy mezi jednotlivymi ucastniky chemické reakce smérem k
snizeni celkového poc¢tu molt chemické smeési.

Navod: Chemicka reakce popisujici vyrobu peroxidu vodiku mé tvar
Hs + Oy &2 Hy05.

Je-li pocateéni mnozstvi vodiku a moli a kysliku b mol, méni se mnozstvi vodiku, kysliku
a peroxidu béhem reakce jako a — x, b — x a x. Celkové mnozstvi moli chemické smési je
tedy n = a + b — x. V chemické rovnovaze jsou jednotlivd mnozstvi plyni uréena Guldberg-
Waageho zakonem, ktery ma v tomto pripadé tvar

z(a+b—1x)
(a —z)(b— 1)
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kde P je tlak okolniho prostiedi a K(T') je chemickd rovnovaznd konstanta urcéend pouze
teplotou, pri které reakce probiha. Hledany parametr je tedy feSenim kvadratické rovnice

y(r) = 2% — (a + b)x + abZ = 0, Z—lflj_g%.

Parametr Z < 1 pouze posunuje parabolu ve sméru osy y. V extrémnim pfipadé Z = 1
ma rovnice y(z) = 0 dvé feSeni © = a a x = b. V redlné situaci kdy Z < 1 odpovida tedy
podminkdm rovnovahy pouze mensi z obou kofenii rovnice y(x) = 0. Toto feSeni je mensi nez
obé pocatecni hodnoty molt a a b a umoznuje tak dosahnout minima Gibbsova potencialu.
Nyni pokud zvysime tlak, zvysime tim i parametr Z a kofen rovnice y(z) = 0 odpovidajici
chemické rovnovaze se posune v kladném smeéru k obéma poc¢atecnim hodnotam molt a a b.
Dojde tedy k poklesu celkového poctu moli chemické smési.
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Kapitola 5

Statistické soubory — Hamiltonovské
systémy

5.1 Parti¢ni suma

Uvazujme systém s mikrostavy € X. Systém m4 zadané stfedni hodnoty funkei A; defino-
vanych na mikrostavech. Vime tedy, ze nejpravdépodobnéjsi (rovnovazné) rozdéleni systému
ma tvar

1
w(z) = — exp (— ZAjAj(x)) :
J
kde Z je partiéni suma
Z(\j) = /exp (— Z)\jAj(x)) dx.
ke j

Ukazeme si, ze vétsinu informaci o systému muzeme ziskat i bez znalosti nejpravdépodobnéj-
stho rozdéleni, a sice pfimo z parti¢ni sumy. Particni sumu nyni budeme chépat jako funkci
Lagrangeovych multiplikatori A;.

1. Entropie rovnovazného rozdéleni je dana souctem In Z a stfednich hodnot pozorova-
telnych vynasobenych prislusnymi Lagrangeovymi multiplikatory:

S = —k/w(oc) Inw(z)dr = —k/w(x) In (; exp (—ZAjAj(a:))) dx

= klnXZ/w(:E)dx+k2/\j/w(x)A]~(m)dw

X

J
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2. Stfedni hodnoty se vyjadii derivaci logaritmu Z podle ptislusného Lagrangeova mul-
tiplikatoru

olnZz 1 3Z
o 70N /A exp (—?Aﬁ%—(z)) dx = —!Ai(x)w x)dx

= —(A). (5:2)

3. Diferencial entropie se vyjadii pomoci diferenciala d(A;)

dS = kd(InZ)+ kd (ZAj<Aj>) _kzaalisz +kZ (\d(A;) + (A)dN;)

= kY Ad(4). (5.3)

4. Kovariance (mira zavislosti dvou pozorovatelnych veli¢in) je ddna druhou derivaci In Z
podle prislusnych Lagrangeovych multiplikatort

9%In Z o (19z\ 1 &2 10207
NN, ON\ZON ) ZOnON,  Z20N 0N

_ /Ai(l')Aj exp( Z)\szk )dx— (;2)%) (;Si)

= (Aid4)) — (A)(4;) = (AAiAAj)- (5.4)

5. Variance je specialni pripad pfedchoziho vztahu pro i = j,

2
TInZ (a2 - (4t = (A4, (55)
V nésledujicim budeme uvazovat systém (plyn), ktery je tvofen identickymi neintera-
gujicimi ¢asticemi. Prostor mikrostavii jedné ¢astice je jeji fazovy prostor X; = I', pro soubor
N castic pak plati
X=I'xIx...xI'=TIy.

Nx

Roli funkei A; budou hrat pozorovatelné veli¢iny (napf. energie, pocet Castic, objem,...).
Odpovidajici Lagrangeovy multiplikatory jsou primo spojené s néjakou intenzivni veli¢inou
(teplota, chemicky potencial, tlak,...), kterd vlastné definuje podminku na stfedni hodnotu
dané pozorovatelné veli¢iny. Presny fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikatori ur¢ime
porovnanim diferencidlu statistické entropie pro odpovidajici rovnovdzné rozdéleni S
diferencialem termodynamické entropie. Nejprve urcime particni sumu jako funkci Lagran-
geovych multiplikatori, tj. jako funkci fyzikalnich parametri soustavy. Stredni hodnoty po-
zorovatelnych veli¢in (vnitini energie stfedni pocet ¢astic, stfedni objem,...), jejich fluktuace

atd. pak uréime pomoci vztahu (5.2) . a .
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5.2 Kanonicky soubor

Méjme plyn v objemu V', ktery je v tepelné rovnovaze s okolim o teploté T'. Pocet ¢astic
plynu N ztstava konstantni. Parametry kanonického souboru jsou 7', V, N, coz jsou prirozené
proménné volné energie (viz. kapitola [3.2.2)). Celkové energie plynu je ddna souctem hamil-
toniant jednotlivych castic

N

Hy = Z H(qj’pj)7

j=1
kde ¢; jsou soufadnice a p; hybnosti j-té castice. Celkova energie plynu ale neni pfesné
urcend. Protoze plyn ma teplotu T, jeho energie fluktuuje kolem jisté stfedni hodnoty, kterou
je vnitini energie

(Hy) = /HN(q7p)wN(q,p)dqdp =U. (5.6)

Lagrangetuv multiplikator odpovidajici této vazbé oznac¢ime (. Hustota pravdépodobnosti
wn(q,p) je nejpravdépodobnéjsi (rovnovazné) rozdéleni N ¢astic plynu na jejich fazovém
prostoru 'y,

wy(q,p) = ZlK exp (—BHn(q,P)) .

kde Zx je kanonicka parti¢ni suma (Maxwell-Boltzmannnova statistika)

_ hiN /exp(—ﬁHN(q,p))dqdp-

I'n

ZK

Faktor h=3" jsme pfidali kviili tomu, aby parti¢ni suma byla bezrozmérna; slouzi rovnéz
pro porovnani s kvantovymi statistikami (viz. kapitola . Protoze ¢éastice plynu mezi sebou
neinteraguji, miizeme integral pres I'y zjednodusit

h3
r

Ty = (1/exp(—BH(q,p))dqdp> = 2",

kde z oznacuje jednocasticovou particni sumu. Takto zavedena kanonicka particni suma
ale vede na entropii, kterd neni aditivni (Gibbsiv paradox). Duvodem je, Ze ¢astice jsou
identické, takze pouhou permutaci ¢astic se stav soustavy nezméni. Fazovy prostor N iden-
tickych ¢astic tak neni I'y = 'V, ale musime ho faktorizovat pfes permutace ¢stic, kterych
je celkem N!. Tim dostaneme korigovanou Maxwell-Boltzmannnovu statistiku, kde

1

1
Zg = MZN, 2= 03 /eXp (—BH(q,p)) dgdp. (5.7)
T

Vnitini energie se urci derivaci In Zx podle 3

_81nZK

U= a5
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Urcéeme fyzikdlni vyznam Lagrangeova multiplikatoru 5. Vyjdeme z diferencialu entropie
dS = kpdU

Protoze objem V' a pocet ¢astic N je konstatni, pro diferencial vnitini energie plati

1
dU = —dS =TdS.
kp
Dostavame tedy vztah g = ﬁ Lagrangetiv multiplikator 8 ma tedy vyznam inverzni teploty,
jeho rozmér je [3] = J~!. To souvisi s tim, Ze 3 je multiplikdtor odpovidajici vazbé na st¥edni
hodnotu energie. Soucin BH (g, p) je tedy bezrozmérny, a diky faktoru h=3 jsou bezrozmérné
jednocasticova i kanonickd parti¢ni suma.
Pro entropii rovnovazného rozdéleni plati

1
S=klnZg + TU'
Odtud snadno vyjadiime volnou energii
—kTInZy =U —-TS = F.

Stavovou rovnici plynu ur¢ime z Maxwellova vztahu

oOF
== (av)m

5.3 Grandkanonicky soubor

Uvazujme opét plyn v kone¢ném objemu V', ktery je tepelné rovnovaze s okolim o teploté T'.
Této podmince odpovidé vazba na stiedni hodnotu energie plynu (5.6). Plyn mé chemicky
potencial p. Parametry grandkanonického souboru jsou T, V, i, coz jsou prirozené proménné
grandkanonického potencidlu (viz. kapitola . V grandkanonickém souboru pocet ¢astic
plynu N neni konstantni, ale mize se ménit (v principu od nuly do nekonetna). Mame
tedy dalsi vazbu, konkrétné na stfedni hodnotu poctu castic (V). Lagrangetuv multiplikdtor
odpovidajici této vazbé ozna¢ime —a. Grandkanonicka parti¢ni suma je pak definovana
vztahem

+00

Zg = e"NZg(N),

N=0
kde Zx(N) je kanonickd parti¢n{ suma souboru N €stic (5.7)). Suma se d4 snadno secist (je
to Taylortuv rozvoj exponenciely), takze plati

Zg = exp (ze), (5.8)
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kde z je jednocasticova partiéni suma. Vnitini energie plynu a stfedni pocet castic se urci
pomoci vztaht (pro zjednoduseni zapisu budeme psét misto (V) pouze N)

OolnZ dln Z,
U=— ), N=+ <) .
B ), Oa 5
Fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikatort «, 5 opét urc¢ime ze vztahu pro diferenciél
entropie rovnovazného rozdéleni

dS = kBdU — kadN.

Protoze objem plynu V je konstantni, pro diferencial vnitini energie plati

1 o
dU = —dS + —dN = TdS + udN.
k8B s
Musi tedy platit
gL LK
ke YT RT

Lagrangetv multiplikator « je bezrozmérny, v souladu s tim, ze o odpovida vazbé na stredni
pocet Castic, coz je bezrozmérnd velicina. Ze vztahu (5.8)) je videt, ze i grandkanonickd parti¢ni
suma je bezrozmérnd. Pro entropii rovnovazného rozdéleni plati

1 Iz
S =klnZg+=U — =N,

z ¢ehoz snadno vyjadiime grandkanonicky potencial
—kTInZg=U—-TS§ — uN = .
Odtud urcime stavovou rovnici plynu, protoze plati vztah

Q=—-PV =—kT'InZ;.

5.4 Izotermicko-izobaricky soubor

Uvazujme nyni plyn, ktery ma teplotu 7'. Pocet ¢astic se neméni a je roven N. Misto objemu
je ale nyni zafixovan tlak plynu P. Parametry izotermicko-izobarického souboru jsou tedy
T, P, N, coz jsou prirozené proménné Gibbsova potencidlu (viz. kapitola [3.2.4). Objem plynu
V' muze fluktuovat kolem své stiedni hodnoty (V). Lagrangetv multiplikdtor odpovidajici
této vazbé oznac¢ime . Parti¢ni suma izotermicko-izobarického souboru je potom rovna

—+o00
7= / eV ZpdV,
0
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kde Zf je kanonickd partiéni suma pro N éastic plynu v objemu V' (5.7). Vnitini energie
plynu a stfedni objem se ur¢i pomoci vztaht

U:_<8(19n2> | V:_(ﬁ(lan2> ‘
5], v s
Pro jednoduchost zépisu piseme V' misto (V).

Urc¢ime fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikatora  a ~. Vyjdeme z diferencidlu
entropie rovnovazného rozdéleni

dS = kBdU + k~dV.

Protoze je pocet ¢astic plynu konstani, pro diferencial vnitini energie plati

1 gl
dU = —dS — =dV =TdS — PdV.
kB B
Musi tedy platit
= 1 P
kT T kT
Rozmér Lagrangeova multiplikdtoru v je tedy [y] = m™3. To koresponduje s tim, Ze v je

Lagrangetuv multiplikator vazby na stfedni hodnotu objemu. Entropie rovnovazného rozdéleni
je rovna

~ 1 P
=klnZ + — —V.
S n +TU—|—TV

Odtud snadno vyjadiime Gibbstv potencidl
~kTInZ=U-TS+ PV =G.

Stavovou rovnici plynu uré¢ime ze vztahu pro stfedni hodnotu objemu.

5.5 Statisticky soubor pro plyn v rotujici nadobé

V této ¢asti se budeme zabyvat klasickym idealnim plynem uzavienym v rotujici nadobé. Ro-
tujici nddoba s momenty setrvacnosti Iy, I, I3 se otaci kolem vybrané osy tithlovou rychlosti
W = (w1,ws,ws). Plyn je v tepelné rovnovaze se sténami valce o teploté 7' a ma konstantni
pocet molekul N. V disledku interakce molekul se sténami nadoby je stfedni hodnota cel-
kového momentu hybnosti plynu (L) obecné nenulové. Ke kazdé slozce (L) (i € {1,2,3})
tohoto vektoru stfednich hodnot je nutné zavést prislusny Lagrangetv multiplikdtor \;, které
budeme dohromady oznacovat vektorem X. Rovnovéiné rozdélen{ mikrostavit plynu v rotujici
nadobé je dano vztahem

w(a,p) = —— exp[—BHy(q, p)]exp |[-ALy(q, )|,

Zrot

40



s parti¢ni sumou ve tvaru

1

ZTOt - N!h3N

[ expl-pHx(a, p) exp [~XLy(a, p)] dadp,

'y

kde L ~n(a, p) je celkovy moment hybnosti plynu, jehoz stav je popsan mikrostavem (q,p) €
FN-

Nyni musime urcit fyzikalni vyznam Lagrangeovych multiplikatori. Podobné jako v pred-
chézejicich pripadech vyjdeme z prvniho principu termodynamiky d@Q) = dU + dW. Predpo-
kladejme, ze cely systém (plyn + nddoba) je tepelné izolovany, nepusobi na néj vnéjsi sila a
nadoba nemtuze ménit své rozméry. Jediny zptisob, kterym muze plyn uvniti nadoby konat
praci, je na tukor rotacni kinetické energie nadoby. Kinetickou energii rotujiciho télesa lze
psat ve tvaru

Ey = Zgj (£:)° /1,

N | —

kde £ jsme oznacili moment hybnosti nadoby. Praci plynu mizem tedy vyjadrit jako

3 p .
AW = dB, =Y ?dﬁi — JdL.

i=1 i

Posledni rovnost plyne ze vztahu L= (Iyw1, Iows, Isws). Nevyhodou takto odvozené prace
plynu je, Ze je vyjadiena pomoci momentu hybnosti nddoby. Staci si ale uvédomit, ze celkovy
moment hybnosti plynu a nddoby musi byt konstantni (E +L = const.), a tedy pro vzajemnou
zménu momentu hybnosti plynu a nddoby dostavame dl = —dL. Ve vysledku tedy dostavame

dQ = TdS = dU — &dL.
Porovnanim pravé ziskaného vztahu se vztahem pro diferencial entropie rovnovazného rozdéleni
dS = kBdU + kXdL

dostavame, ze musi platit
1
B = kiTa
Pokud je tedy napriklad naddoba v klidu, je X=d=0a my dostdvame v souladu s nasim
octekavanim rovnost rovnovazného rozdéleni kanonického souboru a souboru pro plyn v ro-
tujici nadobeé.
Vnitini energie a moment hybnosti plynu uré¢ime ze vztahi

U:_<81ant> 7 Li:_<(9anmt> )
op 5 O\ B

Entropii 1ze spocitat ze vztahu

X = —6a.

1 1_-
— 1 Z 71]_7"1.
S =kIn rot W
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5.6 Priklady

Priklad 5.1. N molekul klasického idedlniho plynu je v objemu V' pii teploté T. Najdéte
kanonickou parti¢ni sumu Zx, stavovou rovnici, vnitini energii a tepelnou kapacitu plynu.

Vysledek:
%4 27rmg 7 VN 2mm N 5 1
z = -—Q —_— = — _— —_— —
m\ g ) K= Npsy g ’ kT
F NKT
F = —§Nlen(27rka)—NlenV+len<N!h3N>, po_(2F) _ AN
2 v ).y V
OlnZgx 3 oU 3
U = — = NkT, Cy=|(==| =Z2Nk
ag 20 Y <8T>VN 2

Priklad 5.2. Idedlni ultrarelativisticky plyn je v objemu V pri teploté T a ma chemicky
potencial p. Najdéte grandkanonickou partiéni sumu Zg, stavovou rovnici, stfedni pocet
¢astic a vnitini energii.

Vysledek:
o= SV e [ ) s L LA
= Fh3 G = €Xp 3333 ) kT kT
373 "
N — %61@7 O=—-kT'InZg=—-NkI'=-PV, U=3NEKT.
c

Priklad 5.3. N molekul klasického idedlniho plynu ma teplotu 7" a tlak P. Najdéte particni
sumu Z izotermicko-izobarického souboru, stavovou rovnici a vnitini energii. Predpokladejte,
7e 1/yN ~ 1/4N*L,

Vysledek:
B V (27 2 g VN 2mm 2N 7 2mm 2N 1 N 2mm N 1
Z = h3 3 g K= NIp3N 3 ) - B AN+13N ~ 3 N3N
P OlnZ NkT olnZ 3
- L V=_ - U=— = —NET.
7Tk ( oy >ﬁ P ( B 5)7 2

Priklad 5.4. Soubor N klasickych jednorozmérnych harmonickych oscilatori je v tepelné
rovnovaze s rezervoarem o teploté T'. Urcete kanonickou parti¢ni sumu souboru a vnitini
energii.

Vysledek:

N
_2m 1 2 B 0ln Zx _E_
* = Bh ZK_N!(ﬁW) U= ( a5 )‘5—N’“T‘
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Priklad 5.5. Klasicky idedlni plyn je v homogennim gravitacnim poli. Predpokladejte, ze
plyn mé konstantni teplotu 7" nezévislou na vysce nad povrchem. Urcete hustotu poctu ¢astic
plynu ve vysce h nad povrchem.

Navod: Hustotu poctu ¢astic v dané vysce h nad povrchem urc¢ime z rovnovazného rozdéleni
integraci pres hybnost

n(h) = N [ w(npdp.
R3
kde N je celkovy pocet ¢astic. Vysledkem je barometricka formule
n(h) = NBmge Pmoh,
podle které pocet ¢astic klesad exponencielné s vyskou nad povrchem.

Priklad 5.6. N molekul klasického idealniho plynu je ve vélci o poloméru R a vysce h;.
Valec rotuje kolem své osy symetrie konstatni thlovou rychlosti w. Plyn je v termodynamické
rovnovaze se sténami valce o teploté 1. Urcete rovnovazné pravdépodobnostni rozdéleni v
cylindrickych soufadnicich w(ry, ¢, h, pr, Dy, D1)

Navod: Rovnovazné rozdéleni pro jednu molekulu v kartézskych souradnicich je dano vzta-
hem
B

W) = Lowp | (- m @ x| o |7 (@

2m

V cylindrickych soutradnicich
x=rycosp, y=rysing, z=h.

pro rotaci valce kolem z-ové osy, kdy & = (0,0,w) mé Hamiltonidn v novych kanonickych
hybnostech tvar

1 P2
H=_—(pi+=2+n; ).
2m<pr Ti ph

z-ova slozka momentu hybnosti je primo rovna p,. Pro rovnovazné rozdéleni tak dostaneme
vztah

1 8 2
w(ry, o, h, pr, Dy, Pr) = _ eXP (—2m (p? + 7;” +pi>> exp (Bwpy,) |1, (5.9)
iR

kde |J| je jakobidn prechodu od kartézskych soutradnic/hybnosti k cylindrickym. Ukazte, 7Ze
|J] = 1.

Priklad 5.7. Uvazujte plyn v rotujicim vélci z piikladu [5.6] Uréete partiéni sumu, vnitini
energii a stfedni hodnotu momentu hybnosti castic plynu.
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Navod: Uréime jednocasticovou partiéni sumu

2 hi

R
1 2

z = —/dgp/dh/dm/d?’pexp _h pf—i—pf;—l—pi exp (Bwp,,)
h3 / ;) s 2m ri

1 2mm 1 frmw? R
= h32V< B ) ey <eXp <2 ) — 1) .

Kanonickou parti¢ni sumu ziskame standardnim zptsobem, je vhodné ji vyjadrit jako funkci
ptivodnich Lagrangeovych multiplikdtort 8 a A. Vysledek je

VY 2\ 25\ AN

Vnitini energie a stfedni moment hybnosti jsou (v proménnych 7', w)

W

3 mR2w?
U = SNKT — NkT + NkT—2T___
2 1 — e " 2krT
mR2w
2NET
(L.) = NkT—F .
1—e TSR w
Pro vnitini energii tedy plati
3 1
U = SNKT + SwiL.).

Priklad 5.8. Uvazujte plyn v rotujicim vélci z prikladu [5.6, Urcete hustotu poctu ¢dstic
plynu ve vzdélenosti ; od osy rotace. Predpokladejte, ze v nadobé jsou dva izotopy plynu
s hmotnosti m; < my. Jaky je pomér koncentraci izotopt na ose valce a jeho sténach? Pro
ilustraci urcete zménu pomeéru koncentraci pro hexafluorid uranu UFg, ktery obsahuje dva
izotopy - #5UFg a 23¥UFg. UvaZzujte odstfedivku o poloméru 20cm rotujici rychlosti 10.000
otacek za minutu. Teplota plynu v odstredivce je 100°C.

Navod: Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti nalezeni ¢éastice ve vzdalenosti r; od osy
rotace dostaneme integraci pres hybnost, polarni thel a vysku valce

21 hi

wire) = [ [ dp [ dhw(ri,,h,pe,pp )
R3 0 0

Hustota poctu ¢astic n(r;) = Nw(r,) je pak rovna

2

n(ry) = Nr,

Bmw Bmw?r?
G T exp 5 .
exp (T) —1

Pomeér koncentraci izotopli na ose a sténéch valce je tedy dan vztahem

(i) (i) = oo (5

44




Pro hexafluorid uranu v odstredivce dostaneme
TL235(0) TL235<R) 3- 1, 675-10727 - 472 - 108 -4 -1072
= ex
nggg(O) TLQgg(R) P 2- 1, 38-10-23.373-36-102
1,675 - 472
“*P\6.1,38-373

) ~ exp (0.02) &~ 1.02
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Kapitola 6

Fluktuace

Priklad 6.1. Dokazte, ze v kanonickém souboru plati vztah
(AU)* = kT*C.

Priklad 6.2. V ramci izotermicko-izobarického souboru dokazte platnost vztahu

(AUAV) = kT [T (?;)P +P (g?)J .

Priklad 6.3. Dokazte, ze pro fluktuace poctu castic v grandkanonickém souboru plati vztah
NET (ON
AN) = —/—— [ == .
(BN) 4 ( or ) TV
Pouzijte Gibbs-Duhemuv vztah.
Priklad 6.4. Dokazte, ze pro relativni fluktuace vnitini energie souboru N klasickych jedno-

rozmérnych harmonickych oscilatori, které jsou v tepelné rovnovaze s rezervoarem o teploté
T, plati vztah

U~ VN

AU
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Kapitola 7

Statistické soubory — diskrétni hladiny

Priklad 7.1. Soubor N kvantovych jednorozmérnych harmonickych oscilatoru je v tepelné
rovnovaze s rezervoarem o teploté 1. Urcete kanonickou partié¢ni sumu souboru a vnitini
energii.

Vysledek:
E, = 1 hw _y _ﬁE"—iei%w
" (n—|—2> ’ z-nz::oe 1 — e Bhw
—BEEN olnZ Ao hwe P
(1 — e=Phw) )5} 2 1 — e Bhw

Priklad 7.2. Model paramagnetické soli

N Castic se spinem 1/2 a velikosti magnetického momentu pp je pevné umisténo v homo-
gennim magnetickém poli s intenzitou B. Soustava je v tepelné rovnovaze s rezervoarem
o teploté T. Kazdy spin muze byt orientovan paralelné s magnetickym polem (energie

ey = —upB), nebo antiparalelné (energie e = +ugB). Urcete celkovy magneticky moment
latky M a jeji magnetickou susceptibilitu y = %—%‘B:O. Najdéte kanonickou particni sumu,

vnitini energii soustavy a jeji tepelnou kapacitu. Vyjadfete entropii jako funkci vnitini ener-
gie, resp. jako funkci teploty a magnetické indukce. Jak se zméni teplota soli pri adiabatické
zméné magnetického pole?

Navod: Celkovy magneticky moment M soustavy N nezavislych spinti je tmérny stfednimu
magnetickému momentu jednoho spinu, tj.

M = <Z m> = N(m) = N(upps — pip-).

Pravdépodobnost, ze je spin natocen ve sméru nebo proti sméru pole, je rovna

1 _
p+ = —¢
z

Bex
)
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kde z je jednocasticova parti¢ni suma
z=e P f e = 2cosh(BupB).
Magneticky moment latky je tedy roven
M = Npptanh(BugB).

Pro slabé magnetické pole B <« % roste magnetizace latky linearné s jeho intenzitou

1
M~ NBYB.
kT

kT

Naopak, v silném magnetickém poli B > e

a magnetizace se blizi hodnoté

je vétsina spint orientovana ve stejném sméru

M—)NNB

Prubéh zavislosti magnetizace latky na podilu B/T se nazyva Brillouinova saturacni krivka
(viz. obr.|7.1]). Magnetickd susceptibilita je nepfimo tmérnd absolutni teploté (Curieho zdkon)

oM Nu%
X = — = .
0B B0 kT
1 |-
0.8
0.6 -
M
Nupp
0.4
0.2 F
0 Il Il Il
0 1 2 3 4
usB
kT

Obréazek 7.1: Brillouinova satura¢ni kiivka.

Kanonicka partiéni suma souboru N spint je rovna

Zg = 2N = 2% cosh™ (BupB).
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Udtud dostaneme vnitini energii

Oln ZK ,UBB
U=— — _NupBtanh ( ) ,
98 HBZ TN T
a tepelnou kapacitu paramagnetické soli
2
o= _ N e Nk 9 gl
or kT cosh (%) T2 cosh? (%) ’ k-

Prabeh tepelné kapacity je znazornén v obr. ProT — 0 a pro T > O se tepelna
kapacita blizi nule. Maximum nabyva pro T" ~ 0.80. Charakteristickd teplota © je velmi
nizka (© ~ 1K) i pro silnd magnetickd pole (B ~ 1 Tesla)

C/Nk
A

0.4r
0.3 r
0.2

0.1

‘ —» T/0
4

0 1 2 3

Obrazek 7.2: Tepelna kapacita paramagnetické soli.

Entropie nejpravdépodobnéjsiho rozdéleni je z definice rovna
S=—Nkp,Inp, — Nkp_Inp_.
Pravdépodobnosti p+ miizeme zapsat pomoci vnitini energie; plati totiz vztahy

U=—-NupB(py —p-), py+p-=1

_11 U
pj:—2 :FN,UBB .
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Entropie jako funkce vnitini energie ma nasledujici tvar

(SRR L U, Y LA I L L Y (o S
- NugB) "\2 NupB 2 NugB) "\2 NyupB

evv s

(odpovidé teploté T — 0T, resp. Sl — +o0) prislusi pouze jeden stav soustavy (vSechny
spiny jsou orientovany ve sméru pole - p, = 1) a entropie je tak rovna nule. S rostouci
vnitini energii (rostouci teplotou, klesajici 3) roste i entropie, az do bodu U =0 (T" — +o0,
resp. f — 07). V tomto bodé je p+ = 1/2 a entropie nabyvd maximalni mozné hodnoty.
Pri dalsim rastu vnitini energie zacne entropie klesat. Ve stavu s kladnou vnitini energii
je vic spint orientovdno proti sméru magnetického pole (p_ > py) - dochazi k populaéni
inverzi, kdy je preferovan stav s vyssi energii. Pii kladné vnitini energii ma systém zapornou
absolutni teplotu.

S
Nk
A

0.8 -

0.2r

> U
Nup

Obrazek 7.3: Entropie jako funkce vnitini energie.

Entropie jako funkce teploty a magnetické indukce je rovna

_ _ MBB>> _ p1pB (MBB)]
S = kln Zx + kAU = Nk {m (2 cosh ( o 22 (E22)].

P1i adiabatické zméné magnetické indukce z By na By se zméni teplota z T} na

20



Priklad 7.3. Model organického vlakna
VlIdkno je tvoreno N molekulami, je napinano silou f a je v tepelné rovnovéaze s okolim o
teploté T'. Kazda molekula se miize nachazet ve dvou stavech - prvni s délkou [ — a a energii
E_ = —f(l—a), druhy s délkou [ + a a energii £, = — f(l+a). Najdéte stFedni délku vldkna
L v zavislosti na teploté T a napinaci sile f.

Navod: Analogicky prikladu (f <> B, L <> M ) dostaneme

1
py = —ePIED 5 — 968 cosh(Baf).
z

Stredni délka vladkna je pak rovna
L=N(ps(l+a)+p-(l—a))= NI+ Natanh(Baf).

Pro malé napéti vldkna je tanh(Saf) ~ Paf a prodlouzeni vldkna je pak primo umérné
napinaci sile (Hooketv zakon)

AL =L — Nl =~ Na*Bf.
V tomto priblizeni je modul pruznosti ptimo imérny teploté

[ KT
AL~ Na?

Priklad 7.4. Adsorpce plynu na sténiach nadoby

Uvazujte adsorbujici povrch s N aktivnimi misty. Kazdé aktivni misto muze vazat jednu
molekulu. Povrch je v kontaktu s idedlnim plynem, ktery méa chemicky potencial u, tlak P
a teplotu 7. Predpokladejte, ze volna molekula ma vi¢i aktivnimu mistu nulovou energii a
vazana molekula mé energii —e. Urcete stupen adsorbce ©, tj. pocet adsorbovanych molekul
n v pomeéru k poctu aktivnich mist V.

Navod: Grandkanonicka particni suma pro jedno aktivni misto je
2o =1+ %,
Pro N aktivnich mist dostaneme
Zg = (1 + eﬁgeo‘)N .
Stredni pocet obsazenych aktivnich mist je roven

_8an(;_ N

" o 14 e Pea’

Stény nadoby jsou v rovnovéaze s idedlnim plynem, maji tedy stejnou teplotu a chemicky
potencial, resp. Lagrangeovy multiplikatory 8 a a. Pro idedlni plyn plati

P
(2rmkT) kT

«
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Celkem tedy pro koeficient adsorpce dostaneme

no_ 1 B P
N l4efeea pPyp)

0= kde Py = (QkaT)%k;Te_ﬁ.

Uvedeny vztah se nazyva Langmuirova adsorpcni izoterma. Pro danou teplotu udava pocet
adsorbovanych molekul plynu v zavislosti na tlaku. Pro nizké teploty klesa hodnota Fy k
nule a koeficient adsorpce je blizky jedné - vétsina mist je obsazena. To vysvétluje napr.
kondenzaci vodnich par na sténé studené nadoby. Naopak, pro vysoké teploty T > u/k je
Py > P a koeficient adsorpce klesd k nule; to je diivod pro¢ se zahtivaji stény vakuové
komory, pokud chceme vytvorit vysoké vakuum.
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Kapitola 8

Presné statistiky

8.1 Maxwell-Boltzmannovo rozdéleni

Uvazujme nejprve systém N klasickych ¢astic. Kazda z nich se mize nachazet na néjaké
energetické hladiné (mikrostavu) s energii €;. Soustava je v tepelné rovnovéaze s okolim o
teploté T. Oznacime jako np) pocet ¢astic s energii ¢; (obsazovaci ¢islo). Celkovy pocet
castic je N, takze plati
N = anm.
1

Index 7 oznacuje stav celého souboru (makrostav). Celkova energie souboru ve stavu v je
E,y = Z nZ(’Y)é‘Z'.
Statistické vlastnosti souboru N ¢astic odvodime z kanonické partiéni sumy, ktera ma tvar

Zg = Zg'ye_BE77
Y

kde g, je degenerace makrostavu «y. Pro rozlisitelné ¢astice plati

N!

Gy = )
RIS I

a kanonickou parti¢ni sumu mizeme zapsat jako N-tou mocninu jednocasticové partiéni sumy

N ™ ™)
_ —Bny""e1 | ,—PBny' e
g = Z nm)!-n(v)!-...e 1 e Phe 2
{np),néw, U 2
> ”zh) =N

N
= (eiﬁel +e P24 .)N = (Z eﬁ&) =2V,
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Pro identické ¢astice jsou ale degenerace makrostavii g, = 1 a kanonickou partiéni sumu ne-
dokazeme secist (s vyjimkou souborti s malym poctem ¢éstic). Problém predstavuje podminka
na pevny pocet castic. Tu mtzeme obejit prechodem ke grandkanonickému souboru. Navic
chyba, kterou timto postupem udélame, je pro velkd N zanedbatelnd - v termodynamické
limité jsou oba soubory ekvivalentni.

Uréime grandkanonickou particni sumu pro soubor klasickych ¢astic. Nejprve prejdeme
ke korigované statistice pro N ¢astic. Predpoklddejme, Ze pocet moznych energetickych stavii
je mnohem vétsi nez pocet ¢astic (plyn je dostatecné Fidky). Pokud bude teplota dostatetné
vysoka, muzeme predpokladat, ze v kazdém stavu je maximalné jedna castice, takze bude
platit np) ' =1. V tom pripadé jsou degenerace makrostavi g, = N!, coz je pocet permutaci
N ¢astic. V predchozim vypoctu jsme tedy partiéni sumu nadhodnotili o N!. Abychom to
napravili, sumu podélime poc¢tem permutaci N céastic. Tim dostaneme kanonickou parti¢ni
sumu ve tvaru

L N
Grandkanonickou parti¢ni sumu pak ziskdme standardnim postupem
+00 N +oo 1 N . .
Zup = NZ_:O Zg(N)e™™ = NX_:O NI (e“2)" =exp(e®z) = exp (Z eo‘_ﬂgz> = Hexp (e“‘BEZ) :

Vnittni energie a stredni pocet ¢astic se uréi pomoci vztaht

. aanMB - alnZMB
o= () (),

Protoze parti¢ni suma Zj;p ma tvar souc¢inu pres energetické hladiny, plati
NZZ(”i>7 U225i<ni>7
i i

kde (n;) oznacuje stfedni pocet ¢astic na hladiné ¢;. Pro soubor klasickych castic se (n;) Fidi
Maxwell-Boltzmannovym rozdélenim (viz Priklad

1 1

(ni) = ePei—a exp (e;&u)

8.2 Bose-Einsteinovo rozdeéleni

Uvaiujm? ?yni soubor identickych bosonti. Obsazovaci ¢isla mizou nabyvat jakychkoli hod-
g

not, tj. n;” =0,1,2,.... Grandkanonicka parti¢ni suma se pak d& prepsat do tvaru
S exp (S n +Z°o (a—pe2) 1
_ _ a—p&; )N __
Zae = 2! o ( i rtes B&)) N 1:[71-:06 N l:[ 1 —exfel
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Stiedni pocet ¢astic na dané energetické hladiné se ¥idi Bose-Einsteinovym rozdélenim (viz

P¥fklad
1 1

() = a1 = oxp (558) — 1

Uvazujme nyni ultrarelativisticky bosonovy plyn v nadobé tvaru krychle s délkou hrany

L. Energie castice jsou
€ = pc = c\/pt +pj + pi,

kde slozky hybnosti nabyvaji hodnot

7TFLZZ
L Y

pi = lz € ]NO.

Logaritmus parti¢ni sumy muzeme zapsat ve tvaru

InZgp =—g Z In (1 - eo‘_ﬁ‘”) ,

l1,l2,l3

kde faktor g oznacuje degeneraci energetickych stavi kvili spinu. V limité dostate¢né velkého
objemu nahradime sumu integralem

l1,l2,l3

“+oo
L L v
— = [y = [ s — o [,
21: wh/p nt P 2. a1
i 0 R R3

a pro logaritmus parti¢ni sumy dostaneme vztah

+oo
V — Be 4V o Boe
anBE:—gﬁ/an—eo‘ Bp)d?’p:—g e /p21n(1—e B”)dp.
R3 0

Ptejdeme od hybnosti k energii

“+00

47V _Be
anBE:—gW / e?ln (1—60‘ p )de. (8.1)
0
Odtud uréime vnitini energii plynu
—+o00
81HZBE 47V 1
U—_ (9R4BE) _ / 3 e, 8.2
( op )a gh3c3 / ¢ efe—a _ 1 c (8:2)
a stfedni pocet castic
“+oo
OJln ZBE 47V 9 1
N— L2 I / S 8.3
< oo >B gh3c30 £ a1 (83)
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Uvedené vztahy muzeme prepsat do tvaru
+00 +o0
U=g / en(e)D(e)de, N=g / n(e)D(e)de,
0 0

kde funkce n(e) je Boseho faktor (stfedni pocet Castic s energii ¢)

1
ne) = g7

a D(e) je hustota poctu stavi s danou energii; pro ultrarelativistky plyn plati

AV,

D(e) = 155 ¢
Ze vztahu (8.1)) vyjadiime grandkanonicky potencial

“+oo

4
Q=—-kTInZgp = kTgth / £2ln (1 - ea’ﬁs) de.
c
0

Provedeme integraci per partes; okrajovy ¢len vymizi a dostaneme vyraz

—+00

A7V 3 1
2= g3h3c3 / c ehle—a 1d8'
0

Porovndnim se vztahem pro vnitini energii (8.2) zjistime ze plati identita

1
PV =-U
37

podobné jako pro klasicky ultrarelativisticky plyn.

8.3 Fermi-Diracovo rozdéleni

Pro fermiony (¢astice s polociselnym spinem) plati Pauliho vylucovaci princip. Obsazovaci
¢isla muzou nabyvat pouze hodnot n; = 0, 1. Parti¢ni suma je pak rovna

1

ZFD = H (Z 6(a_'65i)ni) = H (1 + ea—,@ai) .
i n;=0 i

Stiedni pocet ¢éstic s energii (n;) se fidi Fermi-Diracovym rozdélenim (viz Priklad

1 B 1
ebei—a L 1 exp (5;;#) 1

(ni) =
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Uvazujme nyni nerelativisticky fermionovy plyn v krychli s hranou délky L. Energie castice

jsou
__ P _pitnn
2m 2m ‘
Slozky hybnosti nabyvaji hodnot
mwhi;
;= 72, lz € N,.
p I 0

Déle mtizeme postupovat stejné jako v pro bosonovy plyn. Logaritmus particni sumy

InZpp=g Z In (1 + ea_ﬂgl)

l1,l2,l3

aproximujeme v limité velkého objemu pomoci integralu
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Prejdeme od hybnosti k energii
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Odtud vyjadiime vnitini energii
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a stredni pocet Castic
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Tyto vztahy miizeme opét prepsat do tvaru
+00 +oo
U=g / en(e)D(e)de, N=g / n(e)D(e)de,
0 0

kde n(e) je fermiho faktor (stfedni pocet ¢éstic s energii €)

(8.5)

(8.7)



Hustota poctu stavii s energii € je pro nerelativisticky plyn rovna

N |=

D(e) = = (2m)2e2.

B3
Ze vztahu ([8.5]) uréime grandkanonicky potencidl fermionového plynu. Po integraci per partes
dostaneme vyraz
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Q=—kTIn ZFD = (Qm)
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Porovnanim se vztahem pro vnitini energii najdeme rovnost
2
PV =-Q=kTI'InZpp = §U' (8.9)

Stejny vztah plati i pro klasicky nerelativisticky plyn.

8.4 Piiklady

Priklad 8.1. Uvazujte systém dvou c¢éstic, kazda miize mit energii e, = 0, g5 = ¢, €3 = 3¢.
Urcete partiéni sumu souboru a jeho vnitini energii, za predpokladu, ze castice jsou

1. rozlisitelné
2. bosony se spinem nula

3. fermiony bez spinu

Navod:
Obsazovaci ¢isla a degenerace jednotlivych makrostavii jsou shrnuty v nasledujici tabulce.

~ ngv) ngv) n:())v) E, gs/MB) g’(yBE) g’(yFD)
1| 2 0 0 0 1 1 0
21 0 2 0 2¢e 1 1 0
31 0 0 2 6e 1 1 0
41 1 1 0 € 2 1 1
5) 1 0 1 3e 2 1 1
6 0 1 1 6e 2 1 1

Pro zjednoduseni zapisu oznac¢ime x = e, Vnitini energie se pak uréi podle vztahu

olnZz 0lnZ 0z olnZz
— = — = ge—

U= 08 or 08 oz

o8



V pripadé rozlisitelnych castic je particni suma
Zyup =1+ 2% 4+ 2%+ 22 4+ 22° 4+ 22* = (1 + o + 2°)?,

a vnitini energie je tedy
1+ 322

Uyp =206 ——m—.
MB 1+ + a3

Pro bosony dostaneme vztahy

1+ 2z + 322 + 423 + 62°
g .
14+ o422+ 23 + 2t + af

Zpp =142+ 2%+ 2+ 23 + 2, Ugg ==z

Nakonec pro fermiony plati

1+ 322 + 423

_ 3 4 —
ZFD—ZL‘—|—I' —f—ZE, UFD—25 1—{—12—#1‘3‘

Prubéh vnitfnich energii je zndzornén v obr. Pro konec¢nou kladnou teplotu plati
nerovnosti
Upe < Uy < Upp.

V limité 7" — +oo (odpovidd x — 1) jsou vnitini energie stejné a nabyvaji hodnoty %5.
Pro T" — 0 (odpovidd = — 0) klesd vnitini energie souboru rozlisitelnych ¢astic a bosonu k
nule - pti T' = 0 jsou obé ¢astice na nejnizsi energetické hladiné. Tomu v piipadé fermiont
zabranuje Pauliho vylucovaci princip, takze i pti T" = 0 musi byt jedna c¢astice na prvni
excitované hladiné.

Priklad 8.2. Urcete stfedni pocet Castic s energii ¢; pro soubor klasickych ¢éstic, bosont a
fermion.

Vysledek:
1
Maxwell-Boltzmann : (n;) = —
exp ( o )
1
Bose-Einstein : (n;) = — )
exp (;C—T“) —1
1
Fermi-Dirac : (n;) =

exp (%) +1

Priklad 8.3. Fotonovy plyn, zareni absolutné cerného télesa

Urcete spektralni rozdéleni energie fotonového plynu (elektromagnetické zareni v duting,
které je v tepelné rovnovaze se sténami nddoby) v zdvislosti na jeho teploté. Cemu je rovna
hustota energie? Jaka je celkova vyzarena energie absolutné ¢erného télesa na jednotku plo-
chy. Najdéte hustotu poctu fotonu pro zareni o teplote T

29
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Obrazek 8.1: Vnitini energie pro soubor 2 rozlisitelnych ¢astic (Cernad kiivka) , bosont
(Cervend) a fermiont (modréd).

Navod: Fotonovy plyn je ultrarelativisticky bosonovy plyn - klidova hmotnost fotonu je
nula a jeho spin je 1. Navic je jeho chemicky potencial roven nule, protoze pocet fotonii se
nezachovava. Hustotu energie mtizeme vyjadrit ze vztahu ; integral prevedeme z energii
do frekvenci

‘(i:‘g/ 0/ en(e)D(g)de = /p(u)dv.

0

Spektralni rozdéleni energii p(v) absolutné ¢erného télesa tak mizeme zapsat ve tvaru

p(v) = Tn(v)e(v) D(v).

Degenerace g je dva kvili dvéma polarizacim. Vztah mezi energii fotonu a frekvenci je
€ = hv,

a pro boseho faktor dostaneme
1
nv) = ———.
) ert — 1

Hustotu po¢tu médi v intervalu (v, v + dv) uréime ze vztahu (8.4)

47V
D(V) = 71/2.
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Spektralni rozdéleni energii v zavislosti na teploté absolutné ¢erného télesa je tedy

B 8t hi?

V)= Thy
p() 036%—1

coz je Planckiv vyzafovaci zdkon. Pribéh funkce pro rizné teploty je zndzornén v obr. 8.2

p(v)/ 108 wWm3
A

1,

05F

‘ ‘ ‘ > v/ 10% Hz
2 4 6 8

Obréazek 8.2: Spektralni rozdéleni energie zareni absolutné cerného télesa o teploté 3000 K
(¢ernd krivka) , 4000 K (¢ervend) a 5000 K (modra).
Poloha maxima rozdéleni je ddna podminkou

hv,, 1

=3
kT 1—6}11:77@

Odpovidajici frekvence je primo imérna teploté (Wientv posunovaci zékon)

kT
m = 2.82—.
8 h
Pro hustotu energie fotonového plynu dostaneme
oo M = [e.e]
U Sth [ B i = sckt 1 2 8okt
V& / = :h3c3T/eI—1x:15h3c3
err — 1 dv = *Ldx
Celkovy vyzareny vykon na jednotku plochy je
400 5 2m
c , cU 27°k* _, .
R= in 0/ p(u)dl/0/005951n0d90 dp = v 15h302T =oT".
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Tento vztah se nazyva Stefan-Boltzmanntiv zakon. Hustotu poctu fotontt uréime ze vztahu

E3)

+oo 3 +oo 3
N 8x V2 kT x? kT
v—cgo/ez;_ld”—8”<;w> O/ew_ld“%(hc) B

Priklad 8.4. Degenerovany fermionovy plyn
Urcete Fermiho energii, Fermiho teplotu, vnitini energii a tlak v zavislosti na hustoté poc¢tu
¢astic pro degenerovany fermionovy plyn (plyn pfi teploté 7' = 0).

vV,

miho faktor (8.8)) tak prejde ve skokovou funkci

1 17 € < Ho

n(e) = gy — Ole — o) =
Ble—p)

el Oa € > Ho,

kde o je chemicky potencial plynu pti absolutni nule. Ten je roven Fermiho energii €z, uréime

ji ze vztahu pro stfedni pocet ¢astic (8.7). Snadno zjistime

=

2nV

3 1 47TV
:gF(Qmﬁ /€2d€ =g
0

3h3

K2 [ 3\ /N\3
EF_%% (V)

Fermiho teplota je definovana jako Fermiho energie délend Boltzmannovou konstantou, tj.

er B2 [ 3\ (Nf
Op = — = — — .
k 2mk \4mg V

Fermiho teplota predstavuje charakteristickou teplotu systému. Pokud je skuteéna teplota
systému mnohem mensi nez Fermiho teplota, chova se jako by byl pri absolutni nule. Pro
nekteré systémy je Fermiho teplota vysokd, napt. pro vodivostni elektrony v kovech je
Or ~ 10* K, pro neutrony v neutronové hvézdé je Op ~ 102K. V téchto piipadech
predstavuje degenerovany plyn dobrou aproximaci. Pro helium-3 je Fermiho teplota O ~ 1K
a aproximaci lze pouzit az pti velmi nizkych teplotach T ~ mK.

Vnitini energie pti absolutni nule je rovna

N

Mol

(2m)%6

J

odkud dostaneme

EF

2nV 3 3 47V 3 2 3
U = g % (2m)2 0/52d5 =g K (2m)2512: — ENgF'
Ze vztahu pak mizeme vyjadfit tlak fermionového plynu pii absolutni nule
2 N
P=Zep
5V

Nenulova hodnota tlaku je pfimym dusledkem Pauliho vylucovaciho principu. Tento tlak
napt. brani gravitacnimu kolapsu neutronové hvézdy.

62



	Základy teorie pravdepodobnosti a matematické statistiky
	Základní pojmy
	Náhodný jev, náhodná velicina
	Pravdepodobnostní rozdelení, hustota pravdepodobnosti
	Strední hodnoty, fluktuace, kovariance

	Binomické rozdelení
	Poissonovo rozdelení, Stirlingova formule
	Gaussovo rozdelení, Gaussovy integrály
	Gaussovo normální rozdelení
	Gaussovy integrály
	Eulerova gama funkce

	Príklady

	Nejpravdepodobnejší rozdelení
	Míra informace, entropie
	Diskrétní veliciny
	Spojité veliciny
	Príklady

	Termodynamické potenciály a identity
	Diferenciální formy
	Termodynamické potenciály
	Vnitrní energie
	Volná energie
	Entalpie
	Gibbsuv potenciál
	Grandkanonický potenciál

	Maxwellovy vztahy
	Jakobiány, zámena promenných
	Príklady

	Ideální a neideální plyny
	Statistické soubory – Hamiltonovské systémy
	Particní suma
	Kanonický soubor
	Grandkanonický soubor
	Izotermicko-izobarický soubor
	Statistický soubor pro plyn v rotující nádobe
	Príklady

	Fluktuace
	Statistické soubory – diskrétní hladiny
	Presné statistiky
	Maxwell-Boltzmannovo rozdelení
	Bose-Einsteinovo rozdelení
	Fermi-Diracovo rozdelení
	Príklady


