
Pozor toto jen prvńı verze, v pr̊uběhu semestru může docházet ke změnám. Na př́ıklady tak budou
jednoznažně odkazovat č́ısla ŠT x.y

Cvičeńı 1 [ŠT UD 2.3, Poincaré̊uv model Lobačevského geometrie] Po jaké dráze mezi
dvěma body ve svislé rovině xy se pohybuje včela, která se snaž́ı dosáhnout ćıle za nejkraťśı možnou
dobu? Předpokládejte, že jej́ı rychlost je úměrná výšce, v = ky, k > 0, y > 0, x1 6= x2.

Cvičeńı 2 [ŠT 6.10, JŠT 62, Řetězovka] Určete polohu těžkého homogenńıho vlákna pod vli-
vem t́ı̌ze. Návod: Mezi všemi rovinnými křivkami délky

∫ x1
x0

√
1 + y′2dx = l jejichž konce lež́ı v

daných bodech (x0, y0), (x1, y1), najděte ty, jejichž svislá souřadnice těžǐstě yCM = 1
M

∫
ydm =

1
l

∫ x1
x0
y
√

1 + y′2dx je minimálńı.

Cvičeńı 3 [ŠT UD 2.2, JŠT 60, Úloha o brachistochroně] Nejděte rovinnou křivku spojuj́ıćı
dva body A,B ve svislé rovině, tak aby hmotný bod vypuštěný s nulovou počátečńı rychlost́ı z bodu
A a pohybuj́ıćı se po této křivce vlivem t́ı̌ze, dosáhl bodu B za nejkraťśı dobu.

Cvičeńı 4 [ŠT 5.1] Odvod’te Hamiltonovy rovnice př́ımo výpočtem derivaćı ∂H
∂qj
, ∂H
∂pj

.

Cvičeńı 5 [ŠT 5.3] Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzer-
vativńıch sil (v kartézských souřadnićıch) a ukažte, že źıskané rovnice jsou ekvivalentńı s rovnicemi
Newtonovými.

Cvičeńı 6 [ŠT 5.4] Napǐste Hamiltonovu funkci harmonického oscilátoru.

Cvičeńı 7 [ŠT 5.7, JŠT 5.3] Napǐste Hamiltonovu funkci a sestavte Hamiltonovy rovnice částice

s nábojem e a hmotnost́ı m v daném vněǰśım elektromagnetickém poli s potenciály ϕ(~r, t), ~A(~r, t).

Cvičeńı 8 [ŠT 5.2, JŠT 5.1] Napǐste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézských,
sférických a cylindrických souřadnićıch

Cvičeńı 9 [ŠT 5.5] Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem
centrálńı śıly s potenciálem U(r) ve sférických souřadnićıch. Určete integrály pohybu.

Cvičeńı 10 [ŠT 5.6, JŠT 5.2] Hmotný bod m je vázán na válcovou plochu x2 + y2 = R2 a

pohybuje se po ńı pod vlivem centrálńı elastické śıly ~F = −k~r. Najděte Hamiltonovu funkci, sestavte
Hamiltonovy rovnice a řešte je (v cylindrických souřadnićıch).

Cvičeńı 11 [ŠT 5.12] Spočtěte {eαq, eβp}.

Cvičeńı 12 [Fundamentálńı Poissonovy závorky] Spočtěte {qi, qj}, {pi, pj}, {qi, pj}.

Cvičeńı 13 [ŠT 5.13, JŠT 5.8] Spočtěte Poissonovy závorky pro složky hybnost́ı pj a moment̊u
hybnost́ı Li = εijkxjpk částice tj. {Li, pj} a {Li, Lj}. Budou stejné vztahy platit i pro celkovou
hybnost a celkový moment hybnosti soustavy částic?

Cvičeńı 14 [ŠT 5.15] Dokažte, že jsou–li L1, L2 integrály pohybu, pak i L3 je integrálem pohybu.

Cvičeńı 15 [ŠT U 5.3] Dokažte Poissonovu větu: Poissonova závorka dvou integrál̊u pohybu je
opět integrálem pohybu.
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Cvičeńı 16 [ŠT 5.17, JŠT 5.10] Pomoćı Poissonovy věty odvod’te daľśı prvńı integrál Hamil-
tonových pohybových rovnic (tj. integrál pohybu) v př́ıpadě hmotného bodu pod vlivem centrálńı

śıly v otáčej́ıćı se soustavě, znáte–li prvńı integrály: u =
∑3

i=1
p2i
2m
− Ω · (x1p2 − x2p1) + U(r),

v =
∑3

i=1
p2i
2m

+ U(r).

Cvičeńı 17 [ŠT 5.14] Ukažte, že {L3, F} = 0, kde F = F (~q · ~p) je libovolná (dostatečně hladká)
skalárńı funkce souřadnic a hybnost́ı částice.

Cvičeńı 18 [ŠT 5.16, JŠT 5.9] Ověřte, že složky momentu hybnosti ~L = ~r×~p a Runge–Lenzova

vektoru ~A = 1
m
~p×~L+α~r

r
splňuj́ı vztahy: {Li, Aj} = εijkAk, {Ai, Aj} = −2HεijkLk, kde H = ~p2

2m
− α

r
,

α > 0.

Cvičeńı 19 [ŠT U 5.4] Najděte kanonické transformace určené vytvořuj́ıćımi funkcemi a) F2 =∑
k qkPk, b) F2 =

∑
k fk(~q, t)Pk, c) F1 =

∑
k qkQk.

Cvičeńı 20 [ŠT 5.19] Ukažte, že transformace Qj = pj, Pj = −qj je kanonická.

Cvičeńı 21 [ŠT 5.20] Ukažte, že kanonická transformace (x1, x2, x3, p1, p2, p3) −→ (R,ϕ, z, PR, Pϕ, Pz)

definovaná vytvořuj́ıćı funkćı F2 =
√
x21 + x22PR + arctg(x2

x1
)Pϕ + x3Pz převád́ı souřadnice kartézské

na cylindrické.

Cvičeńı 22 [ŠT 5.21] Ukažte, že transformace Q = arctg(
√
km q

p
), P = 1

2
(
√
kmq2 + p2√

km
) je

kanonická. Užijte tuto transformaci k řešeńı pohybových rovnic harmonického oscilátoru H = p2

2m
+

1
2
kq2. Jaký fyzikálńı význam maj́ı nové proměnné Q a P?

Cvičeńı 23 [ŠT 5.24] Uvažujte transformaci (q, p) −→ (Q,P ) Q = qα cos(βp), P = qα sin(βp).
Pro která α, β ∈ R je tato transformace kanonická. Najděte př́ıslušnou vytvořuj́ıćı funkci.

Cvičeńı 24 [ŠT U5.8] Řešte Hamilton–Jacobiho rovnici pro bezsilový volný hmotný bod po-

psaný Hamiltonovnou funkćı H =
∑3

i=1
p2i
2m

. Ukažte, že Hamilton–Jacobiho rovnice pro vytvořuj́ıćı

funkce typu F1 resp. F2 maj́ı úplné integrály tvar̊u S1(qi, t, Qi) = m
2t

∑3
i=1(qi −Qi)

2 a S2(qi, t, Pi) =

−
∑3

i=1
P 2
i

2m
t+

∑3
i=1 Piqi.

Cvičeńı 25 [ŠT 5.41] Zkonstruujte hlavńı funkci Hamiltonovu S1(qi, t, Qi) = m
2t

∑3
i=1(qi − Qi)

2

integraćı Lagrangeovy funkce L =
∑3

i=1
q̇2i
2m

od 0 do t po skutečné trajektorii bezsilového hmotného
bodu qi = Qi + vit.

Cvičeńı 26 [ŠT 5.41] Najděte kanonické transformace určené vytvořuj́ıćımi funkcemi S1(qi, t, Qi) =
m
2t

∑3
i=1(qi −Qi)

2 a S2(qi, t, Pi) = −
∑3

i=1
P 2
i

2m
t+

∑3
i=1 Piqi. Jaký geometrický tvar maj́ı př́ıslušné vl-

noplochy S = konst v konfiguračńım prostoru?

Cvičeńı 27 [ŠT 5.38] Napǐste a řešte Hamilton–Jacobiho rovnici pro lineárńı harmonický os-

cilátor H = p2

2m
+ kq2

2
.

Cvičeńı 28 [ŠT 5.43, JŠT 5.22] Ukažte, že funkce S(q, t, Q) = mω (q2+Q2) cos(ωt)−2qQ
2 sin(ωt)

je při 0 <

t < π úplným integrálem Hamilton–Jacobiho rovnice pro harmonický oscilátor (ω =
√

k
m

).

Cvičeńı 29 [Generátor transformace] Ukažte, že veličina L3 = q1p2 − q2p1 je generátorem
rotace.
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Cvičeńı 30 [JŠT 5.19] Na fázovém prostoru soustavy N částic α = 1, 2, . . . , N se souřadnicemi
qαi a hybnostmi pαi, kde i = 1, 2, 3 je dána funkce tvaru G(qαi, pαi, t) =

∑
αmαqα1 −

∑
α pα1t

jakožto generátor infinitesimálńı transformace. Ukažte, že tato funkce generuje speciálńı Galileiho
transformaci (podél 1. osy). Návod: použijte ε = V .

Cvičeńı 31 [ŠT U5.9 Nezávislé integrály pohybu] Uvažujte soustavu o s stupńıch volnosti,
jej́ımž fázovým prostorem je R2s (nebo jeho otevřená podmnožina) a jej́ı̌z Hamiltonova funkce
nezáviśı explicitně na čase. Ukažte, že taková soustava m̊uže mı́t nanejvýš 2s− 1 integrál̊u pohybu,
které nezáviśı explicitně na čase.

Cvičeńı 32 [U5.11 Integrabilńı soustavy] Definice integrabilńı soustavy. Liovilleova věta

Cvičeńı 33 [ŠT 5.53] Todova Molekula. Ukažte, že lineárńı tř́ıatomová molekula s Hamiltoniánem
H = 1

2
(p21+p22+p23)+eq1−q2 +eq2−q3 +eq3−q1 je integrabilńı soustava. Návod: zkoumejte prvńı integrály

H, P = p1 + p2 + p3, K = 1
9
(p1 + p2 − 2p3)(p2 + p3 − 2p1)(p3 + p1 − 2p2) + (p1 + p2 − 2p3)e

q1−q2 +
(p2 + p3 − 2p1)e

q2−q3 + (p3 + p1 − 2p2)e
q3−q1.

Cvičeńı 34 [ŠT 5.55] *Najděte proměnné akce–úhel pro LHO H = 1
2
(p2 + ω2q2).

Cvičeńı 35 [ŠT 7.3, JŠT 6.3] Odvod’te relativistický zákon skládá rovnoběžných rychlost́ı složeńım
dvou speciálńıch Lorentzových transformaćı. Jsou speciálńı Lorentzovy transformace podél osy x
záměnné – zálež́ı na jejich pořad́ı?

Cvičeńı 36 [ŠT 7.2] Přesvědčte se, že Lorentzovy transformace je možno zapsat v kompaktńı vek-

torové podobě ~r ′ = ~r + (γ−1
V 2

~V · ~r − γt)~V , t′ = γ(t − ~V ·~r
c2

). Návod: rozložte vektor ~r na dvě složky

rovnoběžnou k ~V a kolmou k ~V . Složky se pak transformuj́ı obdobně jako souřadnice x resp. y.

Cvičeńı 37 [ŠT 7.1] Najděte matici boostu (speciálńı Lorentzovy transformace) v libovolném směru.

Cvičeńı 38 [ŠT 7.4] Odvod’te relativistický zákon skládáńı rychlost́ı pro libovolnou vzájemnou ori-
entaci obou rychlost́ı. Jak se zjednodušš́ı pro V << c. Jaká bude velikost výsledné rychlosti?

Cvičeńı 39 [ŠT 7.5] Rerlativńı rychlost dvou částic je definována jako rychlost jedné z nich v
soustavě, v ńı̌z je druhá částice v klidu. Určete kvadrát v2rel, jestlǐze v některé inerciálńı soustavě
maj́ı částice rychlosti ~v1, ~v2.

Cvičeńı 40 [Relativita současnosti a soumı́stnosti] Uvažujte dvě inerciálńı soustavy S a S’
spojené speciálńı Lorentzovou transformaćı. Určete rychlost V soustavy S’ v̊uči soustavě S tak aby
a) událost o souřadnićıch (ct, x, 0, 0) splňuj́ıćıch (ct)2 − x2 = ∆s2 < 0 v soustavě S byla v soustavě
S’ současná s událost́ı o souřadnićıch (0, 0, 0, 0)
b) událost o souřadnićıch (ct, x, 0, 0) splňuj́ıćıch (ct)2 − x2 = ∆s2 > 0 v soustavě S byla v soustavě
S’ soumı́stná s událost́ı o souřadnićıch (0, 0, 0, 0).

Cvičeńı 41 [ŠT 7.9] V horńı vrstvě atmosféry vznikl mion pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = 0, 99c. Do
svého rozpadu stihl urazit vzdálenost l = 5km (v soustavě spojené se Zemı́ – SZ). a) Jakou dobu
života mionu pozorujeme v soustavě SZ? b) Jakou dobu žvota měl mion ve své klidové soustavě? c)
Jak silná vrstva atmosféry prošla kolem mionu v jeho klidové soustavě?

Cvičeńı 42 [ŠT 7.15] Fizeåuv pokus (1859). Fizeau měřil pomoćı interferometru rychlost světla
v v v kapalinách tekoućıch (rychlost́ı ±V ) po i proti směru š́ıřeńı světla a zjistil závislost v =
c
n
±V (1− 1

n2 ), kde n je index lomu kapaliny. Odvod’te tento empirický vztah pomoćı zákona skládáńı
rychlost́ı. Návod: použijte Taylor̊uv rozvoj do prvńıho řádu ve V

c
.
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Cvičeńı 43 [ŠT 7.17] Rychlost ~v (v soustavě S) lež́ı v rovně xy a s osou x sv́ırá úhel Θ, obdobně je
definovaný úhel Θ′ pro rychlost ~v′ v soustave S’. Odvod’te vztah mezi Θ a Θ′ př speciálńı Lorentzově
transformaci S−→S’. Určete tan Θ′ pomoćı Θ.

Cvičeńı 44 [ŠT 7.18] Specializujte vztah źıskaný v předchoźım př́ıkladu pro př́ıpad v = v′ = c.
Dopočtěte sin Θ′, cos Θ′ jako funkce Θ. A za předpokladu malé (oproti c) vzájemné rychlosti soustav
vypočtěte ∆Θ = Θ′ −Θ.

Cvičeńı 45 [ŠT 7.19 Aberace světla stálic] Hvězdy opisuj́ı během roku na obloze malé elipsy,
kružnice nebo úsečky o úhlovém rozměru asi 41′′. Vysvětlete tento jev pohybem Země kolem Slunce
rychlost́ı V = 30km/s.

Cvičeńı 46 [ŠT 7.20] Doppler̊uv jev. Inerciálńı soustavy S a S’ jsou svázány speciálńı Lorentzovou
transformaćı podél osy x. Soustava S je spojena s pozorovatelem, S’ je klidovou soustavou zdroje
monochromatické světelné vlny ve vakuu s úhlovou frekvenćı ω′ = ω0. Předpokládejte, že vlna je
rovinná a š́ıř́ı se v soustavě S’ ve směru ~n′ = (cos Θ′, sin Θ′, 0) a v soustavě S ve směru ~n =
(cos Θ, sin Θ, 0). Jakou frekvenci ω bude registrovat pozorovatel? Specializujte výsledek pro podélný
(Θ = 0) a př́ıčný (Θ = π

2
) Doppler̊uv jev. Návod: fáze vlny je v obou soustavách stejná.

Cvičeńı 47 [ŠT 7.27] Mezon π0 s klidovou hmotnost́ı m0 pohybuj́ıćı se rychlost́ı v se rozpadá na
dvě stejná kvanta zářeńı gama (fotony). Určete úhel ϕ který budou sv́ırat směry pohybu foton̊u.

Cvičeńı 48 [ŠT 7.28] Ukažte, že v nepř́ıtomnosti vněǰśıho pole se foton nem̊uže změnit v pár
elektron – pozitron.

Cvičeńı 49 [Compton̊uv Jev] Na elektron, který je v laboratorńı soustavě v klidu dopadá foton s
energii hν0. Najděte závislost energie fotonu po srážce na úhlu ϕ, který sv́ırá směr fotonu po srážce
se směrem fotonu před srážkou.

Cvičeńı 50 [ŠT U7.4] Pohyb nabité relativistické částice v magnetickém poli - cyklotronová frek-

vence. Určete jak se bude pohybovat nabitá částice v homogenńım magnetickém poli intenzity ~B =
konst. v nerelativistickém a relativistickém př́ıpadě.

Cvičeńı 51 [ŠT 7.16*] Tyč vlastńı délky l′ je v klidu v soustavě S’, v ńı̌z sv́ırá úhel Θ′ s osou x′.
Určete délku l a úhel Θ (s osou x) v soustavě S. Jsou–li soustavy S a S’ spojeny speciálńı Lorentzovou
transformaćı ve směru osy x.

Cvičeńı 52 [ŠT 7.21*] Přesvědčte se, že z transformačńıch vzorc̊u pro čtyřrychlost plynou relati-
vistické vzorce pro skládáńı rychlost́ı. Co dává transformace nultých složek?

Cvičeńı 53 [ŠT 7.30] Ukažte, že při pohybu nabité částice (m0, q) v magnetickém poli určeném

vektorovým potenciálem ~A = (0, 0, A(x, y)) se zachovává veličina m0vz√
1− v2

c2

+ qA(x, y).

Cvičeńı 54 [ŠT 7.33] Odvod’te pohybové rovnice poĺı ve dvourozměrném prostoročase (t, x) ze
zadaných hustot Lagrangiánu. Indexy t, x znač́ı parciálńı derivace podle t, x.
a) L = 1

2
(ϕ2

t − ϕ2
x) + 1

2
µ2ϕ2 − 1

4
λϕ4 kde µ2, λ > 0.

b) sinus–Gordon L = 1
2
(ϕ2

t − ϕ2
x) + (cosϕ− 1).

c) Korteweg–de Vries L = 1
2
ΘxΘt + α

6
Θ3
x + ΘxΨx + 1

2
Ψ2.

Cvičeńı 55 [ŠT 7.32] Odvod’te pohybovou rovnici reálného skalárńıho pole ϕ = ϕ(t, ~x) ve čtyřprostoru,
je-li jeho Lagrangeova hustota L = 1

2
(ϕ,µ ϕ,

µ−κ2ϕ2). (Klein–Gordon)

4



Cvičeńı 56 [ŠT U8.4 Lorentzovy transformace potenciál̊u a poĺı] Pomoćı čtyřpotenciálu

resp. tenzoru elektromagnetického pole odvod’te transformačńı vztahy pro skalárńı ϕ a vektorový ~A
potenciál resp. pole ~E a ~B.

Cvičeńı 57 [ŠT 8.50] Vypočtěte potenciály elektromagnetického pole buzeného ve vakuu bodovým

nábojem e pohybuj́ıćım se (v dané inerciálńı soustavě S) rovnoměrně př́ımočaře rychlost́ı ~V . Jaký
tvar maj́ı ekvipotenciálńı plochy?

Cvičeńı 58 [ŠT 8.45] Najděte dva r̊uzné vektorové potenciály, které popisuj́ı konstantńı homo-

genńı magnetické pole ~B = (0, 0, B). Ukažte, že tyto vektorové potenciály spolu souviśı kalibračńı
transformaćı.

Cvičeńı 59 [ŠT 8.46] Určete složky vektorových potenciál̊u z předchoźıho př́ıkladu ve sférických a
cylindrických souřadnićıch.

Cvičeńı 60 [ŠT 8.42] Jaký fyzikálńı smysl má velična Γ =
∮
l
~A d~l. Je tato veličina kalibračně

invariantńı?.

Cvičeńı 61 [ŠT 8.43] Rozhodněte, zda je veličina AµAµ vytvořená z čtyřpotenciálu Aµ a) Loren-
tzovsky invariantńı b) kalibračně invariantńı.

Cvičeńı 62 [ŠT U8.2 Popis bodového náboje pomoćı Diracovy δ-funkce*]

Cvičeńı 63 [ŠT 9.52 Doba života Rutherfordova atomu] Předpokládejte, že elektron v atomu
vod́ıku je na kruhové dráze o poloměru R = 10−10m. Určete dobu tc, za kterou nastane jeho pád na
centrum vlivem radiačńıho útlumu.

Cvičeńı 64 [ŠT 8.35] Vypočtěte energii elektromagnetického pole náboje rozloženého s konstantńı
hustotou v kulovém objemu o poloměru R.

Cvičeńı 65 [ŠT 8.36 Klasický poloměr elektronu] Určete řádovou velikost elektronu, za předpokladu,
že celá jeho hmotnost má p̊uvod v energii pole.

Cvičeńı 66 [ŠT 9.55 Thompson̊uv účinný pr̊uřez] Na volný elektron dopadá ve vakuu světelná
vlna. Vypoč́ıtejte totálńı účinný pr̊uřez rozptylu σt definovaný jako poměr celkového vyzářeného
výkonu W k intenzitě J0 (lépe hustotě toku energie) dopadaj́ıćı vlny. Zanedbejte reakci zářeńı a
relativistické efekty.

Cvičeńı 67 [ŠT 9.7] Necht’ je dána elektromagnetická vlna popsaná potenciály ~A = ~a cos(~k · ~r −
ωt), ϕ = b cos(~k · ~r − ωt). Ukažte, že magnetické pole ~B je automaticky př́ıčné, zat́ımco př́ıčnost

elektrického pole ~E vyžaduje splněńı podmı́nky b = ω
~k·~a
k2

. Ukažte, že za této podmı́nky bude vektor ~B

kolmý na vektor ~E.

Cvičeńı 68 [ŠT 9.8] Určete kalibračńı transformaci, která transformuje potenciály z předchoźıho

př́ıkladu splňuj́ıćı podmı́nku b = ω
~k·~a
k2

na tvar ~A′ = ~a′ cos(~k ·~r−ωt), ϕ′ = 0 odpov́ıdaj́ıćı coulombovské

kalibraci, v ńı̌z ~a′ · ~k = 0.
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