Energetické veliciny a zakony zachovani v elektrodynamice

Zakon zachovani naboje

Néaboj neexistuje samostatné, je vzdy vazén na ¢éastice (elektrony, protony,
pozitrony), je kvantovan (ndsobky =e), je relativisticky invariant (nezavisi
na pohybu ¢éstice). Celkovy nédboj se navic zachovavé i pii procesech pii
kterych ¢astice vznikaji a zanikaji (rozpady a anihilace ¢astic).

Necht je v prostoru rozlozen volny elektricky nédboj s objemovou hustotou
p(7,t) jehoz pohyb je popsan polem rychlosti (7, t). Ubytek naboje v
libovolné pevné zvolené oblasti V' je dan mnozstvim néboje, které projde
pres hranici 0V oblasti V.
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Zakon zachovani energie

Dale budeme predpokladat, ze ¢astice neprochazi plochou 0V ohranicujici
oblast V. Sila, kterou EM pole pusobi na naboj dq v elementu objemu dV je

AdF = (E+ 7 x B)dg= (E+7x B)pdV = p(E + 7 x B)dV = fdV
Vykon této sﬂy
G- dF =G fdV = pt- E + pv- (0 x B)dV = po- EAV = j - EdV

kde f = p(E + ¥ x B) je hustota Lorentzovy sily a j - E hustota vykonu
Lorentzovy sily.

[jbytek energie pole v objemu V' je roven praci, kterou pole vykona na
¢asticich a energii, kterda vyproudi ptres hranici 0V. Ozna¢ime-li hustotu
energie EM pole w = w(7,t) a hustotu toku energie EM pole S = S(7,t)
muzeme energetickou bilanci v oblasti V' popsat rovnici
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Diferencialni tvar predstavuje lokdlni zakon zachovéani ow - = o
energie v soustavé EM pole a nabitych ¢éstic. o E+divs

Zbyva najit jak zavisi w a S na EM poli, proto vyjadiime ¢len j E pomoci
Maxwellovych rovnic a vyuzijeme identitu div(E x H) = H -rot E — E - rot H
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Dale predpokladame pouze linedrni (mékké) prostiedi (s konst u,e € R), kde
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D=c¢k, B=uyH = H'EWLE'E—

Poyntingova véta
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Odtud porovnanim s lokalnim ZZE urcime:

o hustotu energie EM pole w = 3(E - D+ H - B) = L(cE? + uH?)
e hustotu toku energie EM pole (Poyntinguv vektor) S=ExH
V latkovém prostiedi je ve w zahrnuta i energie spotfebované na polarizaci a

magnetizaci prostfedi. Ve vakuu w = %(5052 + ,uoﬁ 2

Zakon zachovani hybnosti

Kromé energie predava EM pole nosicum naboju i hybnost. Existence
hybnosti EM pole byla experimentalné potvrzena objevem mechanického
tlaku zareni (Lebevév 1899). Abychom zapsali bilanci hybnosti v oblasti V
ohrani¢ené nehybnou plochou 0V kterou ¢éastice neprochazi, oznac¢ime

P ... hustou hybnosti ¢astic, g ... hustotu hybnosti EM pole

d; = (041,042, 043)... hustotu toku i—té slozky hybnosti EM pole (hustota toku
vektoru ¢ predstavuje tenzor (o;;)
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Diferencidlni tvar predstavuje lokalni zékon zachovani dg; Op; Doy

hybnosti v soustavé EM pole a nabitych castic. ot~ ot ox
J

K urceni veli¢in g a o;; zapiSeme pohybovou rovnici pro ¢astice v elementu
objemu a dosadime z Maxwellovych rovnic

o+ =
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ot

x B = (divD)E + (rotﬁ—%—?) x B

na pravou stranu ree. piidame dvé nuly 0 = H div B a 0 = (rot E + %—?) x D
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V linedrnim prostiedi s konstantnimi ¢, 4 € R lze vyraz dale upravit
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Odtud porovnanim s lokalnim ZZH
¢ hustota hybnosti EM pole § = DxB= €ME x H = 5u§
e Maxwelluv tenzor napéti (tenzor hustoty toku hybnosti EM pole)
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Tyto vyrazy v sobé obsahuji i hybnosti vazanych naboju. Veli¢iny ¢ a o;; pro
samostatné EM pole bychom ziskali dosazenim € = ¢ a p = o pripadné
odvozenim z Lorentz—Maxwellovych rovnic misto rovnic Maxwellovych.

Nézev pro o;; pochazi z analogie s mechanikou kontinua. Ve stacionarnim
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piipadé EM pole totiz plati 3 9 = 0 a lokdlni ZZH se tak redukuje na
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V jako vyslednlcl ‘napéti” pusobicich na povrchu oV
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*Tenzor energie a hybnosti

Teorém Noetherové 1ika, ze ke kazdé spojité jednoparametrické grupé

transformaci, které ponechévajl' akci S =
ctytvektor £ splnuJ1c1

1 fv* L dV* invariantni, ptislusi
=0 tzv. zachovavapm se Ctyrproud.

Jako transformace si zvolime translace 2/ = x* + b* pii kterych se polni
proménné transformuji jako skaldarni funkce ¢, (z') = g,(z). Hustota

Lagrangeovy funkce £(qq, ¢a,u,
tehdy, kdyz nebude zaviset explicitné na souradnicich z* tj.

L(q,(z'), q,,.(2"))

explicitnich zavislosti £ na x*:

x*) bude invariantni vuéi translacim praveée

= L(¢a(2), qa,u(x)). To lze vyjadiit nulovosti derivaci

O . 8£ . (9,C . (9£ . aﬁ rcegole
a Ot expl B Ozt aqa faa 8(]0,,1/ Ga -
_ o 0L 0 oL oL 0 1oL s
Hozv  Oxv \ Oqa, T 0qay Gaswr = " g0w Oy Qo = O

Tyto rovnice pro p = 0, 1, 2, 3 predstavuji zdkony zachovani energie a
hybnosti v teorii pole. Vyraz v zdvorce nazyvame

. , . . v 8£ v
kanonicky tenzor energie a hybnosti T." = 7—ap—0,L
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Pro volné (bez zdroju) elektromagnetické pole mame
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Tento tenzor neni vhodny, nebot nenf kalibra¢né invariantni.
proto o ¢tytdivergenci

Doplnime ho

1 1 0 0?
—— Y =— A F"P kd —— (AL F"") =0
Lo H,p Lo axp( K ) € 8$V8$p( (2] )
Dostaneme tak tenzor, ktery jiz kalibra¢né invariantni je
T, = o App B — oo Ay JFP 4 0o Fpg 7 = o (= F, F7P + 1 F,, FP707)

Po zvednuti indexu dostavame symetricky tenzor energie a hybnosti:
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(_gapFuaFVp + igupranU)




Symetricky tenzor energie a hybnosti
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Tento tenzor umoznuje jednotné zapsat lokalni zdkon zachovani energie a
hybnosti.
Lokélni zakon zachovéni energie a hybnosti pro volné EM pole
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Lokalni zakon zachovéani energie a hybnosti pro soustavu céastic a EM pole
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kde f* = F*j, je hustota Lorentzovy ctyisily (f*) = (5715’ pE + 7 % é)

Rozepsanim ziskame diive uvedené lokalni ZZE a ZZH:
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