
Lorentzova Grupa O(1, 3)
Lorentzovy transformace jsou symetrie zaměřeńı Minkowského prostoročasu

E(1, 3), tedy regulárńı lineárńı zobrazeńı zachovávaj́ıćı metrický tenzor gµν .

Transformace

x′µ = αµνx
ν A = (αµν) = S−1 G = (gµν)
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Aktivně (zachovávaj́ı interval) ∀X ∈ ~E(1, 3) Relace ortogonality

XTGX = s2 ↓= s′2 = X ′TGX ′ = (AX)TG(AX) = XTATGAX G = ATGA

Pseudo-ortogonálńı grupa O(1, 3) = {A ∈ R4,4 | ATGA = G}
Je podgrupa GL(4) s operaćı součin matic a jednotkou 14 = diag(1, 1, 1, 1).

A,B ∈ O(1, 3)⇒ (AB)TG(AB) = BT (ATGA)B = BTGB = G

inverzńı prvek A−1 = G−1ATG = GATG (AT )−1 = (A−1)T

Struktura O(1, 3)

O(1, 3) má čtyři komponenty souvislosti (maximálńı souvislé podmnožiny)

detG = detAT detG detA = detG(detA)2 ⇒ (detA)2 = 1

• detA = 1 vlastńı Lorentzovy transformace – podgrupa SO(1, 3)

• detA = −1 nevlastńı L.T.
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• α0
0 ≥ 1 ortochronńı L.T. (neměńı směr času) – podgrupa O+(1, 3)

• α0
0 ≤ 1 neortochronńı L.T.

Vlastńı ortochronńı Lorentzova grupa SO+(1, 3)

je komponenta souvislosti O(1, 3) obsahuj́ıćı jednotku (detA = 1, α0
0 ≥ 1)

je normálńı podgrupa v O(1, 3) O(1, 3)/SO+(1, 3) = {1, P, T, PT}
P = diag(1, −1, −1, −1) T = diag(−1, 1, 1, 1) PT = diag(−1, −1, −1, −1)

Q(1, 3) = SO+(1, 3) ∪ PSO+(1, 3) ∪ TSO+(1, 3) ∪ PTSO+(1, 3)

Podgrupy SO+(1, 3)

Relace ortogonality gµν = gρσα
ρ
µα

σ
ν , ∀µ, ν = 0, 1, 2, 3 jsou symetrické

vzhledem k µ↔ ν a představuj́ı proto pouze 10 nezávislých rovnic pro 16

neznámých αρσ (relace ortogonality pro čtyři sloupce matice A tj.

4+3+2+1=10 rovnic). Jejich řešeńı záviśı na 16− 10 = 6 parametrech.

O(1, 3) resp. SO+(1, 3) je tedy šestidimenzionálńı podvarieta v R16.

• tři parametry odpov́ıdaj́ı grupě prostorových rotaćı

A =


1 0 0 0

0

0 M

0

 kde M ∈ SO(3)

• tři parametry odpov́ıdaj́ı speciálńım L.T. (boost̊um) ve směru os – tři

1-parametrické podgrupy např.

A =


γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 =


coshµ − sinhµ 0 0

− sinhµ coshµ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 = A(µ)

A(µ1)A(µ2) = A(µ1 + µ2).

Matice odpov́ıdaj́ıćı boost̊um jsou vždy symetrické (naopak to neplat́ı).

Složeńı dvou boost̊u v r̊uzných směrech neńı boost, ale boost a prostorová

rotace (Thomasova precese). Proto boosty obecně grupu netvoř́ı.

Rapidita µ

V částicové fyzice se použ́ıvá pro popis pohybu (aktivńı transformace).

tghµ = β = V
c

β → 1⇔ µ→ +∞

cosh2 µ− sinh2 µ = 1 coshµ = 1√
1−tgh2 µ

= 1√
1−β2

= γ

1− tgh2 µ = 1
cosh2 µ

sinhµ = coshµ tghµ = βγ

Poincarého grupa R4 oO(1, 3)

afinńı transformace x′µ = αµνx
ν + bµ (nehomogenńı Lorentzovy transformace)

(b1, A1) · (b2, A2) = (b1 + A1b2, A1A2) polopř́ımý součin grup R4 ×O(1, 3)

10–parametrická grupa



Relativistické zobecněńı Newtonových pohybových rovnic
Ćılem je naj́ıt rovnice popisuj́ıćı pohyb relativistické částice v Minkowského

prostoročase, tak aby byly kovariantńı (invariantńı co do tvaru vzhledem k

L.T.) a pro v << c přecházely na rovnice Newtonovy.

Světočára

Je křivka v Minkowského prostoročase jej́ıž body jsou události odpov́ıdaj́ıćı

pohybovým stav̊um částice (obdoba trajektorie částice). Parametrizována

bude invariantńım vlastńım časem částice. Uvažujeme pouze hmotné částice,

které se pohybuj́ı po časupodobných

světočárách. Každé dva body světočáry budou

spojeny časupodobným intervalem

(c∆τ)2 = (c∆t)2 − (∆~x)2 > 0. V každém

infinitesimálńım časovém úseku lze považovat

rychlost částice za konstantńı, spojit s částićı

tzv. okamžitou klidovou inerciálńı soustavu a

postulovat dt = γdτ

dτ = dt

√
1− v(t)2

c2
=
dt

γ

dt

dτ
= γ

x

ct

Čtyřvektory

Jsou prvky ze zaměřeńı Minkowského prostoročasu. Při Lorentzových

transformaćıch se transformuj́ı stejně jako čtyřvektor polohy:

x′µ = αµνx
ν A = (αµν) ∈ O(1, 3) xµ =


x0
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x2

x3

 =
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ct
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z

 =

(
ct

~x

)
Ke každému čtyřvektoru př́ısluš́ı invariant (obdoba velikosti). Pro čtyřvektor

polohy je to interval:

s2 = gµνx
µxν = xµxµ =

(
ct

~x

)
·
(
ct

−~x

)
= c2t2 − ~x2 = c2t2 − x2 − y2 − z2

Daľśı čtyřvektory źıskáme

• derivaćı čtyřvektoru podle skaláru (invariantu)

• násobeńım čtyřvektoru skalárem

Čtyřrychlost

Z vzorc̊u pro relativistické skládáńı rychlost́ı plyne, že složky vektoru

rychlosti nemohou být složkami čtyřrychlosti, netransformovaly by se

správně. Čtyřrychlost tedy nemůže být derivaćı čtyřpolohy podle

souřadnicového času t. Bude to derivace podle invariantńıho vlastńıho času τ .

uµ =
dxµ

dτ
=
dxµ

dt

dt

dτ
= γ

(
c

~v

)
u′µ =

dx′µ

d τ
=

d(αµνx
ν)

d τ
= αµν

dxν

d τ
= αµνu

ν

Invariant

uµuµ = γ

(
c

~v

)
· γ
(
c

−~v

)
= γ2(c2 − ~v2) = c2 > 0 časupodobný čtyřvektor

Čtyřhybnost

definujeme jako součin invariantu m0 (klidové hmotnosti) s čtyřrychlost́ı:

pµ = m0u
µ = γ

(
m0c

m0~v

)
=

(
mc

m~v

)
=

(
mc

~p

)
Relativistická hmotnost (charakterizuje setrvačný odpor v̊uči urychlováńı)

m = γm0 = m0√
1− v2

c2

Relativistická hybnost ~p = m0~v√
1− v2

c2

Invariant

pµpµ = m2
0c

2 > 0 časupodobný čtyřvektor

Čtyřzrychleńı

wµ =
duµ

dτ
=
duµ

dt

dt

dτ
= γ

duµ

dt
=

(
γ4c−1~v · ~a

γ2~a+ γ4c−2(~v · ~a)~v

)
Invariant

wµwµ = −γ4~a2 − γ6c−2(~v · ~a)2 < 0 prostorupodobný čtyřvektor

Derivaćı invariantu čtyřrychlosti dostaneme

0 =
dc2

dτ
=
duµuµ
dτ

=
duµ

dτ
uµ + uµ

duµ
dτ

= wµuµ + uµwµ = 2wµuµ

čtyřzrychleńı je “4-kolmé” na čtyřrychlost



Relativistické pohybové rovnice

Rovnice naṕı̌seme tak, aby byly kovariantńı v̊uči Lorentzovým

transformaćım A = (αµν) ∈ O(1, 3). čtyřśıla

d p′µ

d τ
= K ′µ

dαµνp
ν

d τ
= αµνK

ν /(α−1)σµ
d pµ

d τ
= Kµ Kµ =

(
K0

~K

)
Prostorové složky čtyřśıly źıskáme z principu korespondence (v

c
→ 0):

d pµ

d τ
=

d pµ

d t

d t

d τ
= γ

dpµ

dt
γ

d ~p

d t
= γ ~F = ~K

Nultou složku čtyřśıly źıskáme pomoćı čtyřvýkonu:

Kµuµ = K0γc− γ2 ~F · ~v

Kµuµ = d(m0uµ)
dτ

uµ = dm0

d τ
uµuµ +m0w

µuµ = c2 dm0

d τ
= 0

}
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γ
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Energie

Z rovnice pro nultou složky čtyřśıly:

d
d t

(
m0c√
1− v2

c2

)
= 1

c
~F · ~v = 1

c
dE
d t

⇒ E = m0c2√
1− v2

c2

+ konst.

konst. = 0...Einstein 1905 (později potvrzeno experimenty)

E = mc2 = γm0c
2 = m0c2√

1− v2
c2

Kinetická energie

EKin = E − E0 = mc2 −m0c
2 Taylor

= m0c
2
(
1 + 1

2
(v
c
)2 + 3

8
(v
c
)4 + . . .

)
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2
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8
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c
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Vztah energie a hybnosti

pµ =

(
γm0c

γm0~v

)
=

(
E
c

~p

)
m2

0c
2 = pµpµ =

(
E
c

)2 − ~p · ~p E2 = p2c2 +m2
0c

4

Pro foton s frekvenćı ν

E = hν pf = E
c

= hν
c

pµf = hν
c

(
1

~s

)
|~s| = 1

Srážky a rozpady částic

• Zkoumáme pouze asymptotické stavy, srážku považujeme za bodovou a

částice v dostatečné vzdálenosti od mı́sta srážky za neinteraguj́ıćı.

• Splňuj́ı zákon zachováńı čtyřhybnosti (d̊usledek kvantové teorie pole,

částice jsou excitace pole a to je invariantńı v̊uči translaci).

• Při poč́ıtáńı využ́ıváme zákon zachováńı celkové čtyřhybnosti (energie a

hybnosti) soustavy a invariantu čtyřhybnosti

P µ
před = konst. = P µ

po pµpµ = m2
0c

2.

Hmotnostńı defekt

je rozd́ıl mezi součtem klidových hmotnost́ı jednotlivých část́ı soustavy

(nukleon̊u) a klidové hmotnosti vázané soustavy (atomového jádra).

Celková energie izolované soustavy je konstantńı, ale může se měnit jej́ı

forma (např. nepružná srážka částic).

Klidová energie vázané soustavy:

• klidová energie jednotlivých část́ı

• kinetická energie jednotlivých část́ı

• energie vzájemné interakce část́ı

Vazebná energie soustavy B =
∑n

i=1 E0i − Ecelk
0

B > 0 energie se uvolňuje při syntéze (fúze lehkých jader)

B < 0 energie se uvolňuje při štěpeńı (štěpeńı těžkých jader)

Deuteron (těžký vod́ık) 2
1H – vod́ık s jedńım protonem a jedńım neutronem

md = mp +mn − B
c2
< mp +mn


