Tenzorovy pocet

Tenzory umoznuji zapsat zakony fyziky v tzv. kovariantnim tvaru ve kterém se
vsechny ¢leny rovnice transformuji stejnym zpusobem. Rovnice, kde na obou
stranach stoji tenzor stejného typu, bude mit stejny tvar ve vSech inercialnich
kartézskych vztaznych soustavach. Newtonovskd mechanika ma = F'.
Relativisticka mechanika pouziva zapis pomoci ctytvektoru.

Bud V vektorovy prostor koneéné dimenze n € N nad R s bazemi B a B
B=(ei....e,) er=¢€(S), B=(E,....&)

S = (S}) ... matice prechodu od B k B

V*={a:V — R|a je linearni} ... dudlni vektorovy prostor k V'

B* = (e',...,e") ... dudlni béze k B ve V* tj. e'(e;) =0}, Vi,j €n

aler) = aze'(er) = a;0. = qy, ... slozky funkciondlu v duélni bézi

& = &er)et = 8(&,(S e = (5 HEE)er = (5 ojet = (5 et
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Vektor Kovektor (funkciondl, 1-forma)

v = viei = ;[J/jgj = ,1\17615]1 o = aiei — ajgj

vt = Siv’ a; = a(e)) = a(e;S)) = a(e;)S; = ;5]
% = (S71)Fv! | kontravariantni a; = Oé¢5§ kovariantni

Pi.  a(v) =€ (ve)) = av’e(e;) = an’d) = an' = (a,v)

Pozn. Vektorové prostory V' a V* maji stejnou konecnou dimenzi a jsou tedy

izomorfni. Zadny z jejich izomorfizmu viak nenf nijak vyznaény (kanonicky) -
“nezavisly na volbé baze” a proto je nelze bez dodatecné struktury definované
na V jednoznacné (kanonicky) ztotoznit. Prostory V a (V*)* jiz ztotoznit lze,
nebot mezi nimi existuje kanonicky izomorfizmus:

f:V — (V*)* definovany vztahem f(v)a = a(v).
Ztotoznime v = f(v), pak (a,v) = a(v) = f(v)a =v(a) = (v, a)
Obdobné 1ze ztotoznovat i dudly vyssich fada V* = V¥ 1 = o

Celkem tedy mame k dispozici nésledujici objekty:
acV'  a: V=R a) = (a,v)
veV, v: V" 5 R v(a)=(v,a) Vsechno jsou to linearni zobrazeni.

aeR a:0—aeR

Tenzor

Tenzorem typu (5 ) nad V (kontravariantnim fadu p a kovariantnim fadu q)
nazyvame kazdé multilinearni (linedrn{ v kazdé slozce) zobrazeni
T:VP=Vx..xVxV"x...xV*=R

p-krat

q-krat
Réadem tenzoru nazyvame cislo p + q.

Slozky tenzoru

Tenzor je linearni zobrazeni a proto je jednozna¢né urcen svymi hodnotami na
bazi VP, které nazyvame slozky tenzoru T' vzhledem k bazi B
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S¢itani tenzoru a nasobeni ¢islem

(T + aR)(vy,., v @, af) = T(vq,., v A1y @P) + aR(vy,..., vg; @l )

Ve slozkach (T + aR)jl---J'p — T 4 g R

11...0q 11...9¢ 11...9q

acR
Mnozina v8ech tenzoru typu (’; ) tvoif vektorovy pr. TP(V) dimenze n?*4,
(V) =V =V

T2(V)... bilinedrn{ formy na V'

(V)=R
THV) = Hom(V,V)

(V)=V*



Tenzorovy souéin™
je zobrazeni @ : TP(V) x Tr (V') — T (V) definované predpisem

(T ® R) (01,0, Vgys; Oy @PTT) =

ol L +r
T(v1,e, Vg, OF) - R(Vgg1,e, Uggs; 0P T L aPTT).

Ve slozkéach (T ® R)?1~~~jp+r _ ide | Riet1dpts

11...0g+s 11...0q Tgt1---lgts

Tenzorovy soucin je bilinearni, asociativni a nekomutativni.

{e"®.. . ®e" e, ®...Qejlir,j €0,k € q,VI € p} je béze pr. TP(V).

Pozn.* Vektorovy prostor T(V') = @,",_, T2 (V') tvoii spolu s tenzorovym
soucinem ® : T(V) x T(V) — T(V) (dodefinovanym pomoci bilinearity)
asociativni algebru nazyvanou tenzorova algebra vektorového prostoru V.

Pt. Vnéjsi soucin pro 1-formy: e N el = e’ ® e/ — e’ @ e'.

Kontrakce tenzoru*

Je zobrazeni C% : TP(V) — T, qp:f(V) urcené vybérem a € q,b € p a definované

. . b . . k
predpisem T +— C2T :=>"T(..., € ,...;..., eb e

Ve slozkéch je vysledek laqIt--dvdp _ i a-dp

Jb " 11.eu0a--lp 11...0q.--Ip
T(v;a) = T(v er; el) = vFaT(er; €!) = T/ e’ @ e;(vFey; yel) =
= T/vkoge’ @ ej(ex; €') = T/ vk e (er) - e;(€') = T/ v*ay6}5% =

=Tk =T @ v ® ale, e; e, e) = ClCHT @ v ® )

Invariantni tenzory
Bud G C GL(n) podgrupa. Tenzor T se nazyvd G-invariantni, pokud se jeho
slozky neméni pii zméné béze €; = e;S}, VS € G.
e tenzory nultého fédu (skaldry) a(v) = apv?, T} = 6T}
(vy¢isleni tenzoru na vektorech a kovektorech je nezavislé na bézi)
e jednotkovy tenzor 1 € T}(V) definovany piedpisem 1(v; ) = a(v)
i:5§6j®ei:Zei®ei, Cl=n=dimV
—jediny (az na nésobky) invariantni tenzor druhého radu,
e mocniny jednotkového tenzoru 1 ® 1

Misto G—invariantni se f{kd invariantni, je-li zfejmé o jakou grupu G jde (zde G = GL(n)).

Pokud je na V' definovand vhodné dodatecénd struktura (nedegenerovand
bilinedrn{ forma napfiklad skaldrni sou¢in nebo symplekticka forma) lze ji
vyuzit k definici izomorfizmu V' — V* a tyto prostory ztotoznit.

(Pseudo)metricky tenzor
Metricky tenzor na V' je kazdy symetricky nedegenerovany tenzor typu (g)
g €T(V)

e symetricky g(v, w) = g(w, v)

glv,w) = g(v'e;, w’e;) = v'uig(e;, e;) = v'gyw! = U7 (i)W
Vv,w eV 9ij = Gji

e nedegenerovany g(v,w) =0, Vw €V = v =0 det(g;;) # 0

Pro kazdou symetrickou formu B € Ty (V) existuje bdze (polarni béze,
ortonormalni baze) ve které ma jeji matice tvar

(Bz]) = (3(67;7 €j>> = dlag(l,, 1, —1,..., —]., O,..., 0)

T S u
Nedegenerovanost B znamena u = 0.

Kanonicky tvar metrického tenzoru (g;;) = (;;) = diag(1,.., 1, —1,.., —1).
—— N———

Je-li s > 0 je g tzv. pseudometricky tenzor. r s
Je-li r = n je g skalarni soucin.

Zvedéani a snizovani indexu
Bud (¢*) matice inverzn{ k matici (g;;) pak plati
Pa= =g deilg?) £0
a gl =ge; ®e; € T¢(V) je nedegenerovany symetricky tenzor typu (7).
Pomoci g a ¢! definujeme (kanonické) izomorfizmy mezi V' a V*
e snizovani indext b, : V. — V* =g(.,v)
vi := (by(v)); = gijv?
e zveddni indexu f,: V* -V  a—f(a)=9¢7'(.,a)
a' = (fy(a))' = g7 ay
v; se nazyvaji kovariantni a v* kontravariantni slozky vektoru v.
Je-li diagondla g pozitivné definitn{ (r = n) pak v* = v; (v O.N. bazi).

v — b, (v)

Pro tenzory T]Z = g*Ty; = g T*

Pro tenzory vyssich fada obdobné T;,% = g™ T,,j1-



Newtonovska mechanika

e euklidovsky afinni prostor F(3) = (R?, g;;

O =R O

1 0
Metricky tenzor v O.N. bézi (g;;) = | 0 0] =(g9¥)
0 1

cas je nezavisly vSude stejné plynouci parametr
T T

vektor = (z;) = [z | = |y | = (2"
Z3 z

Einsteinova sumace pies dvakrat opakujici se Latinské indexy od 1 do 3

Skalarni soucin

— O.N.B.

g(fﬁ,y) = 0ij0;Y; = fT(gz‘j)y =7y

Kvadrat velikosti (poldra skalarntho soucinu)
(Al)? = gi;Az; Az = (Ax)? = (Az)? + (Ay)? + (Az)?
Grupy symetrii prostoru F(3)

» Ortogondlni grupa O(3) — zrcadlenf a rotace zaméfeni £(3)

» Euklidova grupa E3 = R? x O(3) — zrcadleni, rotace a translace
Grupy symetrii prostoru rozsireného o ¢asovou osu R x F/(3)

» Homogenni Galileiho grupa R? x O(3) — homogenni Galileiho tr.
» Galileiho grupa Gal(3) =2 R* x (R* x O(3)) - translace a hom. G. tr.

1 07 ¢, t t+to
V s @zl =(Vi+sr+a
0o 07 1 1 1

Relativisticka mechanika

Minkowského prostorocas pseudo-euklidovsky afinni E(1,3) = (R*, g,,,)

1 0 0 O
o L 0 -1 0 O
Metricky tenzor v O.N. bazi (g,,) = = (g")
0 0 -1 0
0 0 0 -1
cas je “jen jedna ze soucadnic”
2 ct Ty ct
kontravariantni 1 -
¢tytvektor (xH) = :B2 ~|° (x,) = o
Z ) kovariantni | ©2 Y
3 z T3 s

Einsteinova sumace pies shodny horni a dolni Recky index od 0 do 3
Pseudo—skalarni soucin
9(X,Y) = gy’ = aty, = 29" = g"xuy = ()" (g ) (y")
OL 2000 gyl g2y BB
Kvadrat intervalu
(As)? = g Azt Az” = AxtAx,
(AR — (AD? = (AN — (Ar)? — (Ay)? — (A2)?

Grupy symetrii prostoru E(1,3)
» Lorentzova grupa O(1,3)

— linedrni izometrie zaméreni Minkowského prostorocasu

— zrcadleni, rotace a boosty

» Poincarého grupa R x O(1,3) (nehomogenn{ Lorentzova grupa)
— afinni izometrie Minkowského prostorocasu
— zrcadleni, rotace, boosty a translace



