
Tenzorový počet
Tenzory umožňuj́ı zapsat zákony fyziky v tzv. kovariantńım tvaru ve kterém se

všechny členy rovnice transformuj́ı stejným zp̊usobem. Rovnice, kde na obou

stranách stoj́ı tenzor stejného typu, bude mı́t stejný tvar ve všech inerciálńıch

kartézských vztažných soustavách. Newtonovská mechanika ma = F .

Relativistická mechanika použ́ıvá zápis pomoćı čtyřvektor̊u.

Bud’ V vektorový prostor konečné dimenze n ∈ N nad R s bázemi B a B̃

B = (e1, . . . , en) ẽj = eiS
i
j ek = ẽj(S

−1)jk B̃ = (ẽ1, . . . , ẽn)

S = (Sij) ... matice přechodu od B k B̃

V ∗ = {α : V → R |α je lineárńı} ... duálńı vektorový prostor k V

B∗ = (e1, . . . , en) ... duálńı báze k B ve V ∗ tj. ei(ej) = δij, ∀i, j ∈ n̂
α(ek) = αie

i(ek) = αiδ
i
k = αk ... složky funkcionálu v duálńı bázi

ẽi = ẽi(ek)e
k = ẽi(ẽj(S

−1)jk)e
k = (S−1)jkẽ

i(ẽj)e
k = (S−1)jkδ

i
je
k = (S−1)ike

k

Vektor
v = viei = ṽjẽj = ṽjeiS

i
j

vi = Sij ṽ
j

ṽk = (S−1)ki v
i kontravariantńı

Kovektor (funkcionál, 1-forma)

α = αie
i = α̃jẽ

j

α̃j = α(ẽj) = α(eiS
i
j) = α(ei)S

i
j = αiS

i
j

α̃j = αiS
i
j kovariantńı

Př. α(v) = αie
i(vjej) = αiv

jei(ej) = αiv
jδij = αiv

i =: 〈α,v〉

Pozn. Vektorové prostory V a V ∗ maj́ı stejnou konečnou dimenzi a jsou tedy

izomorfńı. Žádný z jejich izomorfizmů však neńı nijak význačný (kanonický) -

“nezávislý na volbě báze” a proto je nelze bez dodatečné struktury definované

na V jednoznačně (kanonicky) ztotožnit. Prostory V a (V ∗)∗ již ztotožnit lze,

nebot’ mezi nimi existuje kanonický izomorfizmus:

f : V → (V ∗)∗ definovaný vztahem f(v)α = α(v).

Ztotožńıme v ≡ f(v), pak 〈α,v〉 = α(v) = f(v)α = v(α) = 〈v,α〉
Obdobně lze ztotožňovat i duály vyšš́ıch řád̊u V ∗ ∼= V ∗∗∗, V ∗∗ ∼= V ∗∗∗∗.

Celkem tedy máme k dispozici následuj́ıćı objekty:

α ∈ V ∗, α : V → R, α(v) = 〈α,v〉

v ∈ V , v : V ∗ → R, v(α) = 〈v,α〉

a ∈ R, a : ∅ 7→ a ∈ R

Všechno jsou to lineárńı zobrazeńı.

Tenzor

Tenzorem typu
(
p
q

)
nad V (kontravariantńım řádu p a kovariantńım řádu q)

nazýváme každé multilineárńı (lineárńı v každé složce) zobrazeńı

T : V p
q = V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

q–krát

×V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p–krát

→ R.

Řádem tenzoru nazýváme č́ıslo p+ q.

Složky tenzoru
Tenzor je lineárńı zobrazeńı a proto je jednoznačně určen svými hodnotami na

bázi V p
q , které nazýváme složky tenzoru T vzhledem k bázi B

T
j1...jp
i1...iq

:= T (ei1 , . . . , eiq ; e
j1 , . . . , ejp).

Transformace složek

T̃
j1...jp
i1...iq

= T (ẽi1 , . . . , ẽiq ; ẽ
j1 , . . . , ẽjp) =

= T (ek1S
k1
i1
, . . . , ekqS

kq
iq

; (S−1)j1l1e
l1 , . . . , (S−1)

jp
lp
elp) =

= (S−1)j1l1 . . . (S
−1)

jp
lp
T (ek1 , . . . , ekq ; e

l1 , . . . , elp)Sk1i1 . . . S
kq
iq

=

= (S−1)j1l1 . . . (S
−1)

jp
lp
T
l1...lp
k1...kq

Sk1i1 . . . S
kq
iq

Sč́ıtáńı tenzor̊u a násobeńı č́ıslem
(T + aR)(v1,...,vq;α

1,...,αp) = T (v1,...,vq;α
1,...,αp) + aR(v1,...,vq;α

1,...,αp)

Ve složkách (T + aR)
j1...jp
i1...iq

= T
j1...jp
i1...iq

+ aR
j1...jp
i1...iq

a ∈ R

Množina všech tenzor̊u typu
(
p
q

)
tvoř́ı vektorový pr. T pq (V ) dimenze np+q.

T 0
0 (V ) = R T 1

0 (V ) = V ∗∗ ≡ V T 0
1 (V ) = V ∗

T 1
1 (V ) ∼= Hom(V, V ) T 0

2 (V )... bilineárńı formy na V



Tenzorový součin*

je zobrazeńı ⊗ : T pq (V )× T rs (V )→ T p+rq+s (V ) definované předpisem

(T ⊗R)(v1,...,vq+s;α
1,...,αp+r) :=

T (v1,...,vq;α
1,...,αp) ·R(vq+1,...,vq+s;α

p+1,...,αp+r).

Ve složkách (T ⊗R)
j1...jp+r

i1...iq+s
= T

j1...jp
i1...iq

·Rjp+1...jp+s

iq+1...iq+s

Tenzorový součin je bilineárńı, asociativńı a nekomutativńı.

{ei1 ⊗ . . .⊗ eiq ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejp|ik, jl ∈ n̂,∀k ∈ q̂,∀l ∈ p̂} je báze pr. T pq (V ).

Pozn.* Vektorový prostor T (V ) =
⊕∞

r,s=0 T
r
s (V ) tvoř́ı spolu s tenzorovým

součinem ⊗ : T (V )× T (V )→ T (V ) (dodefinovaným pomoćı bilinearity)

asociativńı algebru nazývanou tenzorová algebra vektorového prostoru V .

Př. Vněǰśı součin pro 1–formy: ei ∧ ej = ei ⊗ ej − ej ⊗ ei.

Kontrakce tenzor̊u*

Je zobrazeńı Cb
a : T pq (V )→ T p−1

q−1 (V ) určené výběrem a ∈ q̂, b ∈ p̂ a definované

předpisem T 7→ Cb
aT :=

∑
T (. . . , ek︸︷︷︸

a

, . . . ; . . . , ek︸︷︷︸
b

, . . .).

Ve složkách je výsledek δiajbT
j1...jb...jp
i1...ia...ip

= T
j1...ia...jp
i1...ia...ip

T (v;α) = T (vkek;αle
l) = vkαlT (ek; e

l) = T ji e
i ⊗ ej(vkek;αlel) =

= T ji v
kαle

i ⊗ ej(ek; el) = T ji v
kαle

i(ek) · ej(el) = T ji v
kαlδ

i
kδ
l
j =

= T lkv
kαl = T ⊗ v ⊗α(ek, el; e

l, ek) = C1
1C

2
1(T ⊗ v ⊗α)

Invariantńı tenzory

Bud’ G ⊂ GL(n) podgrupa. Tenzor T se nazývá G–invariantńı, pokud se jeho

složky neměńı při změně báze ẽj = eiS
i
j, ∀S ∈ G.

• tenzory nultého řádu (skaláry) α(v) = αiv
i, T ii = δijT

j
i

(vyč́ısleńı tenzoru na vektorech a kovektorech je nezávislé na bázi)

• jednotkový tenzor 1̂ ∈ T 1
1 (V ) definovaný předpisem 1̂(v;α) = α(v)

1̂ = δije
j ⊗ ei =

∑
ei ⊗ ei, C1̂ = n = dimV

–jediný (až na násobky) invariantńı tenzor druhého řádu,

• mocniny jednotkového tenzoru 1̂⊗ 1̂

Mı́sto G–invariantńı se ř́ıká invariantńı, je–li zřejmé o jakou grupu G jde (zde G = GL(n)).

Pokud je na V definovaná vhodná dodatečná struktura (nedegenerovaná

bilineárńı forma např́ıklad skalárńı součin nebo symplektická forma) lze ji

využ́ıt k definici izomorfizmu V → V ∗ a tyto prostory ztotožnit.

(Pseudo)metrický tenzor

Metrický tenzor na V je každý symetrický nedegenerovaný tenzor typu
(

0
2

)
.

g ∈ T 0
2 (V ) g(v,w) = g(viei, w

jej) = viwjg(ei, ej) = vigijw
j = ~vT (gij)~w

• symetrický g(v,w) = g(w,v) ∀v,w ∈ V gij = gji

• nedegenerovaný g(v,w) = 0, ∀w ∈ V ⇒ v = 0 det(gij) 6= 0

Pro každou symetrickou formu B ∈ T 0
2 (V ) existuje báze (polárńı báze,

ortonormálńı báze) ve které má jej́ı matice tvar

(Bij) = (B(ei, ej)) = diag(1,..., 1︸ ︷︷ ︸
r

,−1,...,−1︸ ︷︷ ︸
s

, 0,..., 0)︸ ︷︷ ︸
u

.

Nedegenerovanost B znamená u = 0.

Kanonický tvar metrického tenzoru (gij) = (ηij) = diag(1,..., 1︸ ︷︷ ︸
r

,−1,...,−1︸ ︷︷ ︸
s

).

Je–li s > 0 je g tzv. pseudometrický tenzor.

Je–li r = n je g skalárńı součin.

Zvedáńı a snižováńı index̊u
Bud’ (gij) matice inverzńı k matici (gij) pak plat́ı

gijgjk = δik, gij = gji, det(gij) 6= 0

a g−1 = gijei ⊗ ej ∈ T 2
0 (V ) je nedegenerovaný symetrický tenzor typu

(
2
0

)
.

Pomoćı g a g−1 definujeme (kanonické) izomorfizmy mezi V a V ∗

• snižováńı index̊u bg : V → V ∗ v 7→ bg(v) = g(. ,v)

vi := (bg(v))i = gijv
j

• zvedáńı index̊u ]g : V ∗ → V α 7→ ]g(α) = g−1(. ,α)

αi := (]g(α))i = gijαj

vi se nazývaj́ı kovariantńı a vi kontravariantńı složky vektoru v.

Je-li diagonála g pozitivně definitńı (r = n) pak vi = vi (v O.N. bázi).

Pro tenzory T ij = gikTkj = gjkT
ik

Pro tenzory vyšš́ıch řád̊u obdobně T . in.jl = gikTnkjl.



Newtonovská mechanika
• euklidovský afinńı prostor E(3) = (R3, gij)

• Metrický tenzor v O.N. bázi (gij) =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = (gij)

• čas je nezávislý všude stejně plynoućı parametr

• vektor ~x = (xi) =

x1

x2

x3

 =

xy
z

 = (xi)

• Einsteinova sumace přes dvakrát opakuj́ıćı se Latinské indexy od 1 do 3

• Skalárńı součin

g(x,y) = gijxiyj = ~xT (gij)~y
O.N.B.

= ~x · ~y

• Kvadrát velikosti (polára skalárńıho součinu)

(∆l)2 = gij∆xi∆xj
O.N.B.

= (∆xi)
2 = (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

• Grupy symetrii prostoru E(3)

I Ortogonálńı grupa O(3) – zrcadleńı a rotace zaměřeńı ~E(3)

I Euklidova grupa E3
∼= R3 oO(3) – zrcadleńı, rotace a translace

• Grupy symetrii prostoru rozš́ı̌reného o časovou osu R× E(3)

I Homogenńı Galileiho grupa R3 oO(3) – homogenńı Galileiho tr.

I Galileiho grupa Gal(3) ∼= R4 o (R3 oO(3)) – translace a hom. G. tr. 1 ~0T t0
~V S ~x0

0 ~0T 1

t~x
1

 =

 t+ t0
~V t+ S~x+ ~x0

1



Relativistická mechanika
• Minkowského prostoročas pseudo-euklidovský afinńı E(1, 3) = (R4, gµν)

• Metrický tenzor v O.N. bázi (gµν) =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 = (gµν)

• čas je “jen jedna ze součadnic”

• čtyřvektor
kontravariantńı

(xµ) =


x0

x1

x2

x3

 =


ct

x

y

z

 (xµ) =
kovariantńı


x0

x1

x2

x3

 =


ct

−x
−y
−z


• Einsteinova sumace přes shodný horńı a dolńı Řecký index od 0 do 3

• Pseudo–skalárńı součin

g(X, Y ) = gµνx
µyν = xµyµ = xνy

ν = gµνxµyν = (xµ)T (gµν)(y
ν)

O.N.B.

= x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3

• Kvadrát intervalu

(∆s)2 = gµν∆x
µ∆xν = ∆xµ∆xν

O.N.B.

= c2(∆t)2 − (∆l)2 = c2(∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2 − (∆z)2

• Grupy symetrii prostoru E(1, 3)

I Lorentzova grupa O(1, 3)

– lineárńı izometrie zaměřeńı Minkowského prostoročasu

– zrcadleńı, rotace a boosty

I Poincarého grupa R1,3 oO(1, 3) (nehomogenńı Lorentzova grupa)

– afinńı izometrie Minkowského prostoročasu

– zrcadleńı, rotace, boosty a translace


