
Cvičeńı 1 Einsteinovo sumačńı pravidlo, Definice δij, εijk, poč́ıtáńı δii, εijkεlmk.

Cvičeńı 2 Dokažte vztah [ ~A× ( ~B × ~C)]i = AjBiCj − AjBjCi, uvažujte, že složky vektor̊u ~A, ~B, ~C
nekomutuj́ı.

Cvičeńı 3 Derivováńı složené funkce v́ıce proměnných (řetězové pravidlo). Vysvětlete podrobně
schematický vzorec

∂f

∂xi
=
∑
j

∂f

∂yj

∂yj
∂xi

Cvičeńı 4 Dokažte Eulerovu větu pro homogenńı funkce stupně k ∈ N
n∑
i=1

∂f(~x)

∂xi
xi = kf(~x).

Funkce f : Rn → R se nazývá homogenńı stupně k ∈ N, pokud pro libovolné λ ∈ R \ {0} plat́ı
f(λ~x) = λkf(~x), ∀~x ∈ Rn.

Cvičeńı 5 Dokažte, že každá funkce f : R→ R, jej́ı̌z primitivńı funkce F : R→ R je omezená, má
středńı hodnotu 〈f〉 = lim

τ→+∞
1
τ

∫ τ
0
f(t) dt rovnou nule.

Cvičeńı 6 Dokažte větu o viriálu (1870 Rudolf Clausius): Pro systém N částic s hmotnostmi

mα, α ∈ N̂ označme

G =
N∑
α=1

~pα · ~rα, T =
1

2

N∑
α=1

mα~v
2
α ,

pak pro každé řešeńı Newtonových pohybových rovnic mα~̈rα = ~Fα ∀α ∈ N̂ palt́ı〈
dG

dt

〉
= 0⇒ 〈T 〉 = −1

2

〈
N∑
α=1

~Fα · ~rα

〉
,

kde 〈 〉 znač́ı časovou středńı hodnotu. Viriálem nazýváme pravou stranu rovncie.

Cvičeńı 7 Jak zńı věta o viriálu pro soustavu částic, které se pohybuj́ı v omezené části prostoru
omezenými rychlostmi, jsou-li všechny śıly p̊usob́ıćı v soustavě potenciálńı a jejich potenciály jsou
homogenńı funkce stupně k.

Cvičeńı 8 Věta o viriálu pro magnetické pole: Odvod’te vztah mezi středńı časovou hodnotou kine-
tické a potenciálńı energie pro soustavu nabitých částic v homogenńım magnetickém poli o indukci
~B. Předpokládejte, že pohyb částic prob́ıhá v omezené oblasti prostoru omezenými rychlostmi, částice
maj́ı stejnou hmotnost m, stejný náboj q a potenciálńı energie U je homogenńı funkćı stupně k v
souřadnićıch.

Cvičeńı 9 Co ř́ıká věta o viriálu pro lineárńı harmonický potenciál a pro Coulombické pole?

Cvičeńı 10 Řešte jednoduché diferenciálńı rovnice
(1) y′ = f(x), (2) y′ = f(y), (3) y′′ = f(x), (4) y′′ = f(y′), (5) y′′ = f(y),
kde y = y(x) a f je libovolná spojitá funkce.

————————– 2. cvičeńı ————————–
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Cvičeńı 11 Ukažte, že Lorentzovu śılu ~F = ~F (~x,~v, t) = e
(
~E(~x, t) + ~v × ~B(~x, t)

)
lze źıskat ze

zobecněného potenciálu U(~x,~v, t) = e
(
ϕ(~x, t)− ~v · ~A(~x, t)

)
, kde ϕ a ~A jsou potenciály elektromag-

netického pole, pro které plat́ı

~E = −gradϕ− ∂ ~A

∂t
, ~B = rot ~A.

Cvičeńı 12 Najděte složky rychlosti ve sférických a cylindrických souřadnićıch. Spočtěte př́ıslušné
Jacobiány

det
∂x̂j
∂qk

pro přechod ke sférickým souřadnićım a cylindrickým souřadnićım v R3, takže x̂j = x̂j(r, ϑ, ϕ)
respektive x̂j = x̂j(ρ, ϕ, z). O čem vypov́ıdá (ne)nulovost Jacobiánu?

Cvičeńı 13 Napǐste Lagrangeovu funkci volného (žádné vazby) bezsilového (žádné śıly) hmotného
bodu v souřadnićıch (a) kartézských (b) sférických (c) cylindrických.

Cvičeńı 14 Napǐste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na který p̊usob́ı homogenńı gra-
vitačńı pole a elastická centrálńı izotropńı śıla. Sestavte pomoćı ńı pohybové rovnice.

Cvičeńı 15 Pomoćı Lagrangeovy funkce odvod’te pohybové rovnice matematického kyvadla s pružným
závěsem tuhosti k a s rovnovážnou délkou l (délka nezat́ı̌zené pružiny). Zkoumejte limitu k/m −→
+∞ jako přechod k ideálńı holonomńı vazbě.

Cvičeńı 16 * Určete jak se lǐśı Lagrangeovy funkce pro nabitý hmotný bod v elektromagnetickém
poli pro elektromagnetické potenciály lǐśıćı se o kalibračńı transformaci ( ~A′ = ~A + ∇Λ(~r, t), ϕ′ =

ϕ− ∂Λ(~r,t)
∂t

) a ukažte, že tento rozd́ıl nemá vliv na Lagrangeovy rovnice.

————————– 3. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 17 Jednostranná neudržuj́ıćı vazba: Hmotný bod je položen na svislou kružnici v těsné
bĺızkosti nejvyšš́ıho bodu kružnice. Odtud začne vlivem t́ı̌ze klouzat s nulouvou počátečńı rychlost́ı
(bez třeńı). Kdy tento bod opust́ı kružnici?
Návod: Napsat Lagrangeovy rovnice 1. druhu, dvakrát derivovat vazbu, vyjádřit Lagrange̊uv mul-
tiplikátor, dosadit za rychlost ze ZZE a zjistit kdy je multiplikátor nula.

Cvičeńı 18 Určete konfiguračńı prostor a obecné souřadnice dvojitého rovinného matematického
kyvadla s délkami závěs̊u l1 a l2.

Cvičeńı 19 Dva body v prostoru jsou spojeny nehmotnou tyčkou měńıćı se délky l = l(t). Zapǐste
tuto vazbu. Určete počet stupň̊u volnosti a najděte obecné souřadnice pro tuto soustavu. Určete
vazbové śıly. Spočtěte rychlosti pomoćı obecných rychlost́ı a obecných souřadnic a ověřte pravidlo

kráceńı teček ∂ ˙̂xi
∂q̇j

= ∂x̂i
∂qj

.

Cvičeńı 20 Určete počet stupň̊u volnosti a najděte obecné souřadnice pro hmotný bod vázaný na
elipsu, která rotuje kolem své vedleǰśı poloosy s konstantńı rychlost́ı ω. Návod: hmotný bod je podroben
vazbám x2

a2
+ y2

a2
+ z2

b2
− 1 = 0 a x sin(ωt)− ycos(ωt) = 0.

Cvičeńı 21 * Ukažte, že pro rheonomńı holonomńı vazby fK( ~X, t) = 0, K = 1, . . . , r plat́ı

∂fK
∂xi

∂x̂i
∂t

+
∂fK
∂t

= 0.
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Cvičeńı 22 * Ukažte, že tenký kotouč vaĺıćı se bez prokluzováńı a bez nakláněńı po vodorovné rovině
je podroben neholonomńı vazbě.

————————– 4. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 23 *Odvod’te pohybovou rovnici pro matematické kyvadlo, jehož délka závěsu roste lineárně
s časem podle vztahu l(t) = l0(1 + kt), kde l0, k jsou kladné konstanty.

Cvičeńı 24 Hmotný bod m v homogenńım t́ıhovém poli klouže bez třeńı po kruhovém kuželi svisle
stoj́ıćım na špici. Sestavte jeho Lagrangeovu funkci a př́ıslušné Lagrangeovy rovnice. *Diskutujte
př́ıpad obecné holonomńı vazby na rotačńı plochu R = R(z).

Cvičeńı 25 Po ose x m̊uže klouzat bez třeńı těleso hmotnosti m1. To je spojeno nehmotnou tyč́ı
délky l s tělesem hmotnosti m2, které koná p̊usobeńım t́ı̌ze kmitavý pohyb ve svislé rovině x, y.
Pomoćı Lagrangeovy funkce sestavte Lagrangeovy rovnice. *Dokažte, že těleso m2 se pohybuje po
elipse a vypoč́ıtejte dobu kmitu T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.

Cvičeńı 26 Dva stejně těžké hmotné body jsou vázány na parabolu o rovnici y + x2 = 0 a spo-
jeny nehmotným lankem délky l > 1, které procháźı ohniskem paraboly a je vždy natažené. Sou-
stava je v homogenńım t́ıhovém poli intenzity ~g = (0,−g). Sestavte Lagrangeovy rovnice v obecných
souřadnićıch.

Cvičeńı 27 *Hmotný bod v rovině (x, y) je vázán na kružnici o poloměru R, jej́ı̌z střed koná kmitavý
pohyb po ose y s amplitudou R, tj. bod je podroben vazbě

x2 + (y −R cos Ωt)2 −R2 = 0,

kde Ω a R jsou konstanty. Hmotný bod je po kružnici k volně pohyblivý a nep̊usob́ı na něj žádná
skutečná śıla. Pomoćı Lagrangeovy funkce odvod’te jeho pohybovou rovnici.

————————– 5. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 28 Po vodorovné rovině se m̊uže pohybovat bez třeńı homogenńı válec poloměru R a hmot-
nosti M . Homogenńı tyč hmotnosti m a délky l se oṕırá o válec tak, že svislá rovina proložená tyč́ı
je kolmá k ose válce. Soustava je umı́stěna v homogenńım t́ıhovém poli intenzity ~g. Určete obecné
souřadnice pro tuto soustavu a Lagrangeovu funkci, za předpokladu, že tyč je tečnou k válci a ne-
docháźı mezi nima k třeńı.

Cvičeńı 29 *Najděte obecné souřadnice a Lagrangeovy funkce pro soustavy na obrázku. Soustavy
jsou tvořeny ze dvou homogenńıch tuhých tyč́ı délky l, které jsou navzájem spojeny kloubem. Konec
prvńı tyče je vázán na počátek a konec druhé tyče je vázán na osu x a spojen ideálńı pružinou s
nehybným bodem na ose x lež́ıćım ve vzdálenosti d od počátku.

Cvičeńı 30 Kruhový kotouč poloměru a a hmotnosti M se m̊uže valit bez klouzáńı po vodorovné ro-
vině. Těžǐstě kotouče T lež́ı ve vzdálenosti e od jeho středu. Moment setrvačnosti kotouče vzhledem
k ose kolmé na jeho rovinu a procházej́ıćı těžǐstěm je IT . Vychýĺıme–li kotouč z rovnovážné po-
lohy, vykonává kolem ńı vlivem t́ı̌ze periodický pohyb. Určete dobu kmitu tohoto pohybu při malých
výchylkách.

Cvičeńı 31 Určete kmity soustavy dvou lineárńıch harmonických oscilátor̊u spojených slabou (0 <
α << ω2

0) bilineárńı vazbou popsané Lagrangeovou funkćı L = 1
2
(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
ω2

0(x2 + y2) + αxy.
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Cvičeńı 32 Najděte úhlové frekvence malých kmit̊u dvojitého rovinného fyzického kyvadla tvořeného
dvěma homogeńımi tuhými tyčemi s délkami l1, l2 a hmotnostmi m1,m2. *Najděte normálńı souřadnice.

————————– 6. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 33 * Ukažte že tvar Lagrangeových rovnic 2. druhu je invariantńı v̊uči záměně zobecněných
souřadnic, t.j. pokud plat́ı

d̂

dt

(
∂

∂q̇j
L̂(q, q̇, t)

)
− ∂

∂qj
L̂(q, q̇, t) = Q

(o)
j (q, q̇, t) :=

3N∑
i=1

F
(o)
i

∂x̂i
∂qj

, (1)

a qj = q̂j(q
′
1, . . . , q

′
s, t) pak plat́ı (1), kde q 7→ q ′, q̇ 7→ q̇ ′,

Cvičeńı 34 * Ukažte, že se tvar Lagrangeových rovnic 2. druhu nezměńı pokud se Lagrangeova
funkce změńı o totálńı derivaci funkce souřadnic a času, t.j. pokud L̂′(q, q̇, t) = L̂(q, q̇, t) +G(q, q̇, t),

kde G(q, q̇, t) = d̂
dt
g(q, t).

Cvičeńı 35 Najděte výraz pro obecnou hybnost a obecnou energii nabité částice v elektromagne-
tickém poli z Lagrangeovy funkce L(~x, ~̇x, t) = 1

2
m~̇x2 − q[ϕ(~x, t)− ~̇x · ~A(~x, t)]

Cvičeńı 36 Jak se změńı zobecněná hybnost a zobecněná energie při změně Lagrangeovy funkce o
d̂
dt
g(q, t)?

Cvičeńı 37 Dokažte, že funkce F1(x, ẋ, t) = ẋ + gt a F2(x, ẋ, t) = ẋ2 + 2gx jsou prvńı integrály
rovnice ẍ+ g = 0, kde g = konst. Vypoč́ıtejte pomoćı nich trajektorii x = x(t).

Cvičeńı 38 *Dokažte, že funkce F1(x, ẋ, t) = −ωt+arctg(ωx
ẋ

) a F2(x, ẋ, t) = ẋ2

ω2 +x2, jsou integrály
pohybu pro systém s pohybovou rovnićı ẍ+ω2x = 0, kde ω > 0 je konstanta. Vypočtěte pomoćı nich
trajektorii x = x(t).

Cvičeńı 39 Najděte cyklické souřadnice a integrály pohybu pro systém popsaný Lagrangeovou funkćı
L(~x, ~̇x) = 1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)+mgx3. Přepǐste tuto funkci do cylindrických souřadnic a opět nalezněte
cyklické souřadnice a integrály pohybu. Ukažte, nalezený integrál pohybu je třet́ı složka momentu
hybnosti zapsaná v cylindrických souřadnićıch

Cvičeńı 40 Najděte integrály pohybu pro nabitou částici s nábojem e a hmotnost́ı m v homogenńım
magnetickém poli o indukci ~B = (0, 0, B) s vektorovým potenciálem

(a) ~A = 1
2
~B × ~r
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(b) ~A = (0, Bx, 0).

Nalezené výsledky porovnejte a př́ıpadný rozpor vysvětlete.

Cvičeńı 41 Které složky celkové hybnosti ~P a celkového momentu hybnosti ~L soustavy částic se
zachovávaj́ı v silovém poli U = U(x, y, z) jehož ekvipotenciálńı plochy jsou

a) roviny kolmé k ose z

b) válcové plochy s osou z

c) kulové plochy se středem v počátku

d) U = U1 + U2, kde U1, U2 maj́ı vlastnost c), ale s r̊uznými středy symetrie lež́ıćımi na ose z.

Cvičeńı 42 *Ukažte, že pokud Lagrangeova funkce nezáviśı na čase (izolovaná soustava), zobecněná
energie

E = E(q, q̇) :=
s∑
j=1

q̇j
∂L

∂q̇j
(q, q̇)− L(q, q̇).

je integrálem pohybu.

Cvičeńı 43 Necht’ Lagrangeova funkce má tvar

L =
1

2
m(ẋ2

1 + ẋ2
2 + ẋ2

3)− U
(
(x2

1 + x2
2), x3

)
.

Ukažte, že vektorové pole ~Y (~x) = (−x2, x1, 0) splňuje

s∑
j=1

[
∂L

∂xj
Yj +

∂L

∂ẋj

(
s∑

k=1

∂Yj
∂xk

ẋk +
∂Yj
∂t

)]
= 0,

Napǐste odpov́ıdaj́ıćı zachovávaj́ıćı se veličinu.

Cvičeńı 44 * Necht’ Lagrangeova funkce má tvar (volný hmotný bod na př́ımce)

L =
1

2
mẋ2.

Ukažte, že pohybové rovnice jsou invariantńı v̊uči ”škálováńı”x 7→ x eα, α ∈ R, Jak vypadá vektorové
pole Y pro tuto grupu transformaćı? Je F (x, ẋ, t) dané vztahem

F (x, ẋ, t) =
s∑
j=1

Yj(x, t)
∂

∂ẋj
L(x, ẋ, t)

integrálem pohybu?

Cvičeńı 45 Ukažte, že při pohybu částice v poli U = α
r
, kde α 6= 0, existuje vektorový integrál

pohybu ~A = ~v × ~L+ α~r
r
, nazývaný Runge–Lenz̊uv vektor, který je specifický právě pro toto pole.

Cvičeńı 46 Užit́ım integrál̊u pohybu nalezněte tvar trajektorie částice v poli U = α
r
.

————————– 7. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 47 Pomoćı principu virtuálńı práce odvod’te podmı́nky pro rovnováhu na páce.
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Cvičeńı 48 Pomoćı principu virtuálńı práce najděte rovnovážnou polohu pro homogenńı tuhou tyč
délky l hmotnosti m v homogenńım t́ıhovém poli intenzity g, která je ve svislé rovině podepřena
hranou stolu a opřena o svislou stěnu vzdálenou od hrany stolu o a < l/2. Vazby považujte za
ideálńı.

Cvičeńı 49 *Jak se bude v rovině xy pohybovat částice, na kterou nep̊usob́ı žádné śıly, je-li podro-
bena neholonomńı vazbě αtẋ− ẏ = 0.

————————– 8. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 50 Odvod’te podmı́nky pro reálná a virtuálńı posunut́ı pro hmotný bod pohybuj́ıćı se po
trojosém elipsoidu, jehož osy jsou závislé na čase

Cvičeńı 51 Po jaké dráze mezi dvěma body ve svislé rovině xy se pohybuje včela, která se snaž́ı
dosáhnout ćıle za nejkraťśı možnou dobu? Předpokládejte, že jej́ı rychlost je úměrná výšce, v =
ky, k > 0, y > 0, x1 6= x2.

Cvičeńı 52 Určete polohu těžkého homogenńıho vlákna pod vlivem t́ı̌ze. Návod: Mezi všemi ro-
vinnými křivkami délky

∫ x1
x0

√
1 + y′2dx = l jejichž konce lež́ı v daných bodech (x0, y0), (x1, y1),

najděte ty, jejichž svislá souřadnice těžǐstě yCM = 1
M

∫
ydm = 1

l

∫ x1
x0
y
√

1 + y′2dx je minimálńı.

Cvičeńı 53 *Nejděte rovinnou křivku spojuj́ıćı dva body A,B ve svislé rovině, tak aby hmotný bod
vypuštěný s nulovou počátečńı rychlost́ı z bodu A a pohybuj́ıćı se po této křivce vlivem t́ı̌ze, dosáhl
bodu B za nejkraťśı dobu.

————————– 9. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 54 Odvod’te Hamiltonovy rovnice př́ımo výpočtem derivaćı ∂H
∂qj
, ∂H
∂pj

.

Cvičeńı 55 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzervativńıch
sil (v kartézských souřadnićıch) a ukažte, že źıskané rovnice jsou ekvivalentńı s rovnicemi Newto-
novými.

Cvičeńı 56 Napǐste Hamiltonovu funkci harmonického oscilátoru.

Cvičeńı 57 Napǐste Hamiltonovu funkci a sestavte Hamiltonovy rovnice částice s nábojem e a
hmotnost́ı m v daném vněǰśım elektromagnetickém poli s potenciály ϕ(~r, t), ~A(~r, t).

Cvičeńı 58 Napǐste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézských, sférických a cylin-
drických souřadnićıch

Cvičeńı 59 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem centrálńı
śıly s potenciálem U(r) ve sférických souřadnićıch. Určete integrály pohybu.

Cvičeńı 60 Hmotný bod m je vázán na válcovou plochu x2 +y2 = R2 a pohybuje se po ńı pod vlivem
centrálńı elastické śıly ~F = −k~r. Najděte Hamiltonovu funkci, sestavte Hamiltonovy rovnice a řešte
je (v cylindrických souřadnićıch).

————————– 10. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 61 Spočtěte {eαq, eβp}.
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Cvičeńı 62 Spočtěte {qi, qj}, {pi, pj}, {qi, pj}.

Cvičeńı 63 Spočtěte Poissonovy závorky pro složky hybnost́ı pj a moment̊u hybnost́ı Li = εijkxjpk
částice tj. {Li, pj} a {Li, Lj}. Budou stejné vztahy platit i pro celkovou hybnost a celkový moment
hybnosti soustavy částic?

Cvičeńı 64 Dokažte, že jsou–li L1, L2 integrály pohybu, pak i L3 je integrálem pohybu.

Cvičeńı 65 *Dokažte Poissonovu větu: Poissonova závorka dvou integrál̊u pohybu je opět integrálem
pohybu.

Cvičeńı 66 *Pomoćı Poissonovy věty odvod’te daľśı prvńı integrál Hamiltonových pohybových rov-
nic (tj. integrál pohybu) v př́ıpadě hmotného bodu pod vlivem centrálńı śıly v otáčej́ıćı se soustavě,

znáte–li prvńı integrály: u =
∑3

i=1
p2i
2m
− Ω · (x1p2 − x2p1) + U(r), v =

∑3
i=1

p2i
2m

+ U(r).

Cvičeńı 67 *Ukažte, že {L3, F} = 0, kde F = F (~q · ~p) je libovolná (dostatečně hladká) skalárńı
funkce souřadnic a hybnost́ı částice.

Cvičeńı 68 *Ověřte, že složky momentu hybnosti ~L = ~r × ~p a Runge–Lenzova vektoru ~A = 1
m
~p ×

~L+ α~r
r

splňuj́ı vztahy: {Li, Aj} = εijkAk, {Ai, Aj} = −2HεijkLk, kde H = ~p2

2m
− α

r
, α > 0.

————————– 11. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 69 Najděte kanonické transformace určené vytvořuj́ıćımi funkcemi a) F2 =
∑

k qkPk, b)
F2 =

∑
k fk(~q, t)Pk, c) F1 =

∑
k qkQk.

Cvičeńı 70 Ukažte, že transformace Qj = pj, Pj = −qj je kanonická.

Cvičeńı 71 Ukažte, že kanonická transformace (x1, x2, x3, p1, p2, p3) −→ (R,ϕ, z, PR, Pϕ, Pz) defi-

novaná vytvořuj́ıćı funkćı F2 =
√
x2

1 + x2
2PR + arctg(x2

x1
)Pϕ + x3Pz převád́ı souřadnice kartézské na

cylindrické.

Cvičeńı 72 Ukažte, že transformace Q = arctg(
√
km q

p
), P = 1

2
(
√
kmq2 + p2√

km
) je kanonická.

Najděte pro ni vytvořuj́ıćı funkci 1. druhu. Užijte tuto transformaci k řešeńı pohybových rovnic
harmonického oscilátoru H = p2

2m
+ 1

2
kq2. Jaký fyzikálńı význam maj́ı nové proměnné Q a P?

Cvičeńı 73 Uvažujte transformaci (q, p) −→ (Q,P ) Q = qα cos(βp), P = qα sin(βp). Pro která
α, β ∈ R je tato transformace kanonická. Najděte př́ıslušnou vytvořuj́ıćı funkci.

————————– 12. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 74 Řešte Hamilton–Jacobiho rovnici pro bezsilový volný hmotný bod popsaný Hamiltonov-

nou funkćı H =
∑3

i=1
p2i
2m

. Ukažte, že Hamilton–Jacobiho rovnice pro vytvořuj́ıćı funkce typu F1

resp. F2 maj́ı úplné integrály tvar̊u S1(qi, t, Qi) = m
2t

∑3
i=1(qi − Qi)

2 a S2(qi, t, Pi) = −
∑3

i=1
P 2
i

2m
t +∑3

i=1 Piqi.

Cvičeńı 75 Zkonstruujte hlavńı funkci Hamiltonovu S1(qi, t, Qi) = m
2t

∑3
i=1(qi − Qi)

2 integraćı

Lagrangeovy funkce L =
∑3

i=1
q̇2i
2m

od 0 do t po skutečné trajektorii bezsilového hmotného bodu
qi = Qi + vit.
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Cvičeńı 76 Najděte kanonické transformace určené vytvořuj́ıćımi funkcemi S1(qi, t, Qi) = m
2t

∑3
i=1(qi−

Qi)
2 a S2(qi, t, Pi) = −

∑3
i=1

P 2
i

2m
t +

∑3
i=1 Piqi. Jaký geometrický tvar maj́ı př́ıslušné vlnoplochy

S = konst v konfiguračńım prostoru?

Cvičeńı 77 Napǐste a řešte Hamilton–Jacobiho rovnici pro lineárńı harmonický oscilátor H =
p2

2m
+ kq2

2
. Zkonstuujte př́ıslušnou kanonickou transforaci a najděte fázové trajektorie.

Cvičeńı 78 *Ukažte, že funkce S(q, t, Q) = mω (q2+Q2) cos(ωt)−2qQ
2 sin(ωt)

je při 0 < t < π úplným in-

tegrálem Hamilton–Jacobiho rovnice pro harmonický oscilátor (ω =
√

k
m

). Najděte pomoćı ńı fázové

trajektorie.

————————– 13. cvičeńı ————————–

Cvičeńı 79 Ukažte, že veličina L3 = q1p2 − q2p1 je generátorem rotace.

Cvičeńı 80 Na fázovém prostoru soustavy N částic α = 1, 2, . . . , N se souřadnicemi qαi a hybnostmi
pαi, kde i = 1, 2, 3 je dána funkce tvaru G(qαi, pαi, t) =

∑
αmαqα1 −

∑
α pα1t jakožto generátor

infinitesimálńı transformace. Ukažte, že tato funkce generuje speciálńı Galileiho transformaci (podél
1. osy). Návod: použijte ε = V .

Cvičeńı 81 Uvažujte soustavu o s stupńıch volnosti, jej́ımž fázovým prostorem je R2s (nebo jeho
otevřená podmnožina) a jej́ı̌z Hamiltonova funkce nezáviśı explicitně na čase. Ukažte, že taková
soustava m̊uže mı́t nanejvýš 2s− 1 integrál̊u pohybu, které nezáviśı explicitně na čase.

Cvičeńı 82 Definice integrabilńı soustavy. Liovilleova věta

Cvičeńı 83 Todova Molekula. Ukažte, že lineárńı tř́ıatomová molekula s Hamiltoniánem H =
1
2
(p2

1 + p2
2 + p2

3) + eq1−q2 + eq2−q3 + eq3−q1 je integrabilńı soustava. Návod: zkoumejte prvńı integrály
H, P = p1 + p2 + p3, K = 1

9
(p1 + p2 − 2p3)(p2 + p3 − 2p1)(p3 + p1 − 2p2) + (p1 + p2 − 2p3)eq1−q2 +

(p2 + p3 − 2p1)eq2−q3 + (p3 + p1 − 2p2)eq3−q1.
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