Cvi€eni 1 Einsteinovo sumacni pravidlo, Definice 05,1, poCitant 0i;, €ijkEimk-

Cviceni 2 Dokazte vztah [A x (B x C)); = A;B;C; — A,;B;C;, wvazujte, ze slozky vektori A, B, C
nekomutuyi.

Cviceni 3 Derivovani sloZené funkce vice proménngch (Tetézové pravidlo). Vysvétlete podrobné
schematicky] vzorec

Funkce f : R® — R se nazgvd homogenni stupné k € N, pokud pro libovolné A € R\ {0} plat{
fOT) = N f(T), VT € R™,

Cviceni 5 Dokazte, Ze kazda funkce f : R — R, jejiz primitivni funkce F : R — R je omezend, md
stredni hodnotu (f) = lim I [ f(t)dt rovnou nule.

T—+00

Cviceni 6 Dokazte vétu o viridlu (1870 Rudolf Clausius): Pro systém N ¢dstic s hmotnostmi
Mo, @ € N oznacme

N 1 N
C;ZZEE:ﬁ&'fE, TH:E§§£:7naﬁga
a=1 a=1

pak pro kazdé reseni Newtonovijch pohybovich rovnic MaTs = Fn Yo € N palti

<%>:O:>(T>=—% <éﬁaﬂ>,

kde () znaci ¢asovou stredni hodnotu. Viridlem nazgvdme pravou stranu rovncie.

Cviceni 7 Jak zni véta o viridlu pro soustavu édstic, které se pohybuji v omezené cdsti prostoru
omezenymi rychlostmi, jsou-li vsechny sily piusobici v soustavé potencidlni a jejich potencidly jsou
homogenni funkce stupné k.

Cviceni 8 Véta o viridlu pro magnetické pole: Odvod'te vztah mezi stredni ¢asovou hodnotou kine-
tické a potencidlni energie pro soustavu nabitych c¢dstic v homogennim magnetickém poli o indukci
B. Predpoklddejte, Ze pohyb castic probihda v omezené oblasti prostoru omezenymi rychlostmi, ¢dstice
maji stejnou hmotnost m, stejny ndboj q a potencidlni energie U je homogenni funkci stupné k v
souradnicich.

Cviceni 9 Co 1ikd véeta o viridlu pro linedrni harmonicky potencidl a pro Coulombické pole?
Cviceni 10 Reste jednoduché diferencidlni rovnice

(1) y =f(), (2)y =Ffy), 3y =[fx), 4)y =fW) (5)y" =),
kde y = y(z) a f je libovolnd spojitd funkce.

2. cviceni



Cviceni 11 Ukaste, 3¢ Lorentzovu silu F = F(Z,7,t) = e (E(f, t)+7 x B(Z, t)) lze ziskat ze
zobecnéného potencidlu U(Z,v,t) = e (cp(a?, t)— - ff(:f, t)> , kde ¢ a A jsou potencidly elektromag-
netického pole, pro které plati

4 oA - .
E=—grady — —, B =rotA.
ot

Cviceni 12 Najdéte slozky rychlosti ve sférickych a cylindrickych souradnicich. Spoctéte prislusné
Jacobidny
0z,
gk
pro prechod ke sférickym souradnicim a cylindrickym souradnicim v R?, takZe &; = i;(r, 9, ¢)
respektive T; = Z;(p, p,z). O cem vypovidd (ne)nulovost Jacobidnu?

det

Cvicéeni 13 Napiste Lagrangeovu funkci volného (Zadné vazby) bezsilového (Zadné sily) hmotného
bodu v souradnicich (a) kartézskijch (b) sférickych (c) cylindrickijch.

Cviceni 14 Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery pisobi homogenni gra-
witacni pole a elastickd centralni izotropni sila. Sestavte pomoci ni pohybové rovnice.

Cviceni 15 Pomoci Lagrangeovy funkce odvodte pohybové rovnice matematického kyvadla s pruznygm
zavésem tuhosti k a s rovnovdzinou délkou | (délka nezatiZené pruziny). Zkoumejte limitu k/m —
+00 jako prechod k idedlni holonomni vazbé.

Cviceni 16 * Urcete jak se lisi Lagrangeovy funkce pro mabity hmotny bod v elektromagnetickém

poli pro elektromagnetické potencidly lisici se o kalibracni transformaci (%T’ = A+ VA(r 1), ¢ =

_ OA(TY)

5 ) a ukazte, Ze tento rozdil nemd vliv na Lagrangeovy rovnice.

3. cviceni

Cviceni 17 Jednostrannd neudrzujici vazba: Hmotny bod je poloZen na svislou kruznici v tésné
blizkosti mnejvyssiho bodu kruznice. Odtud zacne vlivem tize klouzat s nulowvou pocdtecni rychlosti
(bez treni). Kdy tento bod opusti kruznici?

Ndvod: Napsat Lagrangeovy rovnice 1. druhu, dvakrdt derivovat vazbu, vyjdadrit Lagrangeuv mul-
tiplikdator, dosadit za rychlost ze ZZE a zjistit kdy je multiplikator nula.

Cviceni 18 Urcete konfiguracni prostor a obecné souradnice dvojitého rovinného matematického
kyvadla s délkami zdvési 1y a ls.

Cviceni 19 Dwa body v prostoru jsou spojeny nehmotnou tyckou meénici se délky | = I(t). Zapiste
tuto vazbu. Urcete pocetl stupnu volnosti a najdéte obecné souradnice pro tuto soustavu. Urcete

vazbové sily. Spoctéte rychlosti pomoci obecnyjch rychlosti a obecnijch souradnic a ovérte pravidlo
9% _ 0d
8%‘ - qu :

krdacent tecek

Cviceni 20 Urcete pocet stuprniu volnosti a najdéte obecné soutadnice pro hmotny bod vazany na

elipsu, kterd roZtuje kolem své vedlejsi poloosy s konstantni rychlosti w. Ndvod: hmotny bod je podroben
2 2 .

vazbdm % + % + 7 — 1 =0 a rsin(wt) — ycos(wt) = 0.

Cviceni 21 * Ukazte, Ze pro rheonomni holonomni vazby fK()?,t) =0, K=1,...,r plati
Ofk 0 Ofic
or; ot ot



Cviceni 22 * Ukazte, Ze tenky kotouc valict se bez prokluzovdni a bez naklanéni po vodorovné roviné
je podroben neholonomni vazbé.

4. cviceni

Cviéeni 23 *Odvod’te pohybovou rovnici pro matematické kyvadlo, jehoZz délka zdvésu roste linedrné
s ¢asem podle vztahu [(t) = lo(1 + kt), kde ly, k jsou kladné konstanty.

Cviceni 24 Hmotny bod m v homogennim tihovém poli klouZe bez treni po kruhovém kuzeli svisle
stogicim na $pici. Sestavte jeho Lagrangeovu funkci a prislusné Lagrangeovy rovnice. *Diskutujte
pripad obecné holonomni vazby na rotaéni plochu R = R(z).

Cviceni 25 Po ose x muze klouzat bez treni téleso hmotnosti my. To je spojeno mehmotnou tyci
délky 1 s telesem hmotnosti mg, které kond pusobenim tize kmitavy pohyb ve svislé roviné x,y.
Pomoci Lagrangeovy funkce sestavte Lagrangeovy rovnice. *Dokazte, Ze téleso mo se pohybuje po
elipse a vypocitejte dobu kmitu T' tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.

Cviceni 26 Dva stejné tézké hmotné body jsou vdzdny na parabolu o rovnici y + x> = 0 a spo-
jeny nehmotnym lankem délky | > 1, které prochdzi ohniskem paraboly a je vidy nataZené. Sou-
stava je v homogennim tithovém poli intenzity g = (0, —g). Sestavte Lagrangeovy rovnice v obecnijch
souradnicich.

Cviceni 27 *Hmotnyg bod v roviné (x,y) je vazdn na kruznici o poloméru R, jejiz stied kond kmitavy
pohyb po ose y s amplitudou R, tj. bod je podroben vazbé

2 + (y — Rcos Q) — R* =0,

kde 2 a R jsou konstanty. Hmotni bod je po kruznici k volné pohyblivyj a nepisobi na néj Zadnd
skutecnd sila. Pomoci Lagrangeovy funkce odvod’te jeho pohybovou rovnici.

5. cviceni

Cviceni 28 Po vodorovné roviné se muze pohybovat bez treni homogenni vdalec poloméru R a hmot-
nosti M. Homogenni tyc hmotnosti m a délky [ se opird o vdlec tak, Ze svisld rovina proloZend tyci
je kolmd k ose vdlce. Soustava je umisténa v homogennim tihovém poli intenzity g. Urcete obecné
souradnice pro tuto soustavu a Lagrangeovu funkci, za predpokladu, Ze tyc je tecnou k vdlci a ne-
dochdzi mezi nima k trend.

Cviceni 29 *Najdéte obecné souradnice a Lagrangeovy funkce pro soustavy na obrdzku. Soustavy
jsou tvoreny ze dvou homogennich tuhych tyci délky [, které jsou navzdajem spojeny kloubem. Konec
pruni tyce je vdzdn na pocdtek a konec druhé tyce je vdzdn na osu x a spojen idedlni pruzinou s
nehybnym bodem na ose x leZicim ve vzdalenosti d od pocatku.

Cviceni 30 Kruhovy kotouc poloméru a a hmotnosti M se mizZe valit bez klouzdni po vodorovné ro-
k ose kolmé na jeho rovinu a prochdzejici tezistem je Ir. Vychylime—li kotouc¢ z rovnovdiné po-
lohy, vykondvd kolem ni viivem tiZe periodicky pohyb. Urcete dobu kmitu tohoto pohybu pri malych
vychylkdch.

Cviceni 31 Urcete kmity soustavy dvou linedrnich harmonickych oscildatori spojengjch slabou (0 <
a << w}) bilinedrni vazbou popsané Lagrangeovou funkci L = %(xz +9?) — %w%(mz + %) + axy.
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Cviceni 32 Najdéte ihlové frekvence maliyjch kmitu dvogitého rovinného fyzického kyvadla tvoreného
dvéma homogenimi tuhymi tycemi s délkami ly, lo a hmotnostmimy, mo. *Najdéte normdlni souradnice.

6. cviceni

Cviceni 33 * Ukazte Ze tvar Lagrangeovijch rovnic 2. druhu je invariantni vici zameéné zobecnényjch
souradnic, t.j. pokud plati

0 - 0 - ) (0) 8%
dt (a L<q Q7t)) - a_L<Q7Q7t) q Q7 ZF (1)

qj
aq; =q;(qq,-..,q.,t) pak plati (1), kde g — q', ¢ — q’,

Cviceni 34 * Ukazte, Ze se tvar Lagrangeovich rovnic 2. druhu ‘nezmeéni pokud se Lagrangeova
funkce zmeénd o totdlni derivaci funkce souradnic a casu, t.j. pokud L'(q,q,t) = L(q,q,t) + G(q,q,t),

kde G(q,4,t) = Zqg(q.1).

Cviceni 35 Najdéte vgraz pro obecnou hybnost a obecnou energii nabité cdstice v elektromagne-
tickém poli z Lagrangeovy funkce L(Z, T, t) = %me —qlp(@,t) — 7 A(Z,1)]

Cviceni 36 Jak se zmeéni zobecnénd hybnost a zobecnénd energie pri zméné Lagrangeovy funkce o
d 9
790, 1)

Cviceni 37 Dokaste, Ze funkce Fy(x,1,t) = & + gt a Fy(z,z,t) = 3* + 2gx jsou proni integrdly
rovnice & + g = 0, kde g = konst. Vypocitejte pomoci nich trajektorii x = x(t).

Cviceni 38 *Dokazte, Ze funkce F\(x,1,t) = —wt+arctg(%?) a Fa(z, o,t) = j—z—i—xz, jJsou integraly
pohybu pro systém s pohybovou rovnici i +w?x = 0, kde w > 0 je konstanta. Vypoctéte pomoct nich
trajektorii v = x(t).

Cviceni 39 Najdéte cyklické souradnice a integrdly pohybu pro systém popsany Lagrangeovou funkci
L(Z,7) = gm(i}+ @34 43) +mgxs. Prepiste tuto funkci do cylindrickyjch souradnic a opét naleznéte
cyklické souradnice a integraly pohybu. UkaZte, nalezeny integral pohybu je treti slozka momentu

hybnosti zapsand v cylindrickych souradnicich

Cviceni 40 Najdete integrdaly pohybu pro nabitou ¢dstici s ndbojem e a hmotnosti m v homogennim
magnetickém poli o indukci B = (0,0, B) s vektorovym potencidlem



(b) A= (0,Bz,0).
Nalezené vysledky porovnejte a pripadny rozpor vysvétlete.

Cviceni 41 Které slozky celkové hybnosti P a celkového momentu hybnosti L soustavy cdstic se
zachovdvaji v silovém poli U = U(x,y, z) jehoZ ekvipotencidlni plochy jsou

a) roviny kolmé k ose z
b) wvdlcové plochy s osou z
¢) kulové plochy se stiedem v pocatku

d) U = U + Uy, kde Uy, U maji vlastnost c), ale s ruzngmi stredy symetrie leZicimi na ose z.

Cviceni 42 *Ukazte, zZe pokud Lagrangeova funkce nezdvisi na éase (izolovand soustava), zobecnénd
energie

. ~ . 0L, . .
E=B(q.q) =) _dj5(¢:4) = L(a.9).
=1 9l
je integrdlem pohybu.

Cviceni 43 Necht Lagrangeova funkce md tvar

1
L= §m(:i:§ + @5+ @3) — U (2] + 23),23) -

Ukazte, Ze vektorové pole Y (Z) = (—i, x1,0) spliuje
oL aL ay; . 0Y;
Z laxj (3% (Z axk Bt W)

Napiste odpovidajici zachovdvajici se velicinu.

=0,

Cviceni 44 * Necht Lagrangeova funkce md tvar (volny hmotnyj bod na primce)

1
L= 5771332

Ukazte, Ze pohybové rovnice jsou invariantni vuci ”skalovdni”z — x e, a € R, Jak vypadd vektorové
pole Y pro tuto grupu transformaci? Je F(x,,t) dané vztahem

F(z,x,t) ZYxt (:U,j:,t)

integrdlem pohybu?

Cviceni 45 Ukazte, Ze pri pohybu cdstice v poli U = 2, kde o # 0, ewistuje vektorovy integral
pohybu A=0x L+ ozf, nazyvany Runge—Lenziv vektor, ktery je specificky prdvé pro toto pole.

Cviceni 46 Uzitim integrdli pohybu naleznéte tvar trajektorie ¢dstice v poli U = <

7. cviceni

Cvicéeni 47 Pomoci principu virtudlni prdce odvodte podminky pro rovnovdhu na pdce.



Cviceni 48 Pomoci principu virtudlni prdace najdéte rovnovdzZnou polohu pro homogenni tuhou tyc
délky | hmotnosti m v homogennim tihovém poli intenzity g, kterd je ve svislé roviné podeprena
hranou stolu a opfena o svislou sténu vzddlenou od hrany stolu o a < /2. Vazby povaZugte za
idedlni.

Cviceni 49 *Jak se bude v roviné xy pohybovat ¢dstice, na kterou nepusobi Zadné sily, je-li podro-
bena neholonomni vazbé atx —y = 0.

8. cviceni

Cviéeni 50 Odvod’te podminky pro redlnd a virtudini posunuti pro hmotny bod pohybujici se po
trojosém elipsoidu, jehoZ osy jsou zavislé na case

Cviceni 51 Po jaké draze mezi dvema body ve svislé roviné xy se pohybuje vcela, kterd se snazi
dosdhnout cile za nejkratsi moznou dobu? Predpoklidejte, Ze jeji rychlost je umérnd viysce, v =
ky, k>0, y>0, x1 # xs.

Cviceni 52 Urcete polohu tézkého homogenniho vldkna pod vlivem tiZe. Navod: Mezi vsemi ro-
vinngmi krivkami délky f;l V1+y?dx = 1 jejichz konce lezi v dangch bodech (xo,vo), (T1,y1),
najdéte ty, jejichz swisla souradnice tézisteé yonr = % [ ydm = %f;ol y\/ 1+ y2dx je minimdlni.

Cviceni 53 *Nejdéte rovinnou krivku spojujici dva body A, B ve svislé roviné, tak aby hmotny bod
vypustény s nulovou pocdtecni rychlosti z bodu A a pohybujici se po této krivce vlivem tiZe, dosdhl
bodu B za nejkratsi dobu.

9. cviceni

Cviceni 54 Odvod'te Hamiltonovy rovnice primo vypoctem derivaci g—f, %.

J J
Cviceni 55 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzervativnich
sil (v kartézskych souradnicich) a ukazte, Ze ziskané rovnice jsou ekvivalentni s rovnicemi Newto-

novymi.
Cviceni 56 Napiste Hamiltonovu funkci harmonického oscildtoru.

Cviceni 57 Napiste Hamiltonovu funkci a sestavte Hamiltonovy rovnice édstice s ndbojem e a

—

hmotnosti m v daném vnéjsim elektromagnetickém poli s potencidly o(7,t), A(7,t).

Cviceni 58 Napiste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézskych, sférickych a cylin-
drickych souradnicich

Cviceni 59 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem centralni
sily s potencialem U(r) ve sférickych souradnicich. Urcete integraly pohybu.

Cviceni 60 Hmotny bod m je vdzin na vdlcovou plochu x*>+y? = R? a pohybuge se po ni pod vlivem
centralni elastické sily F' = —kv. Najdéte Hamiltonovu funkci, sestavte Hamiltonovy rovnice a reste
je (v cylindrickyjch souradnicich).

10. cviceni

Cviceni 61 Spoctéte {e*?, e P}.



Cviceni 62 Spoctéte {qi, q;}, {pi,p;}, {a,p;}-

Cviceni 63 Spoctéte Poissonovy zdvorky pro slozky hybnosti p; a momenti hybnosti L; = €;,2;py
c¢astice tj. {Li,p;} a {L;, L;}. Budou stejné vztahy platit i pro celkovou hybnost a celkovy moment
hybnosti soustavy cdstic?

Cviceni 64 Dokazte, Ze jsou—li L1, Ly integrdly pohybu, pak i L3 je integrdlem pohybu.

Cviceni 65 *Dokazte Poissonovu vétu: Poissonova zdvorka dvou integrdli pohybu je opét integrdlem
pohybu.

Cviéeni 66 *Pomoci Poissonovy véty odvodte dalsi proni integrdl Hamiltonovych pohybouvych rov-

nic (tj. integrdl pohybu) v pripadé hmotného bodu pod vlivem centrdlni sily v otdcejici se soustave,
2 2

andte-li prond integrdly: u =30 _| e — Q- (wp2 — xopr) + U(r), v = SO 2=+ U(r).

Cviceni 67 *Ukazte, Ze {L3, F'} = 0, kde F' = F(q- p) je libovolnd (dostatecné hladkd) skaldrni
funkce souradnic a hybnosti cdstice.

Cviceni 68 *Quérte, Ze slozky momentu hybnosti L=Fx P a Runge—Lenzova vektoru A= %ﬁx
E + Oég SPZ’IXLUj’é/ Uztahy: {Ll, AJ} = €ijkAk7 {AZ, A]} = _2H5ijkLk; kde H = % - %, a > 0.

11. cviceni

Cviceni 69 Najdéte kanonické transformace urcené vytvorujicimi funkcemi a) Fo =, qu Py, 0)

F=>% fu(@t)P., ¢) Fi =) qxQr.
Cviceni 70 Ukazte, Ze transformace Q); = p;, P; = —q; je kanonickd.

Cviceni 71 Ukazte, Ze kanonickd transformace (x1,xa, x3,p1,p2,p3) — (R, @, 2z, Pr, P,, P.) defi-
novand vytvorugici funkci Fy = /2?2 + 23 Pg + arctg(i—f)ﬂo + x3 P, prevadi souradnice kartézské na
cylindrické.

Cvicent 72 UkaZte, Ze transformace Q) = arctg(Vkml), P = T(VEkmg® + \/pTQ—m) je kanonickd.
Najdéte pro ni vytvorujici funlgci 1. druhu. UZijgte tuto transformaci k reseni pohybovych rovnic
harmonického oscildtoru H = 5~ + %qu. Jaky fyzikdlni vyznam maji nové promenné Q a P?

Cviceni 73 Uvazugte transformaci (q,p) — (Q,P) Q = q*cos(Sp), P = q*sin(fp). Pro kterd
a, 8 € R je tato transformace kanonickd. Najdéte prislusnou vytvorujici funkci.

12. cviceni

Cviceni 74 Reste Hamilton—Jacobiho rovnici pro bezsilovy volng hmotny bod popsany Hamiltonov-

nou funkci H = Zle ;;Zn Ukazte, Ze Hamilton—-Jacobiho rovnice pro vytvorujici funkce typu Fy
2
resp. Fy magi dplné integrdly tvari Si(q;,t, Qi) = 5 Z?:l(%' — Q)% a So(qi, t, Py) = — Zle %t +

Z§:1 EQz

Cviceni 75 Zkonstruujte hlavni funkci Hamiltonovu Sy(g;,t,Q;) = g—zZ?:l(qi — @Q;)? integraci
3 §?
=1 2m

Lagrangeovy funkce L = )
g = Qi +vit.

od 0 do t po skutecné trajektorii bezsilového hmotného bodu



Cviceni 76 Najdéte kanonické transformace urcené vytvorujicimi funkcemi Sy (g, t, Qi) = 5; Z?Zl(qi—

Qi) a Sy(qi,t, P) = —Z?Zl ;it + Z?:l P,q;. Jaky geometricky tvar magi prislusné vinoplochy
S = konst v konfiguracnim prostoru?

(32Viéen21' 77 Napiste a reste Hamilton—Jacobiho rovnici pro linedrni harmonicky oscildtor H =
2+ %. Zkonstuugte prislusnou kanonickou transforaci a najdéte fazové trajektorie.

Cviceni 78 *Ukaste, Ze funkce S(q,t,Q) = mw(q%Qz)sfsigg)*qu Je pri 0 < t < m dplngm in-

tegralem Hamilton—Jacobiho rovnice pro harmonicky oscildtor (w = \/%) Najdéte pomoci ni fazové

trajektorie.

13. cviceni

Cviceni 79 Ukazte, Ze velicina Ly = q1ps — qop1 je generdtorem rotace.

Cviceni 80 Na fazovém prostoru soustavy N castica = 1,2,..., N se souradnicemi q.; a hybnostmi
Pai, kde i = 1,2,3 je ddna funkce tvaru G(qaisPairt) = D, MaGal — D4 Pait jakoZto generdtor
infinitesimdlnd transformace. UkaZte, Ze tato funkce generuje specidlni Galileiho transformaci (podél
1. osy). Ndvod: pouzijte e =V .

Cviceni 81 Uvazujte soustavu o s stupnich volnosti, jejimz fazovim prostorem je R** (nebo jeho
oteviend podmnozina) a jejiz Hamiltonova funkce nezdvisi explicitné na case. UkaZte, Ze takovd
soustava muze mil nanejuys 2s — 1 integrdlu pohybu, které nezdvisi explicitné na case.

Cviceni 82 Definice integrabilni soustavy. Liovilleova véta

Cviceni 83 Todova Molekula. Ukazte, Ze linedrni triatomovd molekula s Hamiltonidnem H =
%(p% + P2+ p3) + eBTR 4 2B 4+ BTN je integrabilnd soustava. Ndvod: zkoumejte proni integrdly
H, P=pi+p;+ps, K=g(p1+p2—2ps)(p2 + ps — 2p1)(ps + p1 — 2p2) + (p1 + p2 — 2ps)e® 2 +
(P2 +p3 — 2p1)e®™% + (p3 + p1 — 2p2)eB ™D,



