1 Grupy, transformace, diferencialni operatory a identity

Grupou nazyvame usporadanou dvojici (G, o), kde G je neprazdnd mnozina a o : G x G — G
zobrazeni (operace nazyvand soucin) takové, ze plati:

1. V91,092,935 € G g10(g209g3) = (g1092) 0gs asociativita

2. dee GVge G eog=goe=g jednotka

3.9 G Jhg'telG gogl=glog=e inverzni prvek
Je-li operace soucin v grupé (G, o) zrejma z kontextu, jeji znacku vynechdvame a mluvime prosté o
grupé G. Grupa G se nazyva abelovska (komutativni), je-li komutativni jeji soucin. Podmnozinu
H C G grupy (G, o) nazyvame podgrupou, je-li (H, o| g m) grupou, tj. pokud H obsahuje jednotku
a je uzavrend vuci soucinu a inverzi.

Jsou-li (G,0) a (H,x*) grupy, pak zobrazeni f : G — H nazyvdme homomorfizmem grup,
pokud pro viechny g1, g2 € G palti f(g1092) = f(g1)* f(g2). Oznaémé GL(V) grupu vsech linedrnich
regularnich operatoru na vektorovém prostoru V' s operaci skladani zobrazeni. Homomorfizmus grup
p: G — GL(V)nazyvame reprezentaci grupy G na vektorovém prostoru V. Dimenzi reprezentace
p nazyvame dimenzi V.

Homomorfizmus grup f : G — G, ktery je bijekei (tj. prosty a na) nazyvame automorfizmem
grupy G a mnozinu vsech automorfizmu grupy G znacime Aut(G). Bud ¢ : H — Aut(G) ho-
momorfizmus grup, pak semidirektnim (polopfimym) souc¢inem grup (G, o) a (H, %) je grupa
(Gx H,e,) znacena G x H s operaci definovanou piedpisem (g1, h1)®, (g2, h2) = (g10@(h1)g2, hixhs).
Je-li homomorfizmus ¢ trividlni tj. ¢(h) = eg,Vh € H nazyvame soucin grup G a H direktnim
(pfimym) a znacime G' x H.

Transformaci mnoziny M rozumime bijekci (vzdjemné jednoznacné zobrazeni) mnoziny M na
sebe samu. Mnozina vSech transformaci mnoziny M tvoii grupu. Je-li mnozina M vybavena néjakou
strukturou (topologii/algebraickymi operacemi) pak se obvykle zajimame o takové transformace
(homeomorfismy/automorfismy), které tuto strukturu zachovavaji. Takové transformace budeme
nazyvat symetriemi. Mnozina vSech symetrii opét tvori grupu.

Naprtiklad redlny vektorovy prostor V' dimenze n € N mé linedrni strukturu (s¢itani vektoru a
nasobeni vektoru ¢islem) a proto po jeho transformacich vyzadujeme linearitu. Symetriemi vekto-
rového prostoru jsou tedy reguldrni linedrni operatory (grupa GL(n)). Je-li na V navic definovan
skaldrni soucin (.,.), pozadujeme i jeho zachovani a symetriemi (V,(.,.)) budou jen ortogonalni
operatory (grupa O(n)). Vechny linedrni transformace (V, (.,.)), které byly symetriemi samotného
vektorového prostoru V', pak obcas zkracené nazyvame transformace (V, (.,.)). 1 2

Symetrii objektu tedy nazyvame transformaci, ktera neméni vlastnosti tohoto objektu a na-
opak objekt nazveme invariantnim vzhledem k transformaci, pokud je tato transformace jeho
symetrii. Napiiklad symetrii S podmnoziny N C M bude transformace M splaujici S(N) =
{S(m)|m € N} = N a tedy podmnozina N bude invariantni vzhledem k S. Mnozina vsech sy-
metrii daného objektu opét tvoii grupu.

1Jinym pifkladem muze byt fazovy prostor uzavieného systému. Ten mé strukturu symplektické variety (T, w),
coz je hladk4 varieta I' vybavend symplektickou formou w (uzavienou nedegenerovanou diferencidlni formou stupné 2)
reprezentovanou Poissonovou zdvorkou {.,.}. Jeho transformacemi jsou hladké difeomorfismy a symetriemi jsou pouze
ty z nich, které zachovavaji symplektickou formu w (Poissonovou zdvorku) tedy kanonické transformace. Pozadavek
na to aby transformace byly hladké difeomorfismy (hladké bijekce, jejichz inverze je také hladkd) plyne ze struktury
hladké variety.

2Na vektorovy prostor V se skaldrnim souc¢inem lze pohlizet jako na hladkou varietu. Ze skaldrniho sou¢inu miizeme
totiz postupné naindukovat normu, metriku i topologii na V. Po jeho transformacich bychom tak méli pozadovat
hladkost, ta jiz v8ak na prostorech koneé¢né dimenze automaticky plyne z linearity.



Nebot zobrazeni f : A — B je podle definice podmnozinou f C A x B kartézského soucinu
mnozin A, B spliujici, ze kazdy prvek z A ma nejvySe jeden obraz v B, muZeme jeho symetrii
definovat jako jako transformaci A x B vuéi které je tato podmnozina f invariantni. Pro funkci
f:R — R tak dostdvame, Ze jeji symetrie jsou symetrie jejiho grafu jako podmnoziny v R2.

V konkrétnich pripadech se mtuzeme omezit jen na nékteré typy symetrii. Napiiklad ze symetrif
funkce f muzeme uvazovat pouze ty, které odpovidaji transformacim S : Dom(f) C A — Dom(f)
jejtho definiéniho oboru zachovavajicim jeji hodnotu f(S(x)) = f(z), Yx € Dom(f). Tento typ
symetrii jsme uzivali pro Lagrangeovy funkce v teorému Noetherové a dédle na néj budeme narézet
v pripadé skalarnich poli.

Pro rovnice (algebraické, goniometrické ¢i diferencidlni) nebo systémy rovnic jsou symetrie
definovany jako takové transformace definicniho oboru, které kazdé teseni zobrazuji na feseni.

Transformace prostoru o kterych jsme se dosud zminili oznac¢ujeme jako aktivni tedy ta-
kové, které “hybou” s body daného prostoru. Definujeme-li na naSem prostoru soustavu soutradnic
(naptiklad na vektorovém prostoru V,, linedrni souradnice definované souradnicovym izomorfismem
(Ve : Vi, = R™ danym volbou bdze £ ve V,) muzeme zkoumat pfechody mezi ruznymi volbami
téchto soustav souradnic (odpovidajicimi ruznym volbdm baze £ ve V,,), které nazyvame pasivni
transformace.

Aktivni transformace - oto¢en{ <— rotace o thel p — Pasivni transformace - oto¢en{
vektoru ¢ proti sméru hodin 7 — A(o)T soufadnic o ¢ po sméru hodin
iy EA(ANE (7 v = Ap)Y = E1aE (7
(0')e = A(p)° (V)e ) _ (0)gr = “1d° (V)e
slozky nového ¢/ a starého (Ull) _ (CQS ® —sm 80> <U1> slozky téhoz vektoru o
vektoru U v téze bazi £ v2 sing  cosp V2 v nové £ a staré bazi £

Pasivni transformace tedy predstavuji jen zménu popisu objektu pfi zméné systému soufadnic
a nemohou tak jiz z principu ménit jejich vlastnosti (napiiklad délky vektoru), mohou vsak ménit
vzorce podle kterych se tyto vlastnosti pocitaji ze souradnic. Naproti tomu aktivni transformace
mohou ménit vlastnosti objektu avsak vzorce, pomoci nichz tyto vlastnosti poc¢itdme ze souradnic,
neméni, nebot popisuji zménu objektit vzhledem k pevné zvolené soustavé souiadnic.

Cviceni 1.1 Uvedte priklady abelovskych grup se kterymi jste se jiz setkali. Specifikujte jakd je v
nich operace, jednotka a inverzni prvek.

Cviceni 1.2 Dokazte, Ze ndsledujici mnoziny tvori grupu vzhledem k operaci soucinu matic
GL(n) ={A e R""|det A # 0}
SLn) ={A € R""|detA =1}
On)={AeR"|ATA=AA"=1,}
SO(n)={A eR""|ATA=AA" =1,, detA =1}
Sp(2s) = {A e R**|ATJA =T}, JT=(9 %)
Cviceni 1.3 Spoctéte determinant pro libovolny prvek grup O(n) a Sp(2s).
Cviceni 1.4 Jaky je vzdajemny vztah grup z cviceni 1.27
Cviceni 1.5 Urcete, jak vypadd inverzni element v grupdch O(n) a Sp(2s).

Cviceni 1.6 Jaky geometricky vijznam maji proky grupy O(n), SL(n) a SO(n) pokud je interpre-
tujeme jako aktioni/pasivni transformace euklidovského prostoru E™? Jaké operace zachovdvaji v
pripadé n = 37



Cviceni 1.7 Zapiste definicni vztah pro proky grupy O(n) pomoct proki matice a Einsteinovy su-

mace.

Cviceni 1.8 Spoctéte €;10,r a ukazte, Ze stejny vysledek dostanete pro libovolny vyraz typu A;;S;;
kde Si; = S je symetrické a A;; = —Aj; antisymetrické.

Cviceni 1.9 Pomoci Finsteinova sumacniho pravidla dokazte ndsledujici identity pro skaldrni pole
©(Z) a vektorovd pole A(¥), B(Z)

rot(grad ) =0

—

div(A x B) = B -tot A — A - 1ot B
V(A-B)=(A-V)B+ (B -V)A+ Ax (Vx B)+ B x (V x A)

Cviceni 1.10 Dokazte, Ze pro sféricky symetrické skaldrni pole ¢ = p(r), kde r = |F| = /Y a?
plati
2 1 @ 1d [ ,dyp
Apl) = )+ 260) = o) = 4 (5F)

—

Cviceni 1.11 Dokazte identity pro skaldrni ¢(Z) a vektorovd pole A(Z), B(Z)
div(rot A) = 0

rot rot A = grad div A—NAA
rot(A x B) = (B - grad)A — (A - grad)B + Adiv B — Bdiv A

div(pA) = odiv A+ A - grad ¢

rot(pA) = prot A+ grad o x A

Cviceni 1.12 Dokazte identity platné pro skaldrni pole o(Z) a ¥ (¥)
V(ey) = Vi + 4V
Alpy) = A + 2V - Vi + Ay

Cviceni 1.13 Dokazte identity ve kterych r = |7'|, p’ je konstantni vektor a p(r) skaldrni pole



2 Tenzory

Tenzor T typu (Z ) (kontravariantni fadu p € Ny a kovariantni fadu g € Ny) na redlném vektorovém
prostoru V' dimenze n € N mé Vzhledem k bézi &€ = (€1,...,€,) tohoto prostoru n?™? slozek
T ’l” € R, které se pti zméné béze e. e] = ele dané matici prechodu $ € GL(n) transformuji podle

J1,-
Vztahu

Tilr = (S0, (ST Tytsh s

J15--50q ’ Ja*

Tenzorova hustota 7 vahy A € Z typu (g ) na V' ma stejny pocet slozek jako tenzor T', které se
ale pii zméné baze transformuji podle vztahu

seeesl A —1\2 —1 i k I yk [ l
7711 = (det $)*(S7)", --- (8 )Z’; T DS 5
Tenzor resp. tenzorova hustota se nazyva invariantni vzhledem k zvolené grupé transformaci, po-
kud se pri téchto transformacich neméni jeho slozky. RAdem tenzoru typu (2) nazyvame ¢islo
p + q. Indexy které jsou nahote se nazyvaji kontravariantni a indexy dole kovariantni. Tenzor
je symetricky (antisymetricky) ve dvou indexech stejného typu, pokud se pii jejich prohozeni
jeho slozky nezméni (zméni znaménko). Je-li tenzor typu (75) nebo ( ) symetricky (antisymetricky)
vzhledem ke vSem dvojicim indexu, nazyva se iplné symetricky (uplne antisymetricky). Nede-
generovana bilinedrni symetrickd forma g € 7% (V') nazyvand (pseudo)metricky tenzor umoziuje
kanonicky ztotoznit prvky V' a jeho dudlnfho prostoru V# coz odpovidd snizovani T%, = g; T’ a
zvedani T = ¢iT i indexti. Kde (g”) jsou prvky inverznf matice k matici (g;;). Pfi zveddni a
snizovani indexu je nutné udrzovat stejné vzajemné potradi indexu i mezi indexy hornimi a dolnimi.
K vyznaceni pofadi indextu se uzivéd tecka. Kontrakci (zizenim) tenzoru 7' nazyvime tenzor
jehoz slozky vznikly ze slozek T - ]p tenzoru T' vyséitanim pres dvojici stejnych indexu, z nichz
jeden index je horni a druhy dolm Kontrakce v indexech iy a j; odpovida nasobeni slozek tenzoru
Koroneckerovym 55; a provedeni Einsteinovy sumace.

Cviceni 2.1 Podle hodnot velicin A, B v | veli¢ina | béze e | bdze & | € =& +é + &
bazich € = (é€1,...,€3) a &€ = (e1,...,€3) | A (1,2,3) | (2,0,—1) | ea =&, — & + &5
urcete, zda se jednd o vektory nebo kovektory. | B (4,5,6) | (15,5,-2) | &5 =&, — &

Cviceni 2.2 Necht slozky veliciny C v bdzi €& = (¢4, ...,&) maji hodnoty (1,1,1) a v bdzi € 2
predchoziho cviceni magji rovnéz hodnoty (1,1,1). Je velicina C kovariantni nebo kontravariantni
vektor?

Cviceni 2.3 Uvazujme velicinu T definovanou na V,,, jejiz slozky jsou vzhledem k libovolné badzi
Vi, rouny soucinim uvd slozek vektori i, v € V,. Jak se tato veli¢ina transformuje pri zméné bdze
¢; = 5%, 8 € GL(n)? O jaky typ veliciny se jednd? Zapiste vztah mezi T a i,V a) pomoci matic
b) pomoci tenzorovijch operaci.

Cviceni 2.4 Jak vypadaji slozky tenzoru Jalgee U, T® & 10, 7®@1 vbdz £ = (&,...,6,).

Cviceni 2.5 Zapiste pomoci matic vztahy pro transformace sloZek pro vSechny typy tenzoru 2. rddu
na V,.

Cviceni 2.6 Necht I € GL( ) je matice prechodu od ortonormdlni bize € = (€. .., €,) k obecné
neortonormdlni bdzi € = (el, .., €n). Ukazte, Ze skaldrni soucin @ - bmdvbdziE tvard-b=a Wi,
kde g;j := F*F*; je Gramova matzce souboru (el, . ,en).



Cviceni 2.7 Ukazte, Ze proky matice g;; definugici skaldrni soucin v obecné bdzi lze povaZovat za
slozky kovariantniho (tzv. metrického) tenzoru.

Cviceni 2.8 Ukazte Ze v = det(g;;), kde (g;;) je matice definujict skaldrni souc¢in v obecné bdzi, je
skaldrni hustota stupné 2.

Cviceni 2.9 Definuyme velicinu T, jejiz slozky jsou v libovolné bazi vektorového prostoru V,, dany

predpisem T; = (5;, ukazte Ze jde o G L(n)—invariantni tenzor typu G) tzv. jednotkovy tenzor.

Cviceni 2.10 Definuyme velicinu T, jejiz slozky jsou v libovolné ortonormdlni bdzi vektorového
prostoru V,, dany predpisem T;; = d,;. Ukazte, Ze se pri ortogondlnich transformacich chovd, jako
mvariantni tenzor typu (g) Jak by vypadaly jeji sloZky v libovolné bdzi, kdyby tenzorem skutecné
byla?

Cviceni 2.11 Definugme tenzor T typu (g) tak, Ze jeho slozky jsou v libovolné pravotocivé orto-
normdlni bdzi vektorového prostoru R® ddny predpisem T = ek, jak budou vypadat slozky v
libovolné bdzi? (takové veliciné nékteri autori ikaji Levi—Civitiv tenzor).

Cviceni 2.12 Zjistéte jakého typu je velicina, jejiz slozky jsou v libovolné bdzi T = £k = g,..

Cviceni 2.13 Rozlozte tenzor (Fi;) = (147) na symetrickou F° a antisymetrickou édst F*. Pro
symetrickou ¢dst najdéte poldrni bazi, tj. bdzi ve které je F° diagondlni a najdéte slozky F4 a F
vzhledem k této bazi.

p

0) na prostorech V,, V3 a Vy je-li

Cviceni 2.14 Kolik nezdvislych sloZek md tenzor 2. rddu typu (
a) uplné antisymetricky b) uplné symetricky?

Cviceni 2.15 Proved'te kontrakci (iZeni) tenzoru T € T} (V3) jehoZ slozky jsou v dané bdzi &€
T =(T}) = (% é g). Zavist vysledek na zadané bazi € ¢

Cviceni 2.16 Pomoci (pseudo) metrického tenzoru g = (g,) = diag(1l, —1, —1, —1) snizte indexy
u vektoru X a kontravariantniho tenzoru druhého radu ¥. Indexy p,v jdou od 0 do 3.

Cviceni 2.17 Ukazte, Ze jediné G L(n)—invariantni tenzory lichého rddu jsou nulové tenzory.

Cviceni 2.18 Ukazte, Ze pri ortogondlnich transformacich se slozky vektori a kovektori transfor-
muji stené.

Cviceni 2.19 Jak se transformuje dudlni baze dudlniho vektorového prostoru?

p

0) na prostoru Vi, je-li a) iplné an-

Cviceni 2.20 Kolik nezduvislych sloZek ma tenzor rdadu typu (
tisymetricky b) uplné symetricky?

Cviceni 2.21 Ukazte Ze totalné antisymetrické Levi—Chivitovy symboly v dimenzin €;, 4, i,
€12,..m = 1, lze chdpat jako slozky GL(n)-invariantni kovariantni tenzorové hustoty vahy -1 nebo
invariantni kontravariantni tenzorové hustoty viahy +1. PouZijte definici determinantu matice. (Levi-
Cwitovy tenzorové hustoty

Cviceni 2.22 Ukazte, Ze pro pro libovolny tenzor T typu (}) predstavugi koeficienty charakteris-

tického polynomu det(T — A1) = =X* + 1A% — U3\ + U3 = 0 GL(n)-invariatni veliciny:
V1 = 05T] =T} = Tr(T)
U5 = 55 (eojue™™ " TiTI,TY) = 3(eijuc" det(T)) = det(T).

5
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3 Afinni prostor, Tenzorova pole, Galileiho transformace

Soustava afinnich (pfimocarych) soufadnic (0,€) v afinnim prostoru A,, dimenze n € N je
déna volbou pocatku o € A,, a baze £ = (é},. .., €,) zaméfeni A,. Souradnice bodu b € A,, v této
soustavé jsou 2(b) = e *(b— o) pro viechna i € 7.

Tenzorové pole T typu (Z) na afinnim prostoru A, je zobrazeni T : A — Tf(/fn), které

kazdému bodu A,, ptitadi tenzor typu (7; ) definovany na jeho zaméreni A,. Slozky tenzorového pole
se pfi transformaci soufadnic afinntho prostoru ' = 2%(Z), Vi € n transformuji podle vztahu

oY)

Tr(@) = (S, - (8% T ()8, .. 8", kde 8} = %
jsou prvky Jacobiho matice transformace. Transformace souradnic predstavuje symetrii tenzo-
rového pole T pokud plati T} "77(x) = T;"""(T) tj. jeho slozky jsou pied i po transformaci
stejné funkce.

Afinni prostor (A4,, g) se skaldrnim souc¢inem g(a, 5) = @b nazyvame eukleidovsky a znacime
E,,. Soustavu afinnich soutadnic (o, £) v eukleidovského afinnim prostoru F,, nazyvame kartézskou
soustavou soufadnic (KSS) pokud je baze € ortonormalni. V KSS jsou kovariantni a kontravari-
antni slozky stejné (pii O(3) transformacich mezi KSS se transformuji stejné) a proto v KSS piseme
indexy pouze dolu. KSS pevné spojena se vztaznym (tuhym hmotnym) télesem a hodinami (meto-
dou méteni ¢asu) tvoii vztaznou soustavu (VS), vzhledem ke které definujeme fyzikdlni veliciny
tykajici se pohybujicich se téles (polohovy vektor, okamzita rychlost a okamzité zrychleni, kinetickd
energie, hybnost, moment hybnosti, ...). Je tedy tfeba rozlisovat prechody mezi soufadnicemi at uz
kartézskymi nebo obecnymi v rdamci jedné vztazné soustavy, ménicimi jen matematicky popis bez
hlubstho fyzikalniho obsahu (viz. zimni semestr) od pfechodi mezi vztaznymi soustavami (Galileiho
princip relativity).

Galileiho transformace je transformace soufadnic mezi KSS (0,&),t a (6(t) = o + Wt +
Ty, € = ES),t =t —to v eukleidovském afinnfm prostoru A, kde W,ZyeAa§e SO(3), reprezen-
tujicimi inercialni VS.3

Cviceni 3.1 Jak se transformugi afinni souradnice x*(b) bodu b € A v afinnim prostoru pri prechodu
od jedné soustavy souradnic (o, (€1,...,€,)) k druhé (o, (é1,...,€,))?

Cvigeni 3.2 Odvod'te inverzni vztah k #(b) = (871 (2*(b) — 2°(6)) t.j. z*(b) jako funkci F(b) a
7%(0).

Cviceni 3.3 Ukazte, Ze obecné hybnosti p; = g; se pri zméné obecnyjch souradnic ¢ = ¢'(Q,t), Vi €
§ transformugi jako slozky kovektoru.

6TZ‘]'
Ox;
gondlnich transformacich souradnic (prechodech mezi KSS) transformugje jako vektorové pole.

Cviceni 3.4 Ukazte, Ze pro libovolné tenzorové pole T;;(x) na E, se jeho divergence pri orto-

Cviceni 3.5 Ukaste, e pro libovolné vektorové pole F(x) na Ej se velicina rot F(x) pri vlastnich
ortogondlnich transformacich souradnic (prechodech mezi pravotocivymi KSS) transformuje jako
vektorové pole.

Cviceni 3.6 Transformugjte intenzitu elektrického pole E(z) buzeného bodovym nabojem Q) umisténym
v pocdatku KSS (0,E = (€1, €3, €3)) do

3Nékdy se bere $ € O(3) a nékdy se pFipousti i zména sméru chodu casu f = —t.
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a) KSS (6 =0 t&’,g: E) jejiz pocdtek je posunut o a = (ay,as,a3) € R?
b) KSS (0 =0,E =E8), kde S € SO(3)
c) [Dev.] KSS jejiz osy jsou natoceny okolo 3. osy o ihel .

Kterd z transformact predstavuje symetrii vektorového pole E(x) ?

Cviceni 3.7 Slozte Galileiho transformace souradnic dané pomoci prvki (S, W, zo) a (S, W', xy),
kde 8,8 € O(3) a W, W' xg, x}y € R3 tj. zapiste visledek jako (8", W", ().

Cviceni 3.8 Zapiste Galileiho transformaci ¥ = ST (x —Wt—xq), t = t souradnic (pasivni) pomoci
matic — maticovd reprezentace Galiletho grupy. S vyuzZitim tohoto zdpisu slozte dvé po sobé jdouct
Galieltho transformace.

Cviceni 3.9 Ukazte, Ze jediny jednocasticovy galieovsky invariantni systém je pouze volnd cdstice.

Cviceni 3.10 Jak se transformuje kinetickd energie volné cdstice pri transformaci souradnic x; =
T; +wit,Yi = 1,2,3, kde w; jsou konstanty je-li tato transformace a) zménou soutradnic v rdmci
jedné vztaziné soustavy b) prechodem mezi vztaznymi soustavami?

Cviceni 3.11 Najdéte transformacni vztah pro celkovy moment hybnosti L= Z(]XVZI T X Do SOUStQVY
N hm. bodu pri prechodu od inercidlni VS (0,€) k VS (0'(t),E = &) kterd se vuci ni pohybuje a to
tak, Ze je
a) neinercidlni
b) inercidlni tj. 7(0') = Wt + @y, kde W,ao € R3 jsou konstanty. Ukazte, Ze v tomto piipadé pro
izolovanou soustavu plati L' = konst.
¢) soustava hmotného stiedu tj. T(o') = R. Ukaste, Ze druhd véta impulsovd md v soustavé

hmotného stredu stejny tvar jako v soustavée inercidlni L =N,

Cviceni 3.12 Ukazte Ze pro libovolné skaldrni pole U(z) na E,, se veli¢ina grad U transformuje pri
ortogondlnich transformacich jako vektorové pole.

Cviceni 3.13 Ukazte, Ze pro libovolné vektorové pole ﬁ(x) na E, se velicina div F transformugje
pri ortogondlnich transformacich souradnic jako skaldrni pole.

Cviceni 3.14 Transformujte skalarni pole ¢(x1,x9,x3) = opisujici gravitacni po-

formuj pole ¢(x1, 2, 73) mppjg Hp

tencidl hmotného bodu hmotnosti M v pocdtku KSS (o, (8,6, )) do KSS (6,(6, = &,é; =
\%(52 + é3), 63 = \/Li(é’g — €3))) jejiz pocdatek 6 md v puvodni soustavé soutadnice x(0) = (ay, az,0).
1 Qz
4reo (w2+ad+a?)3/?
intenzitu elektrického pole buzeného ndbojem Q umisténgm v poédtku KSS (o, (€}, e, €3)) do KSS

<5 =0, (51 = €5,6y = —€),63 = 6_”3)>~

Cviceni 3.15 Transformujte slozky vektorového pole E;(xy,xq,x3) = popisujict

Cviceni 3.16 Transformace skaldrniho pole. Zapiste funkce popisujici skaldrni elektricky potencial
soustavy dvou elektroni vzddlenijch od sebe na délku | ve vztazZné soustaveé:

a) (0,E), kde o je bod lezici ve stredu usecky spojujici elektrony a & je ortonormdlni bdze, Ze €
sméruje ve smeéru spojnice obou elektroni a é;, ez jsou na ni kolmé?

b) (0,€), kde o je bod lezici ve vrcholu rovnoramenného pravoihlého tm]uhelmka jehoZ prepona
je tvorena useckou spoy@gzcz elektrony a £ ortonormdlni bdze takovd, Ze e,y sméruji ve sméru
jednotlivych elektroni a €3 je na né kolma?

Uvédomte si, Ze ac¢ funkce @ a @ maji ruzny tvar, popisuji stejné elektrické pole!
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Cviéeni 3.17 Prevedte Newtonovy rovnice pro jeden hmotny bod do obecnijch souradnic. Pro které
volby obecnijch soutadnic budou mit v pripade volného bezsilového hmotného bodu tyto rovnice stejny
tvar jako v kartézskiyjch souradnicich tj. které z transformaci budou jejich symetriemi v pripadé
nulového silového pole?

Cviceni 3.18 Urcete jakd omezeni plynou pro sily pusobici v uzaviené dvoucdsticové soustavé z
poZadavku galieovské invariance.

Cviceni 3.19 Dokaste, e centrdlni izotropni sily F(7) = f(|F|)7 jsou potencidini.

4 Rotace, Tuhé téleso

Uvazujme vzajemny rotacni pohyb dvou vztaznych soustav reprezentovanych kartézskymi sousta-
vami soufadnic (0, &) a (0, E(t) = ES(t)) se spoletnym pocatkem, kde t — $(t) € SO(3) je spojité
diferencovatelné zobrazeni, z pohledu VS (o,&). Pseudovektor Q whlové rychlosti rotace VS
(0, E(t)) vzhledem k VS (0, &) definujeme pomoci tenzoru ihlové rychlosti w, jehoz slozky vzhle-
dem k bézi € jsou dany predpisem w ww = (STS)” V pravotocivé (ortonormélni) bazi € budou
slozky pseudovektoru 0 rovny Q, = %kwjk = — 8Z]k(S S)]k

Abychom popsali pohyb tuheho télesa Vzhledem k inercidlni (laboratorni) VS (o, £) spojime s
nim tzv. télesovou VS (5(t), E(t)), jejiz potatek 5(t) = o+ R(t) bude lezet v jeho hmotném stiedu
a jejiz osy budou nehybné vzhledem k télesu. Translacni pohyb tuhého télesa je pak dén vyslednici

vnéjsich sil F© pusobicich na téleso a 1. vétou impulzovou v laboratorni soustave P=MR=F (),
kde M je celkova hmotnost télesa.
Rozlozeni hmoty ve spojitém télese objemu V' popisuje tenzor momentu setrvacnosti I,
jehoz slozky jsou v pifslusné VS dény vztahy Iy = [ p(djeaz; — xjzg)dV, Vi, j = 1,2,3. V labo-
v

ratorni VS i ve VS hmotného stiedu jsou tyto slozky zavislé na Case, proto se zpravidla pocitaji v
telesové VS. Nediagonalni prvky I se nazyvaji deviaéni momenty. Tenzor momentu setrvac¢nosti je
symetricky (I, = Ix;) a proto lze osy télesové VS vzdy zvolit tak, ze jeho matice bude diagonalni
I = diag(1y, I3, I3). Takové osy nazyvame hlavni osy setrvacnosti a jim piislusné momenty I;
hlavni momenty setrvac¢nosti. Rotacni pohyb tuhého télesa ziskdme fesenim Eulerovych se-
trvacnikovych rovnic fmﬁ + 5ijkﬁ-l~kl§l = N -(6) Vi = 1,2,3, predstavujicich prepis 2. véty
impulzové L' = N'© z¢ soustavy hmotného stiedu do télesové soustavy a ndslednym dopocitanim
prvku matice $(t) z rovnic SU = —ejlekSZl, Vi=1,2,3.
. L . p . 5 2 o, .
Kineticka energie tuhého télesa v laboratorni soustavée T = %M R, + %Iijij je souctem
kinetické energie translacniho pohybu hmotného stredu a kinetické energie rotac¢niho pohybu vici
hmotnému stiedu (kinetickd energie v soustavé hmotného stiedu). Jde-li o rotaci kolem “pevné” osy
jdouci hmotnym stredem télesa, jejiz smeér je v laboratorni soustavé dén konstatnim jednotkovym
vektorem 77, pak 2 = |Q|n a kineckd energie v soustavé hmotného stredu bude 7" = I jkn]nk|§2|

+17|Q|, kde I; nazgvdme momentem setrvacnosti télesa vzhledem k ose 7.

Cviceni 4.1 Ukaste, ze wij = —(397)y; a Ty = —(ST8);; jsou slozky téhoz tenzoru w tihlové rych-
losti rotace VS (o, E = ES(t)) vzhledem k VS (0,E) a Q a Q; slozky téhoz pseudovektoru v bdzich
E al(t)=ES(t), kde t — S(t) € SO(3) je spojité diferencovatelné zobrazend.

Cviceni 4.2 Najdéte slozky Q(t) pseudovektoru whlové rychlosti (t) rotace VS (0, E(t) = ES(t))
vzhledem k VS (0, &), je-li
cosp(t) —sing(t) 0
S(t) = [ sinp(t) cose(t) O
0 0 1



Cviceni 4.3 Casovd zména vektoru v rotujici soustavé. Casovou zménu vektoru ij = v;€; vzhledem
k VS (o, €>~deﬁnujeme predpisem %gj: vi€;. Uvazugte dvé vztainé soustavy se spolecnym pocdtkem
(0,E) a0,E(t) = ES(t)), S(t) € SO(3). Ukazte, Ze casové zmény vektoru vzhledem k prund ze soustav

lze vyjadrit pomoct vztahi é = %a = &ijgj pro bazické vektory a § = %;J = d%g+ 0 x i, kde dit

anaéi derivaci vzhledem k VS (0,E). Jaké vztahy plati pro slozky vektoru §(t) = y;(t)é; = yi(t)e;(t)?

—

—

Cviceni 4.4 Urcete slozky tenzoru momentu setrvacnosti v hlavnich osdch setrvacnosti a moment
setrvacnosti vici libovolné ose jdouci hmotnym stredem pro homogenni kvdadr o délkdch hran a, b, c.

Cviceni 4.5 Ukazte, Ze pro téleso s konstantni hustotou hmoty v homogennim tihovém poli je mo-
ment sil vzhledem k hmotnému stredu télesa nulovy.

Cviceni 4.6 Reste Eulerovy setrvacnikové rovnice pro volny symetricky setrvacnik. Jaké pohyby
tento setrvacnik mize konat?

Cviceni 4.7 Homogenni vdlec s hlavnimi slozkami momentu setrvacnosti Iy = Iy, I3 na ktery
neptisobi Zadné sily rotuje v ¢ase to uhlovou rychlosti 10 rad/s okolo 2. osy. Okolo jaké osy a jakou
rychlosti bude rotovat o 10 vterin pozdéji?

Cviceni 4.8 Stabilita rotace bezsilového setrvacniku: Rikdme, Ze rotace je stabilnd, kdyz pri malé
zméné O od volné osy zustdvd tato vychylka trvale mald. Ukazte, Ze stabilni je rotace kolem os s
mazimalnim a minimdalnim hlavnim momentem setrvacnosti, kdezto rotace kolem osy se strednim
momentem setrvacnosti je nestabilni, mald vijchylka roste a rotace se "preklopi”.

Cviceni 4.9 Urcete velikost sily, kterou pusobi vyosené kolo na uloZeni hridele. Vyosené kolo
povazujte za homogenni obruc¢ polomeéru R, kterd rotuje konstantni whlovou rychlosti o velikosti
|ﬁ| kolem osy (hridel) prochdzeji jejim stiedem, pricemz rovina obruce svird s touto osou thel .
Hridel je uloZena (v loZisku) na obou strandch obruce ve vzddlenost a od stredu obruce.

Cviceni 4.10 Ukazte, Ze derivace w;; a cT)w jsou slozky tého# tenzoru v bdzich £ a € = ES(t), kde

S(t) € SO(3).
Cviceni 4.11 Urcete tenzor momentu setrvacnosti pro homogenni vdlec.

Cviceni 4.12 Hlavni momenty setrvacnosti homogenniho vdlce viysky h, poloméru r a hmotnosti m
jsou 1—12m(37“2 +h?) a %mrQ. Urcete moment setrvacnosti viiéi libovolné ose jdouci hmotnym stiedem
vdlce.

Cviceni 4.13 Urcete tenzor momentu setrvacnosti a moment setrvacnosti vzhledem k libovolné ose
jdouct stredem pro homogenni krychli.

Cviceni 4.14 Reste Eulerovy setrvacnikové rovnice pro volngj sféricky setrvacnik.
Cviceni 4.15 Naleznéte matici otdceni S(t) pro homogenni kouli v na kterou nepiusobi Zddné sily.
Cviceni 4.16 Urcete pohyb bodu povrchu homogenni koule v homogennim silovém poli.
Cviceni 4.17 Ukazte, Ze pro libovolné § = (J1, U, y3) € R? plati
(879)is%; = =0 = (A x iy (@)l = (2 x (2 x 7))
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5 Kontinuum

Sily pusobici na elementérni objem dV kontinua délime na objemové a plosné. Sily objemové jsou
(naptiklad hmotnostni nebo nédbojové) vyjadiujeme je pomoci hustoty sily f jako dF©) = de.
Sily plosné popisuji prenos silového pusobeni v télese. Jsou to sily, kterymi na objem dV pusobi
sousedn{ elementdrn{ objemy. Plosné sily dF®) (7 ¢, ds ) v daném misté 7 télesa zavisi na case t
a zvolené elementarni plose dS = itdS , kde dS je velikost této plochy a 7 jeji normala s vnéjsi
orientaci (tj. mitici z objemu dV'). Taylorovym rozvojem slozek plosné sily podle plochy, na kterou
sila pusobi, ziskdme dF}(7,t,dS) = dF,(7,t,0) + g% « = n;dS + O(dS?) = 0 + g% <5 n;dS.

dS=0 ds
Vyraz 0;;(7,t) = % 45-g(T 1) predstavuje slozky tenzorového pole tzv. tenzoru napéti v misté
1 ldg=

7 a case t. Plosnou silu dF®) = TdS vztazenou na velikost dS plochy ds = ndS, na kterou
pusobi, nazyvame vektorem napéti 7:(77, t). Pro vektor napéti plati T; = o;;n;. Diagonalni slozky
tenzoru napéti predstavuji normalova napéti k souradnicovym plocham, nediagonalni slozky napéti
smykova. Pro sily splnujici 3. Newtonuv zdkon je tenzor napéti symetricky a tedy ve vhodné zvolené
KSS v daném bodé kontinua je jemu odpovidajici matice diagonalni. Tenzor napéti o lze rozdélit
na ¢isté objemovou (tahové-tlakovou) o' = + Tr(o)1 a cisté smykovou o®) = ¢ — (@) cast, kde

~

Tr(o) = > oy je stopa tenzoru o (oznacovand jako —Np) a N = Tr(1l) je stopa jednotkového
tenzoru 1.
Zkoumame-li statiku kontinua, dosadime do pohybovych rovnic kontinua pa; = f; + %‘Z

. nuly za
004 ’
Ox;
napéti, které musime doplnit o okrajové podminky udavajici rozlozeni napéti o;;n; | ov = Li | oy ebo
posunuti & na povrchu kontinua.

Idealni tekutina je tekutina, ve které nepusobi smykova napéti, tj. jeji tenzor napéti ma
pouze objemovou ¢dst o = —pl. Mezi idedln{ tekutiny patif idedlni kapaliny, které jsou dokonale
nestlacitelné (o = konst.) a idedlni plyny, které jsou naopak dokonale stla¢itelné a rozpinavé. Me-
chanické chovani idealni tekutiny popisujeme pomoci vektorového pole rychlosti proudéni tekutiny
v(7,t) a skaldarnich poli hustoty o(7,t) a tlaku p(r,t) idedlni tekutiny. Tato pole musi pro idedlni
tekutinu spliiovat Eulerovu hydrodynamickou rovnici (7 V)7 + % = i( f=Vp).

Uvazujme aktivni transformaci pruzného kontinua — posunuti bodu kontinua ¥’ = 7+ « danou
vektorovym polem posunuti @(7). Dojde-li pii tomto posunuti ke zméné vzijemnych vzdalenosti
bodu kontinua, nazyvame jej deformaci. Tenzorem deformace nazyvame tenzor €, jehoz slozky
jsou

1 (0w | Oy Quy, Qug 64 1 (0w | Oy v 4
€ij = 5 ( Do, + 5+ > B 8xj>. Jeho cést e;; = 5 s + azi> nazyvame tenzorem malé defor-
mace. Oba tyto tenzory jsou symetrické a tedy diagonalizovatelné volbou vhodné KSS, navic je 1ze
rozdeélit stejné jako tenzor napéti na ¢isté objemovou a smykovou ¢ast. Diagonalni slozky tenzoru de-
formace predstavuji relativni prodlouzeni ve sméru jednotlivych os, nediagonalni slozky predstavuji
smykové deformace. Stopa tenzoru malych deformaci se nazyva objemovou (kubickou) dilataci
v = Tr(e) a predstavuje relativni zménu objemu.

Pomoci tenzoru deformaci popisujeme zejména télesa pevného skupenstvi, kde jsou oproti jinym
skupenstvim zmény vzajemnych poloh “sousednich” ¢astic kontinua zpravidla malé. Pozadujeme-
li, aby kontinuum po deformaci zustalo spojité, musi slozky tenzoru malych deformaci splnovat
rovnice kompatibility &;jméxin 63;%“;” = 0, Vy, 1, dokazatelné za predpokladu, ze slozky vektorového
pole posunuti jsou funkce tiidy C3.

Hooketiv zdkon o;; = Cjjren piedstavuje vztah mezi tenzorem malé deformace a tenzorem
napéti a je dan tenzorem elastickych koeficientt, jehoz (diky symetriim) jen 21 nezavislych
slozek predstavuje konstanty (v pripadé nehomogenniho kontinua funkce) dané konkrétnim konti-

zrychleni bodu kontinua a; a dostaneme tti rovnice 0 = f; + pro Sest neznamych slozek tenzoru
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nuem. Pro homogenni izotropni kontinuum se pocet téchto konstant redukuje na dvé: A, u nazyvané
Lamého koeficienty a Hookeuv zdkon nabyvé tvar ¢ = A Tr(e)1 4 2ue. Rozlozime-li oba tenzory na
objemovou a smykovou ¢ast, miizeme Hooketiv zdkon piepsat ve tvaru 0(® = 3Ke(® a 0(®) = 2pe®),
kde K = A+ % i je tzv. modul stlacitelnosti a p modul pruznosti ve smyku. Kromé konstant A, u, K
se obvykle definuje jesté Younguv modul pruznosti v tahu F = “(%f“) vyjadiujici pomér mezi
napétim a relativnim prodlouzenim a Poissonovu konstantu ¢ = m vyjadiujici pomér mezi
pricnym zkrédcenim a podélnym prodlouzenim.

Cviceni 5.1 Uvazujte ¢dst kontinua ve tvaru krychle o hrané a ve které je tenzor napéti konstantni
a vzhledem k osdam tvorenym hranami krychle md slozky o;;. Urcete normdlové napéti k rovinné
plose jejiz hrany tvori a) osy xy b) rovnobézné sténové ihlopricky dvou protilehljch stén krychle c)
dvé sténové uhlopricky jdouct z vrcholu ve kterém je pocdtek.

Cviceni 5.2 Spoctéte tenzor deformace a tenzor malé deformace v roviné pro vektory posunuti:

a) u= (Azx,By) b) u = (By, Az) ¢) u = (—Ay, Ax).

Cviceni 5.3 Pro tenzory z cviceni 5.2 spocitejte objemovou (v tomto pripadé plosnou) dilataci 9 a
najdeéte jejich rozklad na c¢isté objemovou a ciste smykovou cdst.

Cviceni 5.4 Odvodte rovnici kontinuity predstavujici zdkon zachovdni hmotnosti pro tekutiny.

Cviéeni 5.5 Hydrostatika: Z Eulerovijch hydrodynamickijch rovnic pro idedlni tekutinu odvodte
zdvislost tlaku na hloubce v nehybné U(r,t) = 0 idedlni (tj. nestlacitelné o = konst. a bez vnitiniho
trent) kapaliné v homogennim tihovém poli o intenzité §.

Cviceni 5.6 Z Eulerovy hydrodynamické rovnice odvod’te Bernoulliho rovnici pro staciondrni g—f =
0 nevirové V x v = 0 proudént idedlni kapaliny v homogennim tihovém poli §.

Cviceni 5.7 Najdéte tenzor malych deformaci pro pruziné homogenni izotropni kontinuum vyplniujici
dutinu tvaru kvddru, které je z jedné strany kvadru o plose S stlacovano silou F kolmou na tuto
stranu. Predpoklddejte, Ze pro kontinuum zndte modul stlacitelnosti K a modul pruznosti ve smyku

L.

Cviceni 5.8 Vyjadrete Younguv modulu pruznosti v tahu E = “(%Jf“) a Poissonovu konstantu
o= m pomoci modulu stlacitelnosti K = X + %u a modulu pruznosti ve smyku L.

Cviceni 5.9 Najdéte tenzor malych deformaci pro pruzné homogenni izotropni kontinuum tvaru
kvddru o hrandch a,b,c, které je ve sméru hrany a stlacovano silou F. Predpokldadejte, Ze kvadr je
vloZen mezi dve pevné stény kolmé na hranu b a Ze pro kontinuum zndte modul stlacitelnosti K a
modul pruznosti ve smyku (.

Cviceni 5.10 Ukazte, Ze pro vektorové pole rychlosti proudici tekutiny v(r,t) plati vztah (V- V)v =
(V x0) x ¥+ 1V(7- 7).

Cvigeni 5.11 Odvodte Navier-Stokesovu rovnici. Tenzor napéti neidedlni tekutiny md slozky o;; =

—pbi; + A 05 div U + 27]% (% + %) , kde X\*,n jsou koeficienty viskozity, n je dynamickd viskozita,
J 7

v = g kinematicka viskozita, ( = \* + %17 druhd viskozita.

11



OF;(x)

a5, ¢ pri prechodu mezi KSS

Cviceni 5.12 Ukazte, Ze velicina definovand predpisem o;;(x) =
transformugje jako tenzorové pole.

o , . . Lo . . . ou; . N .
Cviceni 5.13 Ukazte, Ze velicina definovand predpisem €;; = % (87;’, + g:’, + g;’? %), kde u(z) je
T J K& J

vektorové pole, se pri prechodu mezi KSS transformuge jako tenzor 2. rddu.

oo
OB

oo
N————

Cviceni 5.14 Jaké tahy a tlaky pusobi v misté kontinua, kde md tenzor napéti tvar o = (

Cviceni 5.15 Odvod’te rovnice kompatibility pro deformace.

Cviceni 5.16 Ukazte, Ze jedinymi izotropnimi tj. SO(3)—invariantnimi tenzory tddu 1,2,3 jsou
tenzory jejichZ slozky jsou v libovolné KSS rovny 0, Ad;; a Aeij, kde A € R.

Cviceni 5.17 Najdéte obecny tvar pro slozky izotropniho tenzoru 4. vddu v KSS.

6 STR, Lorentzovy transformace

Specialni Lorentzova transformace (boost) ve sméru osy z, predstavujici pfechod mezi dvéma
inercidlnimi vztaznymi soustavami (IVS) s rovnobéznymi osami, z nichz IVS' se pohybuje vzhle-
dem k IVS rychlosti V' ve sméru osy z, je ddna vztahy =’ = vy(z — Vi), t' = ~(t — c%x), y =,

. . 1 . o _ Vv
2=z, kde v = i je Lorentzuv faktor a 3 = .

Soufadnice udalosti v Minkowského prostorocase vybaveném pseudometrickym tenzorem (g, ) =
(g") = diag(1, —1, —1, —1) tvoii kontravariantni slozky ¢tyivektoru polohy (z#) = (ct, x,y, z). Ma-

¥ —Bv00
tice boostu ve sméru osy z je A = (o)) = (—5’7 790
0 0 01

Pro téleso (¢astici) definujeme vlastni ¢as 7 a vlastni (klidovou) délku [ jako ¢as a délku v jeho
okamzité klidové soustavé dr = %dt.

Cviceni 6.1 Odvodte relativisticky zdkon skldddni rovnobézngjch rychlosti sloZenim dvou specidlnich
Lorentzovych transformaci. Jsou specidalni Lorentzovy transformace podél osy x zamenné — zdleZi na
jejich poradi?

Cviceni 6.2 Presvédcte se, Ze Lorentzovy transformace je mozno zapsat v kompaktni vektorové
podobé 7' = 7+ (XFV -7 —t)V, ' = y(t — L), Ndvod: rozlote vektor i na dvé slozky rovnobéznou

kV a kolmou k V. Slozky se pak transformuji obdobné jako soutadnice x resp. .

Cviceni 6.3 Najdéte matici specidlni Lorentzovy transformace (boostu) v libovolném sméru. Jakou
md tato matice vlastnost?

Cviceni 6.4 Odvod'te relativisticky zdkon skldddni rychlosti pro libovolnou vzdjemnou orientaci
obou rychlosti. Specializujte viysledek pro pripad rovnobéznich a kolmych rychlosti. Jak se vzorec
zjednodusi pro V << c. Jakd bude velikost vysledné rychlosti?

Cviceni 6.5 Urcete rozdil uhlu mezi dopadajicim svételnym paprskem a osou x pozorovanych ve
dvou inercidalnich VS, které se navzajem pohybuji rychlosti o velikosti V' ve sméru osy x. Vysvétlete
pomoct vysledku aberact svétla stalic t). jev kdy hvézdy opisuji béhem roku na obloze malé elipsy,
kruznice nebo isecky o uhlovém rozméru asi 41”7 v dusledku pohybu Zemé kolem Slunce rychlosti
V = 30km/s.
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Cviceni 6.6 Fizeativ pokus (1859). Fizeau méril pomoct interferometru rychlost svétla v v v kapa-
lindch tekoucich (rychlosti £V ) po i proti sméru $ivent svétla a zjistil zdvislost v = <£V (1—-5), kde
n je index lomu kapaliny. Odvodte tento empiricky vztah pomoci zdkona skldddni rychlosti. Ndvod:
pouzigte Tayloriuv rozvoj do pruniho rddu ve %

Cviceni 6.7 Uvazujte dvé inercidlni soustavy S a S’ spojené specidlni Lorentzovou transformact.
Urcete rychlost V' soustavy S’ vici soustave S tak aby

a) uddlost o souradnicich (ct,z,0,0) spliugicich (ct)? — z* = As* < 0 v soustavé S byla v soustavé
S’ soucasnd s uddlosti o souradnicich (0,0,0,0)

b) uddlost o souradnicich (ct,z,0,0) spliujicich (ct)? — z* = As? > 0 v soustavé S byla v soustavé
S’ soumistnd s uddlosti o souradnicich (0,0,0,0).

Cviceni 6.8 Ukazte, Ze faze rovinné svételné viny lze zapsat jako soucin ctyrvektoru polohy a tzv.
vinového ctyrvektoru a pomoct transformace vinového étyivektoru odvodte Doppleriv jev pro rovin-
nou svételnou vinu.

Cviéeni 6.9 Mezon ©° s klidovou hmotnosti mo pohybujici se rychlosti v se rozpadd na dvé stejnd
kvanta zdreni gama (fotony). Urcete ihel ¢ ktery budou svirat sméry pohybu fotonii.

Cviceni 6.10 Ukazte, Ze v nepritomnosti vnéjsiho pole se foton memuze zmeénit v par elektron —
pozitron.

Cviceni 6.11 Na elektron, ktery je v laboratorni soustave v klidu dopadd foton s energii hvy. Najdéte
zdavislost energie fotonu po srazce na uhlu @, ktery svira smeér fotonu po srdZce se smérem fotonu
pred srazkou.

Cviceni 6.12 Napiste Lagrangeovu a Hamiltonovu funkci pro relativistickou nabitou édstici (mg, q)
v elektromagnetickém poli uréeném skaldrnim potencidlem (7, t) a vektorovym potencidlem A(7,t).
Najdéte integrdly pohybu v pripadé, Ze p =0 a A = (0,0, A(x,y)).

Cviceni 6.13 Pohyb nabité relativistické ¢dastice v magnetickém poli - cyklotronova frekvence. Urcete
jak se bude pohybovat nabita castice v homogennim magnetickém poli intenzity B = konst. v nere-
lativistickém a relativistickém pripadé.

Cviceni 6.14 Relativni rychlost dvou cdstic v,e je definovdana jako rychlost jedné z nich v soustave,
v niZ je druhd édstice v klidu. Uréete kvadrdt v, jestlize v nékteré inercidlni soustavé magji édstice
rychlosti Uy, Us.

Cviceni 6.15 V horni vrstvé atmosféry vznikl mion pohybujici se rychlosti v = 0,99¢c. Do svého
rozpadu stihl urazit vzddlenost | = bkm (v soustavé spojené se Zemi — SZ). a) Jakou dobu Zivota
mionu pozorujeme v soustavé SZ? b) Jakou dobu Zvota mél mion ve své klidové soustavé? c¢) Jak
silnd vrstva atmosféry prosla kolem mionu v jeho klidové soustavé?

Cviceni 6.16 Odvod’te vzorce pro dilataci ¢asu a kontrakci délek z invariance intervalu.

Cvicéeni 6.17 Rychlost U (v soustavé S) lezi v roviné xy a s osou x svird thel 6, obdobné je de-
finovangj thel 0" pro rychlost v v soustavé S’. Odvod’te vztah mezi 0 a 0 pri specidlni Lorentzové
transformaci S — S’. Urcete tan 6’ pomoci 6.
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Cviceni 6.18 Tyc¢ vlastni délky ' je v klidu v soustavé S’ v niz svird uhel 6 s osou x'. Urcete
délku 1 a uhel 6 (s osou x) v soustavé S. Jsou-li soustavy S a S’ spojeny specidlni Lorentzovou
transformaci ve sméru osy x.

Cviceni 6.19 Presvédcte se, Ze z transformacnich vzorcu pro ctyrrychlost plynou relativistické
vzorce pro skladani rychlosti. Co ddvd transformace nultych slozZek?

Cviceni 6.20 Urcete vztah mezi energii a hybnosti ultrarelativistické cdstice tj. cdstice, kterd se
pohybuje rychlosti blizkou rychlosti svétla.

Cviéeni 6.21 V kosmickém zdreni se vyskytuji protony s energii E = 10'°GeV. Za jak dlouho
proleti nasi galazii o primeéru 10° svételnyjch let z pohledu nasi a jejich klidové soustavy?

Cviceni 6.22 Ukazte, Ze v Minkowského prostorocase je c¢tyrzrychleni kolmé na ctyrrychlost, tj. Ze
u,wh = 0.

Cviceni 6.23 Uprostred vagonu pohybujiciho se vzhledem k peronu konstantni rychlosti v se rozsviti
svétlo. Pomoci relativity soucasnosti dopadu prvnich svételniyjch paprski na predni a zadni sténu
vagonu pro pozorovatele ve vagonu a na peronu najdéte tvar pro specidlni Lorentzovu transformaci
(z,t) ve dvourozmérném prostorocasu, vite-li, Ze je tato transformace linedrni a zachovdvd interval.

7 Teorie pole

Cviceni 7.1 Napiste hustotu Lagrangeovy funkce pro strunu s konstantni linedrni hustotou o a
pevnymi konci napjatou silou T podél osy z, kterd muze konat pouze pricné kmity v roviné xz.
Najdeéte pohybovou rovnici struny.

Cviéeni 7.2 Odvod’te pohybovou rovnici pro pole popsané funkcemi 1,0 na dvourozmérném pro-
storocase (t,x), je-li jeho hustota Lagrangeovy funkce L = %Qxﬁt + %Qi + 0.0, + %@Z)Z Vysledné
pohybové rovnice zjednoduste pomoci substituce ¢ = 0, na tvar odpovidajici Korteweg—de Vriesové
rovnici popisujici viny v mélké vodé.

Cviceni 7.3 Odvod’te pohybovou rovnici redlného skaldrniho pole ¢ = p(t, ) v Minkowského pro-
storocase, je-li jeho Lagrangeova hustota £ = (., o.* —K?¢?). (Klein-Gordon)

Cviceni 7.4 Najdéte reseni Mazwellovijch rovnic v homogennim elektricky neizotropnim mékkém
dielektriku, kde permeabilita p je konstanta a permitivita €;; je symetricky tenzor 2. rddu. Reseni
hledejte ve tvaru rovinné viny.

Cviceni 7.5 Necht je ddna elektromagnetickd vina popsand potencidly A= 6COS(E ST —wt), p =
beos(k - 7 — wt). Ukazte, Ze magnetické pole B je automaticky pricné, zatimco pricnost elektrického
pole E vyzZaduge splnéni podminky b = w%d. Ukazte, Ze za této podminky bude vektor B kolmy na
vektor E.

Cviceni 7.6 Urcete kalibracni transformaci, kterd transformuje potencidly z predchoziho prikladu

splnugici podminku b = wkid

T na tvar A = @cos(k -7 — wt), ¢ = 0 odpovidajici coulombovské

kalibraci, v niz @ - k = 0.

Cviceni 7.7 Jaky fyzikdlni smysl md velicna I' = fl Adl. Je tato velicina kalibracné invariantni?
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Cviceni 7.8 Najdéte dva rizné vektorové potencidly, které popisuji konstantni homogenni magne-
tické pole B = (0,0, B). Ukazte, Ze tyto vektorové potencidaly spolu souvisi kalibracni transformact,
tj. najdéte funkci A(7,t).

Cviceni 7.9 Pomoci ctyrpotencialu resp. tenzoru elektromagnetického pole odvod'te transformacni
vztahy pro skaldrni ¢ a vektorovy A potencidl resp. pole EaB pri specidlni Lorentzové transformaci.

Cviceni 7.10 Najdéte skalarni ¢ a vektorovy potencidal A elektromagnetického pole buzeného ve
vakuu bodovym nabojem e pohybujicim se v inercialni VS rovnomeérné primocare rychlosti V ve
smeéru osy x. Jaky tvar magi ekvipotencidalni plochy o = konst.?

Cviceni 7.11 Rozhodnéte, zda je velicina A"A, wvytvorend z ctyrpotencidlu A* a) Lorentzovsky
invariantni b) kalibracné invariantni.

Cviceni 7.12 Spoctéte tenzor energie-hybnosti pro skaldrni pole popsané lagrangeovou funkci £ =
%p@bf — %T@Z)ﬁ na dvogrozmérném prostoroéase R?(t,x) odpovidajici pricnym kmitim struny. Zapiste
prislusné zdakony zachovdni odpovidagjici zachovdvagjicim se Noetherovskym proudum tvoricim T tj.
zde nulové dvojdivergence z dvojproudi.

Cviceni 7.13 Z hustoty Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole L(A,,, A, ., x") = 4;0F Fr—

A, j*(x) odvod’te Mazwellovy-Lorentzovy rovnice.

Cviceni 7.14 Odvodte pohybové rovnice poli ve dvourozmérném prostoroc¢ase (t,z) ze zadangjch
hustot Lagrangidnu. Indexy t,x znaci parcidlni derivace podle t, x.

a) L =35(p} —¢3) + 5#2902 Aot kde p?, X > 0.

b) sinus—Gordon £ = 1(p} — %) + (cosp — 1).

Cviceni 7.15 Hustota energie elastické deformace probihajici pomalu (izotermické deformace) je
pro izotropni homogenni pruiné prostredi dana vztahem w = (%/\ + ,u) 9% + 2u9 |, kde X\, u jsou
konstanty (Lamého koeficienty) a ¥ = Tr(e) = ey, ¥ = %(eiiejj — eije;;) invarianty tenzoru malych

Quy y Ouj
Ox; Ox;

pruiné téleso na které nepiisobi Zddné vnéjsi sily a pomoci ni odvodte pohybové rovnice pro vektorové
pole posunuti bodu télesa ii(t, 7). Visledek porovnejte s Lamého rovnict.

deformaci e;; = %( ) Napiste hustotu Lagrangeovy L funkce pro izotropni homogenni

Cviceni 7.16 Urcete slozky vektoroviyjch potencidli z prikladu 7.8 ve sférickych a cylindrickiyjch
souradnicich.

Cviceni 7.17 UkaZte, Ze hustota Lagrangeovy funkce pro elektromagnetické pole se zdroji L =

4;0F Frv— gt A, se pri kalibracni transformaci A, = A, — 0,A zméni jen o ctyrdivergenci

néjkého ctyrvektorového pole (tj. je kvazisymetrickd).

Cviceni 7.18 Z hustoty Lagrangeovy L(A,, A, ") = —ﬁ (Fu B —2m?A, A", kde m je kon-
stanta, odvod’te pohybové rovnice pole.
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