2)DYNAMIKA CASTICE

2.1 Pohybové rovnice

2.1.1 Newtonovy zakony

Dynamika je nauka o sildch (fec. dynamos = sila) a dokonce cela fyzika se dfive na-
zyvala silozpyt. Pfitom pojem sily je netrividlni a v celé prednewtonovské fyzice nebyla
sila jasné definovana. V roce 1687 zformuloval Newton ve svych Principiich t#i zdkony
dynamiky, na jejichz zakladé je mozné napsat takzvané pohybové rovnice a jejich fesenim
studovat pohyb castic a téles. Pfed Newtonem byla sila chapana v souladu s tzv. ” zdravym
lidskym rozumem” jako pficina pohybu. Newton ukézal, Ze sila je pri¢ina zmeéeny pohybu,
zmény pohybového stavu télesa. Uvedeme t¥i Newtonovy zakony v jejich originalnim znéni
a v pokud mozno presném ceském piekladu:

Zakon setrvacnosti:

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum,
nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Kazdé téleso setrvava ve svém stavu klidu nebo rovnomérného primocarého
pohybu, pokud a dokud neni vtisténymi silami donuceno tento svuj stav zmé-
nit.

Zakon sily:

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam lineam
rectam qua vis tlla imprimitur.

Zména pohybu je imérna hybné vtisténé sile a nastava podél prfimky v niz
sila pusobi.

Zakon akce a reakce

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum
actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

Proti kazdé akci vidy pusobi stejna reakce; jinak: vzajemna pusobeni dvou
téles jsou vzdy stejné velkda a mifi na opac¢né strany.

1. K zakonu setrvac¢nosti:

Pod Newtonovym vyrazem ”corpus”, téleso, je zde tieba podle smyslu chapat hmotny
bod, ¢astici. Sila neni ovS§em Newtonovymi zakony pfimo definovana, vystupuje zde jako
zédkladni pojem, ktery nabyva vyznamu pravé témito zdkony. Tak prvni zdkon rika, ze
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téleso zustava v klidu nebo se pohybuje setrvacnosti (latinsky inertia), neptisobi-li na né
"vtisténé sily”. Pod vtisténymi silami rozumime tzv. sily pravé, tj. sily, které jsou castici
”vtistény” jinymi télesy. Jsou to tedy vlastné sily, jimiZ jedno téleso pusobi na druhé a vzdy
mizeme udat ptivodce takové sily. Neptisobi-li na ¢astici jiné ¢éastice, je ¢astice v klidu nebo
se pohybuje rovnomérné primocare. Takové c¢astici fikdme bezsilovd. Zakon setrvacnosti
neni pivodnim Newtonovym objevem, jeho autorem je Galilei, od néhoz Newton tento
zakon prevzal.

Pohyb c¢astice mizeme posuzovat pouze vzhledem k néjaké vztazné soustaveé, spojené s
néjakym tuhym télesem. Toto téleso se ovsem muze samo pohybovat a tak se pohyb c¢astice
miize jevit v riznych soustavach rizné. Zakon setrvacnosti umoznuje zavést inerciglni
vztaZnou soustavu, tvorenou napiiklad tfemi kartézskymi osami souradnic a hodinami.
Pozorujeme-li pohyb castice v takové soustavé a zjistime, ze v ni plati zakon setrvacnosti,
prohlasime tuto soustavu za inercialni. Zakon setrvacnosti tedy plati pouze v inercialni
vztazné soustavé a inerciani vztazna soustava je ta, v niz plati zadkon setrvac¢nosti. To
vypada jako logicky kruh, ale ve fyzice jde o to, zda inercidlni vztazna soustava existuje,
a to muZeme zjistit jen experimentalné.

Tak vztazna soustava spojend s povrchem Zemé je inercialni, pokud v ni pozorujeme
napiiklad kratkodobé mechanické pohyby. Pfi nékterych pohybech se vSak bude ménit
pohybovy stav ¢astice, aniz by na ni ptlisobila jina télesa. To svéd¢i o tom, Ze tato vztazna
soustava neni inercialni a musime pfejit napiiklad ke vztazné soustaveé spojené se Sluncem a
rovinou ekliptiky. Vidime, zZe vztazné soustava mtze byt inercidlni do urcité miry, pro urcité
experimenty. V nejvyssi mife inercidlni je soustava, jejiz osy miii ke vzdalenym galaxiim.
Bylo by mozno uvazovat o soustavé spojené s vesmirem jako celkem, kdybychom mohli
tento celek viiéi nécemu vymezit. Je docela dobfe mozné, ze dokonale inercidlni vztazna
soustava viibec neexistuje. To vSak neubird na praktickém vyznamu tohoto pojmu, nebot
vzdy muzeme pozadovany stupen inercidlnosti zajistit.

MizZeme jit tézZ jinou cestou a netrvat na pouzivani inercidlni vztazné soustavy. V nei-
nercialni soustavé vS§ak musime zavést dalsi sily, které uz nebudou pravé, a jimz fikdme sily
setrvacné, zddnlivé, nepravé. U téchto sil nemtzeme ukazat na jejich ptivodce, nevyvolava
je zadné téleso. Budeme se jimi zabyvat v odstavci o pohybech v neinercidlnich vztaznych
soustavach. Ukazuje se, Ze setrvacné sily maji tésny vztah k sildm gravitacnim a na tomto
faktu zalozil Einstein svou obecnou teorii relativity.

Galilei ukéazal, ze je-li jedna vztazna soustava inercialni, jsou inercialni vSechny vztazné
soustavy, které se vii¢i ni pohybuji rovnomérné primocate. Je zvykem volit ”bez jmy na
obecnosti” ”laboratorni”, nehybnou vztaznou soustavu S a pohybujici se soustavu S’ tak,
aby odpovidajici kartézské osy obou soustav byly souhlasné rovnobézné a osy x, ' sply-
valy. Soustava S’ se pfitom pohybuje ve sméru osy x konstantni rychlosti ¥ (viz obr. 2.1).
Galilei a Newton predpokladali, ze soustava S je nehybna vici ”absolutnimu prostoru”
a Cas plyne stejné v obou soustaviach. V jednom okamziku musi pocatky obou soustav
splynout; tento okamzik mizeme zvolit za nulovy pro odecet ¢asu v obou soustavach.

Souradnice a ¢as se pfi prechodu od jedné inercidlni soustavé k druhé transformuji
pomoci Galileiho transformaci:

¥ = x—ot, v =y, 2 =z, t =t. (2.1)
7 Galileiho transformaci plyne zékon sklddani rychlosti:

/ / /
Uy = Vg =0, Uy = Uy, U, = U (2.2)



obr. 2.1

a dale zavér, ze zrychleni Castice je ve vSech inercidlnich soustavach stejné:
a, = a a, = a a, = a (2.3)
x T T y — Yo z — Uz . .
K zakonu sily:
Zakon sily umozinuje napsat pohybovou rovnici Castice. Mluvi se v ném o ”zméné
pohybu”, resp. "zméné mnozstvi pohybu”. Je tfeba fici, jak méfime mnozstvi pohybu,
abychom mohli uréovat jeho zménu. Newton definoval mnozstvi pohybu jako souc¢in hmot-

nosti ¢astice a jeji rychlosti p’= mv, tedy pomoci veli¢iny, kterou dnes nazyvame hybnost.
Je to veli¢ina vektorova. !

Je-li tedy zména pohybu timérna vtisténé sile, miizeme zakon sily zapsat ve tvaru 2
dp-_ dmv) _ (2.4)
a —  dt '
a povazujeme-li hmotnost m za konstantni, jako
dv _
m— = mad = kF . 2.5
o (2.5)

Polozime-li konstantu imeérnosti £ = 1, dostaneme vztah mezi jednotkami hmotnosti a
sily. Méfime-li hmotnost v kilogramech, délku v metrech a ¢as v sekundach, bude sila

1Je mozno definovat mnozstvi pohybu i jinak - Newtoniv soudasnik Leibniz mé¥il mnozstvi pohybu
skalarni veliéinou mv?, kterd odpovida poloviné kinetické energie a kterou tenkrat nazyvali ”ziva sila”.
2Pro zménu hybnosti Z—f byl podle analogie se zrychlenim navrzen cCesky nazev ”zhybnéni”, ktery se

vSak neujal.
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méfena v newtonech (N) a dostdvame zndmou pohybovou rovnici

dp =
- F 2.
T=F, (2.6)

respektive pro konstantni hmotnost
ma=F. (2.7)

Abychom mohli ur¢it jednoznacné feSeni této rovnice, musime znat pocatecni podminky,

polohu a rychlost c¢astice v néjakém okamziku. Mame tedy najit zakon pohybu castice

feSenim ulohy

> = - . S, S

@ = F 5 ’I“(to) = T0 , ’U(to) = 1 . (28)
Tato Newtonova pohybova rovnice je vektorovéa a vyjadiuje vlastné soustavu t¥i oby-

¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu, jejichz feseni zavisi na 6 integracnich konstan-

tach. Ty musime urcit z pocatecnich podminek. Pro feseni tlohy o pohybu jedné castice

tedy mame

m

mx = Fx {L‘(to) = X9 i’(to) = Vox
mij = Fy y(to) = yo y(to) = voy (2.9)
mzi = Fz Z(t()) = 20 Z(to) = Voz -

V Newtonovych pohybovych rovnicich vystupuji odvozené fyzikalni veli¢iny rychlost,
zrychleni, hybnost a sila. V soustavé jednotek SI maji rozmér [v] = LT™! | [a] =
LT2, [p] = LMT™!, [F] = LMT 2 Rychlost miime v jednotkich m.s~!, zrych-
leni v m.s~2, hybnost v kg.m.s ™! a silu v kg.m.s~2. Pouze jednotka sily m4 zvlastni nazev,
newton (N).

Newtonova definice hybnosti vyzadovala ur¢it hmotnost ¢astice; tuto hmotnost nazy-
vame hmotnost setrvacnd. PokousSel se o to tak, Ze hmotnost télesa definoval pomoci jeho
objemu a hustoty a hustotu pak podle po¢tu atomu v jednotce objemu (coz pfipomina
dnesni pojem latkového mnozstvi). Timto zptisobem se mu ovSem hmotnost zavést nepo-
darilo. Podal v8ak navod, jak urc¢it hmotnost télesa experimentalné - vazenim! Vazenim
vSak zjistujeme tzv. hmotnost gravitacni, resp. na rotujici Zemi hmotnost tthovou, kombi-
naci hmotnosti gravita¢ni a setrva¢né. Odnikud neplyne, Ze hmotnost zjisfovanéa vazenim
musi byt rovna (nebo alespon imérna) hmotnosti, kterou je definovana hybnost ¢astice.

A piece je k tomu uréity divod zaloZeny na experimentalnim poznatku,Ze na povrchu
Zemé ve vakuu padaji vSechna télesa, bez ohledu na svou hmotnost, vzdy se stejnym
zrychlenim; ovétil to pravé Galilei. V Newtonoveé rovnici (?7) vystupuje na pravé strané sila
- ta ovSem také dosud nebyla definovana. Za jeji definici mizeme povazovat pravé zdkon
sily, pokud ovsem uddme nezdvisly zpisob, jak tuto silu zmérit a matematicky vyjddrit.
Newton proto stanovil dalsi zdkon, zdkon gravitacni, podle néhoz se silové pritahuji dveé

éastice hmotnosti m a M:
- M m

7o (2.10)

kde F je sila, kterou piisobi ¢astice gravita¢ni hmotnosti M na ¢astici o gravitaéni hmot-
nosti m, r je vzdalenost obou Céastic a 7y je jednotkovy vektor ve sméru spojnice obou
¢astic. Takova sila je centrdini (mifi ve sméru spojnice obou ¢&astic) a izotropni (zavisi
pouze na vzdélenosti a nikoli na vzajemné poloze obou ¢astic). Konstanta x se nazyva
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gravitacni konstanta a pokud mame jiz jednotky pro méfeni sily a hmotnosti zvoleny,
nemtizeme tuto konstantu polozit rovnu jedné a musime ji uréit experimentalné.

Na povrchu Zemé mame r = Ry, kde Rz je polomér Zemé, a gravitacni pole zde
miuzeme povazovat priblizné za homogenni. Jak dale uvidime, podle Gaussova zadkona se
kulové symetricka gravitujici télesa navenek silové chovaji jako bodové ¢astice umisténé ve
stredu koule, tedy jakoby vsechna jejich hmotnost zde byla soustfedéna. Silu, kterou Zemé
pritahuje padajici jablko mizeme tedy povazovat za silu mezi dvéma hmotnymi body. Také
tento poznatek odvodil Newton. Proto mtizeme velikost gravitacni sily na povrchu Zemé
pusobici na ¢astici hmotnosti m vyjadrit jako

MZ /ﬁ;MZ
F=mk—5 = ma,, kde a; = . (2.11)
Ry~ ST

Velic¢ina d, je gravitacni zrychleni na povrchu Zemé. Diky zemské rotaci se toto gravi-
tac¢ni zrychleni vektorové s¢ita s odstiedivym setrvaénym zrychlenim @, ve vysledné tihové
zrychleni §, které méfime. 3 NapiSeme-li nyni koneéné Newtonovu pohybovou rovnici pro
téleso na povrchu Zemé, na které ptisobi tihova sila, dostaneme

Mms @ = Mg Gg + Mg o , (2.12)

Zde jsme oznacili m, setrvacnou hmotnost ¢astice a m, gravitacni hmotnost castice.
Jsou-li si tyto hmotnosti vzdy tmérné (tj. plati-li pro téleso z jakéhokoli materidlu vzdy,
ze zdvojnasobi-li se jeho setrvac¢na hmotnost, zdvojnasobuje se také jeho gravita¢ni hmot-
nost), mizeme je méfit ve stejnych jednotkach a uéinit sobé rovnymi. Jsou-li si tyto dva
druhy hmotnosti sobé rovny, miizeme je ovSem ve vztahu (??) vSechny krétit a dostaneme
pro vsechna télesa

i =adyg+d, = §. (2.13)

Experimentalni fakt, Ze vSechna télesa nezavisle na materidlu z néhoz jsou zhotovena
a na jejich hmotnosti padaji v tthovém poli s tymz zrychlenim, tedy indikuje, Ze setr-
vacna a gravitacni hmotnost jsou si amérné, mizeme je vyjadfovat v tychz jednotkéach a
hmotnost télesa mizeme urcovat vazenim. Pak neni tfeba prili§ hloubat nad tim, co to
hmotnost vlastné je ani zavadét rizné krkolomné definice a pojem hybnosti ma presné
uréeny vyznam.

Rovnost setrvacné a gravitacni hmotnosti je zjednodusenou formulaci tzv. principu
ekvivalence, na némz Einstein pozdéji zalozil svou teorii gravitace, obecnou teorii re-
lativity. Newton si byl védom toho, ze tento Galieiho poznatek je tfeba experimentalné
co nejpresnéji overit. Misto pokusti s volnym péddem provadél experimenty s kyvadly a
zjistoval zda doba kyvu kyvadla skuteéné nezavisi na jeho hmotnosti bez ohledu na to z
jakého materialu je zatéz kyvadla zhotovena.

P1i ovéfovani tmeérnosti setrvacné a gravitacni hmotnosti obycejné urcujeme tzv. E6tvostiv pomér

2 (2), = (32), |
(7)), + (72), |

30 odstiedivém setrvaéném zrychleni budeme mluvit v odstavci o neinercidlnich vztaznych soustavach.
Tomuto zrychleni odpovida odsttediva sila velikosti ma,, kde m je setrvacnd hmotnost Castice.
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kde indexy 1 a 2 se vztahuji ke dvéma riznym materialum. Princip ekvivalence plati, je-li E6tvostv pomér
roven nule. Od Newtonovych dob byl tento pomér mnohokrat experimentalné stanovovan, jak pomoci ky-
vadel, tak s pouzitim torznich vah a torznich kmiti. Uvedeme orientacné vysledky nékterych experimentu:

Newton (1687), kyvadla n < 1073
Bessel (1827), kyvadla n < 2.107°

Potter (1923), kyvadla n < 107°
Eostvos (1890), torzni véhy, koule z platiny a osmi riznjch materialti, po otoceni o 180° by v tihovém poli
méla nastat vychylka opaénym smérem, n < 5.1078.

Dicke, Roll, Krotkov (1963), torzni vahy, porovnavani vychylky pii zapadu a vychodu Slunce
n < 3.107 1

Braginskij aj. (1971), méfeni periody torznich kmitt, duralové tycky délky 8 cm, platinové a hlinikova
zavazi celkovd hmotnost torzniho systému 3,9 g, zavés wolframovy dratek délky 2,9 m a priméru 5 pm,
perioda kmitt 5 h 20 min, ve ve sklenéné komorte ve vakuu 10~ Pa, elektrické stinéni, tepelné stabilizace,

odeéet laserovym paprskem 7 < 0,9.107*2.

Rovnost setrvacné a gravitacni hmotnosti je tedy ovéfena se zna¢nou pfesnosti, i kdyz
v mezich experimentalnich moznosti.

Newtonova vektorova pohybova rovnice (?7), resp. (77?), tedy pfirovnava zménu hyb-
nosti ¢astice ptlisobici sile. Protoze zrychleni ¢astice je stejné ve vSech inercidlnich vztaznych
soustavach, bude v nich mit leva strana pohybové rovnice stejny tvar. Sila vystupujici na
pravé stran€ vyjadiuje ptisobeni dalsich ¢astic, napiiklad gravitacni. Tato sila muize za-
viset na vzdalenosti pusobicich ¢astic nebo na jejich vzajemnych rychlostech. Bude tedy
zustavat také stejnd, prejdeme-li od jedné inercidlni soustavy k druhé. Tvar pohybovych
rovnic je tedy ve vSech inerciadlnich vztaznych soustavach stejny, a to je obsahem

Galileiho principu relativity:
Zakony mechaniky maji stejng tvar ve vsech inercidlnich vztaznich soustavdch.

Podle tohoto hlubokého fyzikalniho principu nemizeme inercidlni vztazné soustavy od
sebe odlisit Zaddnymi mechanickymi experimenty a pozorovanim mechanickych pohybt.
Budeme-li provadét napriklad experimenty s volnym padem nebo s kyvadlem ve stojicim
nebo v jedoucim vlaku, nemtzeme z nich stanovit, jestli je vlak v klidu nebo v pohybu.
Galilei sice neznal vlaky, ale mél dokonce lepsi priklad - uvazoval kajutu bez oken na pla-
chetnici, ktera stoji nebo v mirném vétru rovnomérné primocare klouze po vodni hladiné.

Princip relativity hraje ve fyzice velmi dilezitou tlohu. V moderni fyzice jej Einstein rozsiril na vSechny
fyzikalni déje (nejen mechanické) a nahradil Galileiho transformace mezi inercidlnimi soustavami trans-
formacemi Lorentzovymi. V obecné teorii relativity pak zobecnil tento princip i na neinercidlni vztazné

soustavy a podle principu ekvivalence popsal neinercialni, setrvacné sily ekvivalentnim gravita¢nim polem.
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K zédkonu akce a reakce

Zakon akce a reakce umoziiuje ptejit od mechaniky pohybu jedné ¢astice k mechanice
soustavy vice Castic. V ni pak mizeme rozliSovet sily vnéjsi, externi kterymi na soustavu
pusobi jina télesa mimo ni, a sily vnitfni, interni, kterymi mezi sebou pisobi c¢astice
soustavy navzajem. Pokud na soustavu Castic vnéjsi sily neptisobi, nazyvame takovou
soustavu izolovanou. Tak naSe slune¢ni soustava je relativné dobte izolovana soustava.

Vnitini sily v soustavé se podfizuji zdkonu akce a reakce, plisobi-li jedna ¢astice na
druhou, pusobi druha na prvni stejné velkou silou opa¢ného sméru. To ovSem musi platit
v kazdém okamziku a dojde-li ke zméné silového piisobeni, musi nasledovat okamzita
reakce. Sily v Newtonové mechanice pusobi tedy na dalku okamzité (¥ikd se tomu ”actio
in distans”), vzajemné pusobeni ¢astic se Sifi prostorem nekone¢né rychle. Podle teorie
relativity se vSak interakce miiZe prenaset nejvyse rychlosti svétla ve vakuu c.

Souhrnné tedy miizeme fici, ze na Newtonovych zakonech byla vybudovana prvni vé-
decka fyzikalni teorie, Newtonova mechanika. Je to teorie vektorova, jejimi zakladnimi
pojmy jsou hybnost a sila a jeji zakony plati stejné ve vSech inercidlnich vztaznych sou-
stavach, které jsou vzajemné spojeny Galileiho transformacemi. O silaich v Newtonoveé
mechanice pfedpokladame, Ze jsou centralni, tj. mifi podél spojnice silové vzajemné pu-
sobicich Castic, izotropni, tj. zavisi jen na vzdalenosti, pfipadné vzajemnych rychlostech
¢astic a nikoli na sméru v prostoru a okamzité, sifi se nekone¢nou rychlosti. Newton mél
na mysli pfedevsim sily gravitacni, které klesaji se vzdalenosti nepfimo timérné jejimu
¢tverci. Lze Tici, ze Newtonova mechanika byla v podstaté ”sita” na pohyby téles ve slu-
neéni soustavé a umoznila zde dosdhnout vynikajicich vysledkt. Dokonce zavladl nazor,
ze TfeSenim Newtonovych pohybovych rovnic pro vSechny ¢astice ve vesmiru bychom mohli
presné urcit vSechny jejich polohy a rychlosti v minulosti i budoucnosti a tedy vlastné stav
svéta v kterémkoli okamziku. Vyzadovalo by to ovSsem znat pocatecni podminky, polohy a
rychlosti vSech ¢astic v néjakém okamziku. Takovy svétovy nazor, ktery se snazi vysvétlit
vSechny déje na zakladé presné uréeného mechanického pohybu, ktery pohlizi na svét jako
na obrovsky hodinovy stroj, se nazyva mechanicky determinismus. Moderni fyzika vsak
ukézala, ze svét je mnohem slozitéjsi, nez jak jej popisuje Newtonova mechanika.

2.1.2 Impuls sily, prace, vykon, energie

Impuls sily I vyjadiuje ¢asovy ucinek sily. Plisobi-li na ¢astici konstantni sila po dobu
T = tg — t1, je impuls sily dan soucinem této sily a Casu:
- - Ug — U
IT=Fr=mar=m-—=2—117=mih—mth = p»—p.
T
Vidime, ze impuls sily je roven zméné hybnosti cdstice.
Je-1i sila ¢asové proménnd, je impuls sily definovan jako integral
N ta to dﬁ to B
I = Fdt = —dt = dp = D2 _ﬁl . (214)
t1 t1 dt t1
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obr. 2.2 obr. 2.3

Sila, jejiz impuls urcujeme, byva Casto kratkodobd, jako napf. pii rdzu dvou téles,
a nezname ani jeji ¢asovy prubéh. Potom mutzeme zavést stfedni silu pusobici na téleso
vztahem

., 1 [tz o
<F>= - Fdt (2.15)
TJy

takze impuls sily bude roven [=<F>r. Odpovida to situaci na obr. 2.2, kde nahradime
vysrafovanou plochu integralu plochou obdélnika. Impuls sily mé tedy tyz rozmér a méfime
jej v tychz jednotkach jako hybnost.

Prace A vyjadiuje drahovy Gi¢inek sily. Pusobi-li na draze s podél trajektorie na ¢astici
konstantni sila, bude prace dana soucinem velikosti sily a drahy:

— 1 1
A=Fs=mas=m2"2" <v>T:m(v2—vl)v2+vl:fmvg—fmvf.
T 2 2 2
Velic¢inu )
1 p
T =-mv=_— 2.1
5 MY - (2.16)

nazveme kinetickou energii ¢astice. Vidime tedy, ze prdce sily nad ¢dstici podél drahy
je rovna zmén€ kinetické energie c¢dstice. Je-li sila ¢asové proménnd a miri li pod obecnym
thlem k teénému vektoru trajektorie (obr. 2.3 ), definujeme praci jako integral

2_» ta th_’ t2d2
A:/F-dF:/F-ﬁdt:m W= W) g —
. " i 2 )., “at

1 1
= 5mvg — §mu§ =TT . (2.17)

Préce a kineticka energie jsou tedy dvé fyzikalni veli¢iny, které maji v soustavé SI fyzikalni
rozmér L2MT 2 a méi{ se v jednotkich kg.m2.s~2; tato jednotka se nazjva joule (J).
Kineticka energie je pfitom veli¢ina stavova (popisuje uréity stav ¢éstice), zatimco prace
charakterizuje uréity proces (prechod z jednoho stavu do druhého).
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Vykon N je prace za jednotku Casu; protoze dA = F. dr, mame

dA L, dr .
dt dt v (2.18)

Vykon ma rozmér L2MT 3 a mé#i se v jednotkach kg.m?.s~3 nazyvangych watt (W).

Dulezitym pripadem sil jsou sily potencialni. Existuje-li v prostoru silové pole, t.j.
ptisobi-li na ¢éstici v kazdém bodé a v kazdém okamziku sila F (z,y, z,t), potom muiZe na-
stat pfipad, Ze tato sila muze byt vyjadfena jako gradient néjaké skalarni funkce U(x, y.z, t)
nazyvané potencidlni funkce:*

(2.19)

ﬁ:_VU:_<8U ou QU)'

dx’ dy’ 0z

Takova sila se nazyva potencialni.

Pokud potenciélni funkce nezavisi explicitné na ¢ase, nazyva se potencialni energii a
ji odpovidajici sily konzervativni. Totalni diferencidl potencialni energie mizeme zapsat
ve tvaru

4Operator V nazyvany ”nabla” je formalni vektor vytvofeny ze symbolti pro parcialni derivace V =
o o8 0
(%’ dy’ dz)*
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dU = — F-dr. (2.20)

Znaménko minus je voleno proto, abychom praci konanou vnéjsimi silami proti silam pole
zvysSovali potencidlni energii castice.

Zname-li tedy potencialni energii ¢astice jako funkci soufadnic, ur¢ime snadno silu na
¢astici plisobici a naopak:

F-_vu, U:—/F~dF+C. (2.21)

Potencialni energie je urcena s presnosti na additivni konstantu a muzeme ji volit rovnu
nule v libovolné vybraném bodé. Pokud slozka sily F, zavisi jen na jedné soutadnici
F,(x) a tato funkce je integrabilni, 1ze vZdy najit potencialni energii U(x) a takova sila je
konzervativni:

Fx:—d—U, U:—/dex+C. (2.22)
dx

Vyjadiime nyni praci konzervativnich sil:
2 2
A:/F-dF:—/dU:Ul—ngTQ—TI. (2.23)
1 1

Odtud plyne, Ze v poli konzervativnich sil zistava v kazdém bodé trajektorie soucet kine-
tické a potencialni energie konstantni:

E =T14+U; = T5+ Uy = konst . (224)

Tuto veli¢inu nazyvame energie Castice a métfime ji v joulech. V konzervativnim silovém
poli se tedy energie ¢astice pfi pohybu zachovava (konzervuje). Z (??) rovnéz plyne, Ze
prace konzervativnich sil je rovna rozdilu potencidlnich energii v pocatecnim a koncovém
bodé a nezdvisi na tom, po jaké trajektorii se cdstice premistovala. Pohybuje-li se cdstice
po uzaviené trajektorii, je prace konzervativnich sil nulovd.

Sily mohou byt téz nekonzervativni, jako naptiklad tzv. disipativni sily zavislé na
rychlosti ¢éstice (sily t¥eni). V takovém pfipadé se pfi pohybu ¢astice mechanické energie
nezachovava a Castecné se predava okoli v podobé tepla, méni se ve vnitini energii téles. °
Protoze tato vnitini, tepelna energie nemize byt zpétné beze zbytku preménéna na energii
mechanického pohybu, mluvime o disipaci, rozptylovani energie. Plisobi-li tedy na castici
jak konzervativni, tak disipativni sily, bude jejich prace

2 2 2
A = / Fron, - dr + / Fys - dr = Uy —UQ+/ Fygg - dr = Ty — 17, (225)
1 1 1

takze

2 —
By—E) — / Fs - dF. (2.26)
1

Zména energie ¢astice je rovna praci disipativnich sil.

®Préace a teplo jsou tedy dvé veli¢iny charakterizujici proces predavani energie.
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obr. 2.4 obr. 2.5

2.1.3 Reseni pohybovych rovnic

Nejjednodussi pripad nastava, zavisi-li pohyb ¢astice jen na jedné soufadnici, probiha-
li naptiklad podél osy z. Mluvime o jednorozmérném pohybu. Pak fesime pouze jednu
pohybovou rovnici s poc¢ateénimi podminkami. Budeme-li prvni z pohybovych rovnic (?7?)
délit hmotnosti, dostaneme tlohu najit jednoznacné feseni obycejné diferencialni rovnice
druhého fadu s pocatec¢nimi podminkami:

&= flt,z, &), = =m0, & =1vy, PH t = 1. (2.27)

Funkce f(t, x, @) je sila vztazena k jednotce hmotnosti (zrychleni).

V teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje, ze tato lloha mé jednoznacné feseni, je-li
f(t,z, &) spojitd funkce vSech tii proménnych v pfislusném oboru hodnot a ma-li spojité
parcialni derivace. Fyzikové zpravidla neovéfuji, zda tyto podminky jsou splnény, a tak
nékdy muze dojit k piekvapenim. Bude-li napiiklad f = z1/3
t ma rovnice dvé rtzna feseni: x = 0 a x = (%)3/2 t3. To je ovSem proti pfirodé, pohyb
nemuze probihat soucasné dvojim zpusobem. Divodem této nesrovnalosti je to, ze funkce
2% nemé4 parcialni derivaci podle z v bodé z = 0 (obr. 2.4).

I kdyZ feSeni tulohy o jednorozmérném pohybu existuje, muZze byt obtizné ho najit.
Uvedeme zptisoby TeSeni této tlohy ve zvlastnich pfipadech, kdy sila je funkci jen jedné
proménné.

, Zzjistime, Ze pro nezaporna

1. Sila konstantni

Dostavame rovnici & = a, = konst pro rovnomérné zrychleny pohyb, jimz jsme se
zabyvali v prvni kapitole (vztahy (1.20)).
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2. Sila zavisla na ¢ase

Dostévame rovnici & = a,(t) pro nerovnomérny pohyb, jimz jsme se zabyvali v prvni
kapitole (vztahy (1.21)).

3. Sila zavisla na poloze

To je ptipad konzervativnich sil & = f(z). Upravime pohybovou rovnici na tvar

dzx dz dx di d (1_2> @)
= — = — — = — = — — X = €T) .
dx dx dt dx dx \2
Vyjadiime-li konzervativni silu pomoci potencialni energie, mame f(x) = %Fx = —i%,
a tedy
d (1 .2) 1dU
— | zz?) = ———.
dx \2 m dx
Po zintegrovani a vynasobeni m mame
1
§m:b2+U($) = FE = konst . (2.28)

To je ovSsem zdkon zachovani energie v poli konzervativnich sil a mohli jsme ho na-
psat rovnou, bez integrovani pohybové rovnice. Konstanta E ndm tedy poskytuje prvni
integracni konstantu (integral pohybu).

Rovnice (?7?) je jiz diferencidlni rovnici prvniho fadu, z niz mizeme vypocitat &, provést
separaci proménnych a zintegrovat:

. dx 2 dx
z dx
= 4+ _—
RS 25— U)

Timto zptusobem jsme tlohu vyresili do konce, ”v kvadraturach”. Museli bychom nyni
znéat konkretni tvar potencialni energie U (z) a spoéitat integral (?7?), coz se mize (ale také
nemusi) podafit v analytické formé, v elementarnich nebo specidlnich funkcich. Volba mezi
integralu (??) automaticky zarucuje splnéni poc¢ateéni podminky pro z.Tak dostaneme
jednozna¢ny zékon pohybu ve tvaru ¢t = t(x). Je uz jen otdzkou vkusu prejit k inverzni
funkei z(t), podafi-li se ndm to.

V integralu (??) vystupuje jednak dvoji znaménko, které ukazuje, Ze pohyb muze
probihat v kladném i zadporném sméru casu, a dale odmocnina ve jmenovateli integralu,
kterd musi byt nezaporna. To klade omezeni na oblast souradnice x, v niz mtze pohyb
probihat. Protoze kineticka energie ¢astice je vzdy nezaporna, musi byt celkova energie
vétsi nebo rovna potencialni energii U(x):

(2.29)

E > U). (2.30)

Na obr. 2.5 je zndzornén obecny prubéh potencidlni energie a vysrafovanim vyznaceny
oblasti, kde je pohyb mozny. Oblast II je takzvand potencidlova jama, v niZ probiha

67



finitni pohyb (soufadnice x je omezena), v oblasti IV probihé infinitni pohyb (éastice
se muze priblizit z nekoneéna a opét se do nekonecna vzdalit). V oblastech I a III pohyb
mozny neni. Oblast III je potencialovy val (bariéru), jiz ¢astice nemtize proniknout. ©

4. Sila zavisla na rychlosti

Zavisi-li sila na rychlosti, neni konzervativni a nemiizeme pouzit zdkon zachovani me-
chanické energie. Pohybovou rovnici & = f(&) feSime separaci proménnych:

dv, dvy
po— ), dt = , 2.31
=L ) ol (231
odkud J
Vg Vs
t=to+ | L= 9.32
0 Vox f(’U-Z’) ( )
uréime-li inverzni funkeci v, (t) = g(t), mame
t
x = xzo+ [ g(t)dt. (2.33)
to

Uloha (sila zavisla na case)

Necht sila zévisi na ¢ase harmonicky jako F, = mksinwt , k,w > 0. Urlete zdkon
pohybu ¢astice pii pocatecnich podminkach ¢ = 0, x = 0, £ = 0 a stanovte pocatec¢ni
podminky tak, aby pohyb byl finitni.

Po dvojim integrovani rovnice & = ksinwt s pouzitim pocatecnich podminek dosta-
neme

k k
&t = ——coswt+C; = —(1—coswt)
w w
k k 1
T = f—Qsinwt+Clt+C'2 = (tsinwt) .
w w w

Tento pohyb je infinitni, ¢astice se od pocéatku stale vzdaluje (obr. 2.6 a).
Finitni pohyb zfejmé nastane, bude-li C7 = 0, tj. pfi pocatetnich podminkich ¢ =
0, =0, & = —%. Potom (obr. 2.6 b)

T =——coswt , r=——7sinwt.
w w

Uloha (pohyb s t¥enim)

P1i pohybu télesa s tfenim nebo s odporem prostfedi muize sila zaviset na rychlosti
ruznym zpusobem. Pfi pomalém pohybu télesa na podlozce (smykani) uvazujeme silu
tfeni konstantni a tmérnou kolmé tlakové sile s koeficientem smykového treni, ktery zavisi

5To plati jen v klasické mechanice. V mikrosvété, kde plati zakony kvantové mechaniky a &astice maji
vlnové vlastnosti, mtize ¢astice potencialni bariérou proniknout. Tento kvantovy jev se nazyva tunelovy.
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obr. 2.6

jen na drsnosti troucich se ploch. Pfi rychlejSim pohybu uvaZzujeme silu tfeni iimérnou
bud prvni mocniné rychlosti nebo druhé mocniné rychlosti. Podobné pfi pohybu télesa v
odporujicim prostiedi, vzduchu ¢i vazké kapaliné. Pfi malych hodnotach Reynoldsova ¢isla
R = “%, kde a je rozmér télesa, v jeho rychlost a v kinematickd vazkost prostiedi, je sila
tfeni imérna prvni mocniné rychlosti. Pro pohyb malé kulicky padajici pomalu ve vazké
kapaliné je mozno tuto silu uréit presné jako Fig = 6mnav, kde n = pv je dynamické vazkost,
soucin hustoty a kinematické vazkosti. Je to tzv. Stokesuv vzorec a popisuje naptiklad
odpor prostiedi pfi padu malé kulicky (broku) v oleji. Pfi pohybu vétsimi rychlostmi ve
vzduchu se spiSe uplatni Newtoniv vzorec Fiy = %C’quﬂ, kde S je pri¢ny prifez télesa,
p hustota prostiedi a C koeficient zavisejici na tvaru télesa (pro kouli bereme C' = 0,48,
pro polokulovou slupku (padak) C' = 1,33, pro aerodynamicky tvar télesa C' = 0,01). V
tomto pfipadé nejde vlastné o tfeni, ale o pfedavani kinetické energie télesa pohybujicimu
se prostiedi. Experimenty ukazuji, ze napriklad pii letu kulky je odporova sila timérna
&tverci rychlosti do hodnot 200 m.s™!, pak prudce roste a od 400 m.s~! opét klesé.
Méjme nyni téleso pohybujici se rychlosti vy, na néz ptisobi jen sila tfeni Gmérné prvni
nebo druhé mocniné rychlosti. V prvnim piipadé mize jit o automobil, ktery dojizdi s
vypnutym motorem, ve druhém o plachetnici, kterd doplouvé se svinutymi plachtami.
Méame tedy pocatecni podminky ¢t =0, x =0, £ = vy. V prvnim pfipadé fesime rovnici

1d
= —kvy, k>0, dt=-—- 2%
k vy
s vysledkem
vy =voe M, oz = @(1 —e M.

k
Vidime, Ze rychlost s ¢asem exponencialné klesa a téleso se postupné blizi k bodu o
soutadnici x = vg/k.

Ve druhém piipadé budeme Fesit rovnici 7

i=—kv2 k>0, dt=—— —"
K

"k nend gravitacni konstanta!
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s vysledkem

1
o r = —In(1 + Kvot) .

Vp = —————
T 1+ kot K

Vidime, Ze s rostoucim casem se souradnice x neblizi k zaddné limité, doplouvajici
plachetnice za dostateéné dlouhou dobu piekroci kazdou vymezenou hranici.

Uloha (volny pad a $ikmy vrh s odporem vzduchu)

Uvazujme volny pad télesa v prostiedi, jehoZ odpor mizeme popsat silu tmérnou prvni
mocniné rychlosti. Pak fesime tlohu

Z=—g—kv,, t=0, z=h, 2=0

s vysledkem
vzzg(e_kt—l), z:h—gt—l—i(l—e_kt).

k k k2
Snadno ovérime, Ze pii malém odporu v limité k& — 0 dostavame vysledek pro volny
pad ve vakuu a za dostateéné dlouhou dobu se rychlost padu ustali na v, = —g/k. Roste-li

odporova sila s rychlosti, diive ¢i pozdéji nastane okamzik, kdy se jeji velikost vyrovna
pusobici sile tithové a dalsi pohyb je jiz rovnomérny. Tak rychlost parasutisty se po rozevieni
padéaku brzy ustali asi na 6 m.s™!, coz zajistuje bezpeény dopad. V tomto piipadé bychom
vsak museli fesit Glohu s odporovou silou tmérnou druhé mocniné rychlosti, tj. rovnici

,'z‘:—g—i—m)z

vvvvvv

v knize V.Trkala Mechanika hmotnych bodi a tuhého télesa. Dostavame
. g ~ 1 2
v, = — Etgh (VEgt) = —gt(1 — gﬁgt )

1 1 1
z = h — =Incosh (y/kgt) ~ h — §gt2(1 - 6f€gt2) .
K

Podobné bychom mohli fesit Glohu o vrzich v tihovém poli s odporem vzduchu a
nachéazet tvar balistickych krivek. Bude-li odporova sila imérné prvni mocniné rychlosti,
dostaneme parametrické vyjadreni balistické kiivky jako

_ Voz —kt I g —kt g

Na obr. 2.7 jsou trajektorie §ikmého vrhu télesa s poc¢ate¢ni rychlosti 100 m.s~! vrze-
ného pod thlem 35° a 45°. Odpor vzduchu je pfitom predpokladan tmérny druhé mocniné
rychlosti s koeficientem x = 4.1073 m~!. Vsimnéte si, Ze téleso doleti pod thlem 35° ddle
nez pod tihlem 45°. Ve vakuu by dosdhlo maximalni dalky pod tihlem 45° rovné asi

1 000 m. Pohyby téles ve vzduchu mohou byt dale komplikovany jeho pohybem , rozdilnou
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obr. 2.7

hustotou a také pripadnou rotaci téles, které vede k jejich snaseni z pocatecni roviny vrhu
(Magnusiv jev). O vlivu rotace Zemé na pohyb téles pojedndme v odstavci 2.4.

2.2 Pohyb kmitavy

2.2.1 Harmonicky oscilator

Uvazujme jednorozmérny pohyb castice hmotnosti m naptiklad podél osy z, na niz
ptsobi sila F, = —kz , k > 0. Je to zfejmé sila konzervativni a castice mé v tomto
silovém poli potencialni energii

Ux) = % ka?. (2.34)

Aditivni konstantu jsme volili tak, aby potencidlni energie byla nulova pii x = 0. Céstice
ma pii pohybu urcitou energii F, kterd se zachovavéa, je integrédlem pohybu; pfitom musi
platit podminka F > U(z). Lze tedy ¥ici, Ze se ¢astice pohybuje v symetrické, parabolické
potencidlové jamé a x lezi v mezich —A < x < A, kde A je amplituda, nejvétsi vychylka
(obr. 2.8).

Ukézeme, ze takova castice bude vykonavat netlumené harmonické kmity s vlastni
uhlovou frekvenct

wy = {/— . (2.35)

Tato soustava se proto nazyva harmonicky oscilator a mé zdsadni vyznam ve vSech
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obr. 2.8

oblastech fyziky. Jeji dilezitost je v tom, ze jakoukoli symetrickou potencidlovou jamu
mizeme pro malé kmity vzdy aproximovat jamou parabolickou a harmonicky oscilator tedy
obecné popisuje libovolné kmitavé pohyby s malou amplitudou. Jeho dtilezitou vlastnosti
je i to, Ze jeho vlastni thlova frekvence (ktera je jedingym parametrem charakterizujicim
harmonicky oscilator) nezavisi na amplitudé a ze perioda kmiti je vzdy stejna nezavisle
na pocatecni vychylce.

Pohybovou rovnici harmonického oscildtoru

mi=—kuz (2.36)

upravime na tvar
P4 wiz =0 (2.37)

a TeSime podle pravidel pro feSeni linedrnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty (viz kapitolu Matematicky aparat). Vysledné feSeni, zavislé na dvou integra¢nich
konstantach, mizeme vyjadiit né€kolikerym zpiisobem:

z(t) = C’leiwot + C’ge_iwot = Ajcoswpt + Agsinwot = Asin(wot + ¢p) - (2.38)
Konstanty Cy, C3 jsou obecné komplexni, konstanty A1 = C1 + Co = Asinyg, As =
i(Ch — C2) = Acos pg realné.

Derivovanim dostaneme rychlost ¢astice jako

vg(t) = Awp cos(wot + o) - (2.39)

Pocateéni podminky nam fikaji, jak kmitavy pohyb zapocal. Céstici miizeme uvést
do kmitavého pohybu bud tak, Ze ji udélime urcéitou pocate¢ni rychlost, nebo tim, ze ji
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vychylime a pustime, pfipadné obojim zptsobem. Obecné podminky mutizeme zapsat tak,
ze v okamziku t = tg bude x = g > 0, v, = vg > 0. Potom dostaneme pro amplitudu a
fazovou konstantu

2
U, wo
A= la3+-%,  tg(woto+po) = ——. (2.40)

V dal$im se omezime na jednodussi pocatecni podminky t =0, =z =0, v, = vg. Pak
mame A = vp/wy a singy = 0, odkud ¢o = 0. 8 Dostavame tedy feseni

z(t) = ﬂsin(.uot, vz(t) = v coswpt . (2.41)
wo

K témuz vysledku mtuzeme dospét i jinak. Dosadime-li do (?7?) potencidlni energii (?7?)
a zintegrujeme, mame

z d 1 r* d 1
= / < = —/ Y aresin E, (2.42)
0 2 (p_ 11,2 wo Jo A2 — 22 wo A
m 2

kde

/7 E mvo Vo

nebot celkova energii dodand ¢éstici je pravé E = vao

Energii harmonického oscilatoru mizeme zapsat jako

1 1 1 1
E = —mi®+ -ka? = —mv§ = -mwiA?. 2.43
5 T3 5% 50 (2.43)
Je tedy timérna ctverci vlastni frekvence a amplitudy. U periodickych pohybi mé vyznam
urcovat stfedni hodnoty veli¢in za periodu. Tak dostaneme pro stfedni hodnoty kinetické
a potencialni energie ?

1 1 ) 1
<T>= —mv}<cos?wyt >= vag, <U>= fk <sm2w0t>: ~“mug .

2 2 Wi 4
(2.44)
Vidime, ze stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie harmonického oscilatoru za
periodu jsou stejné. Tento zajimavy vysledek plyne z obecné véty zvané teorém o viridlu.

2.2.2 Tlumeny oscilator

Netlumeny harmonicky oscilator je fyzikalni idealizaci, prfedpokladame, Zze u ného ne-
dochézi k disipaci mechanické energie, neuplatiiuje se tfeni. Ve skutecnosti musime do

8Kdyby bylo po = 7, muselo by byt vo < 0 oproti predpokladu.
9Snadno se piesvédéime, e stiedni hodnoty funkei sin® wot a cos? wot za periodu jsou rovny 1/2.
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pohybové rovnice oscilatoru zahrnout disipativni silu, kterou obvykle bereme jako tmeér-
nou rychlosti. Pohybovou rovnici

mi=—kx—ha (2.45)
upravime na tvar
i+ 204 +wiax=0. (2.46)

Predpokladame, ze konstanty £ > 0, h > 0 jsou kladné a zavadime dalsi parametr zvany
dekrement utlumu 6. Oscilator je pak charakterizovan dvéma parametry

Ik h
wo = — (527.
m 2m

Reseni pohybové rovnice hledame ve tvaru x = Ce® a pro a dostadvame charakteristickou
rovnici
o> +25a 4+ wi =0

odkud
a =6+ 4/2-wd =-6+D, kde D? = 6-uw} (2.47)

je diskriminant charakteristické rovnice. Tak dostavame obecné feseni
z(t) = Cre(=0tD1 | Cue(=0-D)t _ o—dt (C1ePt + Che Pty | (2.48)

V zévislosti na hodnoté utlumu a tedy diskriminantu rovnice miizeme nyni rozlisit ctyti
pripady:
1. Ptipad nulového atlumu

Jellid =0, D?= —w%, dostavame idealni pfipad netlumeného harmonického oscila-
toru.

2. Ptipad malého utlumu

Je-li D? = 6% — w¢ < 0, zavedeme tthlovou frekvenci
w = Jwi — 82 (2.49)
a FeSeni (?7?) prechazi na
2(t) = e 0 (Crel + Che ) = A e % sin(wt + ¢p)

ve(t) = A e % wcos(wt 4 o) — dsin(wt + @g)] . (2.50)
Dochézi k periodickym kmitém, jejichz amplituda exponencialné kless v case. Casovy
prubéh takovych kmitt za pocatecéni podminky t =0, x = 1, v, = 0 pro rtizné hodnoty
dekrementu tatlumu je zndzornén na pocitacovém diagramu na obr. 2.9.
Definujeme-li opét pocatecni podminky ¢t = 0, x = 0, v = vg > 0, dostaneme A =
vo/w , o =0 a feSeni bude mit tvar (viz obr. 2.10)

V) 0
z(t) = 200t gin wt , Uy = voe 0t < cos wt — sinwt> . (2.51)
w w
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obr. 2.9

obr. 2.10
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Pohyb tlumeného oscildtoru neni pfesné vzato periodicky, nebot amplituda se postupné
zmensuje. Presto vSak je zfejmé, ze jak vychylka x, tak rychlost v, podle (??7) prochazi
vzdy nulovou polohou ve stejnych intervalech 7'/2, kde T' = 2w /w (pro v jsou to kofeny
rovnice tg (wt + @) = w/J). Mizeme proto zavést periodu a uhlovou frekvenci, ktera se

ponékud lisi od vlastni thlové frekvence netlumeného oscilatoru w = \/wg — 2.
Amplituda je dana podminkou v, = 0 a pomér dvou nasledujicich vychylek na tutéz
stranu (tj. vzdalenych o periodu) je

wy _ Ae”M D sinf(w(ty +T) + po] _ 00T (2.52)
T Ae~% gin(wty + o) ' '

Veli¢ina ¥ = §T se nazyva logaritmicky dekrement utlumu.
Pro energii tlumeného oscildtoru dostaneme

L .21, 5 L o —ost 2 & g : ko oo
E = —ma“+-kx® = -vge m | cos” wt + — sin” wt — 2— coswisinwt | + — sin‘wt
2 2 2 w w w

(2.53)

Vystfedujeme-li tuto energii za periodu '° a piedpokladdme-li, Ze Gitlum je maly (§ < w),
dostaneme stfedni hodnotu energie béhem jedné periody

1
<E>= §mv(2)e_25t . (2.54)

Tato stfedni energie s ¢asem klesa, dochazi k disipaci kmitavé energie v energii tepelnou.
Stiredni disipovany vykon bude mit zfejmé velikost

d
<N>:]a<E>]:25<E>. (2.55)

Disipaci energie v tlumeném oscilatoru vyjadiuje bezrozmérna veli¢ina, kterou nazyvame
kvalita nebo cinitel jakosti oscilatoru

wy < E > wo
S e S 2.
@ <N > 20 (2.56)

3. Pripad kritického atlumu

Je-li D =0, 0 = wp, kmitavy pohyb prestava byt pravé periodicky a jde o pripad
kritického ttlumu. Re$eni pohybové rovnice bude obecné

x = (C1+ Cst) e 0w, = Che -4 (C1 + Cat) e 0t (2.57)
a pro nami zvolené pocatecni podminky
z = vote (2.58)

(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Céstice je tedy vychylena z rovnovazné po-
lohy, dosdhne maxima pfi ¢4, = 1/6 a opét se bude vracet do rovnovazné polohy, aniz by

108tiedni hodnota soudinu sin wt cos wt za periodu je rovna nule.
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obr. 2.11 obr. 2.12

ptrekmitla na druhou stranu. Casovy priibéh vychylky je na obr. 2.11. Kritického atlumu
se vyuziva pri tlumeni ukazateld méricich pristrojd, kdy je nechceme rozkmitat a potie-
bujeme, aby se co nejrychleji ustavila rovnovaznéa poloha (i kdyz teoreticky vzato to trva
nekonecné dlouho).

4. Pripad silného atlumu

Je-li D? = 62 — w2 > 0, potom oba kofeny charakteristické rovnice jsou realné a

dostavame
T = Cle(féJrD)t + Cge(féfD)t (2.59)
(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Pro ndmi zvolené poc¢ateéni podminky bude
x = Le~%%inh Dt . (2.60)

D
Casovy priibéh vychylky je na obr. 2.12. Maxima je dosazeno v okamziku daném rovnici
D

tgh Dt = 5 (2.61)

2.2.3 Rezonance

Necht na oscildtor ptisobi vnéj$i periodickd harmonické sila s periodou 2. Tato sila
bude oscilator rozkmitavat, vnucovat mu svou frekvenci, dodavat mu energii. Mluvime o
vynucenych kmitech oscilatoru. Necht ma sila ¢asovy prubéh napiiklad F,(t) = Fy cos Qt.
Pak bude pohybova rovnice nehomogenni:

mi + hi + kx = Fy(t) . (2.62)
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Oznac¢ime B = Fy/m a pfepiSeme pohybovou rovnici na tvar
i+ 204 4+ wiz = BeosQt . (2.63)

Podle teorie nehomogennich diferencidlnich rovnic (viz Matematicky aparét) bude obecné
feSeni rovnice (?7) rovno souctu obecného Feseni homogenni rovnice (s nulovou pravou
stranou) a zvlastniho feseni nehomogenni rovnice. Obecné fesSeni homogenni rovnice zname
- jsou to tlumené kmity a s vyjimkou nerealného pripadu nulového tfeni vzdy po urcité
dobé se priblizi k nule. Oscilator si tedy na pocatku trochu zakmita, ale my vyckame, az
tyto vlastni kmity odezni a nastoupi rezim vynucenjych kmitt. Je rozumné ocekévat, ze
tyto vynucené kmity budou probihat s frekvenci €2 a pokusime se najit feseni (??) ve tvaru

z(t) = A sin(Qt + o) . (2.64)

Neznamou amplitudu A a fazovou konstantu g musime urcit tak, aby feSeni splnovalo
nehomogenni rovnici. Uré¢ime jesté rychlost a zrychleni

i = QAcos(VU + ), i = — Q*Asin(Qt + o) (2.65)
a dosadime do (??7). Tak dostaneme
— Q2 Asin(Q + o) + 26QA cos(U + o) + WEAsin(Qt + o) = Beos().  (2.66)

Nyni rozlozime goniometrické funkce souctt (2t+pg na levé strané a pfirovname koeficienty
u sin Q¢ a cos {2t na obou stranach rovnice; aby rovnice byla splnéna v kazdém okamziku
t, musi se totiz tyto koeficienty nezavisle rovnat. Tak dostaneme soustavu dvou rovnic k
urceni nezndmych A a g:

A [(wd —Q?) cos po —20Qsing] = 0, A [(wi—Q2)sinpg+20Qcos o] = B. (2.67)

Z prvni z téchto rovnic okamzité dostavame vztah pro ¢g:

w2 _ Q2
b8 p0 = ~o - (2.68)

K uréeni amplitudy kmiti A budeme postupovat takto: obé rovnice (??) umocnime
na druhou a sec¢teme. Pfitom ndm vypadnou vyrazy obsahujici pg a mame

A= B . (2.69)

V(@ - 2)2 + 46202

7 tohoto vyrazu je patrno, ze pokud utlum neni prili§ velky, amplituda kmitd poroste
pri priblizovani frekvence € vlastni frekvenci oscilatoru wg. Tomuto jevu se fika rezonance
a zavislost amplitudy na vnéjSim kmito¢tu nazyvime rezonanéni kiivkou v amplitudé.

Prozkouméme-li funkeci A(Q) podrobnéji, zjistime,ze pii Q = 0 m4 hodnotu Ay = B/wg,

kterou nazyvame statickd vychylka. Pokud je velky atlum (6 > %), dosahuje funkce

K dybychom byli byvali volili feseni ve tvaru o = A cos(Qt + o), dostali bychom tg po = —

202
wgfﬂZ :
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obr. 2.13

maxima v nule (kfivka 1 na obr. 2.13) a jev rezonance nenastava. Pfi utlumu 0 < WTO,
nabyva kfivka maxima na rezonanéni frekvenci Q, = \/wg — 262, a to
B
Amaz = (2.70)

26\ /w2 — 52

S klesajicim ttlumem tato maximalni hodnota roste do nekone¢na a rezonancni frekvence
se pfiblizuje vlastni frekvenci wy (kfivky 2 a 3 na obr. 2.13). Tangens fazového thlu ¢
pritom prochézi nulou vzdy na vlastni frekvenci wy (obr. 2.14).

Vynucené kmity oscilatoru jsou netlumené, soustava se nachézi ve stavu energetické
rovnovahy - ztraty mechanické energie disipaci jsou nahrazovany energii vnéjsiho zdroje,
vynucujici sily. Cim jsou ztraty mensi, tim s vétsi i¢innosti je vnéjsi energie absorbovana
a roste maximalni amplituda oscilaci. Ta mtze nékdy dosdhnout nebezpecéné velkych hod-
not (napfiklad pfi rezonanénim rozkmitani mostu, vozidla nebo stroje). Na druhé strané
rezonance umozinuje zachycovat a pak zesilovat velmi slabé elektromagnetické signaly a
ma i jinak velmi duleZité uplatnéni ve fyzice a technice. Mohlo by se zdat absurdni, Ze
pfi dostatecné malém utlumu mutizeme s urcitym, koneénym zdrojem energie dosdhnout
libovolné velké amplitudy kmitl, napfikad maly chlapec by teoreticky mohl svym pohy-
bem zpiisobit zhrouceni mostu. Ve skutecné vSak vzdy ptisobi uréity utlum a kromé toho
kmity mechanickych systému presné vzato nikdy neprobihaji jen na jediné frekvenci, vzdy
existuje urcité frekven¢ni spektrum, takze nekoneéné hodnoty amplitudy dosdhnout nelze.

Pro energii oscilatoru v rezimu vynucenych kmittt mame (podobné jako u netlumeného
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obr. 2.14
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obr. 2.15

oscilatoru)

mB2Q?2
2[(w§ —02)2 +46202] °

N4

1 1 1
FE = imx'2—|—§k‘:1:2 = §mQ2A2 =

(2.71)

nenc¢ni kfivku v energii, ktera je na obr. 2.15.

Tato kiivka se lisi od rezonané¢ni k¥ivky ve vychylce na obr. 2.13 a 2.14 jednak tim, ze
pri nulové frekvenci se blizi k nule a tim, Ze nabyva maxima vzdy na vlastnim kmitoc¢tu
wo (a nikoli na rezonanénim kmitoétu €,.). Tato maximélni energie pfitom je

mB?
Emar = 52 (2.72)
Ztratovy vykon disipativnich sil vystfedovany za periodu dostaneme jako
1
< N>=<Fu, >=<hi?>=< hA?Q? cos®(Qt + @) > = §hA2Q2 =
dmQ2B?
= . (2.73)
(wg — Q2)% 4 45202
Porovname-li tento vysledek s vyrazem pro energii oscilatoru (??), vidime ze
E =26 < N > a kvalita oscilatoru je
wo
= ) 2.74
Q=3 (2.74)
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Energie F ziistava nyni konstantni, rovna své stiedni hodnoté.

Oscilator je plné charakterizovan svou vlastni frekvenci wg a Gtlumem, ktery mizeme
vyjadrit kvalitou jako bezrozmérnym c¢islem. Obecnou definici kvality oscilatoru jako po-
mér soucinu vlastni frekvence a energie délenému stfednim ztratovym vykonem muzeme
pouzit na jakykoli oscilator bez ohledu na to, jakého piivodu jsou ztraty energie, zda do-
chézi k tfeni, odporu prostiedi, ohmickému zahiivini na odporech nebo tiniku energie ze
systému jinym zpusobem. Kvalitu miZzeme pak pfimo urcit z rezonancni kiivky na obr.
2.15 tak, ze urc¢ime Sitku této k¥ivky v poloviéni vysce. Ze vztahu

mB2Q? 1 mB?

(w2 — 02)2 +462Q2] 2 8H2

dostaneme rovnici ¢tvrtého stupné pro urcéeni kotenu €2 jako frekvenci, pri nichz energie
nabyva praveé poloviny maximalni hodnoty:

(Wi — )% + 46%02 = 85°Q2

neboli
(wg — Q%2 = 46207, Wi -0Q% = +20Q.

Rovnice se ndm tedy rozpadla na dvé kvadratické rovnice a jejich feSsenim dostaneme ¢tyti
kofeny odpovidajici véem moznym kombinacim znamének:

[s2
Q234 = FO£ 0} + wd . (2.75)

Z nich vyhovuji pouze kladné kotfeny odpovidajici kladnému znaménku pfed odmocninou.
Rozdil téchto dvou kofentt ndm pak davé sitku rezonancéni kiivky na polovi¢ni visce:
wo

AQ = - =25 = 7. (2.76)

Sitka rezonancni kiivky je tedy nepiimo imérna kvalité, ¢im je mensi Gtlum, tim je rezo-
nancni krivka uzsi a vyssi. Zméfime-li experimentalné pribéh rezonancni kiivky, mizeme
z ni stanovit jak vlastni frekvenci tak kvalitu oscilatoru.

2.2.4 Vazané oscilatory

Predstavme si dva oscildtory, které jsou néjakym zpiisobem spojeny, existuje mezi
nimi vazba, mohou si vzajemné predavat energii. Takova situace je velmi Casta, dokonce
mivame celé fetézce vazanych oscilatort, které se vzajemné rozkmitavaji. Charakter této
vazby muze byt rizny. Jako pfiklad si vezméme dvé stejna kyvadla vzajemné spojena
pruzinou, pak jde o tzv. pruznou vazbu a sila, kterou pruzina bude piisobit na kyvadlo
bude Gmérna jejimu protazeni (obr. 2.16).

Takovy systém miizeme snadno exprimentalné realizovat, rozkyvat jedno z kyvadel
a sledovat dé&j. Uvidime, ze se druhé kyvadlo zacne postupné rozkyvavat s vzristajici
amplitudou, energie se zacne prelévat od prvniho kyvadla k druhému az se prvni kyvadlo
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obr.2.16

zastavi. Pak se déj zacne opakovat v obraceném sméru. Pohyb kyvadla ma tedy charakter
razi, a ty vznikaji jak vime superpozici dvou kmitavych pohybt o blizkych frekvencich.
Pohyb kyvadla mtizeme pro malé vykyvy povazovat pfiblizné za harmonicky a uvazo-
vat pfitom pouze pohyb ve sméru osy x. Misto kyvadel mizeme uvazovat i dva hmotné
body spojené pruzinkou, které mohou harmonicky oscilovat podél osy x. Tteni pfitom
zanedbame.
Pohybové rovnice obou osciladtori mtizeme zapsat ve tvaru

a'i‘1+w(2)ac1:/<c(a:2—x1), fc'g—i-wgm:m(xl—xg). (2.77)

Predpokladéme, ze sily mezi oscilatory ptisobi podle zdkona akce a reakce a konstantou s
jsme vyjadrili intenzitu vazby. Obycejné se zavadi bezrozmérny tzv. stupen vazby

K
K= ——. 2.78
Wi + K (2.78)

Soustavu rovnic (??) fesime tak, Ze obé€ rovnice secteme a ode¢teme a oznac¢ime soucet
arozdil 1 + 29 =24, x1 — 2 = x_. Pro tyto funkce mame rovnice

Pitwizy =0, i+ (wi4+2k)z. =0. (2.79)
To jsou dvé rovnice pro netlumené harmonické oscilatory o frekvencich wp a Qo = /w3 + 2k.

Dostavame tedy FeSeni x4 = Ay sin(wot + po+) , x— = A_sin(Qot + po—) a prejdeme-li
k funkcim x1 , 9, dostaneme

1
xr1 = §[A+ Sin(wot + SD0+) + A* Sin(QOt + 9007)]

1
ry = Ay sin(wot + por) — A-sin(Qot + po-)] - (2.80)
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obr. 2.17 obr. 2.18

Pro pripad slabé vazby si budou thlové frekvence wg, £y blizké a pohyb bude mit cha-
rakter razu.

2.2.5 Matematické kyvadlo

Pod matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod m zavéseny na nehmotném vlakné
délky [ v tthovém poli. Pfedpoklddejme, ze délka zavésu ziistava stala a ze jde tedy spis o
nehmotnou tuhou tycku. V takovém piipadé je pohyb hmotného bodu v prostoru omezen,
mize se pohybovat jen po kulové plose o poloméru [. Tato vazba zptisobuje, ze k popisu
pohybu nejsou zapotiebi tfi prostorové souradnice, ale pouze dvé (napiiklad thly ¢ , o
- viz Matematicky aparéat o sférickych soutadnicich). Takovy systém nazyvame sférické
kyvadlo a jeho pohyb si umime dobie predstavit udélime-li obecnou vychylku a pocatecni
rychlost takto zavésenému predmétu.

My se vSak omezime na jednodussi pripad, kdy se hmotny bod bude pohybovat pouze
ve svislé roviné. Takovy pohyb vznikne tak, ze kyvadlo vychylime a volné pustime nebo
mu udélime vodorovnou pocatecni rychlost v rovnovazné poloze. Protoze na kyvadlo pak
pusobi uz jen tize, kterda neméa vodorovnou slozku, zlistane pohyb kyvadla omezen na
rovinu. Hmotny bod bude opisovat oblouk kruznice a k popisu pohybu pak staci jen jedna
soufadnice, polarni tihel ¢ (viz obr. 2.17). Tento systém se nazyva rovinné matematické
kyvadlo.

Ke studiu pohybu rovinného kyvadla pouzijeme polarni souradnice. Po¢atek umistime
v bodé zavésu a polarni poloosu namifime svisle dolti. Pro soufadnici r a ¢ mame pohybové
rovnice

ma, = m (¥ —r¢?) = mgcosp — Fy

ma, = m (2ro+rH) = —mgsing . (2.81)
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Ve sméru radidlnim (podél soufadnice r) pohyb nenastava a z prvni rovnice mtizeme urcit
silu, jiz je napinan zavés kyvadla:

F, = mgcosp+mre? . (2.82)

Tento vztah vyjadiuje skutecnost, ze dostiediva sila, ktera realizuje nerovnomérny kruhovy
pohyb hmotného bodu je dana silou napéti zdvésu zmensenou o radidlni slozku tihy.
Z druhé rovnice dostaneme pohybovou rovnici pro thel p, vykyv:

.. g .

Pt sing = 0. (2.83)
Tato diferencialni rovnice je ovsem obtizné fesitelna. Zkusime proto vyuzit toho, ze tihové
pole je konzervativni a zapiSeme zakon zachovéani energie:

1 1
E = imv2 +U(p) = iml2<,b2 —mglcosp = —mglcos g , (2.84)
kde g je pocéateéni vychylka. Nulu potencidlni energie jsme zvolili pro thel ¢ = 7/2.
Pohyb matematického kyvadla mtizeme tedy povazovat za pohyb v kosinové potencidlové
jameé U(p) = —mgcos (obr. 2.18). Resenim rovnice pro energii dostaneme

d 2
= d—f = \/lg(cos<p —cos¢p) , (2.85)
odkud
(2.86)

l d
R / % L C.
29 4/COS (v — COS g

Tim jsme sice vytesili tlohu ”v kvadraturach”, dostali jsme zavislost ¢asu na thlu ¢
vyjadfenu pomoci integralu, ale tento integral se ned4 obecné fesit pomoci elementérnich
funkei, vede na tzv. integrély eliptické. Nebudeme se zajimat o ¢asovy prubéh ¢(t), ale
pokusime se urcit periodu pohybu 7' jako ¢tyfnésobek doby potfebné k pohybu kyvadla
mezi nulovou a maximélni vychylkou. Pro mald ¢ mutzeme pfislusny elipticky integral
rozlozit do fady a dostaneme 12

I [0 d l 1
T = 2V2 f/ 1 = 27 (1—1—(,0(2)—1—---). (2.87)
g Jo 4/COSp — Cos g g 16

Pro malé vykyvy je tedy matematické kyvadlo izochronni, 3 tj. jeho perioda nezéavisi

na amplitudé a je rovna
l
T =27 \/7 (2.88)
9

PJest T = 2\/5\/2 fow ﬁ = 4\/2K(sin £0), kde elipticky integral prvniho druhu K(z) je

definovan jako funkce K(x) = f OW/Z \/1d7§—'2§ . Jeho rozklad do fady pro malé hodnoty x lze nalézt v

tabulkéch specidlnich funkci; viz naptiklad pfirucku K. Rektorys a spolupracovnici: ”Prehled uzité mate-
matiky”, SNTL Praha 1981.

13Tento poznatek zjistil poprvé Galilei, kdy# pozoroval kjvani lucerny zavéSené na stropé chramu v Pise.
V téze dobé ho publikoval i nd§ Marcus Marci.
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obr. 2.19

K témuz vysledku jsme vSak mohli dojit i jednoduseji tak, ze rozlozime funkce sinp a
cos ¢ do fady a vezmeme pouze ¢leny do druhé mocniny ¢:

3 2 4

. ® ¥ P
— - 4. =1 4L _ ...

sin ¢ % 6—i— , COS( 2+24

Pak dostavame pohybovou rovnici

é + %p ~ 0. (2.89)
To je ovSem rovnice harmonického oscildtoru a pro jeho periodu okamzité plyne (?7).
Poloviéni periodu 7 = T'/2 nazyvame dobou kyvu.
Ptiblizeni malych kyvt vlastné znamend, Ze aproximujeme kosinovou potencidlovou
jadmu parabolickou (viz obr. 2.19). Polozime-li pfitom nulovou potencialni energii do ¢ = 0,
dostaneme pro energii

1 1 1
E = §ml2¢2+§mglgo2 = §mgl<pg. (2.90)

Odtud ur¢ime ¢ a po separaci proménnych integraci dostaneme periodu jako
[ [v¥o dp l p ]¥o l
T =4 \/7 / — =4 \/7 {arcsin ] =27/ —. (2.91)
g Jo St — 2 g ¥olo g
Uloha (cykloidalni kyvadlo)

Protoze matematické kyvadlo je izochronni jen pro malé amplitudy, znamené to, Ze
kyvadlové hodiny pijdou presné jen pfi malych rozkyvech. To by ovsem znacné omezovalo
jejich pouzitelnost k presnému méfeni ¢asu, o néz fyzika a astronomie usilovaly. Ch. Huy-
gens v 17. stoleti zjistil, ze kdyby hmotny bod tvotici zatéz kyvadla misto oblouku kruznice

86



obr. 2.20

opisoval oblouk cykloidy, kyvadlo by bylo izochronni pro libovolné velké amplitudy. M-

zeme to snadno ovérit. Rovnici cykloidy jsme uvadéli v souvislosti se skladanim pohybu

(1.40). Nyni trochu pozménime umisténi cykloidy - zménime orientaci osy y, umistime

pocatek ve vrcholu cykloidy a misto tthlu « pfejdeme k thlu ¢ = a — 7 - viz obr. 2.20.
Tak dostaneme parametrické rovnice cykliody

r =a(p+sing), y=a(l—cosy).

Zapiseme nyni energii takového kyvadla:

1 1 1
E = im(ac2 + ) +mgy = §ma2(¢> + pcos ) + §ma2 (¢sinp)? +mga (1 —cosp) =

1
= §ma2cp2 (1+2cosg+cos?p+sin?p ) +mga (1—cosp) =

= ma®¢? (14cosp ) +mga (1—cosp ) = 2ma’p? cos? % + 2mga sin® g .

Oznacime-li nyni

P . ; ¥
=4 = = 2a¢ =
q asm2, q a 0052,

mizeme energii zapsat ve tvaru
1mg
E = -mé® + -2
SRR P

To je ovSem energie harmonického oscildtoru vzhledem k soutadnici g a jeho perioda
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nezavisi na amplitudé. Zbyva jesté vyresit technicky problém, jak pfimét kyvadlo, aby
misto kruznice opisovalo cykloidu. K tomu staci upevnit v blizkosti zavésu dva plisky
tvarované do takové kiivky (evoluty cykloidy) aby zavés kyvadla se pfi vétsich vykyvech
na tyto kiivky pokladal a pak se od nich tecné odvijel (obr. 2.18). Timto konstrukénim
zdokonalenim zvysil Huygens presnost kyvadlovych hodin, coz umoznilo dalsi rozvoj ex-
perimentalni fyziky a astronomie. Teorii pohybu kyvadla Huygens podrobné rozpracoval
se svém slavném spise ”Horologium oscillatorium” z r. 1673.

2.3 Pohyb v centralnim poli

2.3.1 Obecné vlastnosti pohybu ¢astice v centralnim poli

Dosud jsme se zabyvali jednorozmérnym pohybem castice, ktery bylo mozno popsat
jednou soutradnici, kartézskou nebo polarni. Pfejdeme nyni k pohybu ¢éastice v prostoru,
v némz pusobi néjaké silové pole. Je-li toto pole homogenni, je sila v kazdém bodé
konstantni co do velikosti i sméru. Pohybovou rovnici

d*7 -
m o = F = konst (2.92)
s pocatecnimi podminkami
t=ty, ¥ =17y, U= 1 (2.93)

pak muzeme fesit primo ve vektorovém tvaru jako
. . 1 = . . . s 1 =
U—Uo%—%(t—to)F, 7 =17y + (t—to) Vo + (t—to) %F (2.94)

Povazujeme-li za homogenni naptiklad tihové pole Zemé v néjakém misté na zemském
povrchu a vedeme-li kartézskou osu z svisle vzhiru, poloZzime F= (0, 0, —myg),

U =mgz+Uyaz(??) dostaneme vSechny pfipady padi a vrhi v tthovém poli, jimiz jsme
se uz drive zabyvali.

Homogenni silové pole v celém nekoneéném prostoru ovSem nemuze existovat, je vzdy
jen aproximaci néjakého lokalniho pole. Zemské tihové pole neni homogenni, ptisobici sila
mifi priblizné do stfedu Zemé a pri pohybech na vzdalenosti srovnatelné se zemskym
polomérem jej musime povazovat za pole centralni.

N

nebo sféricky symetrickymi ¢asticemi a télesy. Budeme se jim nyni zabyvat. Predpokla-
dejme, zZe existuje silové centrum, s nimz mutzeme spojit pocatek vztazné soustavy a zZe
tato vztazna soustava bude pfitom inercidlni. Protoze sila pisobici v centralnim poli na
Castici hmotnosti m mifi do tohoto centra (nebo od ného), miizeme pohybovou rovnici

g =F vynéasobit zleva vektorové polohovym vektorem 7 a dostaneme
dp d dr -
X — = —(Fx — —Xp =7rxF. 2.95
a = o@D T g xp (2.95)
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Snadno nahlédneme, ze soucin

—

— Xp=mixv=0,

a stejné tak moment sily vzhledem k pocatku

—

N =7xF =0,

nebot sila a polohovy vektor lezi v téze priimce.
Zavedeme nyni novou veli¢inu, moment hybnosti éastice vzhledem k pocéatku

[ = X p.

Z (??) plyne, Ze moment hybnosti ¢astice vzhledem k silovému centru se v centralnim
silovém poli zachovava:
d dl o
%(rxﬁ)zﬁzoz [ = konst . (2.96)
Zachovani momentu hybnosti ¢astice v centralnim poli ma zavazné disledky. Protoze
se zachovavd smér vektoru ﬁ plyne odtud, Ze vektory 7 a p, tedy polohy a rychlosti,
ziistavaji stale v téze roviné. Céstice tedy vykonava rovinny pohyb a je mozné se omezit
na dvé soufadnice. Obyc¢ejné volime polarni souradnice 7 , ¢ s pocatkem v silovém centru
a odec¢itani polarniho thlu od zvoleného sméru provadime proti sméru hodinovych rucicek.
Protoze Zemé se pohybuje v centralnim silovém poli slunec¢ni gravitace, probiha jeji
pohyb v roviné, které se rika rovina ekliptiky. Poloha roviny ekliptiky ovSem souvisi s
pocateénimi podminkami vzniku slunecni soustavy. V roviné ekliptiky se pohybuje vétsina
planet s mensi nebo vétsi thlovou odchylkou. Draha Meésice je je sklonéna vici ekliptice
asi o 5°; kdyby obihal v roviné ekliptiky, méli bychom zatméni Slunce a Mésice kazdy
mésic. Je zajimavé, Ze drahy komet v roviné ekliptiky nelezi. 1
Vedle sméru musi se zachovavat i velikost momentu hybnosti ¢astice. Podle definice
vektorového soucinu a vzhledem k vyjadreni slozek polohového vektoru a rychlosti v po-
larnich soufadnicich (1.12) mame

— — —

o Yo 20
I = mvrxv =m 7 COS rsin @ 0| = mnr ¢z = konst .

rcosp —resing rsinp+rocosp 0
(2.97)
Zakon zachovani velikosti momentu hybnosti planety pohybujici se v gravitacnim
poli Slunce objevil Kepler na zékladé podrobného zkouméni pohybu Marsu podle mé-
feni Tychona Braha. Tehdy ovSem je$té nebyly definoviany pojmy hybnosti a momentu

4 Atom byva Gasto zndzorfiovan v tzv. planetarnim modelu, kdy napfiklad elektron v atomu vodiku
obihé kolem protonu jako planeta kolem Slunce. Kvantova fyzika vSak ukazala, Ze pohyb elektront nelze
popisovat jako pohyb castice po trajektorii. Kromé toho, podle Newtonovy mechaniky by elektron musel
konat rovinny pohyb, podobné jako planeta. To je v rozporu s tim, Ze atom vodiku je sféricky symetricka
soustava.

89



obr. 2.21

hybnosti a Kepler stanovil zdkon stalosti plosné rychlosti planety. Podle druhého Keple-
rova zakona plochy opsané privodi¢em planety za stejnou dobu jsou stejné, je -li planeta
blize Slunci, pohybuje se rychleji, je-li dale od Slunce, pohybuje se pomaleji. Ur¢ime tuto
plosnou rychlost.

Na obr. 2.21 vidime plochu opsanou priivodi¢em c¢astice za malou dobu dt; privodic se
pritom pootoci o thel dy. Plocha opsana privodi¢em bude v limité rovna poloviné obsahu
rovnobéznika vytvoreného vektory 7, dr, tedy s pouzitim (?7)

ds = - |Fxdr.

N | =

Oznacime-li plosnou rychlost jako w, dostaneme

as 1
w = = —

dt 2

L dr

TXE

|7 x U] = o T g TP = konst . (2.98)

1
2

Zakon zachovani momentu hybnosti ¢astice, a tedy i druhy Keplertv zédkon, plati v 1i-
bovolném centralnim poli (nejen gravitaénim). Polozme si nyni otdzku, kdy bude centralni
pole konzervativni. Na obr. 2.22 jsou znazornény siloc¢ary dvou centralnich poli; vétsi hus-
tota siloCar znamend vétsi velikost ptisobici sily. Na obr. 2.22a je centralni pole izotropni,
silo¢ary jsou rozlozeny rovnomérné ve vsech smérech, na obr. 2.22b je pole neizotropni.
Uvazme déale uzavienou drahu tvofenou dvéma radidlnimi tiseky a dvéma oblouky kruznice
se stfedem v pocéatku a uréeme préaci, kterou vykona centrélni silové pole pfi pfemistovani
Castice podél této uzaviené drahy. V piipadé centralniho pole bude tato prace nulova, pro-
toze podél obloukt kruznic sila praci nekoné a prace podél radidlnich tisekid se vzajemné
vyrusi - velkost sily je stejna a tseky prochazime v protichtidnych smérech. Takové pole
bude zfejmé konzervativni. V pfipadé neizotropniho pole piisobi podél radidlnich tusekt
sila nestejné velikosti a prace po uzaviené drize bude nenulova - pole konzervativni neni.

Uvedené ilustrace naznacuje, ze izotropni centralni pole, jehoZ sila bude zaviset
jen na vzdalenosti od pocatku, bude konzervativni a bude ho mozno vyjadfit pomoci
potencialni energie U(r):

au(r)

Fr) = - = (2.99)
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obr. 2.22

ZapiSeme nyni pohybové rovnice ¢astice v izotropnim centralnim poli:
ma, = m (¥—r@?) = Fu.(r)

ma, = m(2rp+r¢g) =0 (2.100)

Na prvni pohled je ziejmé, Ze feSeni takové soustavy dvou diferencialnich rovnic bude
obtizné. Mizeme vsSak vyuzit toho, Ze mame k dispozici dvé konstanty, dva integraly
pohybu: energii a velikost momentu hybnosti, které se pfi pohybu zachovavaji:

Il = mr*$ = konst
F tm U0 = tm it 2 U) = Emit 4 o UG = onst
= -mwv r) = —m7r°+-mr r) = -mr r) = konst .
2 2 2 v 2 2mir2
(2.101)
Clen
l2
2mr?

vystupujici ve vyrazu pro energii zavisi pouze na vzdélenosti r a fikd se mu odstfediva
energie. MuzZeme jej spojit s potencidlni energii U(r) v novou funkeci r, kterou nazyvame
efektivni potencidlni energie

l2

Uelr) = U + 35— -

Potom bude energie

1
E = §m7'°2 + Ues(r) = konst . (2.102)

Soustavu rovnic (??) mizeme nyni fesit separaci proménnych:

;= % = & 2B U],
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odkud

d
tr) = i/ . L + O (2.103)
Vi lE = Uey(r)]
Tvar trajektorie,tj. zavislost thlu ¢ na r uréime z

dy dodr l
= = = —— = — 2.104
dt dr dt mr2 ( )

jako

+ Cy. (2.105)

er
/\/2mE Ues(r)]

Tim je tiloha o pohybu ¢astice v centralnim izotropnim poli obecné vyfesena. Vztah
(??7) ndm udava zakon pohybu, tj. zavislost soufadnice r na ¢ase a vztah (??) rovnici
trajektorie v polarnich soufadnicich. Reseni zavisi na ¢tyfech integracnich konstantich:
dvéma z nich jsou konstanty E a [, konstanty C; , C9 musime uréit z pocatecnich pod-
minek. Abychom dostali feSeni pro konkretni silové pole, museli bychom zadat potencialni
energii U(r) a tim Ug¢(r).

7 nalezeného reseni muZeme usoudit na nékteré spole¢né vlastnosti pohybu ve vSech
centralnich izotropnich polich. Shrneme je:

1. Pohyb je rovinny.
2. Plosna rychlost pohybu je konstantni.

3. Uhel ¢ se mént v case monotonné, ¢astice musi obihat centrum stale v témz smyslu
a nemuize se vracet. Plyne to z toho, Ze mr2p = konst a derivace thlu podle ¢asu nemtize
meénit znaménko.

4. Pri 7 = 0 tzv. body obratu, kdy se Castice prestava vzdalovat a zacina se opét pri-
blizovat k centru) méni odmocnina v integralech (??) a (??) znaménko. Casovy pritb&h
pohybu i tvar trajektorie jsou tedy symetrické vzhledem k okamziktim a smériim do bodu
obratu.

5. Pohyb c¢astice je mozny pouze za podminky E > U.¢(r) a podle prubéhu funkce
Ues(r) mize byt bud infinitni (Castice se miize vzdalovat od centra do nekonecna) nebo
finitni (probihat v jamé efektivni potencilni energie).

6. Obecné dtlezita je otdzka tzv. padu na centrum, tj vyjasnéni podminek, za nichz
se Castice mlze neomezené priblizit silovému centru, tj. "spadnout” na né. Z rovnice pro
energii dostavame nerovnost

2

%m?’"2 =FE—Ug(r)=E—-U(r) -

Vynésobime toto nerovnost 72 a zapiSeme ve tvaru

2mr?2 —

l2
2 2
U(r — < 7r°F.
()+2m "
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Podminka padu na centrum vyzaduje, aby se r, a tedy i prava strane této nerovnosti,
mohlo neomezené blizit nule. To je zfejmé mozné v téchto pripadech:

1)1=0, U(r)<0. Jinymi slovy sila musi byt pfitazlivd a moment hybnosti nulovy.
To nastane, dostane-li ¢astice pocatecni rychlost bud nulovou nebo radidlni. P¥ipad je
trivialni.

2) r2U(r) < —% < 0. To nastava pii

Ur)=——-—, a=xsMm > 0, (2.106)

takze k padu Zemé ¢i planety na Slunce dojit nemutze. To ovSem plati jen neuvazujeme-li
dalsi vlivy a zkoumame-li pouze Newtonovu silu mezi Sluncem a Zemi. Pokud by centralni
sila byla silnéjsi, jeji potencidlni energie by by rostla s pfiblizovanim k centru nepiimo
ameérné vyssi mocniné vzdalenosti, ¢astice by se po stale rychleji se zavijejici spirale neo-
mezem¢é blizila k centru.

7. Mimotadné zajimavou je otazka, kdy bude trajektorie ¢astice v centralnim izotrop-
nim poli tvofena uzavrenou kfivkou a kdy ne. Predstavme si finitni pohyb v potencialové
jamé vzhledem k r, ktery probih& v mezikruzi omezeném minimalni a maximalni vzdale-
nosti od centra (obr. 2.23).

Trajektorie ¢astice, ktera splnuje vSechny vyse uvedené obecné vlastnosti, nemusi byt
obecné uzavienou kfivkou a muize riuzicové vyplnovat mezikruzi, aniz se konec a pocatek
trajektorie kdy spoji. Pfi kazdém obé&hu se pfitom bod obratu posune o Ay; v astronomii se
tomu Fika posun perihelia planety. Trajektorie se uzavie, bude-li Ay racionalnim nasobkem
27. Teoretickd analyza ukazuje 1° Ze existuji pouze dva piipady, kdy trajektorie ¢astice
je uzaviena. Je to piipad, kdy potencidlni energie klesd nepfimo iimérné prvni mocniné
vzdalenosti (Keplerova tloha) a kdy potencidlni energie roste se ¢tvercem vzdalenosti
(Gloha o prostorovém oscilatoru):

1
U(T)z—%,o»o U(r) = 5 kr* k>0. (2.107)

V obou pripadech bude trajektorie elipticka. V Keplerové tloze bude ovSem silové centrum
lezet v ohnisku elipsy, zatimco v tloze o prostorovém oscilatoru v jejim stredu.
Na obr. 2.24 je znazornéna efektivni potencialni energie pro Keplerovu tlohu
(kivka 1):
Q 12
U, f(?’) = — — 4+

r 2mr2

(2.108)

15Viz nap¥. Appell P.: ”Traité de mécanique rationelle” I, Paris 1953, rus. piekl. 1960.
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obr. 2.23

Jak snadno zjistime derivovanim efektivni potencialni energie dosahuje minima pfi

12 a’m

Tmin = ) a to Uefmin = -

— 5 (2.109)

Funkce U, ¢(r) tedy vytvaii potencidlovou jamu, v niz je mozny finitni pohyb. Kfivka 2 od-
povida odpudivé sile pro o < 0. S pritazlivou silou se setkdvame u Newtonova gravitacniho
pole, s pritazlivou i odpudivou silou nepfimo tmeérnou c¢tverci vzdalenosti se setkavame u
Coulombova elektroststického pole. Vidime, ze efektivni potencidlni energie odpudivych
sil potencidlovou jaAmu nevytvaii a neumoziuje tak finitni pohyb.

Na obr. 2.25 vidime efektivni potencialni energii prostorového oscilatoru. Ta dosahuje

minima pri
af 12 k
Tmin = ﬂ s a to Uefmin =1 % . (2110)

2.3.2 Gravitacni centralni pole

Uvazujme nyni gravitacni centralni pole velké sféricky symetrické homogenni hmoty
(nebo alespon tvofené sféricky symetrickymi vrstvami), napfiklad Zemé. Télesa, ktera se
v takovém poli budou pohybovat, necht maji mnohem mensi hmotnost nez Zemé, takze
pocatek vztazné soustavy umistime do zemského stfedu a budeme ji povazovat za inerci-
alni.

Newton odvodil velmi dulezity poznatek, ktery dnes matematicky formulujeme jako
tzv. Gaussuv zdkon. Podle tohoto zakona, sféricky symetrické gravitujici téleso poloméru

94



obr. 2.24 obr. 2.25
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R se navenek, pro r > R, silové projevuje jako hmotny bod téZe hmotnosti umistény ve
stfedu symetrie. Uvnitt télesa ve vzdalenosti » < R od stfedu se pak uplatni jen ta cast
hmotnosti télesa, ktera lezi uvniti koule poloméru r. Znamena to, ze gravitacni pole uvnitf
kulové slupky je nulové! 6

Zapiseme nyni Newtoniv gravitacni zakon (?7?) pro silu, jiz Zemé pusobi na ¢éstici
hmotnosti m ve vzdalenosti r > Rz. Polomér Zemé jak zndmo ¢ini Rz = 6 378 km a lze
jej snadno zmérit sou¢asnym pozorovanim vysky Slunce nebo hvézdy nad obzorem ze dvou
riznych mist poledniku. Slozku sily mifici do stfedu Zemé budeme oznacovat F). a protoze
mifi ve sméru zmensujici se vzdalenosti, budeme ji brat jako zapornou. Mame tedy

mMy «

Ur) = — &k = —;—I—C. (2.112)

Konstantu muzeme zvolit tak, aby potencialni energie ¢astice pii nekonecném vzdaleni od
Zemé byla nulové, coz je smysluplné; potom zfejmé C' = 0.

Méjme nyni ¢astici m pod zemskym povrchem, napiiklad v myslené sachté provrtané
stfedem Zemé. Pak na ni bude plisobit jen ¢ast hmotnosti Zemé a urc¢ime-li hustotu Zemé
jako

My

= 2.113

dostaneme pro silu na ¢astici ptisobici

4 1 mMZ [0

F.(r) = — km §7r1"3p 2= K i) r = — —R% T. (2.114)

Této sile odpovida potencidlni energie
Ulr) = — 12 4+C . (2.115)

2R3,

Vidime, Ze pohyb nad Zemi odpovidé pripadu tlohy Keplerovy, pohyb pod Zemi ptipadu
prostorového oscilatoru; sila ptisobici zde na ¢astici je kvazielastickd, podobna sile harmo-
nického oscilatoru. 17 Konstantu C' ovSem nyni nemtizeme polozit rovnu nule, musime ji
urcit tak, aby potencialni energie byla v celém rozsahu r spojitd a aby na povrchu Zemé
pii r = Rz davaly (??) a (??) touz hodnotu. Tak dostaneme

3a

C=--=
2R,

a souhrnné tedy muzeme napsat pro potencidlni energii ¢astice v zemském gravitacnim
poli
r>Ryz: U(r) = —

3R

. _ 2 3
r<Rg: U(r)—mg%r _2152‘
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obr. 2.26
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obr. 2.27

Tento pribéh potencidlni energie a sily zemské gravitace je znazornén na obr. 2.26.
Vztdhneme-li gravitacni silu a potencidlni energii k jednotce hmotnosti ¢astice, dosta-
neme intenzitu gravitacniho pole I' a gravitacni potencidl p4 nad zemi:

F My U My =
m oz’ Pg k ; Viog ( )

Zatim jsme neurdili gravitacni konstantu k, kterou je mozno najit pouze experimen-
talné. V blizkosti zemského povrchu, nebudeme-li rozlisovat gravitacni a tihové zrychleni,
mame pro piitazlivou silu

mMy
K
2
Ry

39
= mg, odkud KMz = gR%, kp = R, (2.117)

Zname-li tedy tihové zrychleni a polomér Zemé, miizeme urcit soucin gravitac¢ni konstanty
a hmotnosti Zemé nebo gravitacni konstanty a stfedni hustoty Zemé. Zatimco rozméry
Zemé byly znamy uz starym Rektim, jeji hmotnost nemohla byt uréena bez znalosti gra-
vita¢ni konstanty. Urcit gravitaéni konstantu tedy znamend zvazit Zemi.

Newton (1687), mohl pouze odhadovat stfedni hustotu Zemsé, a tedy i gravitac¢ni konstantu z hustoty
hornin zemské kiry.

Bouguer (1738), pokusil se zjistit gravita¢ni konstantu z odchylky olovnice na tpati Chimboraza zpt-
sobenou gravitaci hory.

Tento vysledek platici analogicky i pro pole elektrostatické dokézeme p¥i vykladu elektfiny a
magnetismu.
1"Prvni z téchto sil se zabyval Newton, druhou jeho soupei Hooke.
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Maskelyne a Hutton (1774), mérili rozdily ve vysce hvézd piistroji nivelovanymi na jiznim a severnim
uboéi horského hibetu ve Skotsku, stanovili stfedni hustotu Zemé v rozmezi 4 500 - 5 000 kg.m 2.

Dalsi méfeni tihového zrychleni pomoci kyvadel v riznych vyskach nad morem.

Henry Cavendish (1797), poprvé zmé&¥il gravitaéni konstantu v laboratofi pomoci upravenych Coulom-
bovych torznih vah a zvazil tak Zemi s velkou piesnosti (obr. 2.27). *® Cavendish méfil pfitazlivou silu
mezi olovénymi koulemi o hmotnostech 730 g a 158 kg. Leh¢i kulicky byly umistény na koncich lehké tycky
z jedlového dieva, ktera byla zavéSena na tenkém stiibrném dratku. Tézké koule vyvolavaly svou gravi-
tacni silou torzni moment a zkrut vldkna. Systémam pak bylo mozno tézké koule pfemistit do protilehlé
polohy a torzni vahy tak rozkmitat. Z pozorovani bodu obratu bylo mozno urcit rovnovaznou polohu vah.
Cavendish, jeden z nejlepsich experimentatort v historii fyziky, urcil tak stfedni hustotu zemékoule na
5 480 kg.m ™3 a gravitaéni konstantu na & = 6, 754.10"** ST.

Jolly (1879), méfil rozdily v tdaji dvouramenych vah umisténych nad a pod velkou hmotnou kouli.
Boys (1895), vyuzil méfeni periody torznich kmiti vybuzenych hmotnymi télesy.

Luther, Towler (1981), z amerického Narodniho tfadu pro standardy provedli zatim nejpfesnéjsi méfeni
gravita¢ni konstanty pomoci periody torznich vah s vyuzitim modernich fyzikalnich metod. Na kfemenném
vldkné praméru 10 mikrometra a délky 40 cm byla zavéSena wolframova tycka praméru 1 mm a délky 28
mm, na jejichz koncich byly umistény wolframové valecky priméru 7 mm a vysky 2,5 mm. Cely systém
hmotnosti 7 g byl torzné rozkmitan gravitaénim uc¢inkem dvou wolframovych kouli hmotnosti 10 kg. Vahy
byly umistény za tlaku 10~2 Pa, kmity detekovany pomoci 1024 fotodiod s elektronickym vyhodnocovanim.

Tato méfeni dala dnes pouzivanou hodnotu gravitaéni konstanty
k = 6,67259.107 m3s2kg .
Tomu odpovidd hmotnost a stfedni hustota Zemé
My = 5,976.10** kg ~ 6.10** kg, p = 5518 kgm>.

Srovnejte tyto tidaje s méfenimi Cavendishovymi.

2.3.3 Keplerova tloha

Keplerova tuloha je tloha o pohybu télesa (planety) v centrdlnim gravitaénim poli.
Pribéh efektivni potencialni energie pro tento pfipad je na obr. 2.28, kde jsou téz vedeny
rizné hladiny energie. Je odtud zfejmé, Ze pohyb télesa bude mozny jen pii energii £ >
Uefmin dané (??). Tato minimélni energie odpovida vzdélenosti od centra zde oznacené
jako rg. Pfi zadporné energii

Ev = Uetmin = — =5, « = kMm

bude ziistavat vzdalenost od centra neménna a pohyb bude tedy probihat po kruznici o

poloméru
l2
rgo = — .
am
80 podrobnostech viz Broz J., Roskovec V.: ”Zakladni fyzikalni konstanty”, SPN Praha 1987, str. 202
- 210.
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obr.2.28

Vzhledem k symetrii systému musi byt pohyb po kruznici rovnomérny. Jeho periodu
snadno zjistime z podminky (?7?) jako

4r? /372
KM "o
Bude-li energie télesa lezet v mezich Ucfpmin < E2 < 0, bude pohyb finitni a bude

probihat v oblasti mezikruzi vymezeného hodnotami 7,,;, , 7Tmaz- PTl hodnoté energie
FE3 = 0 stane se pohyb pravé infinitnim, téleso se mutze priblizit z nekonec¢na k centru na

(2.118)

vzdalenost 2
v = Ey—yy (2.119)
(v tomto bodé je 7 = 0). Koneéné pii energii F4 > 0 bude pohyb také infinitni.
Vsechny tyto vysledky jsme zjistili, aniz bychom znali tvar trajektorie, po niz se bude
téleso v gravita¢nim poli pohybovat. Abychom jej uréili, musime do obecného feseni (?7?)
dosadit efektivni potencialni energii (?7?):

Ldr Ldr
p = / + C = / =+ C.
2
\/2m [E+2 - 555 \/2mE+ (2p)* - (L - =)
Provedeme-li substituci
l 2
u—f—@, 2mE+<am> ,

T l l

prejde hrozivé vyhlizejici integral pro ¢ v
u
= arccos — + C.

d
_/7u + C
\Jud — u? o

100



Konstantu C' musime urc¢it z poc¢atecni polohy polarni osy, kdy ¢ = 0. Polozime ji rovnu
nule a z koneéného vysledku pak zjistime, Ze jsme tim volili smér polarni osy k periheliu,
nejbliz§imu bodu trajektorie. Upravime nyni ziskany vztah

l am

v 1 —

— = 2

Yy 2mE + (97

tak, ze zlomek zkratime vyrazem " a rozdélime jej na soucet dvou zlomki:
l2
-~ 1 1
e s T T—mm t 08¢
2 r 2

1+ ma? 1+ ma?

V této rovnici uz vidime polarni rovnici kuzelosecky (M. 82). Oznac¢ime-li jeji parametr a
excentricitu

12 2E1?
po B oo 14 2R (2.120)
am ma
mame
Po14e Cos . (2.121)
r

To je tedy obecna rovnice trajektorie pri pohybu télesa v Newtonové gravitacnim poli
nebo nabité Castice v pritazlivém Coulombové elektrostatickém poli. Bude-li sila Cou-
lombova odpudiva, zméni se znaménko o = 47360 Q q (Q,q jsou elektrické néboje,
permitivita vakua), v rovnici kuzelosecky se zméni znaménko u jedni¢ky na pravé strané
a dostaneme rovnici (M.83).

Na zakladé (??) podle tfidéni kuzelosecek provedeného odstavci M 4. (str. 32) muzeme

okamzité rozlisit trajektorie télesa podle energie takto:

l.e=0, FE = FE - pohyb po kruznici.
2 l2
202 7 am

2.0<e<1, FEpnn<FE <O0-pohyb po elipse s ohniskem v silovém centru.
Pro velkou a malou poloosu, vzdalenost perihelia a afelia mame

P « b P l
a = = s = - =
1—e2 2|F| V1-—e? 2m|E)|
T'min = 1‘]:‘6:(1(1_6)7 Tmalefe:a(l—i-e). (2122)

Vsimneéte si, ze velkd poloosa elipsy zavisi jen na energii télesa, zatimco malé poloosa jak
na energii tak na momentu hybnosti. Energie tedy urcuje celkovou velikost elipsy, moment
hybnosti jeji protahlost.

3.e=1, FE =0 - pohyb po parabole.

T'min =

VRS
o~
[\
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4.e>1, FE >0 - pohyb po blizsi vétvi hyperboly.

p
T'min = 1+e =a(e-1).

5. V pripadé€ odpudivé sily pro o < 0 opét e > 1, FE > 0 a rovnice trajektorie

g:—1—i-ecos<,0
r

predstavuje vzdalenéjsi vétev hyperboly.

Pripomeneme nyni formulaci t¥i slavnych Keplerovych zdkont, které umoznily New-
tonovi objevit zakon gravitace a vytvorit tak prvni védeckou fyzikalni teorii. Prvni dva
zakony publikoval Kepler ve spise ” Astronomia nova” v roce 1609 v Praze, tfeti ve spise
”Harmonices mundi” (”Harmonie svéta”) v roce 1619 v Linci.

1. zakon
Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach a Slunce lezi v jejich
spoleé¢ném ohnisku.

2. zékon
Plochy opsané pruvodiéem planety za stejné doby jsou stejné.

3. zédkon
Ctverce obé&znych dob planet jsou tmérné t¥etim mocninidm velkych poloos.

Pfedevsim je tfeba podotknout, Ze Kepler povazoval Slunce za nehybné a tedy vztazna
soustava spojena se stfedem Slunce vystupuje jako inercidlni. Prvni Keplertav zédkon tvrdi,
ze trajektorie planety tvofi elipsu se Sluncem v ohnisku. Kepler to zjistil peclivym pro-
méfovanim trajektorie Marsu na zakladé dlouholetych pozorovani Tycha Braha. Do té
doby panovalo piesvédcéeni, které sdilel i Kopernik a Kepler, ze planety se pohybuji po
kruhovych drahach, jsou spojeny s nebeskymi sférami. Draha Marsu se od kruhové pri-
li$ nelisi, odchylka ¢ini asi 8 thlovych minut. Tycho Brahe, jako nejpresnéjsi pozorovatel
preddalekohledové éry v astronomii, vSak dosahl presnosti vyssi nez 4’ a tato presnost
umoznila Keplerovi nakonec tvar drdhy urcit jako elipticky. Znamenalo to oprostit se od
starovékych a stifedovékych predstav o ”dokonalosti” kruhového pohybu a ucinit nelehky
krok do novovéeku.

Planeta se bude pohybovat po uzaviené elipse jen tehdy, bude-li na ni pisobit presné
jen Newtonova gravitacni sila nepfimo Gmérna ¢tverci vzdalenosti. Ve skutecnosti na ni
pusobi i dalsi planety a nebeska télesa a také Newtontv zakon nepopisuje presné slunecni
gravitaci - napf. z toho duvodu, ze Slunce je mirné zplostélé a neni dokonale sféricky
symetrické. To se projevi tak, ze eliptickd trajektorie planety se zacne pomalu stacet a
prestane tvorit uzavienou kfivku. Zadame-li malou odchylku od Newtonova zékona, napt.
zévislost 1/r%0901  dostaneme pocitacovou simulaci kiivku na obr. 2.29. Staéeni perihelia
planet je astronomim dobie znamo a jeho méfenim muzeme ovéfrovat, jak se skutecna sila
pusobici na planetu lisi od Newtonovy.
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obr. 2.29
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obr. 2.30

Druhy Keplertv zédkon stanovi rychlost, jakou se planeta po své draze pohybuje - v
blizkosti Slunce rychleji, dale od Slunce pomaleji (obr. 2.30). Jde o nerovnomérny pohyb
po elipse a chceme-li vyjadrit zavislost napt. vzdalenosti planety na ¢ase, museli bychom
fesit integral (?77?). Obycejné se zékon pohybu planety vyjadiuje parametricky néasledujicim

zpusobem
| ma3
r—a=—aecos, t= %(f—esinﬁ). (2.123)
a

K danému ¢asovému okamziku ¢ najdeme hodnotu parametru £ a k nému pak hodnotu r
a . Pomoci pocitaci je to dnes snadné.

Tteti Keplertiv zakon stanovi imérnost mezi ¢tverci obéznych dob a tfetimi mocninami
velkych poloos planet. Odtud, a ze znalosti zdkona pro dostfedivou silu, ktery objevil
Huygens 1673, je mozno odvodit Newtondv gravitacni zdkon. Pro pripad kruhové drahy
planety je to snadné:

2

F =ma=mruw? = 47TTZLT = k(ngt . (2.124)
Newton vsak provedl odvozeni i pro eliptické drahy a dokézal tak, Zze z Keplerova za-
kona vyplyvéa, Ze gravitacni sila klesa se ctvercem vzdalenosti. Predpoklddal ekvivalenci
obou tvrzeni, tedy ze i zpétné z platnosti gravitacniho zakona plyne, zZe se planeta musi
pohybovat po elipse. My jsme to dokazali integrovanim tvaru trajektorie s Newtonovou po-
tencidlni energii pfi feseni Keplerovy tlohy. V Newtonovych Principiich vSak tento dikaz
jesté chybi.

Zbyva urcit konstantu amérnosti mezi T2 a r3 a zjistit, zda je pro vSechny planety
stejna (jak predpokladal Kepler), ¢i pro kazdou planetu jina. Ze zakona plosné rychlosti
mame celkovou plochu elipsy

3

l
S=wT = —T =mab. (2.125)
2my,

Dosadime-li za a a b

—_— , b = =
2| E] omlE] — yma'

2mm,ab m 1
T = 220 9 \/7 32 — 9 3/2 2.126
l W ® T\eMs ( )
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takze

4 72 3
a’ .

Kk M S

Za predpokladu, ze Slunce je nehybné, je tedy konstanta imérnosti ve tfetim Keplerove

zakoné stejnd pro vSechny planety a zavisi jen na hmotnosti Slunce.

T2 = (2.127)

Pro informaci uvedeme tdaje o parametrech planet, z nichz mizete platnost 3. Keple-
rova zakona snadno ovérit:

a[10°km] | T [r] | e my kg
Merkur 58 | 0,241 | 0,205 | 3,3.10%3
Venuse 108 | 0,615 | 0,006 | 4,9.10%
Zemé 150 1 {0,016 |6,0.10**
Mars 228 | 1,881 | 0,093 | 6,4.10%
Jupiter 778 | 11,86 | 0,048 | 1,9.10%7
Saturn 1427 | 29,46 | 0,056 | 5,7.10%6
Uran 2 870 | 84,01 | 0,047 | 8,7.10%
Neptun 4497 | 167,8 | 0,009 | 1,0.10%6
Pluto 5900 | 248,4 | 0,248 | 6,6.10%3

2.3.4 Kosmické rychlosti

Méjme téleso hmotnosti m ve vzdalenosti Ry > Rz od stfedu Zemé a udélme mu vodo-
rovnou rychlost vg. Budeme se zajimat o to, po jaké trajektorii se téleso bude pohybovat.
Vime, Ze rovnici trajektorie bude rovnice kuzelosecky, poc¢atecni bod bude bodem obratu
(7 = 0) a z pocatecnich podminek stanovime energii a moment hybnosti télesa:

1
E:§mv§, I = muwy Ry . (2.128)

Urcime zavislost excentricity trajektorie na pocatecni rychlosti:

e =1+ = V148208 —2803 = 1-Bu3, kde B= —0. (2.129)
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obr. 2.31

Zavislost excentricity na ¢tverci rychlosti je na obr 2.31.
Odtud snadno dostaneme néasledujici klasifikaci:

1. Je-livg =0, bude l =0, p =10, cosep = —1 a téleso spadne na povrch Zemé volnym
padem (trajektorie 1 na obr. 2.32).

o [kM 5 / RQZ
Vok mR, Ro g Ro ( )

bude e = 0 a téleso se bude pohybovat po kruhové draze. Rychlost vgr pak nazyvame
kruhovou rychlosti (trajektorie 5 na obr. 2.32). 19 Je-li Ry = Ry, tj. vystielujeme-li
téleso nizko nad Zemi, nazyva se kruhovéa rychlost prvni kosmickou rychlosti:

2. Je-li

vor = VgRz = 7,91 km.s™! . (2.131)

Prvni kosmické rychlosti, tedy kruhové draze nizko nad Zemi odpovida obéznd doba
T =5 065 s = 84,4 min.

3. Je-li

0<wp < /—
. &
0 mRO’

bude 0 < e < 1 a téleso se bude pohybovat po eliptickych trajektoriich (2, 3, 4 na obr.
2.32). Pfitom 1 — Bv3 > 0, odkud
p
Tmar = 77— = RO )
1—e
19Podminku pro kruhovou rychlost dostaneme oviem snadno, pfirovname-li Newtonovu gravitaéni silu
sile dostredivé

mMz mv%

/iRg Ry

Odtud pfimo plyne (1.22).
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takZe vychozi bod lezi v apogeu, stied Zemé je ve vzdalenéjSim ohnisku elipsy.

4. Pri takzvané kritické rychlosti téleso jiz nedopadne na zemsky povrch, elipsa prave
Zemi obepne (trajektorie 3 na obr. 2.32). Podminkou k tomu je, aby se vzdalenost perigea
pravé rovnala poloméru Zemé:

b
Tmin = = Rz.
min 1+e Z
Vylouéime-li nyni ze vztahdl rpq: = Ro, 7Tmin = K. excentricitu e, dostaneme
2RoRz m2v} R} v3

a kriticka rychlost bude

[ 2R
Vkr = 01 ROTZRZ. (2.132)

Vidime, ze pti Ry = Rz, tj. vystfelujeme-li téleso nizko nad zemi, je kritické rychlost pravé
rovna prvni kosmické rychlosti.

5. Je-li

vop = (2.133)

20 26Mz |, R?
mRo N Ro N g R() ’
bude e = 1 a téleso se bude pohybovat po parabolické draze. Rychlost vg, pak nazyvame
parabolickou, tinikovou rychlosti (trajektorie 7 na obr. 2.32). 20

Je-li Ry = Rz, tj. vystfelujeme-li téleso nizko nad Zemi, nazyva se parabolické rychlost
druhou kosmickou rychlosti:

v = V29Rz; = V2vp1 = 11,2 km.s™!. (2.134)

6. Je-li
[ < ]2
mRo 0 mRo ’

bude 0 < e < 1 a téleso se bude opét pohybovat po eliptické trajektorii (6 na obr. 2.32).
Na rozdil od ptipadu 3 bude vSak tentokrat 1 — ﬁv% < 0, odkud

b
Tmin = lte = Ry,

takze vychozi bod lezi v perigeu.

20Podminku pro parabolickou rychlost dostaneme oviem snadno, polozime-li energii télesa rovnu nule

1mv2*f$m]wz
2 0T Ry

Odtud pfimo plyne (?7).
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obr. 2.32

7. Je-li
2c

mRy’

vy >
bude e > 1 a téleso se bude pohybovat po hyperbolické trajektorii (8 na obr. 2.32).

Na obr. (2.33) vidime poé¢itacovou simulaci trajektorii télesa vrzeného vodorovné ve
vysce 3 000 km nad zemskym povrchem rychlostmi 5,5; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0; 8,5 km.s ™.

Chceme-li vystielit téleso takovou rychlosti, aby opustilo slune¢ni soustavu, méli bychom
mu udélit parabolickou rychlost odpovidajici slune¢ni gravitaci:

= 42 1km.s~ !,

kde Mg = 1,97.10%° kg je hmotnost Slunce a Rg = 1,5.10% km je stiedni vzdélenost Zemé
od Slunce. To je prilis velka rychlost. Mizeme vSak vyuzit toho, ze se Zemé na své draze
pohybuje znac¢nou rychlosti v; = 29,7 km.s™! a vystielit téleso ve sméru pohybu Zemé
jen rychlosti
UopS1 = Vops — vz = 12,2 km.s7!.

Pritom jsme ale nebrali v ivahu gravitaci zemskou; télesu totiz musime dodat dostatek ki-
netické energie k opusténi Zemé. Tak dostavame konec¢nou rychlost potfebnou k vystieleni
télesa za hranice sluneéni soustavy

vos = y/vd, + Vi1 = 16,6 kms™" . (2.135)
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obr. 2.33

Této rychlosti se fik4 tfeti kosmicka rychlost.

2.3.5 Izotropni prostorovy oscilator

Druhy ptipad, kdy se pii pohybu v centralnim izotropnim poli setkdvame s uzavienou
trajektorii, je uloha o izotropnim prostorovém oscilatoru. V tom pfipadé je vhodnéjsi
pouzit kartézské souradnice s poc¢atkem v silovémn centru a s osami x a y (rovinny pohyb!).
Pro energii ¢éstice pak dostaneme podle (?77?)

1 1 1 1 1 1
E = 5 m v? + 5 kr? = §mi2 + §my2 + §km2 + §l<:y2 . (2.136)

To je ovSem soucet energii dvou linearnich harmonickych oscilatort ve smérech kartézskych
. ; ; _ |k . . o - ses
os o stejnych vlastnich frekvencich wy = 4/--. Takovou superpozici pohybti jsme se jiz

zabyvali v kapitole 1 (str. 47) a vime, ze vyslednou trajektorii bude elipsa se stfedem v
pocatku.

Uloha (pad meteoru)

Polozme si nejprve otazku, jakou rychlosti musime vrhnout nebo vystfelit téleso na
povrchu Zemé svisle vzhiiru, aby se uz nevratilo na zem. Musime mu zfejmé dodat takovou
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kinetickou energii, abychom vykompenzovali jeho zdpornou energii potencialni:

12— mMz
0 RZ Y

2
2/€MZ
= . 2.137
w =T (2.137)

Musime mu tedy dodat druhou kosmickou rychlost. Mzeme ocekavat, ze takovou rych-
losti dopadne na zem i nebeské téleso, které zacne padat z velké vysky s nulovou pocatecéni
rychlosti. Odpor nepatrné vrstvy atmosféry v posledni fazi letu pritom mizeme zanedbat.

odkud

Bude-li téleso (meteor) padat z koneéné vysky h, opét s nulovou poéatecni rychlosti,
dostaneme pro néj ze zdkona zachovani energie

R2 R?
- 22 7Z — _ z
5" —mg—= MY (2.138)
odkud
. 2gR%(Rz +h —)
= — 2.139
" \/ r(Rz + h) (2.139)

To je rychlost volného padu s velké vysky h ve vzdalenosti r od stiedu Zemé. Rychlost
dopadu na zem odtud dostaneme, polozime-li r = Ry:

2gRzh
— . 2.140
"N Ry+h (2.140)

Snadno se presvéd¢ime, ze v limité malé vysky dostaneme znamou rychlost dopadu +/2gh
a v limité nekonecné velké vysky druhou kosmickou rychlost v/2gRz. Separaci proménnych

a integraci (?7?) bychom mohli ur¢it i éasovy zédkon padu s velké vysky a celkovou dobu
wovr 21

Uloha (hmotnost Slunce a Mésice)

Zname-li gravita¢ni konstantu, potom k urcéeni hmotnosti Slunce stac¢i udat vzdalenost
nékteré planety od Slunce 7 a jeji obéznou dobu 7T'. Podle 3.Keplerova zdkona pak mame
(dosadime tfeba udaje pro vzdélenost a obéznou dobu Zemé)

4723

Ms = kT2

= 1,97.10°° kg ~ 2.10%° kg . (2.141)

vvvvvv

obéznou dobu néjaké umélé druzice Mésice. Jinak mtzeme povazovat Zemi a Mésic za
soustavu dvou té€les, kterd na sebe piisobi silami akce a reakce a obé€ se vzajemné pohybuji
kolem spole¢ného hmotného stfedu ve vzdalenostech r3; , rz, kde ryy +rz =1 =

21Viz napi. Trkal V.: ”Mechanika, hmotnych bodi a tuhého télesa”, NCSAV Praha 1956, str. 32.
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3,6.10% m je vzdalenost Mésice od Zemé. Obézna doba obou téles kolem hmotného st¥edu
je jeden mésic, tj. T = 2,36.10° s. Zapiseme rovnice pro dostiedivé sily piisobici na Mésic

a Zemi: ) )
4 My My, 4 My My
MMTMW = K/T 5 MZTZW = K/T .

Zkratime prvni rovnici My, druhou My a secteme je:

Odtud jiz plyne

My = — My = 7,34.10* kg . (2.142)

KT?
Tato metoda je ovSem tim méné presnd, ¢im je obihajici téleso leh¢i nez téleso kolem
kterého obihd (na pravé strané (??) je rozdil dvou velmi blizkych ¢isel).

Uloha (geostacionarni draha)

Urcete vysku v jaké musi obihat geostacionarni druzice a jeji rychlost. Geostacionarni
druzice obihd po kruhové trajektorii v ekvatoridlni (rovnikové) roviné stejnou thlovou
rychlosti s jakou rotuje Zemé. Druzice tedy stéle jakoby ”visi” nad stejnym bodem nad
rovnikem a muze byt vyuzita k telekomunika¢nim tceltim. Musi platit

2
7= 2 oy [0~ den.
Vok QRZ

R2T2 1/3
Ry = (9 z ) ., h = Ry— Ry = 35800 km. (2.143)

Odtud

472

Kruhové rychlost na geostacionarni draze je vor = 3,076 km.s™ L.

Uloha (3achta stiedem Zemg)

Piedstavte si Sachtu provrtanou napiic zemékouli a prochézejici sttedem Zemé a uva-
Zujte, jak se bude pohybovat téleso, které do takové Sachty spadne (obr.2.34). Na téleso
bude pusobit kvazielasticka sila (?7?)

M
F. = m/iR%Zr——ngZr:—kr

To je kvazielasticka sila, kterd vyvolava harmonické kmity s periodou

T:27T“&.
g

Na druhou stranu zemékoule se tedy téleso propadne za pul periody 7 = 7\/Rz/g = 2 500
s, tedy asi 42 minut. Je to zfejmé nejrychlejsi zpusob dopravy do Australie.
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Urc¢ime jesté rychlost télesa pii priletu stfedem Zemé. Na pocatku bude mit vzhledem
ke stfedu Zemé energii
1 1
E = Z kR%, = = mgRy .
5 Z 5 Mgtz
Pri pruletu stfedem Zemé se tato potencidlni energie zméni na kinetickou, takze téleso
dostane prvni kosmickou rychlost vo; = gRz = 7,9 km.s L.

Uloha (pad na Slunce)

Jedna z moznosti, jak se zbavovat nepohodlného odpadu, véetné radioaktivniho, je
odhazovat jej na Slunce. Pomineme ekonomické a etické aspekty a urc¢ime, jakou nejmensi
rychlost musime odpadkiim dodat, aby spadly na Slunce. Jde ziejmé o to zbavit je mo-
mentu hybnosti viéi Slunci, tj. zastavit je na zemské draze a zaroven jim dodat energii
potfebnou k opusténi Zemé. Je-li vgo druhé kosmicka rychlost a vz rychlost Zemé na jeji
draze kolem Slunce, je potfebné rychlost

Vo4 = \/1182—1—0% = 31,8 km.s™!.

Tato rychlost se nékdy nazyva ¢tvrtou kosmickou rychlosti. Je znacné a takovy zptisob
likvidace odpadkt by byl zfejmé nakladny.

Uvazme jesté, co by se stalo, kdyby se Zemé nahle zastavila na své draze a zacala padat
na Slunce. Uréime jak dlouho by takovy pad trval.Zdalo by se, Ze je to obtizna tloha,
protoze jde o pad z velké vysky v centralnim gravitacnim poli. Mizeme vsak takovy pad
povazovat za obéh Zemé kolem Slunce po velmi protahlé, zdegenerované elipse o velké
poloose rovné poloviné poloméru zemské drahy r (obr.2.35). Potom podle 3. Keplerova
zékona mame

T 3
TZ:@ kde TZ:1r0k.
Pad by zfejmé trval pil periody, tj.
T 1
T =— = —=T7 = 65 dni.

2 42
Zbyvaly by nam tedy asi dva mésice na usporadani nasich poslednich zalezitosti, pfi ¢emz
by ndm bylo stéle tepleji.

2.4 Pohyb v neinercialni vztazné soustave

2.4.1 Setrvacné sily

1. Translaéni pohyb soustavy

Predpoklddejme nyni, Ze vztazna soustava, v niz pohyb ¢astice studujeme, je neiner-
cidlni. Nékdy je vhodné, a dokonce nezbytné s takovou soustavou pracovat. Spojujeme-li
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obr. 2.34 obr. 2.35

nasi kartézskou soustavu soutfadnic se zemskym povrchem, povazujeme ji v prvnim ptibli-
zeni za inercialni. Vime vsak, ze Zemé rotuje a obiha kolem Slunce. Je-li vztazna soustava
spojend se Sluncem a stalicemi inercidlni, potom soustava spojend se Zemi inercialni ne-
bude. To ovSem nevadi, pokud jsme si toho védomi a jsme pfipraveni na mozné efekty,
které neinercidlnost vztazné soustavy muze zpusobit. Obecné lze Tici, Ze mizeme pouzivat
i neinercialni vztaznou soustavu, ale musime do ni uméle zavést dalsi sily, sily setrvacné,
aby vysledek nasich vypoc¢tt souhlasil s pozorovanymi jevy. V tomto odstavci odvodime
tvar téchto setrvacnych sil. Odkud se tyto sily berou je otazka, jiz se zabyva obecnéa teorie
relativity.

Uvazujme nejprve translacni pohyb vztazné soustavy. Na obr. 2.36 je zndzornéna iner-
cialni kartézska soustava S a neinercialni soustava S’, jejiz poc¢atek méa v soustavé S polo-
hovy vektor ﬁ(t) Ten je obecnou funkci ¢asu, takze soustava S’ se pohybuje viici inercialni
soustavé S se zrychlenim. Odpovidajici kartézské osy obou soustav vSak zustévaji stale
souhlasné rovnovézné, takze soustava S’ se vii¢i soustavé S neotaci. Pro polohovy vektor
néjaké Castice, jeji rychlost a zrychleni v necarkované a carkované vztazné soustavé pak
mame:

F=R=7F, 0=V+¢7, a=A4+ad,

kde

At Todt
Vektor A je tedy transla¢ni zrychleni soustavy S’. Pohybova rovnice ¢astice pak bude znit

—

ma = ma— mA. (2.144)

V neinercialni soustavé se tedy na pravé strané pohybové rovnice objevil dalsi ¢len mA,
ktery vyjadruje setrvacnou silu. Oznacime-li vyslednici pravych sil jako F' a setrvacnou
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obr. 2.36 obr. 2.37

silu transla¢niho pohybu jako §S, mame

—

=ma, F,=-mA. (2.145)

S

mc‘i’zﬁ—l—ﬁs,

Existenci setrvacné sily zname dobre z praxe dopravnich prostiedkd. Brzdi-li vagon
metra, stdva se neinercidlni vztaznou soustavou a na pasazéry v ném zacne pulsobit se-
trvacnd sila, ktera vrha osoby ve sméru jizdy (tedy opaénym smérem nez mifi zrychleni
soustavy). Paradoxni charakter setrva¢nych sil je zfejmy z toho, Ze narazi-li vagon metra
nahle na betonovou sténu a po kratkou dobu v ném bude ptisobit katastrofalné obrovska
setrvacna sila, jevi se situace v neinercialni soustavé tak, ze vagon zustava stale v klidu
a betonova sténa je proti nému vrzena obrovskou rychlosti. S hlediska soustavy spojené
s vagonem si nemuzeme vznik této sily nijak vysvétlit. E. Mach se pokusil pfipsat vznik
setrvaénych sil celkovému rozlozeni hmot ve vesmiru (tzv. Machiv princip). V denni praxi
vSak tuto silu spiSe pripisujeme neobratnosti strojviidce nez uc¢inku vzdalenych galaxii.
Setrvacné sily nazyvame také silami zdanlivymi, ale jejich realné ucinky mohou byt leckdy
nedozirné.

Souvislost setrva¢nych a gravitacnich sil, kterd vedla k formulaci principu ekvivalence
a vzniku obecné teorie relativity, ilustruje zndmy mysleny pokus s Einsteinovou zdvizi
(obr. 2.37). V tomto provedeni je pokus skutecné lépe provadét pouze jako mysleny.
Utrhne-li se vytah s pasazérem, Eﬁsobi na pasazéra v inercialni soustavé spojené s po-

vrchem Zemé pouze prava sila F' = mg = (0, 0, — mg), kterd vyvolavd volny pad.
V neinercidlni soustavé spojené s vytahem padajicim se zrychlenim ¢ pisobi na pasazéra
kromé pravé sily jesté setrvacna sila F, = —mg = (0, 0, mg), takZe v neinercialni soustavé
mame

ma =mg-—-mg=20. (2.146)

Vici kabiné vytahu je tedy pasazér v beztizném stavu. Podotykame, Ze nelze fici, Ze na
pasaZéra nepusobi zadné sily (nejde o bezsilovou ¢astici), ale vyslednice sily tihové a sily
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obr. 2.38

setrvacné je nulova. Proto je tak diilezita otazka, kterou jsme se jiz zabyvali, zda gravita¢ni
a setrvacna hmotnost jsou ekvivalentni. Pokud by se ukazalo, ze dlouhodoby pobyt ¢lovéka
v kosmu ve stavu beztize, je zdravi skodlivy, bylo by tfeba vytvaret umélou tizi ptisobenim
setrvac¢nych sil (naptiklad rotaci kosmické stanice).

Rotaéni pohyb soustavy

Predpokladejme nyni, Ze inercidlni a neinercialni vztazné soustavy maji spoleény po-
Catek, a ze soustava S’ rotuje v soustavé S tthlovou rychlosti w. Pro jednoduchost budeme
uvazovat rotaci kolem osy z, takze osy z, 2’ splyvaji a zistavaji nehybné (obr. 2.38).

Méjme nyni ¢astici o polohovém vektoru 7 = 7 nehybnou v rotujici neinercialni sou-
stavé. V soustavé S se ovsem bude polohovy vektor této ¢astice v ¢ase ménit spolu s rotaci
soustavy S’. Pootoci-li se osy x a y o maly tihel dp, zméni se polohovy vektor 7 o

5F = 0@ x 7. (2.147)

Plyne to snadno z obr. 2.38. Jako §F jsme oznagcili vektor v pravoto¢ivém sméru osy rotace
o velikosti malého thlu pootoceni dp. Je-1i € tthel mezi polohovym vektorem 7 a osou z,
bude ziejmé velikost vektoru 47 rovna

or = r sinf Jp .

To je ovSsem velikost vektorového soucinu vektort 67 a 7. Také smér vektorového soucinu
téchto vektorti odpovida sméru vektoru 7, ¢imz jsme zdtavodnili (?7?). Lze snadno ukazat,
ze zména libovolného vektoru @ v disledku rotace bude da = §F x d.

Prejdeme nyni k diferencialtim. Mame

a7 dg
A7 = d@ x 7, U:di; :d—fo:QxF
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Uvazme nyni obecnéjsi situaci, kdy se castice v rotujici soustavé pohybuje, kdy tfeba
bézime po roztoceném kolotoc¢i nebo se pohybujeme na povrchu rotujici Zemé. Potom se
rychlost ¢astice v inercialni soustavé bude skladat z rychlosti ¢astice v neinercidlni soustavé
a rychlosti vzniklé rotaci této soustavy:

dr d'v

— = — + JXT. 2.148

dt dt ( )
Symbolem g—; jsme oznacili derivovani podle casu v rotujici soustave. Pro rychlosti castice
v nehybné soustavé a v rotujici soustavé tedy mame

T=0 4+ dxr. (2.149)

Nyni vyuzijeme toho, Ze vztah (??) musi platit pro jakykoliv vektor a pouzijeme jej
pro vektor ¢'. Timto trikem dostaneme zrychleni ¢astice v rotujici vztazné soustavé @’ a s
nim v8echny setrvacné sily, které v této soustavé pusobi.

*’_ﬁ,_g—&xﬂ—i(ﬁ—ﬁxF)—ﬁxﬂ—
_ d—wxf—wxd—F—cﬁxﬁ’:
dt t d
=ad - EXT —dx (V +3x7) - Ix¥ =
@ — EXT —wx (dx7) — 2% . (2.150)

Pohybova rovnice v rotujici soustavé tedy zni
ma = mdad — madg — mdqg — m dc . (2.151)

Vedle pravych sil zde tedy ptsobi tFi dalsi setrvacné sily, které mazyvame sila Eulerova,
sila odstiediva a sila Coriolisova. Jsou to

sila Eulerova: B = —mdp = —-mMEXT
sila odsttediva: o= —mdg = —-mdXx (IXT)
sila Coriolisova: Fo = —madc = —2maxd.
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obr. 2.39

Zde & je ihlové zrychleni soustavy, d@; je dostiedivé zrychleni. 22

2.4.2 Pohyb na povrchu Zemé

Budeme nyni ilustrovat ucinky setrvacnych sil pfi pohybu ¢éstice (télesa) na povrchu
Zemé . Pocatek soustavy soufednic umistime ve stfedu Zemé a osy pevné spojime s rotujici
Zemi. Pohybova rovnice ¢astice na povrchu Zemé pak je

md = md, —mA —m&x 7 —md x (& X F) —2m3 x T . (2.152)

Prvni ¢len na pravé strané (??) predstavuje jedinou uvazovanou pravou silu pisobici

na ¢astici, gravitacni piisobeni Zemé. Mohli bychom do ni zahrnout i gravitaéni ptisobeni
Slunce, Mésice a planet, gravitac¢ni zrychleni d; nadto zavisi na piesném tvaru Zemé a
lokalnim rozlozeni hmot. Predpokladejme vsak, Ze se zajimadme o pohyb c¢astice v malé
oblasti prostoru na zemském povrchu, napfiklad vrh na malou vzdalenost, a ze toto silové

227de bohuzel dochézi k uréité terminologické nediislednosti. Odst¥ediva sila odpovidajici zrychleni —ay
zde vystupuje jako setrvacna sila vznikajici v rotujici vztazné soustavé a pusobici v ni na vSechna télesa.
V inercialni soustavé existuje sila dostfediva, kterd vyvolava kruhovy pohyb a k ni jako sila reakce sila
odstfediva. To jsou ovsem pravé sily, z nichz kazdéa pisobi na jiné téleso. Roztacime-li nad hlavou kamen
uvazany na provazku, pusobi dostfediva sila na kdmen a odstfedivou silou pusobi kdmen prostfednictvim
provazku na nasi ruku. Rotuje-li vSak pradlo v odstfedivce a je nehybné vici neinercialni soustaveé spojené
s bubnem odstfedivky, pusobi na kapky vody v pradle setrva¢na odstifediva sila. Situace je o to kompli-
kovanéjsi, ze matematicky vyraz pro odstfedivou silu jako pravou silu reakce na silu dostfedivou a pro
setrvac¢nou odstiedivou silu jsou stejné. Je dobré si tyto pojmy ujasnit.
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pole zde budme povazovat za homogenni.

Druhy c¢len vyjadiuje setrvacnou silu zptisobenou nerovnomeérnosti translacniho po-
hybu Zemé na jeji dréze. Rychlost pohybu Zemé je vz = (29,7 £ 0,5) km.s~! a odchylka
sméru ¢ini v praméru 1° za den. Nerovnomérnost je dana druhym Keplerovym zékonem,
ale v kratkych casovych intervalech se pochopitelné neprojevuje. Tuto silu miizeme proto
zanedbat.

Tteti ¢len vyjadiuje silu Eulerovu, ktera by se projevila pfi zpomalovani nebo zrych-
lovani zemské rotace. Tyto zmény jsou vsak zcela zanedbatelné a i Eulerovu silu mtzeme
v tomto piipadé zanedbat. 23

Ctvrty ¢len je sila odstfediva. Miii kolmo od zemské osy, lezi v roviné mistniho poled-
niku (obr. 2.39) a ma velikost

F, = mR, w? cos ¢,

kde ¢’ je geocentrickd Sitka. Tato sila se séita vektorové se silou gravita¢ni na silu tthovou
(viz obrazek) a v misté o dané geocentrické Sifce miizeme povazovat vysledné tihové pole
opét za homogenni, tedy tihu za konstantni. Experimentalné neméme moznost rozlisit
gravitacni a odstfedivou silu a méfit mizeme jen silu tihovou. Olovnice nam tak ukazuje
nikoli smér do stfedu Zemé, ale smér mirné odchyleny. Astronomickymi pfistroji nivelova-
nymi podle vodovahy a olovnice tedy neuréujeme geocentrickou siiku ¢’, ale geografickou
(zemépisnou) siiku . 24

Povazujeme-li Zemi za kouli, vezmeme-li v tivahu, Ze jeji rotace je pomala ve srovnani
s kratkodobymi pohyby na jejim povrchu (w = 7,3.1075 s71) a zanedbame-li rozdil mezi
geocentrickou a geografickou $irkou, mizeme pomoci kosinové véty z trojuhelnika na obr.
2.39 odvodit vztah mezi tihovym a gravitacnim zrychlenim:

g = \/ a2 + a — 2a4a,co8 ' = \/ag + RZw* cos? ¢/ — 2a4Rzw? cos? ¢/ =

1/2
2R 2 2,/
—a, |1 - T2 ~ a, — Ryw’cos® o . (2.153)
g
Rozdil mezi tithovym zrychlenim na pélu a na rovniku by podle tohoto vypocétu mél byt
Rzw? = 0,034 m.s~2. Ve skute¢nosti &ini 0,0516 m.s~2 vzhledem k tomu, Ze Zemé je
i1 25

geoid.

23Zmény délky dne jevi roéni odchylky asi 22 ms v disledku klimatického cyklu, ptilroéni odchylky kolem
10 ms souvisejici s excentricitou zemské drahy a konec¢né se den prodluzuje asi o 1 s za 60 000 let slapovym
pusobenim.

2474vislost tihového zrychleni na zemépisné Sifce poprvé zjistil francouzsky astronom J. Richer, ktery
byl v roce 1671 vyslan do Cayenne provadét astronomickd méfeni. Po prijezdu do Cayenne na rovniku
zjistil, ze se mu kyvadlové hodiny nastavené v Pafizi opozduji o 2 minuty za den. Sefidil je podle mistniho
Casu a po navratu do Pafize se mu hodiny zacaly opét o dvé minuty denné predchazet. Huygens spravné
vysvétlil tento efekt jako dusledek odstiedivé sily vyvolané rotaci Zemsé.

2%Na pélu bylo naméfeno g, = 9,8321 m.s~ 2, na rovniku g, = 9, 7805 m.s~2. Normalni tihové zrychleni
gn = 9,80665 m.s~2 odpovida pFiblizné zemépisné sitce 45°.
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Podobné bychom mohli podle obr. 2.39 pomoci sinové véty urcit rozdil mezi smérem
do stfedu Zemeé a smérem tihy:
Qo _ 9
sin(p — ¢') sin ¢/’

odkud a
-y ~sin(p—¢) = ;OSH“P' =
Ryw? !sin o Rzw?sin 2/
Zw”cosysing Z“’;m P ~0,00173 sin2¢p . (2.154)
g g

Maximalni odchylka sméru tedy nastava na 45° &iiky, a to 0,00173 = 6’. Ve skutecnosti
Zemé nemé kulovy tvar a v prvnim priblizeni muzeme brat, Ze se v dtsledku rotace jesté
tvarné Zemé vytvoril tvar rota¢niho elipsoidu a smér tihy je kolmy k jejimu povrchu (kdyby
nebyl, dochazelo by k te¢nym pohybtim na povrchu Zemé). Urc¢ime-li smér normaly k elip-
tickému polednikovému fezu, zjistime ze maximalni odchylka olovnice od sméru do stiedu
Zemé je opét na 45° a ¢ini asi 11°.

Posledni sila vystupujici v rovnici (??) je sila Coriolisova. Budeme-li nadéle oznacovat
rychlost Castice vzhledem k rotujici Zemi bez ¢arky jako ¢, miZeme napsat pohybovou
rovnici ve tvaru

dv
dt
Urcéime napied smér pusobeni Coriolisovy sily (viz obr. 2.40 a), b), c¢), d)) na téleso
pohybujici se na severni polokouli; na jizni polokouli bude smér Coriolisovy sily opacny.
Pohybuje-li se téleso vodorovné ve sméru poledniku ze severu na jih, bude Coriolisova
sila o velikosti

= F4 2W0xa. (2.155)

Fo = 2mow sing (2.156)

plisobit smérem na zapad (obr. 2.40 a). Pfi pohybu z jihu na sever pusobi Coriolisova
sila smérem na vychod (obr. 2.40b). Pro pomalu se pohybujici télesa je tato sila pfirozené
mald, ale mohou se projevit jeji dlouhodobé téinky (podemilani bieht fek tekoucich se-
verojiznim smérem, opotfebovavani jedné z kolejnic jednosmérnych trati.) V meteorologii
je s Coriolisovou silou tfeba pocitat, protoze ovliviiuje smér pohybu pasatnich vétra a
moiskych proudi, smysl otaceni cyklont apod.

Pohybuje-li se téleso po rovnobézce, bude Coriolisova sila mifit kolmo k zemské ose,
pfi pohybu na vychod bude odstfedivou silu zvétsovat (obr. 2.40 c), pii pohybu na zépad
zmensSovat (obr. 2.40d) o 2mwvw a nebude zaviset na zemépisné Sifce. Tihové zrychleni
télesa pii pohybu v rovnobézkovém smeéru bude mit velikost

/

g = a,— (Rzw?cos p + 20w) cos ¢ . (2.157)

V nasledujicich tlohach prostudujeme vliv Coriolisovy sily na nékteré pohyby na zem-
ském povrchu. Soustavu soufadnic pfitom zvolime jako na obr. 2.41, tj. pocatek ve vybra-
ném misté zemského povrchu o zemépisné Sifce ¢, osu z svisle vzhliru, osu x na vychod a
0su ¥ na sever.
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obr. 2.40

obr. 2.41
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Potom budou vektory

—

g=1(0,0 —g), & = (0, cosep, sing)
a pohybovou rovnici (??) mizeme rozepsat do slozek jako

I =2ywsinp —2Zwcosp , = —2Twsing, Z=—g+2Twcosy . (2.158)
Po prvni integraci dostaneme

T =2ywsinp—2zwcos p+C1, §y= —2zwsinp+Cy, Z=—gt+2zwcosp+Cs. (2.159)

Uloha (volny pad na rotujici Zemi)

Pocéatecni podminky pro volny pad jsout =0, =y =0, 2 =h, =9y = 2 = 0.
Odtud urcime integrac¢ni konstanty C; = 2hwcosy , Cy = C3 = 0, funkce &, vy, 2
dosadime do rovnic pro &, i, # a zanedbame &leny druhého ¥adu obsahujici w?. V tomto
pribliZzeni dostavame v souhlase s poc¢atec¢nimi podminkami

L 5

1
T =-wgtd cosp, y =20, z = h— =gt

2.160
3 5 (2.160)

Odtud je ziejmé, ze padajici téleso bude (na severni polokouli) vlivem Coriolisovy sily
uchylovano smérem na vychod. 26. Vylouéime-li z pohybovych rovnic pro = a z ¢as, do-
staneme rovnici trajektorie volného padu

1 2/3
z=h—=g (3> 2?3 (2.161)
2 wg cos ¢

To je semikubické (Neilova) parabola (obr. 2.42).
Pro z = 0 dostaneme odchylku dopadu télesa od paty kolmice

) 3/2
zq = (h) LICEP. (2.162)

g 3

Uloha (svisly vrh vzhiiru na rotujici Zemi

Pocatecni podminky pro svisly vrh vzhiru jsout =0, s =y=2=0, t =y =0, 2 =
vo > 0. Integracni konstanty dostaneme Cy; = Cs = 0, C3 = vg. Stejnym postupem jako
pri feseni volného padu dostaneme

1 1
x:(gwgt?’—wvotz)cosgo, y =10, z:vot—ith. (2.163)

26Ve vyssim piiblizeni bychom dostali téz malou odchylku na jih, ta je viak neméfitelna a srovnatelnd
s vlivem gravitace Mésice
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obr. 2.42 obr. 2.43

Trajektorie je na obr. 2.43. Odchylka mista dopadu od mista vrhu bude nyni zdpadni, a
to
wug cos @

7 (2.164)

4
fEd:—g

Podobné bychom mohli fesit i Sikmy vrh s Coriolisovou silou. Pak zalezi na sméru vy-
stielu vzhledem ke svétovym strandm. Kdybychom naptiklad stiileli ve sméru s vychodnim
azimutem « vzhledem k severu a pocatecni rychlost méla vodorovnou slozku U{)y a svislou
vz, dostali bychom vysledek, ze misto dopadu stiely bude odchyleno od roviny vystielu o

40w 1
r_ 0z A
Ty = 2 ( Vgy SIN¢ — 3 Vpz COS P eos @ ) . (2.165)
To je v souladu s tim, Ze napiiklad pfi stielbé z jihu na sever pod neptilis velkym eleva¢nim
thlem bude stfela sniSena na vychod.

122



Uloha (Foucaultovo kyvadlo)

Coriolisova sila zpiisobuje staceni roviny kyvu matematického kyvadla. Tento pokus
provedl J. Foucault a kyvadlo nese jeho jméno; je to ndzorna demonstrace rotace zemské.?”
Uvazme malé kyvy takového kyvadla, které budeme povazovat za harmonicky oscilator
pohybujici se ve vodorovné roviné x, y. Jeho vlastni tithlova frekvence je wg = /1/g a
kromé toho na né pisobi Coriolisova sila. Mame tedy pohybové rovnice

i+ wirt = 2gwsing , i+ wdy = —2dwsing . (2.166)

Druhou z téchto rovnic vynasobime imaginarni jednotkou i, obé rovnice sec¢teme a prejdeme
ke komplexni proménné £ = x + iy. Potom mame

£+ (2iwsing) £ +wd = 0. (2.167)
Reseni hleddme ve tvaru e a dostavame charakteristickou rovnici
o + (iwsing) a+w? = 0.

Jejim FeSenim najdeme pro w < wy

2 «in2
a2 = —lwsingp \/—WSZI(P —w} ~ —iwsing +iwp .
Vysledné teseni je tedy
¢ = e—(iwsincp)t (Cleiwot +C2e—iwot) ] (2168)

To je vsak feSeni pro pohyb linedrniho harmonického oscilatoru nasobeného komplexni

jednotkou
e—(iw sing) ¢ )

Nésobeni komplexni jednotkou znamend otéceni o tthel —(w sin ¢)t, opa¢nym smérem nez
rotuje Zemé. Na severnim pélu se tedy Foucaultovo kyvadlo sto¢i za hodinu o 15°, na
zemépisné §ifce Prahy o 119 57, 28

2"Jev byl znam jiz Galileiho zaku Vivianimu v 17.stol. J. Foucault predvedl své kyvadlo r. 1851 v
patizském Pantheonu; kyvadlo mélo hmotnost 30 kg, délku zavésu 67 m a dobu kyvu 8 s. Dnes jsou
podobnié kyvadla instalovana v fadé svétovych muzei a vhodnych budov. Foucaultova kyvadla v podobé
fyzickych kyvadel v Cardanové zavésu lze pouzit i k pfesnym méfenim.

28Samoziejmé jednodussi vysvétleni Foucaultova kyvadla bez zavedeni Coriolisovy sily spoéivé v tom,
ze kyvadlo zachovava rovinu kyvu a Zemé se pod nim otac¢i. To ovsem vyzaduje, abychom se orientovali v
inercialni vztazné soustavé podle hvézd, coz malokdo v dennim praktickém zivoté umi.
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obr. 2.44 obr. 2.45

Pifklady

2.1 Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.44 a 2.45. Hmot-
nosti kladek a vlaken povazujte za nulové, tfeni vlaken o kladky zanedbejte.

la="amm2g  Fy=2ug, p= 0]

2(2m1_m2) __ 3mimag
dmi+ma I = 4m1+m29]

la =

2.2 Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.46 a 2.47. Tf¥eni
téles o podlozky zanedbejte.

_ _mg — mMg
[a - m+M > Fn - m+M]

_ m—Msina _ mM(14sina)
[a - m+M g Fn - m+M g]

2.3 Teéleso o hmotnosti m pohybujici se pfimocafe rychlosti vg mé byt zabrzdéno kon-

stantni silou velikosti F' na dréaze s. Urcete tuto silu.
2

[f = 52

2.4 Po naklonéné roviné s thlem sklonu a se smykéa téleso a pohybuje se pfitom kon-
stantni rychlosti. Urcete koeficient smykového tfeni.
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obr. 2.46 obr. 2.47

[f =tg a

2.5 Raketa o hmotnosti 20 t dosahne vysky 5 km za 10 s. Jaky je vykon jejich motora?
[98 MW]

2.6 Téleso o hmotnosti 50 g pohybujici se rychlosti 20 m.s~! narazilo na pevnou sténu
pod tthlem 60° (obr. 2.48). Jakou priimérnou silu ptisobilo na sténu , slo-li o pruzny raz a
trval-li naraz 0,1 s?

[10 N]
2.7 Stiela hmotnosti m = 20 g narazi rychlosti 600 m.s~! na sténu tloustky d = 12 cm
a vyleti z ni rychlosti 50 m.s~!. Jaka priimérna sila ptisobila na stielu uvniti stény?
[2,98 kN]
2.8 Jakou préaci je tieba vykonat, aby vlak o hmotnosti 300 t zvétsil svou rychlost z
36 km.h™! na 54 km.h™'?
(18,7 MJ]
2.9 Urcete nejmensi koeficient smykového tfeni mezi koly automobilu a asfaltem, aby
viiz mohl projet zatacku poloméru r = 200 m rychlosti v = 100 km.h~!.
[f =0,39]

2.10 Sedadlo kolotoce na zavésu délky [ se otaci kolem svislé osy uhlovou rychlosti w
(obr. 2.49). Urcete thel o, ktery svira zavés s osou.
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obr. 2.48 obr. 2.49

obr. 2.50 obr. 2.51
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[a = arccos ;%]

2.11 Kulicku o hmotnosti m = 100 g zavésenou na niti délky ! = 30 cm roztocime ve
svislé roviné dvéma zpusoby: 1. s konstantni obvodovou rychlosti 210 cm.s™!, 2. tak, Ze ji
udélime v nejvyssim bodé trajektorie te¢nou rychlost 210 cm.s~!. Jakou silou bude tazena
nit v nejnizsim a nejvyssim bodé trajektorie v obou piipadech?

[1.2,45 N, 0,49 N; 2. 6,38 N, 0,49 N |

2.12 Odstredivka ma tvar koule o poloméru R a otaci se kolem svislé osy konstantni
uhlovou rychlosti w (obr. 2.50). Uréete vysku h do které vystoupi mala kulicka hmotnosti
m, vlozime-li ji do odstiedivky. Jakou silou bude tlacit na sténu odstredivky? Jak se zméni
situace v pripadé odstiedivky kuzelového tvaru?

[h=R—-<% , F=mRw?, h=konst%]

w2

2.13 Z nejvyssiho mista dokonale hladké koule poloméru R pustime volné hmotny bod
hmotnosti m a nechame jej klouzat po povrchu koule ptisobenim tihové sily (obr. 2.51).
V jaké vysce mérené od vrcholu koule opusti bod kouli a po jaké kiivce se bude dale
pohybovat?

[h = %, po parabole]

2.14 Hmotny bod se pohybuje po hladké draze, ktera lezi ve svislé roviné a prechéazi v
kruhovou smy¢ku o poloméru R (obr. 2.52). Z jaké vysky h musime spustit hmotny bod s
nulovou pocatecéni rychlosti, aby se v nejvyssim bodé smycky neodtrhl? Jakou rychlost vg
mu musime udélit ve vysce hg?

[h> 2R, wy>+/bgR — 2ghg]

N|OT

2.15 Z horniho konce svislého priiméru kruznice vychazeji zlabky ve sméru tétiv. Do
z1abki soucasné vlozime a nechame bez tfeni sklouznout kulicky (obr. 2.53). Za jakou
dobu dosahnou kulicky obvodu kruznice?

[/ %]

2.16 Téleso klouze bez treni po svislé draze nakreslené na obrazku 2.54. Vlnovka je
tvorena oblouky kruznice poloméru r. Rychlost télesa v bodé A je rovna nule. Jaka omezeni
musi platit pro h a «, aby se téleso dostalo z bodu A do bodu C' 7

[cosae>2/3, h>2r/3]

2.17 Na hmotny bod m pusobil impuls sily f, ktery vyvolal zménu rychlosti z U7 na
#. Dokaite, ze zména kinetické energie je rovna 11 - (v + ).
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obr. 2.52 obr. 2.53

obr. 2.54
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2.18 Castice opisuje v silovém poli elipsu & = acoswt , y = bsinwt. Uréete praci,
kterou vykona silové pole ptisobici na tuto ¢astici za dobu od ¢t = 0 do ¢, konkretné pak
dot=m/dw, t=7/2w, t=7/w.

[A = Imw?(a®sinwt + b2 coswt — b?) , A= imw?(a®—b%), A=1*>-v?), O

2.19 Urcete potencidlni energii ¢astice, na kterou piisobi sila ve sméru x nebo r o slozce
a) [, = —mg = konst , b) F, = —kx, c) F, = —ka?,d) F, = ka3, e) F, = - %

)
f) F. = —5 (s pfesnosti na integracni konstantu).

[mgx | %ka , %kx?‘ , %I{:ac‘l e -
2.20 Vypoditejte, jakou préaci vykon4 sila F = 242, 422, — 6(z? + y?] (koeficenty v
odpovidajicich jednotkach SI) pfi pfemisténi ¢astice hmotnosti m = 0,2 kg z bodu
(0,-1,0) do bodu (0,1,0) po riznych drahach: a) podél osy y, b) po tfech tsecich podél
osy x do bodu (1,-1,0), podél osy y do bodu (1,1,0) a podél osy x. Je toto silové pole
konzervativni?

[0J, 8J, neni

2.21 Sila zavisla na ¢ase: Castice hmotnosti m = 2 kg se miize pohybovat bez tieni
podél osy z. V ¢ase t = 0 byla v klidu v bodé x = 0. Po dobu 6 sekund na ni pak ptsobila
sila F, = 2 4 6t (koeficienty v odpovidajicich jednotkach SI). Uréete zrychleni, rychlost,
drahu castice a vykon sily v okamziku £ = 6 s.

[19ms™2, 60ms~!, 126m, 2280 W]

2.22 Sila zavisla na poloze: Céstice hmotnosti m = 2,4 kg se miize pohybovat bez
tfeni podél osy x. V bodé x = 0 byla v klidu. Ptsobenim sily F, = 2 + 6x (koeficienty v
odpovidajicich jednotkach SI) byla uvedena do pohybu. Uréete zrychleni a rychlost ¢astice
a vykon sily v bodé x = 6 m.

(15,8 m.s™2, 10m.s™!, 380 W]

2.23 Sila zavisl4 na rychlosti: Castice hmotnosti m = 3 kg se miize pohybovat podél
osy x. V ¢ase t = 0 na ni zacala pusobit sila F, = 2 — 6v, (koeficienty v odpovidajicich
jednotkach SI). Urcete (i graficky) zavislost rychlosti a drahy castice na case. Na jaké
hodnoté se rychlost ¢astice ustali?

2.24 Lano délky [y lezi natazeno na hladké desce stolu. V okamziku ¢t = 0 visi tisek lana
délky [ pfes okraj desky a rychlost lana je nulova. V tomto okamziku zacne lano s desky
sklouzavat. Urcete jak poroste jeho rychlost s ¢asem a jak se bude ménit poloha konce

[v= l\/%sinh \/%t ,  x=l (cosh\/%t - 1)]
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obr. 2.55 obr. 2.56

2.25 Téleso hmotnosti m je pfipevnéno na pruziné a otaci se ve vodorovné roviné
konstantni thlovou rychlosti w kolem svislé osy, kterd prochézi koncem pruziny. Nezatizena
pruzina mé délku [y, pruzinova konstanta je k. Urcete polomér [ kruznice, po které se téleso
pohybuje.

= hlay)

T k—mw?

2.26 Hustomér v podobé vélcové trubky priméru d o hmotnosti m plave v kapaliné
hustoty p. Dame mu maly vertikalni impuls a rozkmitame ho tak. Urcéete periodu kmiti
hustoméru (obr. 2.55).

T =4,/Z2)]

2.27 Tlumeny harmonicky kmit mé frekvenci 50 Hz a dekrement atlumu 2,3 s~1. Jak
se zméni jeho frekvence, vymizi-li tlumeni?

(50,0013 Hz|

2.28 Téleso hmotnosti 200 g kona vynucené harmonické kmity. Amplituda vynucujici
sily je 2 N, doba vlastnich kmit? télesa je 0,785 s a koeficient atlumu 4 s—!. Urcete
rezonancni frekvenci a amplitudu kmitt pfi rezonanci.

[0,9 Hz, 0,18 m]

2.29 Pro malé kmity matematického kyvadla, které v okamziku ¢t = 0 vychylime o
thel ¢ a pustime, urcete tthlovou rychlost, tthlové zrychleni, te¢né zrychleni a normalové
zrychleni.
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[p = —\/%goo sin ﬁt , ¢ =—%pocos \/%t , ay = —gpo Cos \/gt , ap = —gpgsin? ﬁt]

2.30 Houpacka hmotnosti m na zavésu délky [ byla vychylena o tihel ¢( a pusténa (obr.
2.56). Uréete maximalni namahani zavésu a rychlost houpacky v dolni poloze.

[(3 —2cospo)mg , +/2gl(1 — cos o))
2.31 Urcete délku sekundového kyvadla na severnim pdlu, na rovniku a na zemépisné
§iice Prahy (kde je tihové zrychleni g = 9,81077 m.s~2).
[0,9962 m, 0,9909 m, 0,9940 m]
2.32 Predpokladejme, ze vase hmotnost je 100 kg. O kolik budete tézsi, kdyz si lehnete?
O kolik budete leh¢i, kdyz spadnete do skarpy?
[+30 mg, -15 mg]
2.33 Najdéte takovou vzdalenost h, aby ve vysce h nad zemi a v hloubce h pod zemi
byla gravitacni sila stejna.
[h=0, h=3(/5-1)Rz;=0,618 Rz, pomér zlatého fezu]
2.34 Méjme gravitujici t€leso v podobé protahlé homogenni ty¢e hmotnosti M a délky

[ lezici v ose x. Ve vzdalenosti zg od stiedu tyce lezi na ose x ¢astice hmotnosti m. Urcete
gravitacni silu, ktera na c¢astici ptsobi.

2.35 Méjme gravitujici téleso v podobé homogenni kruznice hmotnosti M a poloméru
r a urcete gravitacni zrychleni na ose kruznice ve vzdalenosti h od roviny kruznice. V jaké
vzdalenosti bude toto zrychleni maximéalni?

_ Mh _
[ag - (TQih2)3/2 9 hmaz - iL]

S

2.36 Urcete gravitacéni zrychleni ve vysce h = 20 km nad zemskym povrchem.

(9,75 m.s~2]

2.37 Jak velkou rychlost je tfeba udélit néjakému télesu ve vysce h = 500 km nad
zemskym povrchem, aby se pohybovalo jako uméla druzice Zemé po kruhové trajektorii?

[7,62.10% m.s~1]

2.38 Urcete gravitacni zrychleni na povrchu Slunce a Mésice. Kolikrat jsme lehéi na
Meésici? Polomér Slunce je Rg = 6,96.10% m, Mésice Ry, = 1,74.10° m.
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274 m.s™2, 1,62m.s 2, 6x]

2.39 Na desce konajici harmonicky pohyb x = Asinwt ve vodorovném sméru spociva
zévazi hmotnosti m. Koeficient smykového tfeni je f = 0,5 , w = 10 sL. Pii jaké
amplitudé A zacne zévazi po desce klouzat?

[AZ%zScm]

2.40 V zelezni¢nim voze pohybujicim se se zrychlenim 0,3 m.s~2 nahoru po svahu se

v v o

sklonem 10° visi na siifite zavazi. Uréete tihel, ktery svird $ifira se svislym smérem.

[10 40/]

2.41 Jaké je zrychleni vytahu, kyva-li v ném matematické kyvadlo délky 1 m s dobou
kmitua) T'=2,3s,b) T = 1,8, c¢) krouzi volné kolem zavésu, d) T' = 4, 2 s s rovnovaznou
polohou kolmo nad bodem zavésu?

[2,3 m.s~2 dolfi; 2,4 m.s~2 nahoru; g doléi; 12 m.s~2 doli]

2.42 Ve vytahu jsou pruzinové vahy, na kterych visi téleso hmotnosti 1 kg. Jakou silu
budou ukazovat védhy v téchto piipadech: a) vytah stoupa se zrychlenim 4,9 m.s~2 mificim
dolt (zastavuje se), b) vytah klesa se zrychlenim 4,9 m.s~2 mificim vzhiiru (zastavuje
se), ¢) vytah klesa se zrychlenim 1 m.s~2? mificim dolt (rozjizdi se), d) vytah stoupa se
zrychlenim 1 m.s~2 mificim vzhitru (rozjizdi se)?

[5N, 15N, 9 N, 11 N|

2.43 Porovnejte velikost Coriolisovy sily a tihy télesa, které se v zemépisné §iice p = 50°
pohybuje rychlosti v = 100 km.h~! po poledniku.

[Fo/mg = 2vwsinp/g = 3,2.1074]

2.44 O¢ se zméni tihové zrychleni télesa, které se pohybuje po rovniku rychlosti 1 km.s™*
pusobenim Coriolisovy sily?

[00,15 m.s™2]

2.45 Jak se odchyli téleso od paty kolmice pfi volném padu z Eiffelovy véze ptisobenim
Coriolisovy sily?

[0 3 cm na vychod]

2.46 V 17. stoleti provedl francouzsky matematik a fyzik M. Mersenne pokus s verti-
kalnim vystrelem z déla, aby zjistil, kam naboj vzhledem k rotaci Zemé dopadne. Byl-li
pokus provadén na 48° severni §iiky a pocate¢ni rychlost stiely byla 300 m.s~!, kde mohl
ocekavat misto dopadu?

[18 m zapadné od mista vystielu)
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