Predmluva

Predkladana skripta jsou ur¢ena studentiim prvniho ro¢niku Fakulty jaderné a fyzikaln¢ inzenyrské
CVUT v Praze jako pomticka pfi studiu zakladniho kursu fyziky v prvnim semestru. Mohou ovSem
slouzit i dal$im z4jemctim a studentim vysSich rocnikl k vyhledani pottebné informace.

Mechanika je zdkladem a vstupni branou do fyziky. Proto je skriptim ptedeslan kratky tvod
seznamujici s postavenim fyziky jako védy v systému lidského poznéani, s charakterem prace a
zpusobem mysleni fyzikl a také s hlavnimi etapami vyvoje fyziky. Studenti se zde poprvé seznamuji
s vysokoskolskym zpiisobem studia fyziky, ktery se 1i$i od stiedoskolského matematickou naro¢nosti,
vyzaduje osvojit si schopnost fesit fyzikalni ulohy a experimentalni ndvyky ve fyzikalni laboratofi.

Matematicky aparat fyziky je zalozen na diferencialnim a integralnim poctu. Ke studiu mechaniky
je tieba se sezndmit s derivovanim a integrovanim funkeci, a to i funkcei vice proménnych a vypoctem
nékterych integrald, véetné integrala kiivkovych, plosnych a objemovych. Casto je tieba pfitom
pouzivat i jiné soufadnice nez kartézské - polarni, cylindrické, sférické. Rovnice popisujici pohyb
¢astic jsou obycejné diferencialni rovnice druhého tadu, a proto je tieba se naucit feSit alespoini
nejjednodussi typy takovych rovnic. Mechanika v zakladnim kursu fyziky je pojimana jako vektorova
(Newtonova), na rozdil od mechaniky v pojeti teoretické fyziky, ktera je zaloZena na variacnich
principech a skalarnich funkcich. Student se tedy musi seznamit s vektorovou algebrou a analyzou a
také se zakladnimi vlastnostmi nékterych tenzort. Castice se v mechanice Gasto pohybuji po
trajektoriich, které jsou kuzeloseckami, rotujici pruzné téleso kulového tvaru ziskava tvar elipsoidu,
rotujici vazka kapalina v nadobé wvytvari povrch ve tvaru rotacniho paraboloidu, vlastnosti
symetrickych tenzord se daji ndzorn¢ geometricky vyjadfit pomoci elipsoidll a hyperboloidi. Je tedy
tteba znat i rovnice a geometrické vlastnosti kuzelosecek a kvadrik, i nékterych jinych geometrickych
kiivek a ploch, jimz n€kdy neni v matematice vénovana dostatecnd pozornost.

Protoze vyuka matematiky se za fyzikou zpravidla opozd’uje a také fundovany matematicky vyklad
se 1i8i od zpiisobu, jakym jsou matematické poznatky ve fyzice aplikovany, je do skript zatazena
kapitola Matematicky aparat, kde jsou potiebné matematické poznatku stru¢né shrnuty. Neznamena to
samoziejmé, ze by je student musel hned na pocatku zvladnout, spiSe se k nim bude vracet pti feSeni
konkrétnich fyzikalnich tloh.

Latka z mechaniky je roz¢lenéna do péti kapitol a postupné je probirdna mechanika Castice
(hmotného bodu), soustavy hmotnych boda, tuhého télesa a kontinua (pruznych téles, kapalin a plynit).
Pohyb ¢astic, jejich soustav a tuhého télesa je popsan obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi (jsou to
soustavy s kone¢nym poctem stupiii volnosti), pohyb kontinua, spojitého prosttedi o nekonecné
velkém poctu stupni volnosti, parcialnimi diferencialnimi rovnicemi. Vyklad je vzdy veden tak, aby
na konci ptislusného odstavce. Na konci kazdé kapitoly jsou uvedeny piiklady k samostatnému feSeni.
Na zaver skript jsou pak uvedeny otazky, které mohou slouzit k opakovani a zkouSeni latky.

K feSeni mnoha zajimavych fyzikéalnich tloh staci znalosti fyziky z gymndazia. Takové tlohy s
podrobnym fesenim byly shromazdény ve skriptech autoris Havrankové, Janouta a Stolla ,,Uvod do
fyziky v fesenych piikladech” (CVUT 1995) v nichz lze nalézt i 68 uloh z mechaniky. Velka ¢ast jich
byla pfevzata ze sbirky autort Dibelka, Havrankova, Legova: Sbirka piikladi z fyziky I (Mechaniky),
na fakulté pouzivané. Vétsina z nich byla zaddvana na jaderné a fyzikalng inzenyrské fakultd CVUT u
piijimacich zkouSek. Nekteré z téchto tloh jsou uvadény i v téchto skriptech jako ptiklady k feSeni. S



mnoha zajimavymi fyzikdlnimi problémy, jejich historickymi souvislostmi a podstatou fyzikéalniho
mysleni je moZno se seznamit také v knizce I. Stolla ,,Svét odima fyziky*“, Prometheus Praha 1995.

Vysokoskolské studium se nemtze omezovat jen na latku uvedenou ve skriptech. Studenti musi
zahy zacit tvar¢im zplusobem pracovat, zapojovat se do odborné a vyzkumné prace. Musi proto
pouzivat i dalsi odbornou literaturu, at’ uz u¢ebnice a monografie nebo ¢lanky v odbornych casopisech.
Ucebnice teoretické mechaniky ¢eskych autori jsou dnes jiz klasické knihy V. Trkala (,,Mechanika
hmotnych bodt a tuhého télesa®, NCSAV Praha 1956) a M. Brdicky (,,Mechanika kontinua®, NCSAV
Praha 1959), v pozdé&jsi podobé M. Brdicka, A. Hladik: ,,Teoretickd mechanika“, Academia Praha
1987 a M Brdicka, L.Samek a B. Sopko: Mechanika kontinua“, Acdemia Praha 2000, a dale napf. J.
Horsky, J. Novotny a M. Stefanik: ,,Mechanika ve fyzice“, Academia Praha 2001. U¢ebnici mechaniky
zakladniho kursu fyziky je kniha J. Kvasnica a kol. Mechanika, Academia, Praha 1988, kterou je proto
mozno doporucit k paralelnimu studiu.

Existuje velké mnozstvi cizojazycnych kursti vysokoskolské mechaniky. Zajimavy pokus o nové
pojeti vyuky predstavoval kdysi tzv. Berkeleysky kurs a jeho prvni dil Ch. Kittel: ,,Mechanics®, Mc
Graw-Hill Book Co. 1965. Mnoho inspirace ov§em piinaSeji i znamé ,,Feynmanovy piednasky o
fyzice*, doplnéné o priklady dostupné v ¢eském pickladu (Fragment Praha 2001, 2002). K seznameni
s historii mechaniky Zivotnimi osudy velkych fyziki (Galilei, Newton, Einstein a dalsi) pfispiva i edice
,» Velké postavy védeckého nebe®, kterou vydava nakladatelstvi Prometheus

Autor dékuje vSem, kdo v pritbéhu mnoha let ptispivali ke zdokonalovani vyuky tohoto pfedmétu
na fakulté a z jejichz zkuSenosti ¢erpal, spolupracovnikiim na katedie fyziky.

Praha, ¢erven 1995, leden 2003

I. Stoll
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Uvod do fyziky
1. Postaveni fyziky a jeji ¢lenéni

Nazev fyzika pochazi z feckého slova fysis, ptiroda. Piivodné tedy fyzika znamenala védu o piirodé
vibec, v protikladu k umé¢lému svétu vytvofenému ¢lovékem, technice (fec. techné). V antice byla
fyzika vlastné soucasti filozofie a témét kazdy z antickych filozofti zanechal néjaky spis o ptirode¢.
Toto chapani fyziky jako filozofie pfirody pfetrvava v ur¢itém smyslu dodnes; v anglicting, ale i v
jinych jazycich spojeni ,,ptirodni filosofie®, ,,Natural Philosophy* znamena fyziku.

Postupem casu se védy o prirod¢ diferencovaly. Filosofie se stala samostatnou védou o lidském
mysleni a svété viibec. Matematika, kterou dnes nepovazujeme za piirodni védu, se rozvinula do
abstraktnich vysin jako véda o kvantitativnich a prostorovych vztazich véci a algoritmech a ma blizko
k logice. S rozvojem pocitacové techniky nabyla matematika novych dimenzi a moznosti. Fyzika se
tak stala védou o zédkladnich, nejobecnéjSich zakonitostech pfirody. Specidlnimi zdkonitostmi na
vyssich trovnich organizace hmoty se zabyvaji dalsi pfirodni i spolecenské védy — chemie, biologie,
psychologie, sociologie. VSechny tyto védy musi ovSem fyzikalni zdkonitosti respektovat a také hojné
vyuzivaji fyzikalnich metod a pfistroji. Napiiklad biologické zakonitosti se tykaji jen zivé hmoty, ktera
je ve vesmiru vzacnym jevem. Fyzikdlnimu zdkonu vSeobecné gravitace se vSak musi podfizovat
vSechny ptirodni objekty.

Fyzika ma zvlastni, uzké sepéti s matematikou — vyuziva jejich metod a také obohacuje matematiku
novymi myslenkami a pojmy. Neni nahodou, Ze jeden z objevitell diferencidlniho a integralniho poctu
byl pravé Newton, tedy fyzik. Jako véda o nejobecnégjSich zdkonitostech ptirody je fyzika v uzkém
vztahu 1 k filozofii, a také mnoho fyzikt filozofuje. Mezi fyzikou a filozofii je ovSem zasadni rozdil.
Fyzika se vzdy musi opirat o experimentalni data a zabyva se jen problémy, které mize diive ¢i pozdéji
experimentalné ovétit. K fyzikdlnim poznatkiim tedy nedochdzime pouhym myslenim, spekulaci, ale
konfrontaci s vysledky méfeni a pozorovani.

V poslednich desetiletich se fyzika stala zakladem pro nesmirné rychly rozvoj moderni techniky,
ktera stale vice ovlivituje nas Zivot. Technika ptinési spole¢nosti nejen dobrodini, ale také potencialni
hrozby a je tézko predvidat, jak se lidstvo s témito problémy vypotrada. Nékdy je fyzika cinéna
zodpovédnou i za tyto hrozivé jevy nasi civilizace a jindy zas je na ni poZadovéano, aby dala navod, jak
vSechny tyto problémy vyfesit. Fyzikové se samoziejmé neziikaji své spolecenské zodpoveédnosti, ale
na druhé strané nejsou to oni, kdo o konecném vyuZiti ¢i zneuziti fyzikalnich objevii rozhoduyji.

Fyzikalni vyzkum ma dnes 1 vyrazné ekonomické aspekty. Je nakladny, a zejména experimentalni
zafizeni, ktera pocitame k tzv. ,,velké véde*, obti urychlovace, zatizeni pro vyzkum termojaderné
energie, pro kosmicky vyzkum apod. si mohou dovolit jen ekonomicky silné staty. VEtsSinou jsou tato
zafizeni vyuZivdna v mezindrodni spolupraci, jako naptiklad v evropském stfedisku pro jaderny
vyzkum CERN v Zenevé, jehoz &lenem je také nase republika. N&které zv1asté nakladné projekty, jako
napiiklad amerického superobiiho urychlovace SSC, byly z finan¢nich divodl zruSeny. Tato velka
experimentalni zafizeni slouzi samoziejmé k ukojeni zvédavosti fyziki a hlubSimu poznani ptirody.
Na druhé strané z takového poznani, jak ukazuje historie, mize lidstvu kynout necekany uzitek.
Vysilani umélych druzic Zemé se zpocatku také jevilo jako ndkladné prestizni zalezitost a dnes si tézko
predstavime svétovou ekonomiku a spoje bez vyuziti blizkého kosmu. Kdo dnes miize fici, jaky uzitek
pfinese lidstvu cesta na Mars nebo objev nové elementarni ¢astice!
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Z toho, co bylo feceno, je ziejmé, ze tfyzika ma v systému lidského poznani a jeho vyuzivani do
znacné miry klicovou ulohu. Anekdotickym zplisobem to bylo vyjadieno takto: Kazdy odbornik se
veda skutecné nejduilezitéjsi je. V nasledujicim schématu je zndzornén vztah a vzajemné propojeni
jednotlivych védnich oblasti, a postaveni fyziky mezi nimi.

SOCIOLOGIE
i
PSYCHOLOGIE
i
BIOLOGIE
i
CHEMIE
i

M—T1TOnmwWOr—m

MATEMATIKA & FYZIKA & TECHNIKA

Fyzika je dnes velmi rozsahla védni disciplina a zadny fyzik ji nemtze ovladat v celé $ifi. Mizeme
ji délit podle riznych hledisek. Tak zpravidla rozlisSujeme podle metody vyzkumu a zaméteni

a) fyziku teoretickou
b) fyziku experimentalni
c) fyziku aplikovanou.

Kazda z nich ma opét své dil¢i oblasti. Pfevlada-li diraz na matematickou metodu, mluvime o
fyzice matematické, vyuZzivame-li pocitace k simulovani fyzikalnich procest, o fyzice pocitacové.

Podle druhu jevi, jimiZ se fyzika zabyva, mizZeme rozliSovat

a) mechaniku (a gravita¢ni pole)

b) elektfinu a magnetismus (a elektromagnetické pole)
c) termiku

d) optiku

Podle fyzikalnich soustav, které fyzika zkouma

a) fyziku molekulovou, atomovou, jadernou a ¢asticovou
b) fyziku pevnych latek

c) fyziku tekutin (kapalin a plyni)

d) fyziku plazmatu.

Dalsi dulezité déleni je na fyziku klasickou a kvantovou. Klasicka fyzika se zabyva zakonitostmi
makrosvéta, tedy svéta naSich rozméra a smyslové zkuSenosti. Kvantova fyzika je fyzikou mikrosvéta,
kde plati jiné fyzikalni zakonitosti. Charakteristickym parametrem v mikrosvété je Planckova
konstanta h = 6,626.103* J.s. U jevli a pohybi, u nichz miizeme Planckovu konstantu povazovat za
zanedbatelné malou, odpovidaji (koresponduji) zékonitosti kvantové fyziky zakonitostem fyziky
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klasické. Rikame tomu princip korespondence. Kvantova fyzika je tedy obecnégjsi, ale u
makroskopickych pohybli mizeme kvantové jevy zanedbat (i kdyz ne vzdy). V téchto skriptech se
budeme zabyvat mechanikou klasickou, s kvantovou mechanikou se seznamite pozdéji.

Podobné muzeme rozlisit fyziku nerelativistickou a relativistickou. Jevy, které popisuje specialni
teorie relativity, se projevuji, pohybuji-li se ¢astice nebo télesa rychlostmi blizkymi rychlosti svétla ve
vakuu ¢=2,997 92458 108 m.st. Mechanika, kterou se budeme zabyvat, je mechanika
nerelativisticka. Opét zde plati princip korespondence — pfi rychlostech podstatné mensich, nez je
rychlost svétla ve vakuu, tedy mizeme-li povazovat tuto rychlost za nekonec¢né velkou, prechazeji
zakony relativistické mechaniky v zdkony mechaniky nerelativistické. Budeme-li se vSak zabyvat
vlastnostmi elektromagnetického pole, musime pouzivat zakony specialni teorie relativity. Podobné ve
velmi silnych gravitacnich polich, ktera se vyskytuji v okoli velkych hmotnych téles ve vesmiru, se
uplatni zakony obecné teorie relativity.

Zvlastni ¢asti fyziky je termodynamika, ktera zkouma stavy fyzikalnich soustav z hlediska jejich
pravdépodobnosti a ma uzky vztah k teorii informace. Nékteré termodynamické zdkony (naptiklad
druha véta termodynamicka) maji pravdépodobnostni charakter — netvrdi, zda néjaky jev nastane ¢i ne,
nybrz pouze zda nastane s vétsi ¢i mensi pravdépodobnosti. Termodynamikou tedy vstoupila do fyziky
nahoda, ne vzdy je mozno vysledek né¢jakého jevu piredpoveédét jednoznacné. Také termodynamické
zakonitosti 1ze vysvétlit z mikroskopického hlediska statistickymi metodami. Témi se zabyva dilezita
cast fyziky, fyzika statisticka.

2. Fyzikalni principy

Nékolik slov o metodach prace a zptisobu mysleni fyzikt. Fyzika jako véda o pfirodé vychdzi z
pozorovani a experimentl, zobeciiuje zjisténa fakta a formuluje obecné fyzikdlni zdkony. Témto
fyzikalnim zdkoniim dava matematickou formu. Takovy poznavaci proces zobectiovani jednotlivych
fakt se nazyva metoda védecké indukce. Na zéklad¢ znalosti obecnych fyzikalnich zdkoni muize pak
fyzika usuzovat, jaky bude vysledek konkrétniho experimentu v daném zvl4stnim ptipadé. Resenim
rovnic vyjadiujicich fyzikélni zdkony ptedvida tyto vysledky a znovu je ovétuje. To je proces vedecké
dedukce. Tak fyzika teoreticky zdtvodnila, ze pii vybuchu jaderné bomby dojde k uvolnéni
obrovského mnozstvi energie a experiment v Alamogordu v Novém Mexiku v roce 1945 tuto fyzikalni
piedpovéd plné potvrdil.

Na rozdil od matematiky musi fyzika stdle konfrontovat sva tvrzeni s experimentalni skute¢nosti;
fyzikalni objevy nelze dé€lat pouhymi spekulacemi, jak se obcas leckdo pokousi. Rozdil mezi ptistupem
matematiky a fyziky lze nazorn¢ ukazat na ptikladu velkého némeckého piirodovédce minulého stoleti
Gausse, ktery byl jak matematikem, tak fyzikem. Jako matematik dospél k objevu neeuklidovské
geometrie a zjistil, Ze je mozno logicky konstruovat prostory, v nichz neplati véta o tom, ze soucet thli
v trojuhelniku je roven 2z. Matematik by se s tim spokojil a vénoval by se dale logickému rozvijeni
takové myslenkové konstrukce. Fyzika vSak zkouma nas realny svét a geometrie tohoto svéta je vliastné
soucasti fyziky. Jako fyzik si proto Gauss polozil otdzku, zda uvedena véta v redlném svété skutecné
plati a zacal prométovat velké trojihelniky, jejichz vrcholy tvofily vrcholy Harckého pohoti. Pozdé&ji
se skutetné ukdazalo, Ze diky gravitaci je naS prostor zakfiven a tato geometricka poucka v
trojuhelnicich velkych rozméri neplati.

Jednim z ustfednich princip, jimz se fyzika fidi, je princip symetrie (n€kdy téz mluvime o principu
dostate¢ného diivodu). Na pocatku vzdy analyzujeme symetrii tlohy a tato analyza ukéaze cestu k
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dalSimu feseni. Z diivodu symetrie musi gravitacni pole kulové hmoty plisobit v radialnim sméru, sila
musi sméfovat do stfedu koule, podobné pole nekonecného valce bude plisobit kolmo k ose valce. Z
mnoha raznych moznosti voli ptiroda vzdy takovou, kterd se nécim odliSuje od ostatnich, ma né¢jakou
vyzna¢nou vlastnost. Sila by mohla naptiklad ptsobit pod obecnym thlem k ose vélce, ale vzhledem
k symetrii neni k tomu ,,dostate¢ny divod*, nelze preferovat jeden obecny smér pred jinym. Kdyby
sila pisobila rovnobézné s osou valce, nebylo by opét mozno rozhodnout, kterym ze dvou moznych
sméru, nebot’ osa valce neni orientovana.

Princip symetrie se projevuje v invarianci, neménnosti pohybu fyzikalni soustavy vzhledem k
nekterym transformacim prostoru a ¢asu. K takovym transformacim patii translace (posunuti soustavy
soufadnic ve sméru nékteré¢ z os), rotace (pootoCeni soustavy soufadnic), Casova translace, inverze
(zrcadlové zobrazeni). Bylo dokazano, Ze takové transformace odpovidajici pifislusSnym symetriim
vedou K zdkoniim zachovani raznych fyzikalnich veli¢in. V mechanice se seznamime se zakony
zachovani hybnosti, momentu hybnosti, energie, rychlosti tézi§t¢ izolované soustavy. Ve fyzice
existuje celd fada dalSich zdkond zachovani, naptiklad zakon zachovani elektrického néboje aj. Zakon
zachovani energie, ktery ma ve fyzice klicovy vyznam, byl objeven az ve ¢tyficatych letech minulého
stoleti. Pro mechanickou energii byl v§ak uzivén jiz mnohem dfive, a sice v podobé¢ tvrzeni, ze nemiize
existovat perpetuum mobile, zatizeni, které by konalo mechanickou praci bez dodavani vnéjsi energie.

Zakony zachovani maji velky prakticky vyznam pfii feSeni konkrétnich fyzikédlnich pohybt.
Udavaji totiz, ze nékterd fyzikalni veli¢ina se za pohybu neméni, je invariantem, nebo jak fikdme
integralem pohybu. Pfi integrovani pohybovych rovnic musime totiz urcit hodnoty integracnich
konstant z danych pocate¢nich podminek. Znalost zakont zachovani nam to usnadiiuje a nékdy nas
zbavuje nutnosti fesit pohybovou rovnici vibec.

K dal$im fyzikalnim principtim patii principy variacni. Podle nich z moznych variant stavii nebo
pohybt se bude realizovat takovy, ktery odpovida extrému (maximu nebo minimu) néjaké fyzikalni
veli¢iny. Je znamo, ze rovnovaha né&jaké fyzikdlni soustavy se ustavi vzdy tak, aby potencialni energie
nabyvala minimalni nebo maximalni hodnoty. V prvnim pfipad€ jde o rovnovahu stabilni, ve druhém
je to rovnovaha labilni. Podobné naptiklad svételny paprsek voli vzdy takovou drahu, aby ¢as potiebny
k prob&hnuti mezi pocate¢nim a koncovym bodem byl minimalni. Tato podivuhodna uspornost ptirody
je opét disledkem obecného principu dostate¢ného divodu — pravé extrémni hodnota je vyznacna,
odliSuje se od ostatnich moznosti. Teoreticka fyzika je budovana pravé na variaCnich principech, z
nichz plynou pohybové rovnice obecnéjsi a elegantnéjsi, nez jsou rovnice Newtonovy. S teoretickou
(analytickou) mechanikou se seznamite pozdéji v kursu teoretické fyziky.

Vedle téchto principti se fyzikové fidi i dal§imi hledisky, z nichZ n¢které jsou intuitivni, heuristické,
ale casto umoznuji ,,uhadnout™ spravné feSeni. To se pak samoziejmé musi matematicky a
experimentalné ovetit. Konec konct tak postupoval 1 Archimedes, kdyZ objevil sviij zékon v 1azni a s
vykiikem Heuréka! (Nasel jsem!) jej spéchal oznamit ostatnim. Zndma je 1 legenda o Newtonovi, ktery
pry objevil gravitacni zadkon pfi pozorovani padu jablka. Problém je ovSem v tom, Ze mnoho jinych
lidi také pozorovalo pad jablka, ale gravitacni zdkon neobjevili. Intuice fyzikid jde tak daleko, ze
predpokladaji, Ze matematickd rovnice vyjadiujici n&jaky novy fyzikalni zdkon musi byt vnitiné
krésna, a pfitom dostate¢né $ilena. Ale to uz se dostdvame do oblasti Cisté subjektivni.



3. Fyzikalni veliCiny a jednotky, rozmérova analyza

Aby fyzika mohla byt exaktni védou, musi pracovat s piesné definovanymi pojmy. Pfirodni
objekty, jako je naptiklad elektron, atom nebo elektromagnetické pole nelze vyc€erpat slovni definici,
protoze fyzika objevuje stale nové a nové vlastnosti téchto objektl. Zakladni pojmy jako je hmotnost,
délka, Cas, sila, elektricky naboj apod. neni ovSsem mozno definovat pomoci pojmi jesté jednodussich.
Proto je vSak dulezité jednoznacné udat, jakym zpiisobem lze tyto pojmy experimentaln¢ zkoumat,
méfit jejich vlastnosti.

Vlastnosti, které maji jak kvalitativni, tak kvantitativni stranku, tj. daji se porovnavat s obdobnymi
vlastnostmi jinych objektli a méfit po zavedeni prislusné fyzikdlni jednotky, se nazyvaji fyzikdlni
veliciny. Fyzikalni veli¢iny nejsou mezi sebou nezavislé, plati mezi nimi obecné vztahy, které mohou
mit povahu fyzikalnich zakont.

To také umoziuje vytvorit soustavy fyzikalnich jednotek. Nékteré veli¢iny zvolime za zékladni a
ostatni veli¢iny jsou pak od nich odvozeny pomoci pfislusnych matematickych vztahti vyjadiujicich
fyzikalni zakony. I kdyz se ve fyzice stile pouzivaji rizné soustavy jednotek, normativné byla
zavedena Mezinarodni soustava SI, které se také budeme pridrzovat. Zakladni mechanické veliciny
jsou v ni délka, hmotnost a ¢as a z nich jsou vSechny ostatni veli¢iny odvozeny. Zakladni veliCiny
budeme oznacovat velkymi pismeny: délku L, hmotnost M a ¢as T a odvozené veli¢iny budou pak
charakterizovany svym fyzikdalnim rozmerem, tj. vztahem k zékladnim veli¢indm. Tak rychlost bude
mit rozmér [v] = LT, sila [F] = LMT2apod.

V soustavé SI jsou zakladnimi jednotkami, jimiz se méti zdkladni mechanické veliCiny metr (m),
kilogram (kg) a sekunda (s). Rovinny uhel se méti v radianech (rad), prostorovy ve steradianech (sr);
tyto jednotky byly dfive fazeny do zvlastni skupiny vedlejSich jednotek, dnes jsou povazovany za
bezrozmérné odvozené jednotky.

Metr je podle posledniho rozhodnuti Mezindrodni konference pro miry a vahy z r. 1983 definovéan
jako délka rovnajici se vzdalenosti, kterou ub&hne svétlo ve vakuu za 1/299 792 458 s. Za jeden
kilogram je vzata hmotnost prototypu, valecku z platiny a iridia, ktery je od r. 1889 ulozen v Sévres u
Paftize. Sekunda je definovana od r. 1967 jako ,,doba trvani 9 192 631 770 period zafeni, které ptislusi
pfechodu mezi dvéma velmi jemnymi hladinami zakladniho stavu atomu cesia 133

S dal§imi zakladnimi a odvozenymi veli¢inami a jednotkami soustavy SI se postupné seznadmime
pii studiu elektfiny a magnetismu, termiky, optiky, atomové a jaderné fyziky. Uved’'me jeste, Ze vedle
zékladnich a od nich odvozenych jednotek v rdmci soustavy SI je normami trvale povoleno uzivani 1
nékterych jednotek vedlejSich. Jsou to minuta, hodina, den, tthlovy stupeni, thlova minuta a thlova
vtefina, hektar, litr, tuna, Celsiiiv stupen, elektronvolt, atomova hmotnostni jednotka, astronomicka
jednotka a parsek.

Fyzikalni rozmér neni jen formalnim vyjadienim vztahu fyzikéalnich veli¢in k veli¢indm zakladnim,
ale mé i velky vyznam ovétovaci a heuristicky. Chceme-li zkontrolovat, zda néjaka rovnice vyjadiujici
vztah mezi fyzikalnimi veli€inami je spravnd, jako prvni krok vzdy zjistime, zda fyzikalni rozmér
veli¢in na levé strané rovnice souhlasi s rozmérem veliin na pravé strané. Jindy mizeme prostou
uvahou na zdklad¢ fyzikalniho rozméru uhddnout fyzikalni zédvislost nebo zakonitost. Takova
systematickd uvaha na zéklad¢ fyzikélniho rozméru je predmétem rozmérové analyzy. Jeji pouziti
budeme ilustrovat na ptikladu matematického kyvadla.
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Matematické kyvadlo predstavuje idealizovany model tvofeny hmotnym bodem zavéSenym na
nehmotném vldkné v tthovém poli. Jedinymi charakteristikami kyvadla jsou hmotnost bodu m a délka
vlakna I, jedinou charakteristikou pole jeho intenzita (tihové zrychleni) velikosti g mifici svisle k zemi.
Pohyb kyvadla bude zalezet té¢Z na poc¢atecnich podminkach. Pokud kyvadlo vychylime z dolni stabilni
polohy do ur¢ité vyse h a voln¢ pustime, zacne vykonavat kyvy ve svislé rovin¢ dané smérem pocatecni
vychylky a smérem svislym. Protoze na n¢j neplsobi zadna dalsi sila, ktera by ho z této roviny
vychylovala, neni diivodu, pro¢ by tuto rovinu opoustélo. Jeho pohyb tedy bude rovinny (plyne to i ze
zakona zachovani momentu hybnosti). Zanedbame-li odpor vzduchu a ptipadné tieni v misté upevnéni
zaveésu, bude podle zakona zachovani energie pii pohybu kyvadla smérem dolu klesat jeho potencidlni
energie a poroste energie kineticka. Po pruchodu dolni polohou zaéne kyvadlo opét stoupat, a to do
puvodni vyse. Bude tedy vykonévat periodicky pohyb a nas bude zajimat perioda tohoto pohybu.

Tato perioda miize zaviset pouze na vySe uvedenych veli¢inach m, |, g a mohla by téz zaviset na
pocatecni vychylce. To je slozitéjsi otazka, kterou mize roziesit bud’ experiment, nebo podrobné&;jsi
matematicky vypocet. Mlady Galileo Galilei pfi pozorovani kyvi lucerny zavésené na dlouhém zavésu
na stropé pisanského kostela dospél k zavéru, ze pohyb kyvadla je izochronni, tj. ze jeho perioda
nezavisi na vychylce. Pfijméme tedy hypotézu, ktera se nabizi z pozorovani, ze alespon pii malych
vychylkach je perioda pohybu kyvadla konstantni a pokusme se ji urcit z rozmérové analyzy.

Ptedpokladejme, Ze perioda bude zaviset na parametrech soustavy jako mocninna funkce vztahem
T=Cl*m’g7,

kde C je bezrozmérna konstanta. Protoze fyzikalni rozmér na levé a pravé strané rovnice musi byt
tyz, dostaneme podminku

[T]=L*M P (LT 2) =M AT 2 = oM o7t

Odtud dostavame soustavu rovnic ¢ +y =1, f=0,-2y =1, znizplynea =1/2,=0,y=-1/2. Z
rozmérové analyzy dostdvame vyraz pro periodu kyvadla jako

T:C\P
g

Timto zpisobem nemizeme ovSem urcit bezrozmérnou konstantu C. ProtoZze vSak bod na konci
zavésu kyvadla kona pohyb po oblouku kruznice, je logické ocekavat, Ze tato konstanta bude obsahovat
¢islo 7. Déle fyzik intuitivné predpoklada, ze konstanta bude obsahovat mala cela ¢isla, naptiklad 2, 3,
1/2 apod. a nikoli naptiklad 896/2379. Timto zptisobem mtzeme ,,uhddnout™ spravny vysledek

T=27z\/r.
g

Uvedeny postup neni samoziejmé odvozenim a spravnost vysledku by se musela teprve piesnym
vypoctem dokazat a experimentalné potvrdit. Je vSak ilustraci heuristického postupu, jimz se fyzikové
dobiraji pfedbéznych vysledkli — pomoci obecnych fyzikalnich principti, rozmérové analyzy a intuice.
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4. Hlavni etapy vyvoje fyziky

Fyzika prosla dlouhym historickym vyvojem a znalost tohoto vyvoje pomaha 1épe pochopit logiku
soustavy fyzikdlnich poznatkii, a dokonce dochézet k poznatkiim novym. Historie fyziky je ovSem
samostatnym védnim oborem, ktery zde nemutzeme probirat. Zminime se proto pouze o hlavnich
etapach tohoto vyvoje a pozd¢€ji pii probirani mechaniky upozornime stru¢né na nékteré dulezité
historické okolnosti.

D¢&jiny fyziky miizeme rozd¢lit na tfi hlavni etapy:

a) Stara fyzika — od staroveéku do pocatku 17. stoleti (orientaéné do roku 1600).
b) Klasicka fyzika — 1600 - 1900
c) Moderni fyzika — 1900 - dosud

Starou fyziku nemlzeme povazovat za védu ve vlastnim smyslu, i kdyz se dobrala celé fady
Vyznamnych védeckych poznatkl. Prvni z nich znali jiz staii Sumerové, Babylonané, Egyptané a
Ciftané. Slo zejména o poznatky astronomické a geometrické (Pythagorova Veta) a také o metody
méteni nékterych fyzikalnich veli¢in (délka, hmotnost, ¢as). Fyzika ve starém Recku byla jako souéast
filosofie prevazné spekulativni a tento charakter si pod vlivem aristotelismu udrzela az do pocatku
novovéku. Skute¢ny fyzikalni vyzkum provadéli az helenisti¢ti Rekové, kdy se centrem védy a kultury
antického svéta stala Alexandrie. V Alexandrii studoval nejvétsi fyzik starovéku Archimedes, ktery
dospél k dilezitym poznatklim o statické rovnovaze téles a plovani téles a v matematice se tésné
pfiblizil objevu diferencialniho a integralniho podtu. Alexandrij$ti Rekové znali také zakon odrazu
svétla (nikoli lomu) a provadéli prvni méteni teploty. Poznatky antiky byly stiedovéké Evropé
zprostiedkovany Araby, ktefi se téZ intenzivné zabyvali optikou (Alhazen) a uréovanim mérné
hmotnosti latek. Zatimco ve stfedoveéky byly hlavni pfirodovédné poznatky cerpany z Euklidovych
»Zakladu“ (geometrie), ,,Almagestu® Klaudia Ptolemaia (geocentricky vyklad astronomie slune¢ni
soustavy) a spisu Aristotelovych (mj. ,,Fysika®), vesly prace Archimedovy v Evropé ve znamost az
teprve zaCatkem novoveéku. Ve starovéku a stfedovéku vSak fyzika neprovadéla systematické
experimenty, nevyuzivala matematicky aparat k popisu ptirodnich jevii a neméla ani pfesné definovany
zakladni pojmy (rychlost, zrychleni, sila apod.)

Zrod fyziky jako védy se datuje zacCatkem 17. stoleti. Na zakladé astronomickych vyzkumi
Keplerovych (1571-1630) a pozemskych mechanickych experimenti Galileiovych (1564-1642) mohl
Isaac Newton (1643-1727) vytvotit prvni fyzikalni teorii, klasickou mechaniku, vyuZzivajici
matematicky aparat diferencidlniho a integralniho poctu. Newton pfiSel s koncepci vSeobecné
gravitace a ukazal, Ze neni pfehrady mezi nebeskou a pozemskou fyzikou, Ze sila, kterd udrzuje planety
na jejich drahach kolem Slunce je taZ jako sila, kterd nuti jablko padat k zemi. Zakladni Newtonovo
dilo z r. 1687 nese nazev ,,Matematické zaklady piirodni filosofie (,,Philosophiae naturalis principia
mathematica“) a predstavuje pravdépodobné nejvyznamnéjsi védeckou knihu, ktera byla kdy napsana.
Newton se zabyval téz optikou a rozpracoval teorii rozkladu bilého svétla do spektra. V té dobé byl jiz
zasluhou Snellovou a Descartovou zndm i zakon lomu svétla.

Z roku 1600 pochézi prvni védecky spis o elektfiné a magnetismu od anglického 1€kare a fyzika
Gilberta. Vyzkumem téchto jevu se v nasledujicich stoletich zabyvala cela fada fyzikd (Coulomb,
Volta, Oersted, Amp'ere a dalsi). Tento vyzkum pak zavrsil Faraday (1791-1867) svym objevem
zékona elektromagnetické indukce a svou koncepci silogar elektromagnetického pole. Ulohu Newtona
elektromagnetismu pak sehral James Clerk Maxwell (1831-1879), ktery ve svém ,,Traktaté o elektiiné
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amagnetismu® zr. 1873 sestavil slavné Maxwellovy rovnice popisujici vlastnosti elektromagnetického
pole. Maxwell zaroven teoreticky zdivodnil elektromagnetickou povahu svétla a ukézal, ze jevy
spojené s vlastnostmi elektrického naboje (,.elektfina®), elektrického proudu (,,galvanismus®),
magnetického pole a svétla (optika), jsou jedné a téze elektromagnetické povahy.

V devatenactém stoleti byl tak dovrSen vyzkum mechanickych jevl a elektromagnetismu a klasicka
fyzika tim uzavfena. V pfirod¢ tedy existovaly pouze dvé sily, dva zplisoby vzdjemné interakce mezi
Casticemi: gravitacni a elektromagneticka. Mezi nimi se vSak projevoval urCity rozpor. Jak
Newtonovy, tak Maxwellovy rovnice plati v libovolné inercialni vztazné soustavé. Pti prechodu od
jedné inercidlni soustavy k druhé se vSak Newtonovy rovnice transformuji pomoci tzv. Galileiho
transformaci a Maxwellovy rovnice pomoci Lorentzovych transformaci. Fyzika se tak rozdvojila,
mechanické a elektromagnetické déje se zdaly byt neslucitelné. Kromé toho existovaly nékteré
experimenty, jejichz vysledek nedokézala klasickd fyzika vysvétlit: prubéh spektra rovnovazného
elektromagnetického zateni (tzv. zafeni absolutné Cerného télesa) a pokus Michelsontiv, ktery svédcil
o neexistenci svételného éteru.

Tyto zdanlivé nepodstatné rozpory vyustily ve 20. stoleti ve vznik moderni fyziky, tj. fyziky
kvantové a relativistické. Pravé koncem roku 1900 vyslovil Planck tzv. kvantovou hypotézu, jiz
vysvétlil zafeni absolutné cerného télesa, a v r. 1905 publikoval Einstein (1879, rok Maxwellovy smrti
- 1955) praci o specialni teorii relativity. V ni pfeklenul rozpor mezi Newtonovou a Maxwellovou
fyzikou a fyziku opét sjednotil. Pfedpoklad o existenci svételného éteru se teorii relativity stal
zbytecnym. V roce 1916 vytvofil Einstein i obecnou teorii relativity jako moderni teorii gravitace.
Gravitacni sily podle této teorie souviseji se zakfivenim prostorocasu. Jak specialni, tak obecna teorie
relativity prechézeji pii rychlostech objekti podstatné mensich, nez je rychlost svétla ve vakuu a pfi
slabych gravita¢nich polich v teorii Newtonovu.

Prelom 19. a 20. stoleti je tézZ poznamenan objevem radioaktivity a vznikem jaderné fyziky, ktera
tak vyznamnym zplUsobem zasdhla do zivota celého lidstva. V jaderné fyzice se uplatni dalsi dvé
pfirodni sily - tzv. silnd, kterd udrzuje nukleony v atomovych jadrech a slabd, kterd se projevuje pii
radioaktivni pfeméné beta za vzniku neutrin. Moderni fyzika odhalila v kosmickém zafeni a pomoci
urychlovacii obrovské mnozstvi ¢astic, jejichz vlastnosti studuje a snazi se je uttidit a vysvétlit. Mezi
vSemi témito ¢asticemi pusobi ¢tyfi zékladni sily pfirody: gravitacni, elektromagneticka, silna a slaba.

V nedavné dobé€ se podaftilo prokazat, Ze i elektromagneticka a slabé interakce jsou téZe podstaty a
tvofi jedinou silu elektroslabou. V prabéhu historie fyziky od Newtona a Maxwella k dneSku tak
probiha usili o sjednocovani interakci, které pokracuje i dnes. Fyzika se pokousi prokézat, Ze i silna a
elektroslaba interakce jsou téZe povahy, a ze k nim konec¢né pfistupuje i sila gravita¢ni. Tim by vznikla
idea jediné piirodni sily sjednocujici vSechny pfirodni jevy a déje. Fyzika ovS§em nemiize k takovému
zavéru dojit pouhym uvazZovanim, musi matematicky vypracovat a zdlvodnit pfisluSnou teorii a jeji
zavéry experimentalné ovéfit. To vede ke snaze budovat stale vétsi a vétsi urychlovace a také k
intenzivnimu vyzkumu jevii v kosmu. Sjednocovani interakci ma totiz tésnou navaznost na vyvoj
vesmiru podle hypotézy o tzv. ,,velkém tfesku*. Pravé v pocatcich vyvoje vesmiru by se mély vSechny
Ctyfi (resp. ti1) interakce uplatiiovat rovnocennym zpisobem a teprve v prubéhu dal$iho vyvoje a
rozpinani vesmiru se postupné oddélovat. Tak jako pocatky vzniku védecké fyziky v 17. stoleti jsou
spjaty s astronomickymi pozorovanimi slune¢ni soustavy, je i dnes fyzika stile vice propojena s
astrofyzikou. Vesmir ziistava nejveétsi fyzikalni laboratofi.
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Matematicky aparat

1. Diferencialni a integralni pocet

Derivace funkce jedné realné proménné f(x) v bodé Xo je definovana jako

Jx)

(xg)= lim 100 A0=F(x0) oy

Ax—0 AX

Z obr. M 1 je vidét, ze tato derivace vyjadiuje
smérnici teény ke grafu funkce f(X) v bod¢ Xo rovnou
tg a. Derivace funkce je tedy sama opét funkci a lze ji
zapisovat ve tvaru

Sx,+Ax)

f’(x):ﬂ , (M.2) fx,)
dx
kde dx nazyvame diferenciilem nezavisle
proménné a df diferencidlem funkce. Zatimco pod O
diferencidlem nezavisle proménné dx mulzeme
rozumeét prosté libovolnou nekone¢né malou zménu obr.M 1

proménné X, diferencial funkce df jiz podstatné zavisi

na vlastnostech této funkce. Vlastnostmi funkci, podminkami existence a vlastnostmi jejich derivaci
a diferencialti se zabyva ma- obr. M 1 tematicka analyza a nebudeme je zde rozebirat. Dulezité je si
vSak uvédomit, ze nekone¢né malé veli¢iny dx, df nejsou nulové, a proto je mozno jimi nasobit i délit.

Pii pocitani s derivacemi plati pravidla pro derivaci linearni kombinace funkci (Ci, Co,... jsou
konstanty), souc¢inu a podilu funkci a derivaci funkce slozené:

gt f’=L2f1f2 (M.3)
fy fs
df  df dg
f=f X)), —=——=f' "(x
(9(x) dg - dgax- (99

Carkou zde vzdy oznadujeme derivaci funkce podle celého argumentu. Vidime, Ze posledni vztah

. < e, . df .,
jsme vlastné dostali rozSifenim vyrazu pro derivaci ™ diferencialem dg.
X

Ve fyzice se nejcastéji setkdvame s funkcemi vice proménnych, zavislych na prostorovych
soufadnicich a na Case. Potom zavadime pojem parcidlni (cdstecné) derivace podle jedné z
proménnych; ostatni proménné pfitom povazujeme za konstanty. Jsou-li napfiklad X, y, z kartézské
soufadnice a t ¢as, bude parcialni derivace funkce f(X,y,z) podle soufadnice x
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of _ lim f(x+AxY,2,t)-f(xy,zt) | (M4)
OX  Ax—>0 AX

Vidime, Ze ptirtistek dostava pouze proménna X, ostatni proménné se neméni. Se symboly Jf; Ox uz
nemuzeme zachazet jako se samostatnymi veli¢inami a vyraz ™ nemuzeme chapat jako podil dvou
X

diferenciald, ani ho oznacovat ¢arkou. MiZzeme ovSem zavést diferencialy nezavisle proménnych dx,
dy, dz, dt a sestavit takzvany totdlni (uplny) diferencial funkce (novéji uplnou diferencialni formu) ve
tvaru

df =ﬁdx+ﬂdy+ﬁdz+ﬂdt (M.5)
oX oy 0z ot

Ve fyzice byvaji soutadnice X,y,z zpravidla funkcemi ¢asu X(t), y(t), z(t); funkce proménnych f [x(t),
y(1), z(t), t] je tedy vlastné slozenou funkci ¢asu. Zavisi na Case jednak pfimo (explicitng), jednak
nepiimo (implicitn€) prostfednictvim soufadnic X, Yy, z. Miizeme ji tedy derivovat podle ¢asu jako
slozenou funkci a dostaneme

df _ofdx of dy ofdz of (M.6)
dt oxdt oJydt ozdt ot

To je vlastné uplna (totalni) derivace funkce f podle ¢asu a ve fyzice ji ozna¢ujeme teCkou. Teckou
oznacujeme také derivace funkci jedné proménné zavislé na Case:

_of , of . of ,  of

f(t)=—X+—y+—2+— . M.7

() OX ayy 0z ot M.7)
. , , . . . df _of
Odtud je téz patrny rozdil mezi asovymi derivacemi pTy a e

Derivace funkci jsou opét funkcemi a 1ze je déle derivovat. Tim dostdvame derivace vysSich fada.
U funkci jedné proménné je oznacujeme

,_d%f ., d’f
f :dxz’ f :dx3 ’ (2)

atd.

Se symboly v Citateli a jmenovateli opét nemizeme zachdzet samostatné. U funkci vice
proménnych pak dostavame vyssi derivace bud’ podle jedné proménné, nebo derivace smisSené:

0%t 0%f  o%f
ox2 ay?’ ' Oxoz

(M.9)

apod.
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Dalo by se o¢ekavat, ze derivovani u smiSenych derivaci nebude zaviset na potadi proménnych.
Neni to sice samoziejmé, ale v matematické analyze se dokazuje, ze pokud jsou pfislusné derivace
spojité, plati Schwarzova véta o smiSenych derivacich

o%f  02f

—_— =, ... (M.10)
OX0y  0Yyox

Tato véta je dilezitou praktickou kontrolou toho, zda néjaké linearni diferencialni forma je nebo
neni Gplnd. Mame-li naptiklad malou zménu funkce ve tvaru

5f =a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+c(x,y,z)dz (M.11)

o ™ . ot of of of . y

staci provéfit, zda se funkce a, b, ¢ chovaji jako parcialni derivace ' v o2 ,{j. zda pro né
X oy 0z

plati vztahy (M.10). Potom miZzeme formu Jf oznacit jako totalni diferencial df.

Ve fyzice teSime takzvané pohybové rovnice. Pro fyzikalni soustavy, které maji kone¢ny pocet
stupiii volnosti S (volny hmotny bod 3, soustava N volnych hmotnych bodl 3N, tuhé téleso 6) jsou to
obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu, resp. jejich soustavy. Maji nekone¢né mnoho feSeni
zéavislych na 2s integra¢nich konstantach jako parametrech. V daném konkrétnim piipadé¢ jsou tyto
konstanty uréeny tzv. pocatecnimi podminkami. Pro dany okamzik (napt. pro t = 0) musime piitom
zadat soutadnice a slozky rychlosti vSech bodu tvoticich soustavu, coz da prave 2s potiebnych vztaht.
Pro soustavy o nekonecném poctu stupiiil volnosti, jako jsou pruzna télesa, tekutiny nebo pole, musime
tesit parcidlni diferencidlni rovnice s tzv. okrajovymi (hranicnimi) podminkami.

Reseni diferencialnich rovnic je obecné sloZita zaleZitost. Uvedeme si pouze dva jednoduché, ¢asto
se vyskytujici ptfipady. Casto je mozno u diferencidlni rovnice provést tzv. separaci proménnych.

M¢jme naptiklad rovnici

d
d_f: f(x)g(t) (M.12)

kde f, g jsou zadané funkce. Tuto rovnici mizeme uvést na tvar

=g(t)dt (M.13)

kde se na levé stran€ rovnice vyskytuji pouze funkce proménné X a na pravé strané rovnice funkce
proménné t. Integraci obou stran rovnice mizeme dostat hledanou funkci x(t); pfitom nesmime
zapomenout pficist integracni konstanty.

Jinym castym ptipadem jsou linedarni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty. Uvazme
napiiklad neznamou funkci ¢asu x(t), ktera ma spliiovat rovnici

a,X+a;X+agx =h(t) (M.14)

Tato rovnice je nehomogenni, nebot’ na pravé strané vystupuje zadana, znama funkce ¢asu b(t). V
teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje, Ze obecné feseni takové rovnice je souctem obecného feSeni
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Xo(t) prislusné homogenni rovnice (ktera vznikne polozime-li pravou stranu b(t) = 0) a partikularniho
(zvlastniho) feseni Xp(t) pivodni nehomogenni rovnice. Pod obecnym feSenim rozumime feSeni
zavislé na (v daném ptipadé¢ dvou) integracnich konstantach, které musime nakonec urcit z
pocatecnich podminek, partikuldrni feSeni je libovolné konkretni feSeni spliujici plvodni
nehomogenni rovnici. Toto feSeni musime prosté uhadnout; i na to ovSem existuji ovSem metody.
Nékdy je to snadné; je-1i naptiklad funkce b(t) = bo konstantni, bude hledané partikularni feSeni ziejme

rovno Xp(t) = bo/ ao, jak se lze presvédcit dosazenim. Vysledné obecné feseni nehomogenni rovnice
bude tedy

Reseni homogenni rovnice Xo1, Xoz hleddme ve tvaru funkce X(t) =e?  Po dosazeni do homogenni

rovnice a zkraceni (vzdy nenulovou) veli¢inou e* dostaneme takzvanou charakteristickou
algebraickou rovnici

a,a’ +aa+ay=0 (M.16)

kterou snadno vyteSime. Ma obecné dva kotfeny ai,02, jimz odpovidaji dvé linearné nezavisla
feSeni homogenni rovnice. Mame tedy

Xo(t)=Ce*+Cre ™ . (M.17)

K tomuto feSeni pri¢teme Xp(t) a pak uréime integra¢ni konstanty z poc¢ate¢nich podminek.

Ptipomeneme nyni derivace a integraly nejcastéji pouzivanych elementarnich funkci:

funkce def. obor derivace funkce def. obor derivace

C (—oo;+oo) 0 x" (—oo;+oo) nx" 1

a (—o0;+00) a*lna; a>0 eX (—o0;+00) X

log, X (0;+00) %Iogae; (a,x>0) In (0;+0) %

sinx (—o0;+00) cos X cosX (—o0;+0)  —sinx
1 1 1

tg x {x¢(n+—j7z} 5 cotg x [x#n7] -
2 COS“ X sin‘ x

Pti derivovani funkce X" pfedpokladame pro x > 0 n realné a pro x < 0 n celé. Pfipomenme jesté
ptiblizné hodnoty ¢isla e = 2,71828... a logioe = 0,43429... .

Kromeé téchto funkci znadmych ze sttedni Skoly se Casto setkavame s funkcemi inverznimi k funkcim
trigonometrickym; jsou to takzvané funkce cyklometrické: arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a
arkuscotangens. Protoze goniometrické funkce jsou periodické, musime se pii definovani funkci k nim
inverznich omezit na interval, kde je pfisluSna goniometricka funkce prostou. Hodnoty jednoznacné
definovanych cyklometrickych funkci nazyvame hlavnimi hodnotami (viz obr. M 2).
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Mezi trigonometrickymi a exponencialnimi funkcemi plati dilezité vztahy
COSX=——, SinX=——7. (M.18)

Podobn¢ 1ze definovat funkce hyperbolické vztahy

X, a—X X_ a—X

coshx:e e , sinhx:e , tghx:m, cotghx:COShX, (M.19)
cosh x

sinh x

které nazyvame kosinus hyperbolicky, sinus hyperbolicky, tangens hyperbolicky a kotangens
hyperbolicky. Plati pro né vztah

cosh?x—-sinh?x=1, (M.20)

(porovnejte s cos2x+sin?x =1).

K hyperbolickym funkcim lze opét definovat funkce inverzni, které nazyvame funkce
hyperbolometrické a nazyvame argument kosinu hyperbolického, atd. Tyto funkce maji t€sné vztahy
k funkci logaritmické:

argsinhx:ln(x+\/x2 1), —0 < X < +00 (M.21)

argcoshx=In(xi\/xz—1)=i|n(x+\/x2—1), 1< X<+ (M.22)
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\
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obr. M 4

1+x

1
argtghx==In
9t9 2 1-x

, —l<x<+1

1, x+1
argcotghx==In—=, |x|>1.
g g 2 x-1 ||

(M.23)

(M.24)

Prubéh funkci hyperbolickych a hyperbolometrickych je znazornén na obr. M 3 a M 4.

Uvedeme nyni tabulku derivaci cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometrickych funkei:

y =arcsinx

y =arctgx

y=sinhx
y=tghx

y =argsinhx

y =argtghx

1
Yy =7
V1-x?

!

x| <1

, 1

1+ x2

y'=coshx
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Y =alrCcCOoSX

y =arccotgx

y =cosh x
y =cotgh x

y =argcosh x

y =argcotghx

y' =-— ! x| <1
1-x2
1
1+x2
y'=sinhx
1
sinh?x
y' = 1 , X>1
x2 -1
, 1
y'=——, [x>1



Vsechny uvedené funkce, s nimiz jsme se zatim setkali, patii mezi tzv. funkce elementarni. Jsou
tabelovany, jejich grafy a vlastnosti jsou dobfe znamy. Pti feSeni nékterych fyzikalnich uloh se mohou
vyskytnout i dal$i funkce, které mezi elementarni nepatii; nazyvame je funkce specialni. Tak naptiklad
pii feseni nékterych pohybovych diferencidlnich rovnic mizeme dospét k integralu, ktery nemuze byt
vyjadfen pomoci elementarnich funkei. Piesto vSak povazujeme ulohu za vyresenou a fikdme, Ze jsme
nalezli jeji feSeni ,,v kvadraturach®. Je-1i totiz feSeni dovedeno do tvaru integralu, mizeme tento
integral vzdy vyjadrtit bud’ v podobé nékteré specialni funkce, ptipadné ho rozvinout do konvergujici
fady a omezit se podle pozadované piesnosti na n¢kolik prvnich ¢lent anebo, jde-li o urcity integral,
spocitat jej numericky na pocitaci.

Neurcité integraly nékterych jednoduchych Casto se vyskytujicich funkei se nazyvaji ,,tabulkové®.
Patfi k nim tyto integraly:

n+1 dx

Ixndx=x +C, (n#-1, pfi x <0 pfiroz. n) —=In|x|+C, (x#0)
n+1 X
X 4y _ X
Iaxdx——+C (a>0) Ie dx=e’+C
.[smxdx:—cosx+C Icosxdx:sinx+C
j _d); =—cotgx+C, (x#nr) j d); =tgx+C, (x¢(n+ljﬁj
sin‘x COS“ X 2
Itgxdx:—ln|cosx|+C Icotgxdx=|n|sinx|+C
1 dx 2 2
:—arct +C———arccot +K —:In(x+\/x +a )+C

a2+x ga ga J’«/a2+x2

dx X+a dx X—a
Iaz—xzzzI x—al " (1 #[e]) IXZ_azzzal X+a+C,(|x|¢|a|)

J’%:arcsin§+C:—arccosx+K, (X <a]) I%:In x+\/x2—a2‘+C, (Ix>[a])
Isinhxdx:coshx+C Icoshxdx:sinhx+C
dx dx
dx=-cotghx+C, (x#0 dx=tghx+C
'[smhzx . (x#0) '[coshzx :

C, K jsou libovolné konstanty

Pfi integrovani plati, Ze integral souctu je soucet integralii a konstantni koeficient Ize vytknout pred
integral:

H:f( +g(x)]dx= I dx+Ig(x )dx, Icf(x)dx CI (M.25)

proménné X k nové proménné t:
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x=p(t), dx=g/(t)dt, [f(x)dx=]f[e(t)]¢ (t)dt, (M.26)

a metoda integrovani per partes (po ¢astech) podle pravidla

If(x)g’(x)dx: f (x)g(x)—j f'(x)g(x)dx. (M.27)
y
4 Y
A
I |
A |
Yo 777777 N i r X
o 2
(0] X X Tx 4o
(0]
obr. M5 obr- M obr. M 7

2. Soutadnice ve fyzice

Fyzikdlni pohyb musi byt popisovan vzhledem k né&jaké vztazné soustavé - tfem prostorovym a
jedné Casové soufadnici. Uvazme napied pohyb v roviné. V ni mliZeme zvolit pocatek O a dvé
vzajemné¢ kolmé osy kartézskych souradnic X, y (ndzev podle francouzského matematika René
Descarta, latinsky Cartesia). Na téchto osach pak vynasime kladné, resp. zaporné soutradnice bodi v
roving. Vzdalenost bodu A od pocatku a vzdalenost bodi A, B jsou podle Pythagorovy véty rovny
(obr. M 5)

r=0A=x?+y?, AB:\/(XZ—X1)2+(y2—y1)2 . (M.28)

Casto je vyhodné pouzivat misto kartézskych soutadnic poldrni souradnice. Jsou to vzdalenost
bodu od pocatku r > 0 a polarni thel 0 < ¢ < 2z, ktery odec¢itdime od dané poloosy vychazejici z
pocatku, napt. podél osy X, proti sméru hodinovych rucicek (obr. M 6).

Mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi plati jednoduché pievodni vztahy

X=rCcoS@, y=rsing; r=»\/x2+y2, tgp = y (M.29)

X .
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obr. M 8 obr.M9

Pfi integrovani v rovin€ potiebujeme znat diferencialni element plochy, tj. ploSku, ktera vznikne,
dostanou-li soufadnice malé, diferencialni ptirastky. V kartézskych a polarnich soufadnicich jsou
ziejmé tyto elementy (obr. M 7)

dS =dxdy, dS=rdrde. (M.30)

Ptejdeme nyni do prostoru. Opét zde mlizeme zavést kartézské souradnice X, Yy, Z a urCit vzdalenost
dvou bodi jako

r=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2+(22—21)2 (M.31)

V trojrozmérném ptipad¢ musime dévat pozor na vzdjemnou orientaci os v potradi X, Yy, z. Mame-
li pravotocivy Sroub a budeme jim otacet od kladného sméru osy x nejkratsi cestou ke kladnému sméru
osy y a bude-li se Sroub pfitom posunovat v kladném sméru osy z, nazyvame takovou kartézskou
soustavu pravotocivou. Zménime-li u pravoto€ivé kartézské soustavy smysl jedné nebo vsech tii os,
dostaneme soustavu levotocivou. VVSechny prostorové kartézské soustavy se tedy rozpadaji na dvé
velké skupiny, soustavy pravotocivé a levotocivé, které nelze navzajem pievést pouhym posouvanim
a natacenim (obr. M 8). Abychom se vyhnuli moZnym problémiim se znaménky riznych fyzikalnich
veli¢in, budeme soustavné pouzivat napiiklad pravotocivé kartézské soustavy.

V piipadech, kdy fyzikélni soustava vykazuje véalcovou symetrii, je vhodné&j$i pouzivat valcové
neboli cylindrické soutadnice R, ¢, z. Je to vlastné kombinace polarnich soufadnic R, ¢ Vv roviné kolmé
k ose valce a kartézské soutadnice z ve sméru osy. Konecné v ptipad¢ kulové symetrie jsou vhodné
kulové neboli sférické soutadnice r, ¢, € (obr. M 9). Soutadnice r > 0 predstavuje vzdalenost bodu od
pocatku, 0 < ¢ < 27 je polarni uhel v rovin€ X, y odecitany od osy X a 0 < 8 < z uhel odecitany od
sméru osy z. Uhel ¢ je tedy vlastné zemé&pisna délka ode&itana od nulového poledniku vychodnim
smérem do 360° a 6 zemé&pisna Sitka odecitana nikoli od rovniku ale od severniho polu. Oznacime
dale vzdalenost projekce bodu do roviny X, Y od poc¢atku jako R = r sin #. Pak dostavame vztahy
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X=Rcosp=rsindycose, y=Rsing=rsinfsing, z=rcosé (M.32)

X )

r:\/x2+y2+z2 : tg(p:X cosez; . (M.33)
\/x2+y2+22

Uvedeme jesté diferencialni element na valcové plose v cylindrickych soufadnicich a na kulové
plose ve sférickych soufadnicich:

dS=Rdgdz, dS=r?sin6dgdo (M.34)
a diferencialni element objemu v kartézskych, cylindrickych a sférickych soufadnicich:
dV =dxdydz, dV =RdRdg¢dz, dV:rdHquﬁdr:rzsin@drdgﬁdH. (M.35)

Ve fyzice je dllezité zkoumat, jak se méni matematické vyjadieni jednotlivych fyzikéalnich veli¢in
pii transformacich souradnic. Uvazme nyni kartézské soutadnice v prostoru a provadéme jejich
transformace. Budeme pfitom uvazovat jen tzv. euklidovské transformace, pfi nichz zlstavaji
zachovany vzdalenosti mezi dvéma body a thly mezi dvéma sméry. Jednou z moznych takovych
transformaci je translace, rovnob&zné posunuti viech tii os do nového pocatku (obr. M 10). Je-li o'?
vektor spojujici ptivodni pocatek O a novy pocatek O, dostavame mezi ptivodnimi sourfadnicemi
X, Y, Z a novymi soufadnicemi X', ', Z' transformaéni vztahy

X'=X-0y, y'=y-0y,, 2'=2-0, . (M.36)
z Y
y7
Y ) A
Z’ ///’ (p//// :\\
) 7 - ” | \\
v I :
N - \ \ X
9) y |
¢ |
N |
X 0 (p \\;
X X
o’ y 0
x’
obr. M 10 obr. M 11
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Dalsim diilezitym ptipadem transformace soutfadnic je rotace, pootoceni jedné kartézské soustave
vuci druhé, piicemz ob€ maji tyz pocatek O = O’ . VSimneme si napied pootoceni ¢arkované soustavy
vici ne¢arkované kolem osy z o ithel ¢. Z obr. M 11 snadno odvodime transformacni vztahy

X'=Xcosp+ysing x=Xx'coseg—-Yy'sing
y'=—-xsinp+ycosep y=X'sinp+Yy'cose (M.37)
=12 z=17

Je-li kartézskd soustava pravotoCiva (levotociva), bude i1 soustava vznikla pootoCenim rovnéz
pravotociva (levotoc¢iva). Piechod od pravotocivé k levotoc¢ivé soustavé miizeme dosdhnout dalsi
transformaci, kterou nazyvame inverze. Pii ni se zméni znaménka vSech tfi soufadnic:

X'==X, y=-y,2'=-2. (M.38)

Ve fyzice misto oznaceni soufadnic X, Y, z, ¢asto pouzivame zapisu X, i = 1,2,3, kde x1 =X, X2 =,
X3 = Z. Soucasné pro zjednoduSeni zapisu pouzivame tzv. Einsteinovo sumacni pravidlo, podle kterého
vyraz, v némz se objevuje n¢jaky index dvakrat, je tfeba povazovat za sumu a scitat podle tohoto
indexu od 1 do 3. Tak napiiklad XiXj = X1X1 + X2X2 + XaX3 = X? + y2 + 72 = r? se rovna &tverci vzdalenosti
daného bodu od pocatku.

Rotace v prostoru (kolem libovolné osy prochazejici pocatkem) a inverze tvoti tiidu obecnych
ortogonalnich transformaci, které zachovavaji vzdalenosti a kolmost (ortogonalitu). Tyto
transformace mizeme zapsat pomoci transformacni matice aik (je to vlastné ¢tvercova tabulka deviti
¢isel udanych indexy i, k):

3
Xi =Zaikxk =aika . (M39)
k=1

Pro vyse uvedeny ptipad rotace soustavy kolem osy z, je transformaéni matice rovna

cosep sing O
o =| —sing cosep 0]. (M.40)
0 0o 1

Aby transformace zachovavala vzdalenosti, musi platit pro transformac¢ni matici podminka
ortogonality. Pfirovname-li ¢tverec vzdalenosti bodu od pocatku v Carkované a neCarkované soustave,
dostaneme podminku

I2 4

r's=x 2

’
iXi :ainjaika =aijaikaXk :Xij =r (M41)

(uvédomme si, ze scitaci index, ktery se objevuje dvakrat, mizeme oznacit libovolnym pismenem
a mame-li soucin dvou riznych sum, musime volit pro kazdou z nich jiné oznaceni s¢itaciho indexu).

Aby podminka ortogonality (M.41)byla splnéna, musi pro matice aik platit

aijaik :5jk . (M42)
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Tzv. Kroneckeritv symbol dij je definovan jako rovny jedné, jsou-li oba jeho indexy stejné i = |, a
nule, jsou-li rizné i # j. Predstavuje tedy diagonalni matici

(M.43)

S,
|
o o B
o - O
» O O

Miuizeme jesté zapsat obecné vyjadifeni pro zpétnou transformaci, od ¢arkovanych soutradnic k
necarkovanym. Vynasobime-li transformacni vztah (M.39) matici aij, dostaneme

aijxﬁ =aijaikxk =5jkxk :Xj . (M44)

Pozménime-li oznaceni indexti (misto j napiSeme i a misto i k), dostaneme
Xj ZakiXi( . (M45)

Srovname-li tento transformacni vztah s pfimou transformaci (M.39), vidime, Ze matice zpétné
transformace je vic¢i matici ptimé transformace transponovand (ma zaménéno poradi index, tj. fadky
za sloupce a naopak).

3. Skalary, vektory a tenzory

Z matematického hlediska maji fyzikalni veli¢iny charakter skalard, vektor a tenzorti druhého
pfipadné vyssich fadi. Vektor mizeme pfitom povazovat za tenzor prvniho tadu, skalar za tenzor
nultého tadu. Skalary (od latinského scala, Skéla) jsou dany Cislem, vétSinou redlnym, a jeho hodnota
zavisi pouze na zvolené jednotce. Vektory v tiirozmérném eukleidovském prostoru ptedstavuji
usporadané trojice &isel, které mizeme zapisovat pomoci jediného indexu jako aj, i = 1,2,3.2. Tenzory
druhého fadu zapisujeme pomoci dvou indexu aik (piedstavuji tedy ¢tvercovou matici), tenzory vyssich
radt maji pak tf1 a vice indexti. Skalarem je tfeba hmotnost nebo elektricky naboj, vektorem rychlost,
zrychleni, sila apod., charakter tenzoru mé4 napf. moment setrvacnosti, mechanické napéti,
elektromagnetickeé ¢i gravitacni pole aj.

Ve skute¢nosti nejde pouze o to, kolika indexy je ta ktera veli¢ina popséana, kolik ma prvki
(soufadnic). Dulezité je, jakym zplsobem se tyto soufadnice transformuji pii ortogonalnich
transformacich soustavy soufadnic. Skaldry, které nazyvame téZ invarianty, se pii transformacich
soufadnic neméni: a'=a. Vedle pravych skalart existuji také pseudoskalary, které pii inverzi méni
znaménko.

Pravé neboli polarni vektory maji soufadnice, které se transformuji stejné jako soutadnice bodi, tj.
podle (M.39):

a.; =0.’ika.k ) (M46)

2V teorii relativity pfistupuje Ctvrta soufadnice a indexy vektor( v takovém ctyfrozmérném prostoru oznacujeme
feckymi pismeny, napf. a#nebo ay, 4 =0,1,2,3
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Pti inverzi tedy soufadnice vektori méni znaménko, smér vektoru se ovSem neméni. Existuji téz
vektory nepravé neboli axidlni (pseudovektory), které pfi inverzi znaménko neméni. Patii k nim
napiiklad moment hybnosti, moment sily apod. Pravé pfi pocitani s pseudovektory musime dbat,
abychom pouzivali diisledné pravoto¢ivou soustavu soufadnic.® Tenzory druhého fadu se transformuji
jako souciny soufadnic vektort.. Jednou z moznosti, jak ziskat tenzor je totiz vytvofit soucin soutadnic
dvou vektorti: aik = bj ck. Takovy tenzor se pak bude transformovat podle pravidla

aj, =bj c = a;ibjaC =ajjaa;; (M.47)

Vsimneme si nyni bliZe vlastnosti vektorti. V matematice je vektor (ozna¢ime ho a) zcela obecné
definovan jako prvek mnoziny (vektorového prostoru), v niz je zavedena operace s¢itani vektorti
(soucet dvou vektort je opét prvkem této mnoziny) a nasobeni vektoru ¢islem (vysledny vektor je opét
prvkem mnoziny). Pro tyto operace pak musi platit komutativni, asociativni a distributivni zékony:

a+b=b+a, a+(b+c)=(a+b)+c, a(pa)=(ap)a ,
(a+p)a=aa+pb, a(a+b)=aa+pb ,
musi byt definovan nulovy vektor 0 takovy, Ze

a+0=a, 0a=0, a0=0

(rovnost «a =0nastane pravé tehdy, kdyz a = 0 nebo a = 0), dale ke kazdému vektoru opacny
vektor —a tak, aby

a+(-a)=0, b+(-a)=b-a=x=b=a+x, —(aa)=(-a)a=a(-a)

(tim je vlastn¢ definovano odecitani vektorti) a pfi nasobeni ¢islem 1 musi vektor zlstat beze
zmeény: la =a.

Takto definovany vektorovy prostor muize byt tvofen nejriznéjSimi objekty - funkcemi,
mnohocleny, uspofadanymi n-ticemi ¢isel apod. Omezime se na uspotadané trojice realnych ¢isel; tato
Cisla budeme nazyvat kartézské soutadnice vektor: a = (ai, a2, as). Dva vektory budeme povazovat
za totozné, budou-li si jejich odpovidajici kartézské soufadnice rovny. 4

Soucet dvou vektori a soucin vektoru a ¢isla zavedeme vztahy

a+b=(a;+by,a, +by,a3+b3), aa=(aay,aa, aa3) (M.48)

nulovy vektor jako0 = (0, 0,0) a vektor opa¢ny k a jako —a = (—al,—az,—aS). Snadno ovéfime, Ze

budou splnény vyse uvedené pozadavky na vektorovy prostor.

3 Snadno se presvédcime, Ze skalarni soucin dvou polédrnich vektor( i dvou axialnich vektord je skalar, skalarni soucin
polarniho a axidlniho vektoru je pseudoskalar, vektorovy soucin dvou polérnich vektor( je axialni vektor (pseudovektor).

4 Jde tedy o tzv. vektory volné, jejichz poc¢atecni bod miizeme umistit v libovolném bodé. Vedle toho zname vektory
vazané, které maji pocatecni bod (pUsobisté) vazano na urcity bod a vektory klouzavé, které je mozno libovolné
premistovat podél jejich vektorové primky.
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Takto zavedeny vektorovy prostor ma pfimy vztah k bodim trojrozmérného eukleidovského
prostoru a ma nazornou geometrickou interpretaci. Tyto vektory mizeme chapat jako uspotradané

dvojice bodi (,,8ipky*) AB a soufadnice vektoru jako rozdily kartézskych soufadnic téchto bodu.
Vztahy mezi vektory pak mizeme vyjadiovat jak v soutadnicové podob¢ tak geometricky, pii cemz
geometrické vyjadieni je obecnéj$i, neni zavislé na druhu zvolenych soufadnic. Tak s¢itani dvou
vektori a nasobeni vektoru c¢islem mizeme nazorn¢ geometricky definovat pomoci pravidla
rovnobézniku a ndsobenim tsecky (obr. M 12). Z asociativnosti s¢itani vektora té€z plyne, Ze pii s¢itani
vice vektorii mizeme postupné prikladat zacatek dalSiho vektoru ke konci predchazejiciho a najit
vysledny vektor spojenim pocatku prvniho a konce posledniho (obr. M 13a). Z pravidla o scitani
vektord také snadno najdeme rozdil vektorti (obr. M 13b).

atb
a ;
1 N
I aa
obr. M 12
b
a-b
—>
a
a) b)
obr. M 13

Snadno se presvédcime, Ze délka Gsecky reprezentujici vektor, tj. podle Pythagorovy véty velic¢ina

a=la|=+/af +af +af = [aja; (M.49)

zUstava invariantni, neménna pfi transformaci soufadnic vektoru (M.46). Tak mizeme vektoru piitadit
invariant (skalar) (M.49) nazyvany délka, velikost, absolutni hodnota, norma nebo modul vektoru.
Vektor o délce rovné 1 nazveme jednotkovy. Zavedeme-li ortonormalni vektory kartézské baze (orty),

tj. jednotkové vektory ve sméru kartézskych os soutadnic, oznadované Xg,Yo,Zgnebo také i,j,K, o
soufadnicich i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) mizeme kazdy vektor vyjadfit jako soucet
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a=(aj,a,,83)=aji+ayj+ask=a; +a,+az , (M.50)

tj. rozlozit jej do slozek ai, az, asz podél kartézskych os. Takzvany polohovy vektor (nepékné
,radiusvektor) daného bodu A spojuje pocatek soustavy souradnic s timto bodem a ma tedy souradnice
r = (x,y,2), kde x, y, z jsou zaroven soufadnice bodu A.

Eukleidovsky trojrozmérny vektorovy prostor je specialni typ vektorového prostoru, ve kterém
muzeme kromé séitani vektori a ndsobeni vektoru ¢islem zavést dalsi vektorové operace, skaldrni a
vektorové nasobeni vektort (nikoli délent).

Skaldarni soucin dvou vektord a, b je definovan jako cislo

a-b=abcosy , (M.51)

kde a, b jsou velikosti obou vektora a y thel mezi nimi (obr. M 14a).

N2 *b

S

b)

obr. M 14

Odtud plyne, Ze je-li a-b = 0, musi byt bud’ jeden z vektord nulovy, nebo musi byt oba vektory
vzajemné kolmé. Pro vektory i, j, K ziejmé plati i-i = j-j = k-k =1, i-j =ik = j-k = 0. Vyjadiime-li
nyni vektory @, b ve tvaru (M.50) a skalarné vynasobime, dostaneme pro skalarni sou¢in soufadnicové
vyjadieni

a-b=ajb; +a5b, +azb; =a;b; . (M.52)

Je vidét, Ze absolutni velikost vektoru mizeme vyjadiit téZ jako a =+/a-a . Snadno se presvéd¢ime,
ze pro skalarni soucin plati komutativni a asociativni vztahy

a-b=b-a, a(a-b)=(ca)-b, a-(b+c)=a-b+a-c, (M.53)
ale obecné a(b-c)=(a-b)c L.

Vektorovy soucin dvou vektort je definovan jako vektor

axb=c, kde c=absiny (M.54)
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a jeho sm¢ér je kolmy k obéma vektorim a, b. Smysl vektorového souéinu uréime tak, ze se budeme
pohybovat od vektoru a k vektoru b kratsi cestou (tj. pro 0 <y <) a vektor ¢ pak bude miftit ve sméru
pohybu pravotoc¢ivého Sroubu (pouzivame-li pravotoCivou soustavu soufadnic!) (obr. M 14b).
V levotoc¢ivé soustavé bude mit smér opacny a vektorovy soucin dvou pravych vektori je tedy
pseudovektor. Velikost vektorového soucinu je zfejmé rovna obsahu rovnobézniku vytvoreného
z vektort a, b. Je-li a x b = 0, musi byt bud’ jeden z vektord nulovy, nebo oba vektory rovnobézné.
Proto také a x a = ~0.

Na rozdil od skalarniho soucinu je vektorovy soucin antikomutativni:
d=bxa=basin(2zr-y)=-axb=-c . (M.55)

Pro vektory i, j, K plati ixi = jxj = kxk =0, ixj=k, jxk=i,kxi=j, jxi=-Kk, kxj=—1i,ixk =
— J. Vyjadiime-li vektory a, b ve slozkach podle (M.50) a vektorové vynasobime, dostaneme

axb =(aybs —agh,,agh —ajbs,ajh, —aghy ) . (M.56)

Vektorovy souéin (M.56) muzeme také zapsat ve formé vektorového determinantu

i K
bl b2 b3

Zavedeme-li Levi-Civitiiv symbol &;j, rovny nule, jsou-li kterékoli dva jeho indexy stejné, rovny

jedné, jsou-li vSechny tfi indexy riizné a tvoti sudou permutaci ¢isel 1, 2, 3 a rovny minus jedné, tvofi-
li tyto indexy lichou permutaci, tj. €153 =1, &jjx =—¢jix = —¢ijkj, mizeme vektorovy soucin zapsat v

elegantnim tvaru

Ci :gijkajbk . (M58)

Pies indexy j a k se ovS§em s¢ita, vyraz (M.58) udava i—tou slozku vektorového soucinu.

Pro vektorovy soucin plati vztahy
axb=-bxa, a(axb)z(aa)xb , a><(b+c)=a><b+a><c ) (M.59)
Obecné ovsem ax(bxc)=(axb)xc!.
SmiSeny soucin ti vektoru a, b, ¢ definujeme jako skalar
(axb)-c=laxblc[cosy , (M.60)

kde y je uhel, ktery svira vektor ¢ s kolmici k roving€ a, b (viz obr. M 15). Z obrazku je ziejmy
nazorny geometricky vyznam smiseného soucinu tfi vektort. Je-li 0 <y < z/2, tj lezi-li vektor ¢ v témz
poloprostoru jako vektorovy soucin a x b, predstavuje smiseny sou¢in objem rovnob&znosténu
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obr. M 15

vytvofeného vektory a, b, c. Je-li y = n/2, tj. lezi-li vSechny tfi vektory v jedné roving, je smiSeny
soucin nulovy. Je-li /2 < y < 7, bude mit smiSeny soucin zaporné znaménko.

Vzhledem ke svému geometrickému vyznamu nemuize smiSeny soucin zaleZet na tom, které¢ dva
vektory nasobime vektorové, pokud dodrzime potadi vSech tii vektort, resp. jejich sudou permutaci.
Plati tedy

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b . (M.61)

Protoze skalarni soucin je komutativni, nemusime oznaceni soucinli uvadét a mizeme smiseny
soucin psat jen jako a b c. Zméni-li se pofadi dvou sousednich vektord, zméni smiSeny soucin
znaménko. SmiSeny sou¢in miiZeme spocitat jako determinant

I ] k a; a, as
abc=la; a, as|-(cii+cyj+csk+)=|by b, bg|. (M.62)
by by by €, C2 GC3

Nakonec jesté uvedeme nekteré uzite¢né vzorce vektorové algebry. Je to predev§im vzorec pro
dvojity vektorovy soucin znamy jako formule ,,bac minus cab*:

ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b) . (M.63)

obr. M 15

Neékdy se hodi i1 vzorce
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (M.64)

(tzv. Lagrangeova identita), a dale
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(axb)x(de):[a-(bxd)]c—[a-(bxc)]d (M.65)

axl:bx(de)]=(axc)(b‘d)—(axd)(b‘c) : (M.66)

Kratce o nékterych vlastnostech fenzori. V trojrozmémém eukleidovském prostoru mé tenzor
druhého adu obecné devét prvki, souradnic:

Ti1 T Tisg
Tik={Tar Ty To3 |- (M.67)
T3y T3 Tas

Dulezitym ptikladem tenzoru druhého fadu je Kroneckertiv symbol dik. (M.43) Je to diagonalni
tenzor (mé& nenulové soufadnice pouze na diagonale matice) a mé tu vlastnost, Ze je invariantni
(izotropni). Pti pfechodu od jedné kartézské soustavy soutadnic k druhé se jeho tvar neméni. Z tenzorti
tietiho fadu jsme poznali Levi-Civitiv symbol eijk, ktery je rovnéz invariantni, avSak pfi inverzi méni
znaménko. Je to tedy pseudotenzor.

Také pro tenzory miZeme definovat fadu algebraickych operaci, jako s¢itani Tjy :Tig(l) +Ti|(<2)

(2)

¥ o - Yo ¥ I v . . roxr 1
(soucet tenzor( je tenzor tvofeny soucty odpovidajicich soufadnic) a nasobeni ¢islem oT; = aT;y
(¢islem nasobime vSechny soufadnice tenzoru). Nasobenim tenzoru n-tého fadu a tenzoru m-tého fadu
vznika obecné tenzor (n+m)-tého fadu: TijUkm = Vijum. Naproti tomu je mozno provadét i operaci Gizeni
tenzoru, s¢itdme-li pfes nekteré dvojice jeho indext. Tim vznikaji tenzory niz§ich fadd. ZuZenim
tenzoru tfetiho fadu dostaneme vektor, zuzenim tenzoru druhého fadu skalar:

Tiik =k, Tji=SpTjy=a . (M.68)

(dvakrat se opakujici index je scCitaci a ve vysledku se jiZ neobjevuje). Suma Tij je vlastné€ soucet
diagondlnich prvki tenzoru a nazyva se stopa tenzoru. Oznacujeme ji symbolem Sp (z némeckého
Spur) nebo Tr (z anglického trace). Stopa tenzoru je tedy invariant, neméni se pii transformaci
soufadnic.

Lze rozliSit tenzory symetrické, u nichz Sik = Ski a tenzory antisymetrické, pro néZ plati Aik = —Axi.
Vlastnost symetrie nebo antisymetrie je invariantni, tenzor zlstava symetrickym (antisymetrickym) i
pii transformacich soufadnic. Symetricky tenzor druhého fadu mé obecné Sest nezavislych, nenulovych
prvki - tfi diagonalni a tfi nediagonalni. Antisymetricky tenzor druhého fadu musi mit na diagonale
prvky nulové a ma tedy jen tii nezavislé prvky. Takovy tenzor mizeme odvodit z prvki axialniho
vektoru (a1, a2, as) jako



Riké4 se mu tenzor dualni k axialnimu vektoru. P¥ikladem antisymetrického tenzoru tfetiho fadu je
tenzor Levi-Civitiv; ma celkem 27 prvka, z toho 21 nul, 3krat 1 a 3krat —1. Kazdy tenzor lze
jednoznacné vyjadrit jako soucet symetrického a antisymetrického tenzoru:

1 1
Tik :E(Tik +Tki)+§(Tik_Tki):Sik+Aik : (M.70)

Ve fyzice se Casto setkdvame se symetrickymi tenzory. Maji dilezitou vlastnost: Kazdy symetricky
nenulovy tenzor lze vhodnou ortogonalni transformaci diagonalizovat, tj. vhodnou volbou souradnych
os pfevést na diagondlni tvar

4 0 0
Sik = 0 22 0 . (M?l)
0 0 A4

Cisltim Ji se fika hlavni hodnoty tenzoru a osam soufadnic, v nichz mé tenzor diagonalni tvar, hlavni
osy souradnic. Z prvki symetrického tenzoru druhého fadu jako koeficientl miizeme sestavit rovnici
symetrické kvadratické plochy (kvadriky):

S11X% + S5y 2 +S332° +2S1 )Xy +2S53Y2 + 281 3%z =sgn ([Syy|) ; (M.72)

svislymi ¢arami je zde oznacen determinant matice.

Také rovnici kvadriky Ize jak zndmo vhodnou volbou soufadnic pfevést na kanonicky tvar
X2+ 2py2 + Ag2% =sgn (A g) - (M.73)

Symetricky tenzor lze tedy nazorné geometricky interpretovat pomoci symetrickych kvadrik, k
nimZ patii elipsoid, jednodilny hyperboloid a dvojdilny hyperboloid. Jsou-li hlavni prvky tenzoru
kladné, pfipada v ivahu pouze elipsoid.

Je-li zadan symetricky tenzor Sik, najdeme jeho hlavni prvky feSenim tzv. sekuldrni rovnice

Sll_ﬂ“ S12 Sl3
Si»  S,y—A Sy |=—-A°+AL2-BA+C=0. (M.74)
S13 Sp3 Szz—4

Je to algebraicka rovnice tfetiho stupné pro neznamou A (vyraz na levé strané je determinant, ktery
Ctenar jisté umi rozvinout) a ta ndm dé prave ti kofeny, hledané hlavni hodnoty tenzoru. Koeficienty
A, B, C jsou invarianty tenzoru, nezavisi na soustavé soufadnic a maji hodnoty

A=+ Ay + A3 =511+, +S33=3S;; =SpSji

S11 S12| [S22 Sasz| [S11 Si3

B = 2.1&2 +/12ﬂ«3 +ﬂ«3/1/_|_ = (M75)

S12 S| [S23 Sszzl |Si13 Sss

C 21121223 :|Sik| .
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Symetricky tenzor ma tedy tii invarianty: stopu, soucet hlavnich minort a determinant ptislusejici
matici tenzoru.

4. KuzZelosecky a kvadriky

Kuzelosecky jsou rovinné kiivky, které vzniknou jako prisecnice roviny dvojitou kuzelovou
plochou; tento zpiisob vytvareni kuzelosecek znal a jejich vlastnosti podrobné popsal jiz starofecky
matematik Apollonios z Pergy. Analyticky mizeme zapsat obecnou rovnici kuzelosecky v kartézskych
soutadnicich jako

Zavedeme diskriminant kuzeloseCky A a diskriminant kvadratickych ¢lenti kuzelosecky o jako

1 A a3

a7 492
A=lag; 8y ap3|, 0=

(M.77)

a;p A
dz; 4agp asz

Je-li A = 0, dostdvame nevlastni (degenerované) kuZzelosecky, které predstavuji rlizné dvojice
ptimek, riznob&znych, rovnobé&znych ¢i splyvajicich. Pro A # 0 mame kuzelosecky vlastni. Je-li A #0
jsou to kuzelosecky stfedové, stiedove symetrické: elipsa (0 > 0) a hyperbola (6 < 0). Je-li 6 = 0, mame
parabolu.

Elipsu miizeme definovat jako mnozinu bodi v roving, které¢ maji tyz soucet vzdalenosti od dvou
danych bodt, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osach symetrie elipsy, dostaneme rovnici elipsy v
kartézskych soutadnicich

2 2
X y _

QD
(ox

Konstanty a, b jsou velka a mala poloosa elipsy.

Hyperbolu miZzeme definovat jako mnoZinu bodl v roving€, které¢ maji tyZ rozdil vzdalenosti od
dvou danych bodd, ohnisek. Zvolime-li osy soufadnic v osach symetrie hyperboly, dostaneme rovnici
hyperboly v kartézskych soufadnicich
2,2
X
L (M.79)

QD
(ox

Konstanty a, b jsou velka a mala poloosa hyperboly.
Parabolu miizeme definovat jako mnozinu boda v roving, které maji stejnou vzdalenost od daného

bodu (ohnisko, fokus) a dané ptimky (fidici pfimka, direktrisa). Zvolime-li osy soufadnic v osach
symetrie paraboly, dostaneme rovnici paraboly v kartézskych soutadnicich

y2—2px=0. (M.80)
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Konstanta p se nazyva parametr paraboly a je rovna vzdalenosti ohniska od fidici pfimky.
Ve fyzice je nékdy vyhodné&jsi popisovat kuzeloseCku nikoli v kartézskych, ale v polarnich
soutradnicich. K odvozeni rovnice kuzelosecky v polarnich soutradnicich vyjdeme z obecné definice,

podle niz je kuzeloseCka rovinna kiivka, jejiz body maji konstantni podil vzdalenosti od ohniska (r) a
od tidici piimky (1) (viz obr. M 16):

Iﬁzg:konst : (M.81)

a

P’

obr. M 16

Tento podil se nazyva numerickou excentricitou ¢ kuzelosecky a podle ni mizeme kuzelosecky
klasifikovat nasledujicim zpiisobem:

e=0 - kruznice

0<e<l — elipsa (kfivka 1)
e=1 — parabola (ktivka 2)
e>1 — blizsi vétev hyperboly (kfivka 3)

Pocatek polarni soustavy soufadnic zvolime v ohnisku F a polarni osu 0 ve sméru k nejblizSimu
bodu kuzelosecky Ap, ktery nazveme perihelium. Uhel ¢ budeme odegitat od této osy proti sméru
rucicek hodin (obr. M 16). Bod A na obrazku oznacuje obecny bod kuzelosecky se vzdalenostmi r k
ohnisku a | k fidici pfimce, bod P odpovida polarnimu uhlu ¢ = 7/2, jeho vzdalenost k ohnisku je rovna
p a k fidici pfimce p’. Délku p nazveme parametr kuzelosecky. Bod A’ je pata kolmice spusténé z bodu
A na polarni osu, bod D prisecik polarni osy s fidici ptimkou. Nyni jiZ snadno zapiSeme polarni rovnici
kuzelosecky.

Z (M.81) mame pro bod P p/p = p/FD = ¢ a pro obecny bod A
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|:FD—FA':£—I’COS¢ ,
&

atedy

$:1+8008(p . (M.82)

Podle hodnoty excentricity popisuje tato rovnice kruznici, elipsu, parabolu a blizsi vétev hyperboly.

Musi platit p/r > 0. Pro ¢ > 1 této podmince vyhovi i rovnice

B:—1+g(205go . (M.83)
r

Snadno ovéfime, Ze tato rovnice popisuje druhou, od ohniska F vzdalené;jsi vétev hyperboly (kfivka
4 na obr. M 16).

Vyjadiime nyni nékteré vlastnosti jednotlivych druhii kuzeloseCek. Pro excentricitu ¢ < 1
dostavame elipsu, jejimZ zvlaStnim piipadem je kruznice. Elipsa je kuzelosecka finitni, vSechny jeji
body lezi v kone¢nu. Na obr. M 16 je oznaceno 1 druhé ohnisko elipsy F” a bod elipsy nejvzdalené;jsi
od ohniska F, A,, ktery nazveme afelium. ° Vzdalenosti perihelia a afelia od ohniska F ozna¢ime rmina
I'max. Elipsa je stfedova a osové symetrickd kuzelosecka se stiedem S; jeji velkou a malou poloosu
oznacujeme a a b.

Z obr. M 16 a rovnice (M.82) nyni ur¢ime vzdalenost perihelia (odpovida uhlu ¢ = 0) a afelia
(p=m):

P P
Fin=——, Tmax=—— - M.84
min 1—}—8 max 1—8 ( )
Odtud velka poloosa elipsy
a= min + 'max — p 5 (M.85)
2 1-¢

Malou poloosu musime urcit pomoci Pythagorovy véty z trojihelnika SFAs na obrazku,

vnémz SAs=b, SF=a—rmn=as, FAs=(SF+FD)¢=as?+p=a.Proto

b=va?-a2s? —ayl-s2 =L2 . (M.86)
1-¢

Slunce. Nékdy se fika téz perihel a afel. Studujeme-li obéh Mésice nebo umélé druzice kolem Zemé, pouzivame nazvl
perigeum a apogeum, u obéhu kolem hvézdy nazv( periastrum a apoastrum. Obecné bychom mohli zavést nazvy
pericentrum a apocentrum.
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Pro parabolu ur¢ime vzdalenost k periheliu jako

Fin =5 (M.87)
2
pro blizsi a vzdalengjsi vétev hyperboly
b p v p
rhin=——=ale-1), rnh,=——=ale+1) . M.88
min 1+ ( ) min e_1 ( ) ( )

Odtud pro poloosy hyperboly mame

a=—P | p-aye?-1-—P (M.89)

g -1 e?-1

(e

Na rozdil od paraboly ma hyperbola asymptoty a1, a2 o rovnicich y =+—X.

QD

Piejdeme-li do prostoru, muizeme zapsat obecnou rovnici kvadratické plochy, kvadriky
Vv kartézskych souradnicich:

allx2 + a22y2 + a33z2 +281)XY +2853YZ + 28 3XZ + 2814 X + 2894 Y + 28342+ 844 =0 . (M.90)

obr. M 17

Klasifikaci ptipadi této rovnice miizeme opét rozlisit rizné kvadriky, jednak stfedové, k nimz patii
koule, elipsoid, jednodilny a dvojdilny hyperboloid (a také dvojita kuzelova plocha), jednak
nestfedové, k nimz patii elipticky paraboloid a hyperbolicky paraboloid (a také riizné valcové plochy).
Zvolime-li kartézské osy v osach symetrie kvadriky, dostaneme rovnice kvadrik v nasledujicich
kanonickych tvarech:
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obr. M 18 obr. M 19

obr. M 20 obr. M 21

Pro trojosy elipsoid méme

N
<
N
N
N
[HEN

(M.91)

D | X
)
O
()
(]
()



Zvlastnimi ptipady obecného trojosého elipsoidu jsou elipsoidy rotacni, které maji dvé poloosy
stejné (napf. a = b). Je-li pfitom teti poloosa ¢ mensi, vznikne zplostély rotaéni elipsoid, (obr. M 17a),
je-li vétsi, vznikne protahly rotaéni elipsoid (obr. M 17b). Jsou-li vSechny tii poloosy stejné, piejde
elipsoid v kulovou plochu.

Pro jednodilny a dvojdilny hyperboloid dostavame rovnice

X2

2

2 2
+y_2_2_=i1 . (M.92)

QD
(o
o

Tyto hyperboloidy jsou na obr. M 18 a M 19.

K nestifedovym kvadrikam patii elipticky a hyperbolicky paraboloid. Tyto plochy maji rovnice
+Y -0z, (M.93)
q

Elipticky paraboloid (obr. M 20) pfechézi pti p = q ve znamy paraboloid rotacni. Hyperbolicky
paraboloid je na obr. M 21. Lze dokazat, Ze jednodilny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid lze
vytvofit soustavou povrchovych piimek.

Priklady

1. Pomoci rozmérové analyzy se pokuste ,,uhddnout* vzorec pro drahu télesa pii volném padu.
Vypocitejte povrch a objem koule ve sférickych soutadnicich.
3. Oveéite, ze transformacni matice rotace kolem osy z je ortogonalni, tj. Ze pro
cosp sing 0
aj, =| —singp cosep O
0 0 1
plati aijaik = Ojk, |oik| = 1.
4. Rozepiste nebo vypocitejte vyrazy ajiXi, OjkXk , 01ikXk , Ojk , Oijij , EijkEijk -
|i +2j|, |i —3k|, |2i —3j|, |i +j—2k| .

N

5. Urcete
V5. i0, VI3, V6]
6. Urdete ix(j+k), ix(i+j), i-(i+k), ix(i+k) .
[k=i, k, 1, -]]
-
5

7. Vypocitejte

[71s]
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10.

11

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Vypoditejte a—%‘ ,je-lia=1,b=2avektory a, b sviraji uhel n/3.
[24/3/3]
Urcete |2m — n|, jsou-li m, n jednotkové vektory, které sviraji uhel m/4.
&)
Dokazte, ze vektor a je kolmy k vektoru b, plati-li |a + b| = |a — b|.
. Urcete (a x b)? + (a - b)2.
[a’b?]
Upravte (a + b) x (a—Db).
[2b x a]
Upravte i x (i +J + K) + (j+Kk) x (i-2])
[2i]
Které z téchto vyrazu jsou stejné: a(b - c), (a - b)c, (c - a)b, (a - ¢)b, (c - b)a?
Urcete k vektoru a = (1,3,5) vektor jednotkovy.
|(1/+/35,3//35,5//35)
Urcete jednotkovy vektor ve smérua —b, kdea =(3,2,0),b=(2, 1, 1).
. -
—(1,1,-1
D)
Urcete jednotkovy vektor ve sméru a + b, kde a = (3, 3, 1), b = (1, -3, 2).
L .
[3(4,0,3)
Najdéte jednotkovy vektor kolmy k roving uréené vektory a = 2i —2j + 4k, b =i+ j - 2k.
[+(2i+k) /5
Urcete (a x b), kdea=2i—j,b=2j +k.
[4k —2j —1]
Urcete (a - b), kdea=i+j,b=2i+j-k.
[3]
Urcete jednotkovy vektor ve sméru vyslednice vektoria=2i+j+ K, b=1i-2j+ 2k, ¢ =-2i

+j—k.
[(i+2k)/5]
Je dan soucet a rozdil dvou vektori a + b =(4, 2, 1), a— b =(2, 3, 1). Urcete vektory a, b a tthel
mezi vektory a, (a + b).
[(3.2.5,1),(1-0.5,0),c0s=0.974]
Pomoci vektorového soucinu uréete plochu trojahelnika s vrcholy A(2, 3, 5), B(4, 2, —1), C(3,

6, 4).
| V/426/2~10.3]
Urcete objem rovnob&znosténu, jehoZz strany jsou dany vektory a =1+ 2j, b =4j,c=j + 3k.
[12]

Pomoci skalarniho souc¢inu vektort urcete ihly, které sviraji té¢lesové uhlopticky krychle.
[70°30", 100°30']
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26. Pomoci vektorového poctu dokazte kosinovou vétu (stranu € vyjadiete pomoci rozdilu vektora
¢ = a — b) a sinovou vétu (uvédomte si, ze pro vektory stran trojuhelnika platia+b +c=0a
pouzijte vlastnosti vektorového soucinu).

27. Najdéte slozky vektoru a do sméru daného jednotkovym vektorem n a do sméru kolmého.

[(n-a)n, (nxa)xn]

28. Jsou dany vektory a =i+ j, b = 2i — 3] + k, ¢ = 4] — 3k. Vypodcitejte (a x b) x ¢, a x (b x ¢).

[(23, 3,4), (8,-8,1)]
29. Dokazte vétu ,,bac minus cab*.
30. Kolik nezéavislych prvkit ma obecny symetricky tenzor ¢tvrtého fadu?
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1. Kinematika ¢astice

1.1 Kinematicky popis pohybu Castice

Nejjednodussi fyzikalni soustava je jeden hmotny bod, ktery se pohybuje v prostoru a ¢ase. Pojem
hmotny bod je ovsem abstrakce, model, kterym nahrazujeme realnou ¢astici. Vyjadiujeme jim, ze
odhlizime od tvaru a rozméru castice, povazujeme ji za bodovou, a krom¢ jeji geometrické polohy v
daném okamziku ji pfipisujeme pouze jedinou fyzikalni vlastnost, hmotnost. V tomto smyslu budeme
v mechanice ¢asto misto hmotného bodu hovofit prosté o ¢astici.

V kinematice se zajimdme pouze o pribéh pohybu Castice v prostoru a ¢ase a nepatrame po
pri¢inach tohoto pohybu a jeho zmén. Piedpokladame, ze Céstice se pohybuje po spojité kiivce,
trajektorii, a snazime se urcit jednak tvar této trajektorie a zakon pohybu po ni, tj. polohu ¢astice na
trajektorii v zavislosti na ¢ase.® Spojita kfivka méa v kazdém bodé teénu a miizeme zavést pojem
okamzité rychlosti ¢astice mifici ve sméru této tecny.

Predpokladejme nejprve, Ze trajektorie Castice je zadana. Pak mizeme od zvoleného bodu na
trajektorii a zvoleného okamziku métit drahu Castice s(t), tedy délku kiivky, kterou ¢astice za uréitou
dobu prosla (obr. 1.1). V okamziku t je ¢astice v bodé daném proslou drédhou S, v okamziku t + At v
bod¢é s + As. Draha s tu vlastné predstavuje parametr udavajici polohu bodu na kiivce; timto zptisobem
popisujeme napiiklad pohyb automobilu na dalnici a uddvame na kterém je praveé kilometru.

Ptitom muzeme zavést stiredni rychlost ¢astice v intervalu At

As
V)=—/, 11
V=" (11)
okamZitou rychlost ¢astice v okamziku t
As ds
v(t)= lim —=—"=35 1.2
( ) At—>0 At dt (1.2
a okamzité zrychleni
2
a(t)=lim Av_dv_d%s _,_ . (1.3)
At>0 At dt dt?

Takto zavedené rychlost a zrychleni jsou skalarni funkce Casu a udavaji pouze, jak se méni draha a
rychlost pti pohybu po zadané trajektorii, ve sméru teény k této trajektorii.

Obecné¢ vSak musime udat polohu castice v prostoru vzhledem k néjaké vztazné soustave. Tato
soustava, napiiklad kartézska, je spojena s n€¢jakym tuhym télesem a doplnéna

6 Pfedstava o pohybu Castice po trajektorii jako po spojité kfivce vyplyva z nasi smyslové zkusenosti. Ukazuje se, Ze v mikrosvété
tato predstava neodpovidd skute¢nosti a pojem trajektorie tam ztraci smysl. Castice se v mikrosvété pohybuje podle zakon(
kvantové mechaniky a v daném okamziku neni mozné soucasné presné stanovit jeji polohu a rychlost.

42



st+ASs

>
O t 1At

obr.1.1 obr. 1.2

hodinami umisténymi napiiklad v pocatku. V mistnosti mohou jako kartézské osy slouzit priisecnice
stén a podlahy. Potom udavame tii kartézské souradnice ¢éstice jako funkce ¢asu:

x=x(t), y=y(t), z=z(t) . (1.4)

Soustava tii rovnic (1.4) ptfedstavuje parametrické vyjadieni tvaru trajektorie. Rovnici trajektorie v
kartézskych soutadnicich dostaneme, vylouc¢ime-li z rovnic (1.4) ¢as. Parametrem pohybu muize byt
ovSem i draha: X = X(S), Y = ¥(S), z = z(s). Ptitom s = s[x(t),y(t),z(t)] vystupuje jako sloZena funkce Casu.
Vyse zavedend skalarni rychlost bude

v(t):ﬁzﬁmﬁwﬁz : (1.5)
dt ox oy~ oz

Zname-li kartézské soutadnice Castice jako funkce ¢asu, mizeme Castici ptitadit polohovy vektor
r =[x(t), y(t), z(t)] vychazejici z pocatku soustavy soufadnic a mifici do bodu, v némz se ¢astice prave
nachazi. Potom definujeme rychlost castice jako vektor, ktery ma velikost rovnou v a smér teény k
trajektorii. Oznacime-li jednotkovy vektor ve sméru te¢ny v daném bod¢ jako T, mizeme psat

ds

vV(it)=vt=—71 . 1.6
Zavedeme-li dale derivovani vektorovych funkci podobné jako u skalarnich funkci, dostaneme
. r(t+At)—r(t . Ar(t
A F80r0) () (i ay ) 0
dt At—0 At At—0 At dt dt dt

Z obr. 1.2 je vidét, ze pii At — 0 se velikost vektoru |Ar| blizi délce oblouku AS a jeho smér sméru
teCny v bod¢ r. To souhlasi s definici vektoru rychlosti, jak jsme ji vySe zavedli. Mame tedy

dr (dx dy dz
v=(v,,Vv,,V, |]=—=| —,—,— | . 1.8
(X y Z) dt (dt dt dt] (18)
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T 'c+g1:
dt
N

t+dt

" R+dR

obr. 1.3 obr. 1.4
Dale definujeme vektor zrychleni vztahem
dv d?r s G oo e
a:E:dt—z:(ax,ay,az):(vx,vy,vz):(x,y,z) : (1.9

Urcit smér vektoru zrychleni je vSak jiz méné€ snadné. K tomu celu zvolime na trajektorii v tésné
blizkosti bodu r dva dalsi body. Tremi body, které nelezi v piimce, je urcena rovina (fikame ji rovina
oskulacni) a také kruznice poloméru R (nazyvame jej polomeér krivosti trajektorie v daném bod¢). V
oskula¢ni roviné lezi jednak te¢na, jednak normala k trajektorii. Jednotkové vektory ve sméru te¢ny a
normaly (sméfujici do stfedu kiivosti) oznacime T a v. Kolmo k te¢n¢€ i normale sméfuje binormala s
jednotkovym vektorem P (viz obr. 1.3). Trojice kolmych jednotkovych vektort T, v, P tvofi
pravotocivou soustavu a doprovazi obecné prostorovou kiivku v kazdém bodé€. Studiem téchto
vlastnosti kiivek se zabyva diferencidlni geometrie.

Zderivujeme nyni vektor rychlosti (1.6) podle pravidla o derivovani sou¢inu funkci:

dv d(vr) dv_ dr dv_ drds dv
=—= = = TH+V——=—T+V

2d‘l’
a=—=——"=—7T+V—= — = —
dt dt dt dt dt ds dt dt

ds

Z obr. 1.4 zjistime, Ze vektor dt pii At — 0 nabyva smér normaly a pro jeho velikost plati

|d<|= M _ds
T R
Mame tedy
2
a=do Yy (1.10)
dt = R
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obr.1.5 obr.1.6

Zrychleni pii obecném kiivocarém pohybu lezi tedy v oskulacni rovin€ a ma te¢nou slozku rovnou
derivaci velikosti rychlosti podle ¢asu a normélovou slozku V#/R: '

atza, ap=— . (1.11)

Nékteré kiivocaré rovinné pohyby je 1épe popisovat v polarni soustavé souradnic r(t), ¢(t).
Derivovanim ur¢ime vztahy mezi kartézskymi a poldrnimi slozkami rychlosti na obr. 1.5. Protoze
X =T COS@, Yy = Sing,

Vy=X=fCcosp—rgsing, vy =y=rsing+rpcose . (1.12)

Slozky rychlosti ve sméru radidlnim a te€ném Vra vy dostaneme pootocenim souradnych os o thel
@ podle vztahti (M.37), které miizeme aplikovat i na slozky vektoru rychlosti a zrychleni. Dosadime-
li do nich za vxa vy podle (1.12), dostaneme po snadné tprave

Vp =V, COSp+Vysing=r, v,=-Vv,sing+Vv,cosp=rg , (1.13)
odkud

2=VE v =V v =12 4rigp? (1.14)

Stejné budeme postupovat i u zrychleni. Derivaci slozek rychlosti (1.13) dostaneme

7 Pfi rovnomérném pohybu po kruznici je ar= 0 a an= v2/R znamé dostredivé zrychleni.
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a, =V, =('r'—r(p2)005¢—(2r(p+p¢)sin(p,
(1.15)
a, =V, :(r—r¢2)sin¢—(2r¢+p¢)cos¢ .
Pro slozky zrychleni v polarnich soufadnicich pak dostaneme
. . .2
a. =a,Ccosp+a,SIihp=r-—r ,
r = Ay -40 ySing @ (1.16)
a,=-aysing+a, cosp=2fp+re .
Shrneme tedy
Ve =F, V, =1, ay=F—rp°, a,=2tp+rp . (1.17)
Velikost thlové rychlosti o a uhlového zrychleni € mtizeme zavést jako
dep . do . .
olt)=—=¢, c(t)=—=0=0¢ . 1.18

Pfi pooto€eni o maly uhel mizeme tento hel povazovat za vektor a pfipsat mu smér osy rotace v
pravoto¢ivém smyslu. Stejné pak budou definovany i vektory thlové rychlosti a thlového zrychleni
mae.

1.2 Zakladni pohyby a jejich skladani

Uvedeme nyni nékteré zdkladni typy pohybu castice.

1.2.1. Pohyb piimocary
Necht’ ptimocary pohyb probiha podél osy x s poc¢atecnimi podminkami X=Xq, V, =X=Vq, pfi

t = to. Pak rozliSujeme

a) pohyb rovnomérny s konstantni rychlosti Vox a nulovym zrychlenim ax= 0. Integraci a pouZzitim
pocatecnich podminek dostavdme zakon pohybu

X(t) =Xq +Voy (t—tg) (1.19)

b) pohyb rovnomérné zrychleny s konstantnim zrychlenim aox kladnym nebo zapornym. Integraci
a pouZzitim pocatec¢nich podminek dostadvame zékon rychlosti a zdkon pohybu:

1
V(t)=Voy +apy (t—tg), X(t)=Xg+Voy (t—t0)+§a0X (t —to)2 . (1.20)

o 1
Je-li pfi t=0x =0, v =0 dostaneme znamé vztahy v(t)=ap,t, Xx(t)= anXt2 :

c) pohyb nerovnomérny se zrychlenim obecné zavislym na case a(t). Pak dostaneme zakon
rychlosti a zdkon pohybu integrovanim
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v:v0X+.fttoa(t)dt+, x:x0+v0Xt+Ltov(t)dt : (1.21)

1.2.2. Pohyb kruhovy

Pti pohybu castice po kruznici poloméru R je vhodné pouzit polarnich souradnic. Potom plati
Ir = R = konst a zakony pohybu se zjednodusi. Ze vztahti (1.17) mame

v, =R=0, v,=R¢p=Rw, a,=—Rp’=-Ro’, a,=Rp=Re . (1.22)

Je-li kruhovy pohyb rovnomérny, ziistava tihlova rychlost @ = konst a thel ¢ se méni linearné s
Casem

p(t) =gy +o(t—ty) . (1.23)

Obvodova rychlost V4 = V je ovSem také konstantni: V= Rw. Obvodové (te¢né) zrychleni apje nulové
a ¢astice ma jen normaloveé, dostredivé zrychleni, rovnéz konstantni:

2
a, =—a=—Rw? :_VF: konst . (1.24)

U rovnomérného kruhového pohybu zavadime dobu obéhu T = 27/w a jeji ptevracenou hodnotu, pocet
obéhii za jednotku casu f = 1/T.

1.2.3. Pohyb harmonicky

Pohyb harmonicky dostaneme jako projekci rovhomérného kruhového pohybu kolem pocatku do
jedné z kartézskych os (obr. 1.6). Naptiklad v ose y pak mame

y(t)=Asin(at+gp) | (1.25)

kde y je vychylka (elongace), A amplituda, @ uhlova frekvence, T = 27/ perioda, f = 1/T frekvence
(udavana v jednotkach Hz), argument harmonické funkce w? + ¢oje faze a ¢ pocatecni faze ptit=0
neboli fazova konstanta.

Souradnice vektort rychlosti a zrychleni pfi harmonickém pohybu jsou

Vy:y:a)ACOS(a)t+g00):a)ASin(a)t+(00+7r/2) , (1.26)

a =\7y:y:—a)zAsin(a)t+qpo):a)ZAsin(a)tJrng +7) . (1.27)

y

Z téchto vztahti je vidét, Ze pii harmonickém pohybu rychlost pfedbiha vychylku o z/2 a zrychleni
0 7 (je v protifazi).

47



Skladani pohybi

Je velmi diilezité, ze castice muze konat soucasné neékolik pohybii, ze pohyby lze vektorove skladat.
Tento netrivialni poznatek usnadnuje studium mechanickych pohybt. Ukazeme nyni nékteré zajimavé
ptipady skladani pohybi.

Se skladanim kolmych pfimocarych pohybt se setkdvame pii vrhu téles v homogennim tihovém
poli ve vakuu. Uvazujme rovinny pohyb v roving X, z, pfi ¢emz v zaporném sméru osy Z ma pohyb
zrychleni velikosti g. Ve sméru osy z probihd tedy rovnomérné zrychleny pohyb podle (1.20).
Vztahneme-li poc¢ate¢ni podminky k okamziku t = 0, mame

z(t)=1o +VOzt_%gt2’ v, (t)=vo, — gt . (1.28)
Ve sméru osy X je pohyb rovnomérmy:
X(t) =Xg +Voxt, Vy(t)=Voy =konst . (1.29)

Zadanim ptislusnych pocate¢nich podminek dostaneme nejriznéjsi ptipady pohybu. Tak pro Xo =
0, Z0= h, Vox = Vo, = 0 jde 0 volny pad z vysky h. Pro n& mame

z=h—%gt2, s=h-z, t=\/§, v, =—gt=—/2gs . (1.30)
g

obr.1.7 obr.1.8

Proxo=0, z0=0, Vox= 0, vo; > 0 je to svisly vrh vzhiiru. Ozna¢ime dobu letu do vrcholového bodu
tva jeho vysku zy a mame
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1 v ve
Z=Voot =5 Gt%, vz =Vo, — gt t\,:%, zvzzlgz : (1.31)
Pii Xo= 0, zo=h, vox= 0, Vo, < 0 nastava svisly vrh doli. Pii ném
1 .2
z:h—|v02|t—zgt LV, =—|vo, |0t . (1.32)

Pocate¢ni podminky Xo = 0, zo = h, vox > 0, Vo, = 0 urcuji vodorovny vrh ve vysce h. Vysledny
pohyb uz nebude ptimocary; jde o skladani rovnomérného piimocarého pohyb rychlosti vox ve sméru
oSy X a volného padu ve sméru z. Rovnice

X=Vogyt, z:h—%gt2 (1.33)

predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as t, dostaneme rovnici kiivky v
kartézskych soutadnicich

g .2
VA :h—2—2X . (134)
Vox

Je to pievracena parabola s vrcholem v bodé (0, h). Snadno zjistime jeji parametry - dalku dopadu na

urovenl Z=0 Xqa dobu letu tq:
2h 2h
Xq =Vox.[— tq=.— (1.35)
*\g \ g

(jako pfi volném padu). Na pocitaci numericky propocitana trajektorie vodorovného vrhu je na (obr.
1.7).

Vrh sikmy z pocatku pod elevacnim uhlem a dostaneme za podminek Xo = 0, zo = 0, Vox = Vo COS a
> 0, Voz= Vo Sin a > 0 (obr. 1.8). Jde o skladani rovnomérného ptimocarého pohybu rychlosti vo C0S a
ve sméru osy X a svislého vrhu vzhiiru. Rovnice

X =Vt z:VOZt—%gt2 (1.36)

predstavuji parametrické rovnice trajektorie. Vylouc¢ime-li z nich ¢as t, dostaneme rovnici kiivky v
kartézskych soutadnicich

Vv 1
z:ﬂx——%xzzxtgcx—%x2 : (1.37)
Vox  2Vg, 2v5cos“ a

Ve vakuu probihd tedy Sikmy vrh v homogennim tihovém poli po parabole. Snadno dostaneme
soufadnice vrcholu drahy, dalku doletu a celkovou dobu letu:
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vgsin2a visin?a vgsin2a
vET o Ly=— o Xg=——
29 29 g
zifejmé, ze maximalni délka doletu odpovida thlu 45° a ze obecné daného bodu doletu 1ze dosdhnout

pod dvéma riznymi thly 45° + Aa.

_2YSIN@ 4 av0dtud je

Castice mize konat sou¢asné rovnomérmy kruhovy pohyb a rovnhomérny piimo¢ary pohyb. Kona-
li napt. rovnomérny kruhovy pohyb kolem pocatku a rovhomérny pohyb ve sméru osy z, bude vysledna
trajektorie prostorova kiivka zvana Sroubovice s rovnomérnym stoupanim (obr. 1.9).8 Parametrické
rovnice Sroubovice mtizeme tedy zapsat jako

X=Rcosat, y=Rsinat, z=kt . (1.39)
z N
Y
]
a
< (4]
Y O na 27;a X
X obr. 1.9 obr.1.10
v y

@) a 2ra X OU a @ X
obr.1.11

Kona-li ¢astice umisténa na obvodu kruznice o poloméru a slozeny pohyb tak, Ze se tato kruznice
rovnomérné vali po ose X, bude vyslednou trajektorii kiivka zvana cykloida (obr. 1.10). Je to velmi
dilezita kiivka, s niZ se ve fyzice ¢asto setkavame. Z obrazku snadno nahlédneme, Ze parametrické
rovnice cykloidy mizeme zapsat jako

x=a(a-sina), y=a(l-cosa) . (1.40)
Jako parametr zde slouzi uhel odvaleni a. Pokud ¢astice nelezi na obvodu kruznice, ale na nékterém

mensim poloméru, vznikne tzv. zkracena cykloida (obr. 1.11a), pokud lezi na vétSim poloméru (jako
naptiklad bod na obrub¢ Zelezni¢niho kola), vznikne prodlouZena cykloida (obr. 1.11b).

8 Nikoli ”spirala”. Spirdla je rovinna kfivka.
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Castice miize konat sou¢asné nékolik harmonickych pohybtl. Piedpokladejme napied, Ze kona dva
harmonické pohyby s rtiznymi amplitudami a tthlovymi frekvencemi a touz pocatecni fazi ve sméru
osy x. Tyto dva pohyby se vzajemné scitaji, superponuji, a miizeme psat

x=Asinat+Bsinw,t =(A-B)sinat+B(sinat +sinw,t) . (1.41)

Necht jsou amplitudy A = B stejné a uhlové frekvence w1~ w2 = w blizké. Oznacime rozdil obou
uhlovych frekvenci w1 — w2= Aw. Potom s pouzitim souctovych goniometrickych vzorcti dostaneme

) —

x:A(sina)lt+sina)2t):2Asinwl;wztcos wzt:ZAcosA—zwtsina)t : (1.42)

Vysledny pohyb mizeme popsat tak, ze jde o harmonické kmity s uhlovou frekvenci w, jejichz
amplituda se v ¢ase pomalu méni jako 2AcosAw?/2. Jsou to znamé razy neboli zaznéje. Na obr. 1.12
je znazornén Casovy prabéh razi ziskany na pocitaci slozenim dvou harmonickych pohybii o blizkych
uhlovych frekvencich. Jsou-li amplitudy obou pohybl rizné, nebude amplituda vyslednych kmitt
prochazet nulou (obr. 1.13).

Zminime se jesté o skladani harmonickych pohybii v kolmych smérech.

Skladame-li dva takové pohyby o stejné thlové frekvenci, bude vysledny pohyb probihat po
trajektorii dané parametricky jako

x=Asin(at+¢gy;), y=Bsin(at+eg,) . (1.43)

Oznacime fazi kmitd ve sméru X jako wt+go1 = ¢, rozdil fazi obou kmitl jako goo—¢o1 = J. Dale
vylou¢ime z parametrickych rovnic ¢as. K tomu cili vyjadiime sing a coS¢ pomoci veli¢in na ¢ase
nezavisejicich a pouzijeme znamy vztah sin? @ + cos? ¢ = 1. Mame

sin(p:%, sin((p+5)=singosin5+cos<osin5=% , (1.44)

odkud

cos _1 1—10035 (1.45)

Y= sins\B A ' '

Secéteme-li nyni sin? @ a cos? ¢, dostaneme rovnici trajektorie

2 2

X—2+y—2—ﬂcos5:sin25 . (1.46)

A* B° AB

V zavislosti na 6 mize tato rovnice odpovidat rovnici usecky, nebo elipsy. Je-li 6 = nz, probihaji kmity
po usecce, jejiz piimka ma smérnici kK = £B/A, je-li 6 = (n + 1/2)x, je trajektorii elipsa

XY 1. (1.47)



Jsou-li amplitudy kmitu stejné, piejde pro d = (n+1/2)x elipsa v kruznici. S uvedenym skladanim
dvou kolmych kmiti o stejnych frekvencich se setkdvame nejen v mechanice, ale naptiklad i1 v

elektromagnetismu a optice pii studiu polarizace svétla. Vysledné trajektorie ziskané pomoci pocitace
jsou na obr. 1.14; kiivka 1 odpovida 6 = 0, kiivka 2 ¢ = x, kiivka 3 0 = n/2 kiivka 4 0 = 7/A.

Jsou-li thlové frekvence kolmych kmith riizné, vznikaji slozité tzv. Lissajousovy obrazce. Na obr.

1.15 vidime dva takové obrazce pro pomér frekvenci 1:2 (kiivka 1) a 2:3 (kfivka 2). Pomér frekvenci
muzeme urcit podle poctu bodi, v nichz se obrazec dotyka souradnych os. Jsou-li frekvence v poméru

obou kmiti 6.

Uloha:

Urcete te¢né zrychleni, normalové zrychleni a polomér kiivosti trajektorie vodorovného vrhu.
Reseni:

Pro rychlost a zrychleni méme

v=(Vgy,—0t,0), V2 =v§, +g°t?, a=(0,-g,0) .

Tedy

Uloha:

Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu s touZ velikosti pocatecni rychlosti (vystiell z téze
zbrané€) a riznymi eleva¢nimi thly. Dokazte, Ze obalkou této mnoZiny trajektorii je tzv. ochranna
parabola (mista za touto parabolou nemohou byt zasazena) - obr. 1.16.

Reseni:

obr. 1.12

obr. 1.13

obr. 1.14

obr. 1.15

obr. 1.16

Upravime rovnici trajektorie (1.37) na tvar
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g(1+tg2a) )
z=xtga——2x )
2V,

a pohlizime na ni jako na kvadratickou rovnici pro tg a. Body lezici na obalce mohou byt dosazeny
pouze pii jedné hodnoté eleva¢niho thlu. PoloZime proto diskriminant rovnice pro tg a roven nule a
dostaneme rovnici obalky

;o9 2. V%
2vd 29
Ptiklady
1.1. Castice se pohybuje ptimo&aie po ose X podle zakona x = At + Bt?, kde A=5cm.s™%, B

= 6 cm.s 2. Uréete okamzitou rychlost ¢astice za¢atkem desaté a koncem dvandcté sekundy a stfedni
rychlost v intervalu mezi témito okamziky.

[113cm.s ' 149 cm.s ' 131 cm.s ]

1.2. Pilot letadla je od svého cile vzdalen 200 km na zapad, a pfitom vane severozapadni vitr
o rychlosti 30 km.h™1. Urgete vektor rychlosti letadla, chce-li pilot dosahnout svého cile za 40 minut
(obr. 1.17).

obr. 1.17 obr. 1.18
[(278,8 ; 21,2) km.h™%, 0sa x miii na vychod, osa y na sever]

1.3. Po ramenech pravého thlu lezou dva brouci. Prvni z bodu A vzdaleného od vrcholu
pravého thlu o vzdalenost liorychlosti vi smérem k vrcholu, druhy po druhém rameni z vrcholu smérem
od n¢ho rychlosti vz (viz obr. 1.18). V kterém okamziku si budou brouci nejblize, jak budou od sebe
daleko a jaké budou pfitom jejich vzdalenosti od vrcholu?

2
t— l1ovs | = l10vs I, = l3ovs l, = l1ov1Vo
2,2 : N 2,2
Vi V5 v12 +v§ Vi 4V Vi +V;
1.4. Dvé castice se pohybuji rychlostmi o vektorech vi= (2, 0), vo= (0, 3) (v pfislusnych

jednotkach). V case t = 0 se nachazely v bodech rip= (=3, 0), r20 = (0, —3). Urcete vektor vzajemné
polohy castic, ¢as a délku maximalniho sblizeni.

[ry.(t)=(3-2t,—3+3t), t=15/13, r=3/+13 piislusnych jednotek]
1.5. Dve¢ castice se pohybuji rovhomérné piimocare, prvni z bodu A = (0, 1) rychlosti vi =

(3, — 2), druhy z bodu B = (0,—1) rychlosti v2 = (6, 4), vSe v pfislusnych jednotkach. Uréete prusecik
trajektorii, vektor vzajemné polohy, okamzik maximalniho sbliZeni, a velikost tohoto sbliZeni.
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[(3/2,0), (3t,6t—2),4/15, J4/5 pfislusnych jednotek]

1.6. Pohyb &astice je uréen paramericky jako x = Ait?+ B1, y = Axt? + By, kde A1 = 20 cm.s 2,
B1=5cm, A2=15 cm.s?, B, = —3 cm. Najdéte rychlost a zrychleni astice v okamziku t = 2 s.

[v = (80, 60) cm.s, a= (40, 30) cm.s?]

1.7. Urcete rovnici trajektorie, rychlost a zrychleni u nasledujicich pohybt ¢astice zadanych
parametrickymi rovnicemi:

x=4sin£t, y=3sin£t : x=4cos£t, y=3sin£t :
a) 2 2 b) 2 2
.U .U 27T . 2T
X=|4sin—|t, y=|3sin— |t , X=4cos“—t, y=3sin“—t .
c) ( ZJ g ( Zj d) 2 2

[a) harmonicky pohyb po tsecce y = % X V rozmezi
X|<4, |y|<3, V=(27[COS%t, 37zcos%tj, a=(—7r28in%t, —%ﬁZSin%tj

2 2

b) nerovnomérny pohyb po elipse 16 + Y

9

C) rovnomé&rny piimocary pohyb po ptimce y = % X

d) pohyb po usecce lezici v ptimce Yy = —% X+ 3 v mezich

0<x<4, 0<y<3, v=(-2zsinxat, 3zsinat), a=(—27zzcosm, gﬂzcosmﬂ

1.8. Napiste parametrické rovnice pro pohyb Castice, ktera kona harmonicky pohyb po
usecce, jejiz nosna primka ma rovnici Y = X—4. Rovnovazna poloha lezi v bod¢ A = (2,—2), amplituda
je rovna s, =22 , uhlova frekvence w = n/4, v okamziku t = 0 je Castice v bod¢ (4,0) (vSe v
ptislusSnych jednotkach).

x:2+2cos£t, y:—2+2cos£t
4 4

1.9. Urcete rychlost a zrychleni castice v polarnich soufadnicich, je-li pohyb zadan
parametricky jako x = at, y = bt, kde a, b jsou konstanty.

[vr:r':\/a2+b2 V,=Tp=0, a,=F—-rp° =0, a¢:2r'¢+r¢:0}

1.10. Urcete charakter pohybu castice (trajektorii, rychlost, zrychleni) daného parametricky
jako x = lcos[go sin(wt + @o)] , y = Isin[go sin(wt + po)].
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[r =1=konst, ¢ (t) = gosin(w? + go), pohyb po oblouku kruznice v rozmezi|p| < ¢o,
vi=0, Vy =1 dow cos(wt + o)

a, = i;_r¢2 :I¢5a)20052(a)t+(p0), a(p :2r¢+r¢:—|¢ga)25in(a)t+¢o)i|

1.11. Castice se pohybuje po kruznici poloméru r = 5 cm se stiedem v po¢atku soufadné
soustavy, s konstantnim tthlovym zrychlenim ¢ = 2 s2a v okamziku t = 0 je v bodé A o soufadnicich
(0, 5) cm. Urcete te¢né a normélové zrychleni. Reste v polarnich soufadnicich.

2
v .

[a:=re =10 cm.s?, a, =—=re?t? =20 cm.s ]
r

1.12. Urcete amplitudu a fazovou konstantu harmonického pohybu, je-li doba kmitu
T =3,14 s a v okamziku t = 0 je vychylka Xo = 10 cm a rychlost vo= 0,4 m.s .

2
A= /x§+v—°2 ~0,22m, @, =arctg22? = 0,46
@ Vo

1.13. Céstice kond harmonicky pohyb. Jeji maximélni rychlost je 6 m.s™! a maximalni
zrychleni 24 m.s 2. Uréete dobu kmitu, frekvenci, thlovou frekvenci a amplitudu.

[1,57s,0,64 Hz,4s1,1,5m]
1.14. M¢jme kruZznici poloméru R lezici ve svislé roving€. Z jejiho vrcholu vychézeji Zlabky
ve sméru tétiv k obvodu kruznice (obr. 1.19). Do zlabki soucasné vlozime malé kulicky a vypustime.

Dokazte, ze viechny kuli¢ky dosdhnou obvodu kruznice za stejnou dobu. Ulohu poprvé fesil v 17.
stoleti Cesky ucenec Jan Marcus Marci z Kronlandu.

obr. 1.19

1.15. Téleso je vrzeno svisle vzhlru pocate¢ni rychlosti vo. Zaroven je z vysky h volné
pusténo druhé téleso. Obé télesa dopadnou na zem soucasné. Z jaké vysky bylo pusténo druhé téleso?

ho 2%
g

1.16. Téleso je vrzeno v okamziku t = 0 svisle vzhuru. Uréitym mistem ve vySce h prochazi
v okamziku t; smérem vzhiru a v okamziku t> smérem dold. Uréete vysku h a poc¢ateéni rychlost vo.

{h: gty g(t1+t2)}

2 10 2
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1.17. Jakou rychlosti Vg je nutno hodit téleso svisle dolt z vysky h, aby dopadlo o ¢as 7 diive
nez pii volném padu?

Vo =gr 8hg —gr
8hg —2gr

obr. 1.20.
obr. 1.21.
1.18. Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu z pocatku soustavy soufadnic s touz
pocateéni rychlosti Vo a proménnym eleva¢nim thlem a. Dokazte, ze vrcholy trajektorii lezi na elipse
2ve
x2+472-20 -0,
g
1.19. Uvazujte mnozinu trajektorii Sikmého vrhu z pocatku soustavy soutradnic pod tymz

eleva¢nim uhlem a a proménnou pocatecni rychlosti vo. Dokazte, ze vrcholy trajektorii lezi na pfimce
1
z= E(tg a)x.

1.20. Cil lezi v $ikmé vzdalenosti d = 6000 m pod polohovym tihlem ¢ = 30°. Jaka musi byt
minimalni pocateéni rychlost strely, aby byl cil zasazen? Jaky elevaéni thel odpovida této rychlosti
(obr.1.20)?

{VOmin = gd(1+sin(p):300m.s‘1, tgal::r;r;f”:ﬁ, aZGOO}

1.21. Lissajousovy obrazce. Pohyb ¢astice je dan rovnicemi a) X = Acoswt?, y = B cos2wt, b)
X = Acoswt , y = B cos3wt. Urcete tvar trajektorie.

|:y:£—8 (obr. 1.21, kiivka 1), y=4_2x3—3%x (kivka 2), [ <A, ly| <B]
X A
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2. Dynamika Castice
2.1 Pohybové rovnice

2.1.1 Newtonovy zakony

Dynamika je nauka o silach (fec. dynamos = sila) a dokonce cela fyzika se diive nazyvala silozpyt.
Pfitom pojem sily je netrividlni a v celé piednewtonovské fyzice nebyla sila jasn¢ definovana. V roce
1687 zformuloval Newton ve svych Principiich tii zdkony dynamiky, na jejichz zaklad¢ je mozné
napsat takzvané pohybové rovnice a jejich feSenim studovat pohyb ¢astic a téles. Pfed Newtonem byla
sila chapana v souladu s tzv. ,,zdravym lidskym rozumem* jako pfi¢ina pohybu. Newton ukazal, ze
sila je pfi¢ina zmény pohybu, zmény pohybového stavu télesa. Uvedeme tfi Newtonovy zadkony v jejich
origindlnim znéni a v pokud mozno pfesném ceském piekladu:

Zdkon setrvacnosti:
Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi
quatenus illud a viribus impressis cogitur statum suum mutare.

Kazdé téleso setrvava ve svém stavu klidu nebo rovnomérného primocéarého pohybu, pokud
a dokud neni vtiSténymi silami donuceno tento sviij stav zménit.

Zakon sily:
Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam lineam rectam qua
vis illa imprimitur.

Zména pohybu je amérna hybné vtiSténé sile a nastava podél primky, v niz sila pilisobi.

Zdkon akce a reakce

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corporum duorum actiones in se
mutuo semper esse aequales et in partes contrarias dirigi.

Proti kazdé akci vidy pusobi stejna reakce; jinak: vzajemna ptsobeni dvou téles jsou vzidy

stejné velka a mifi na opacné strany.

1. K zakonu setrvacnosti:

Pod Newtonovym vyrazem ,,corpus®, té€leso, je zde tieba podle smyslu chapat hmotny bod, ¢astici.
Sila neni ov§em Newtonovymi zakony pfimo definovéana, vystupuje zde jako zakladni pojem, ktery
nabyva vyznamu prave témito zékony. Tak prvni zakon fika, Ze téleso ziistava v klidu nebo se pohybuje
setrvacnosti (latinsky inertia), neptisobi-li na né ,,vtisténé sily”. Pod vti§ténymi silami rozumime tzv.
sily praveé, tj. sily, které jsou ¢astici ,,vtiStény* jinymi télesy. Jsou to tedy vlastné sily, jimiz jedno téleso
pusobi na druhé a vzdy mizeme udat ptivodce takové sily. Neptisobi-li na ¢astici jiné ¢astice, je Castice
v klidu nebo se pohybuje rovnomérné pifimocate. Takové Castici fikdme bezsilovd. Zakon setrvacnosti
neni ptivodnim Newtonovym objevem, jeho autorem je Galilei, od néhoz Newton tento zdkon ptevzal.

Pohyb ¢astice mizeme posuzovat pouze vzhledem k néjaké vztazné soustave, spojené s néjakym
tuhym télesem. Toto téleso se ovsem muiZze samo pohybovat a tak se pohyb ¢astice mize jevit v riznych
soustavach rGzné. Zakon setrvacnosti umoziuje zavést inercialni vztaznou soustavu, tvorenou
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naptiklad tfemi kartézskymi osami soufadnic a hodinami. Pozorujeme-li pohyb cCastice v takové
soustavé a zjistime, Ze v ni plati zakon setrvacnosti, prohlasime tuto soustavu za inercialni. Zakon
setrvacnosti tedy plati pouze v inercialni vztazné soustave a inercialni vztazna soustava je ta, v niz plati
zakon setrvacnosti. To vypada jako logicky kruh, ale ve fyzice jde o to, zda inercialni vztazna soustava
existuje, a to miizeme zjistit jen experimentalné.

Tak vztazna soustava spojend s povrchem Zemé je inercidlni, pokud v ni pozorujeme napiiklad
kratkodobé mechanické pohyby. Pti nékterych pohybech se v§ak bude ménit pohybovy stav ¢astice,
aniz by na ni piisobila jina télesa. To svédc¢i o tom, Ze tato vztazna soustava neni inercidlni a musime
prejit napiiklad ke vztazné soustavé spojené se Sluncem a rovinou ekliptiky. Vidime, ze vztazna
soustava muze byt inercialni do urcité miry, pro urcité experimenty. V nejvyssi mife inercialni je
soustava, jejiz osy mifi ke vzdalenym galaxiim. Bylo by mozno uvazovat o soustavé spojené s
vesmirem jako celkem, kdybychom mohli tento celek vii¢i né¢emu vymezit. Je docela dobfe mozné,
ze dokonale inercidlni vztazna soustava vibec neexistuje. To vSak neubird na praktickém vyznamu
tohoto pojmu, nebot’ vzdy miizeme pozadovany stupei inercialnosti zajistit.

Muzeme jit téz jinou cestou a netrvat na pouzivani inercialni vztazné soustavy. V neinercidlni
soustave vSak musime zavést dalsi sily, které uz nebudou pravé, a jimz tikame sily setrvacné, zdanlivé,
nepravé. U téchto sil nemiZeme ukazat na jejich piivodce, nevyvolava je Zddné té€leso. Budeme se jimi
zabyvat v odstavci o pohybech v neinercidlnich vztaznych soustavach. Ukazuje se, Ze setrvacné sily
maji tésny vztah k silam gravitacnim a na tomto faktu zalozil Einstein svou obecnou teorii relativity.

Galilei ukézal, Ze je-li jedna vztaZna soustava inercidlni, jsou inercialni vSechny vztazné soustavy,
které se vici ni pohybuji rovnomérné¢ pifimocare. Je zvykem volit ,,bez jmy na obecnosti®
,laboratorni“, nehybnou vztaznou soustavu S a pohybujici se soustavu S’ tak, aby odpovidajici
kartézské osy obou soustav byly souhlasné rovnobézné a osy X, X splyvaly. Soustava S’ se pritom
pohybuje ve sméru osy X konstantni rychlosti v (viz obr. 2.1). Galilei a Newton piedpokladali, ze
soustava S je nehybna vici ,,absolutnimu prostoru® a ¢as plyne stejné v obou soustavach. V jednom
okamziku musi pocatky obou soustav splynout; tento okamzik miZeme zvolit za nulovy pro odecet
¢asu v obou soustavach.

Soufadnice a cas se pfi prechodu od jedné inercidlni soustavy k druhé transformuji pomoci
Galileiho transformaci:

X'=x-vt, y=y, /=2, t'=t. (2.2)
Z Galileiho transformaci plyne zdkon skladani rychlosti:

Vi =Vy =V, Vi =V, V; =V, (2.2)

obr. 2.1
a dale zavér, Ze zrychleni ¢astice je ve vSech inercialnich soustavach stejné:

ay=a,, ay=a,, a,=a, . (2.3)

K zakonu sily:
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Zakon sily umozinuje napsat pohybovou rovnici ¢astice. Mluvi se v ném o ,,zmén¢ pohybu®, resp.
,,zméné mnozstvi pohybu®. Je tieba fici, jak méfime mnozstvi pohybu, abychom mohli ur¢ovat jeho
zménu. Newton definoval mnozstvi pohybu jako sou¢in hmotnosti ¢astice a jeji rychlosti p = mv, tedy

pomoci veliginy, kterou dnes nazyvame hybnost. Je to veli¢ina vektorova.®
Je-li tedy zména pohybu imérna vtiiténé sile, miizeme zakon sily zapsat ve tvaru °

dp d(mv
dp_d(mv) e (2.4)
dt dt

a povazujeme-li hmotnost m za konstantni, jako

m av =kF , (2.5)
dt

Polozime-li konstantu umérnosti k = 1, dostaneme vztah mezi jednotkami hmotnosti a sily. Métime-li
hmotnost v kilogramech, délku v metrech a ¢as v sekundach, bude sila méfena v newtonech (N) a
dostavame znamou pohybovou rovnici

dp

—=F. 2.6

dt (26)
respektive pro konstantni hmotnost

ma=F . 2.7)

Abychom mohli urcit jednozna¢né feSeni této rovnice, musime znat pocate¢ni podminky, polohu a
rychlost ¢astice v n¢jakém okamziku. Mame tedy najit zakon pohybu Castice feSenim tlohy

2
m%:F, r(to)=ro, v(tg)=Vvyg . (2.8)

Tato Newtonova pohybova rovnice je vektorovd a vyjadiuje vlastné soustavu tii obycejnych
diferencialnich rovnic druhého tadu, jejichZ feSeni zavisi na 6 integracnich konstantdch. Ty musime
urcit z poc¢ateCnich podminek. Pro feSeni tlohy o pohybu jedné ¢astice tedy mame

mX: FX y X(to) = XO y X(to) :VOX
my=Fy, y(tg)=Yo, ¥(to)=Voy (2.9)

V Newtonovych pohybovych rovnicich vystupuji odvozené fyzikalni veliCiny rychlost, zrychlent,
hybnost a sila. V soustavé jednotek SI maji rozmér [v] = LT, [a] = LT 2, [p]=LMT?, [F] =LMT 2

9 Je mozno definovat mnozstvi pohybu i jinak - Newton(v soucasnik Leibniz méFil mnozstvi pohybu skalarni veli¢inou
mv?Z, kterd odpovidd poloviné kinetické energie a kterou tenkrat nazyvali “Ziva sila”.
10 Pro zménu hybnosti dp/dt byl podle analogie se zrychlenim navrzen ¢esky nazev “zhybnéni”, ktery se v$ak neujal.
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Rychlost méfime v jednotkach m.s™%, zrychleni v m.s 2, hybnost v kg.m.s * a silu v kg.m.s 2. Pouze
jednotka sily ma zvlastni nazev, newton (N).

Newtonova definice hybnosti vyzadovala uréit hmotnost ¢astice; tuto hmotnost nazyvame hmotnost
setrvacna. Pokousel se o to tak, Ze hmotnost télesa definoval pomoci jeho objemu a hustoty a hustotu
pak podle poctu atomil v jednotce objemu (coz ptipomina dnesni pojem latkového mnozstvi). Timto
zpusobem se mu ovSem hmotnost zavést nepodarilo. Podal vSak ndvod, jak uréit hmotnost télesa
experimentalné - vazenim! Vazenim vsak zjisStujeme tzv. hmotnost gravitacni, resp. na rotujici Zemi
hmotnost tihovou, kombinaci hmotnosti gravitatni a setrva¢né. Odnikud neplyne, ze hmotnost
zjistovana vazenim musi byt rovna (nebo alespoii imérna) hmotnosti, kterou je definovana hybnost
Castice.

A ptece je k tomu urcity davod zaloZzeny na experimentalnim poznatku, ze na povrchu Zemé ve
vakuu padaji vSechna télesa, bez ohledu na svou hmotnost, vzdy se stejnym zrychlenim; ovéfil to praveé
Galilei. V Newtonov¢ rovnici (2.7) vystupuje na pravé strané sila - ta ovSem také dosud nebyla
definovana. Za jeji definici mizeme povazovat prave zakon sily, pokud ovsem udame nezavisly zpiisob,
Jjak tuto silu zmérit a matematicky vyjadrit. Newton proto stanovil dalsi zakon, zdkon gravitacni, podle
n¢hoz se silové ptitahuji dveé ¢astice hmotnosti m a M:

F._ G ";';/' | (2.10)

kde F je sila, kterou plisobi Castice gravitaéni hmotnosti M na ¢astici o gravitacni hmotnosti m, r je
vzdalenost obou ¢astic a g je jednotkovy vektor ve sméru spojnice obou Castic. Takova sila je centralni
(mifi ve sméru spojnice obou ¢astic) a izotropni (zavisi pouze na vzdalenosti a nikoli na vzajemné
poloze obou castic). Konstanta G se nazyva gravitaéni konstanta, a pokud mame jiz jednotky pro
meéfeni sily a hmotnosti zvoleny, nemiizeme tuto konstantu polozit rovnu jedné a musime ji urcit
experimentalne.

Na povrchu Zemé mame r = Rz, kde Rzje polomér Zemég, a gravita¢ni pole zde miZzeme povazovat
piiblizn¢ za homogenni. Jak déle uvidime, podle Gaussova zédkona se kulové symetrickd gravitujici
télesa navenek siloveé chovaji jako bodové ¢astice umisténé ve stiedu koule, tedy jakoby vSechna jejich
hmotnost zde byla soustfedéna. Silu, kterou Zemé¢ ptitahuje padajici jablko, mizeme tedy povazovat
za silu mezi dv€éma hmotnymi body. Také tento poznatek odvodil Newton. Proto mizeme velikost
gravitaéni sily na povrchu Zemé plisobici na ¢astici hmotnosti m vyjadfit jako

F=mGM—ZZ=mag , kde aj = GMZZ (2.11)
R R
z z

Veli¢ina ag je gravitacni zrychleni na povrchu Zemé. Diky zemské rotaci se toto gravitacni
zrychleni vektorové s€itd s odstfedivym setrvaénym zrychlenim ao ve vysledné tihové zrychleni g,
které mé&fime.!! NapiSeme-li nyni koneéné Newtonovu pohybovou rovnici pro téleso na povrchu
Zem¢, na které plisobi tihova sila, dostaneme

11 O odstfedivém setrvaéném zrychleni budeme mluvit v odstavci o neinercialnich vztaznych soustavach. Tomuto

zrychleni odpovida odstfediva sila velikosti mao, kde m je setrvacnd hmotnost ¢astice.
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ma=m,a, +mda, , (2.12)
S S0

g-g

Zde jsme oznadili ms setrvaénou hmotnost ¢astice a Mg gravitaéni hmotnost ¢astice. Jsou-li si tyto
hmotnosti vzdy umérné (. plati-li pro téleso z jakéhokoli materialu vzdy, ze zdvojnasobi-li se jeho
setrva¢na hmotnost, zdvojnasobuje se také jeho gravitaéni hmotnost), miizeme je méfit ve stejnych
jednotkach a uéinit sob& rovnymi. Jsou-li i tyto dva druhy hmotnosti sobé rovny, miizeme je ov§em
ve vztahu (2.12) vSechny kratit a dostaneme pro vSechna télesa

a=ag+a, =g . (2.13)

Experimentalni fakt, ze vSechna t€lesa nezavisle na materidlu, z néhoz jsou zhotovena a na jejich
hmotnosti padaji v tthovém poli s tymz zrychlenim, tedy indikuje, Ze setrva¢na a gravitacni hmotnost
jsou si umérné, mizeme je vyjadiovat v tychz jednotkach a hmotnost té€lesa miizeme urovat vazenim.

Pak neni tfeba pftili§ hloubat nad tim, co to hmotnost vlastn€ je ani zavadét razné krkolomné definice
a pojem hybnosti ma piesné ur€eny vyznam.

Rovnost setrvaéné a gravitaéni hmotnosti je zjednodusenou formulaci tzv. principu ekvivalence,
na némz Einstein pozdéji zaloZil svou teorii gravitace, obecnou teorii relativity. Newton si byl védom
toho, Ze tento Galieiho poznatek je tfeba experimentalné co nejpiesnéji overit. Misto pokust s volnym
padem provadél experimenty s kyvadly a zjistoval zda doba kyvu kyvadla skute¢n¢ nezavisi na jeho
hmotnosti bez ohledu na to z jakého materialu je zatéz kyvadla zhotovena.

Pfi ovéfovani imeérnosti setrvacné a gravitatni hmotnosti obycejné uréujeme tzv. EStvostiv pomér

2

2)-2))
)],

kde indexy 1 a 2 se vztahuji ke dvéma riznym materialim. Princip ekvivalence plati, je-li E6tvostuv pomér roven nule. Od
Newtonovych dob byl tento pomér mnohokrat experimentalné stanovovan, jak pomoci kyvadel, tak s pouzitim torznich
vah a torznich kmitd. Uvedeme orientacné vysledky nékterych experimentti:

Newton (1687), kyvadla < 1073
Bessel (1827), kyvadla # <2.10°
Potter (1923), kyvadla # < 10°®

Eotvos (1890), torzni vahy, koule z platiny a osmi réiznych materialéi, po otogeni o 180°by v tihovém poli méla nastat
vychylka opa¢nym smérem, # < 5.1078.

Dicke, Roll, Krotkov (1963), torzni véhy, porovnavani vychylky pii zdpadu a vychodu Slunce # < 3.1071
Braginskij aj. (1971), méteni periody torznich kmitd, duralové tycky délky 8 cm, platinova a hlinikova zavazi celkova
hmotnost torzniho systému 3,9 g, zdveés wolframovy dratek délky 2,9 m a priiméru 5 um, perioda kmitd 5 h 20 min, vSe ve

sklen&né komote ve vakuu 1078 Pa, elektrické stinéni, tepelnd stabilizace, odecet laserovym paprskem # < 0,9.10712,

Rovnost setrvaéné a gravitatni hmotnosti je tedy ovéfena se znacnou piesnosti, i kdyz v mezich
experimentalnich moznosti.
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Newtonova vektorova pohybova rovnice (2.6), resp. (2.7), tedy ptirovnava zménu hybnosti ¢astice
ptsobici sile. Protoze zrychleni Castice je stejné ve vSech inercidlnich vztaznych soustavach, bude v
nich mit leva strana pohybové rovnice stejny tvar. Sila vystupujici na pravé strané vyjadiuje piisobeni
dalSich castic, napiiklad gravitacni. Tato sila miize zaviset na vzdalenosti ptsobicich ¢astic nebo na
jejich vzajemnych rychlostech. Bude tedy zlstavat také stejnd, prejdeme-li od jedné inercialni soustavy
k druhé. Tvar pohybovych rovnic je tedy ve vSech inercialnich vztaznych soustavach stejny, a to je
obsahem

Galileiho principu relativity:
Zakony mechaniky maji stejny tvar ve vsech inercidlnich vztaznych soustavach.

Podle tohoto hlubokého fyzikalniho principu nemizeme inercidlni vztazné soustavy od sebe odlisit
zadnymi mechanickymi experimenty a pozorovanim mechanickych pohybii. Budeme-li provadét
napftiklad experimenty s volnym padem nebo s kyvadlem ve stojicim nebo v jedoucim vlaku,
nemuzeme z nich stanovit, jestli je vlak v klidu nebo v pohybu. Galilei sice neznal vlaky, ale m¢l
dokonce lepsi ptiklad - uvazoval kajutu bez oken na plachetnici, kterd stoji nebo v mirném vétru
rovnomérné piimocare klouze po vodni hlading.

Princip relativity hraje ve fyzice velmi dilezitou tlohu. V moderni fyzice jej Einstein rozsifil na vSechny fyzikalni déje
(nejen mechanické) a nahradil Galileiho transformace mezi inercidlnimi soustavami transformacemi Lorentzovymi. V
obecné teorii relativity pak zobecnil tento princip i na neinercialni vztazné soustavy a podle principu ekvivalence popsal

neinercidlni, setrvacné sily ekvivalentnim gravitacnim polem.

K zakonu akce a reakce

Zakon akce a reakce umoznuje piejit od mechaniky pohybu jedné ¢astice k mechanice soustavy
vice ¢astic. V ni pak mizeme rozliSovat sily vnéjsi, externi, kterymi na soustavu plisobi jina télesa
mimo ni, a sily vnitini, interni, kterymi mezi sebou piisobi ¢astice soustavy navzajem. Pokud na
soustavu Castic vné&jsi sily nepisobi, nazyvame takovou soustavu izolovanou. Tak naSe slune¢ni
soustava je relativné dobie izolovana soustava.

Vnitini sily v soustavé se podiizuji zdkonu akce a reakce, plisobi-li jedna ¢astice na druhou, plisobi
druhé na prvni stejné velkou silou opacného sméru. To ovSem musi platit v kazdém okamziku a dojde-
li ke zméné silového plsobeni, musi nasledovat okamzita reakce. Sily v Newtonoveé mechanice plisobi
tedy na dalku okamzité (fikéd se tomu ,,actio in distans‘), vzajemné pusobeni Castic se §ifi prostorem
nekonecné rychle. Podle teorie relativity se vSak interakce milize pfenaset nejvySe rychlosti svétla ve
vakuu c.

Souhrnné tedy mutzeme fici, Ze na Newtonovych zdkonech byla vybudovana prvni védecka
fyzikalni teorie, Newtonova mechanika. Je to teorie vektorova, jejimi zakladnimi pojmy jsou hybnost
a sila ajeji zakony plati stejné ve vSech inercialnich vztaznych soustavach, které jsou vzajemné spojeny
Galileiho transformacemi. O silach v Newtonoveé mechanice predpokladame, Ze jsou centralni, tj. mifi
podél spojnice silové vzajemné pusobicich Castic, izotropni, tj. zavisi jen na vzdalenosti, piipadné
vzajemnych rychlostech ¢astic a nikoli na sméru v prostoru a okamzité, $iti se nekonecnou rychlosti.
Newton mél na mysli pfedevsim sily gravitacni, které klesaji se vzdalenosti nepfimo umérné jejimu
¢tverci. Lze fici, ze Newtonova mechanika byla v podstaté ,,$ita* na pohyby téles ve slune¢ni soustave
a umoznila zde dosdhnout vynikajicich vysledki. Dokonce zavladl nazor, ze feSenim Newtonovych
pohybovych rovnic pro vSechny ¢astice ve vesmiru bychom mohli pfesné urcit v§echny jejich polohy
a rychlosti v minulosti i budoucnosti a tedy vlastn¢ stav svéta v kterémkoli okamziku. Vyzadovalo by
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to ovSem znat pocateCni podminky, polohy a rychlosti vSech ¢astic v n€¢jakém okamziku. Takovy
sveétovy nazor, ktery se snazi vysvétlit vsechny déje na zakladé piesné urceného mechanického pohybu,
Ktery pohlizi na svét jako na obrovsky hodinovy stroj, se nazyva mechanicky determinismus. Moderni

vvvvvv

2.1.2 Impuls sily, prace, vykon, energie
Impuls sily | vyjadiuje Casovy ucinek sily. Plisobi-li na ¢astici konstantni sila po dobu 7 =t — 11,

je impuls sily dan soucinem této sily a ¢asu:

Vy—V
I:Fr:mar:m—ZT le=mv,-mvy=p,-p; .

Vidime, Ze impuls sily je roven zmén¢ hybnosti ¢astice.

Je-li sila ¢asove proménnad, je impuls sily definovan jako integral

_rt2 _(edp 2
1= th_jtl Edt—J‘tl dp=p,-p; . (2.14)

obr. 2.2 obr. 2.3

Sila, jejiz impuls ur¢ujeme, byva Casto kratkodobd, jako napt. pii razu dvou téles, a nezname ani
jeji Casovy prubeh. Potom mizeme zavést sttedni silu piisobici na téleso vztahem

(Fy=2[Fdt , (2.15)

T

takZe impuls sily bude roven | =< F > 7. Odpovida to situaci na obr. 2.2, kde nahradime vysrafovanou
plochu integralu plochou obdélnika. Impuls sily ma tedy tyZ rozmér a métime jej v tychz jednotkach
jako hybnost.

Prace A (W) vyjadifuje drahovy ucinek sily. Pusobi-li na draze s podél trajektorie na Castici
konstantni sila, bude prace dana soucinem velikosti sily a drahy:

Vo —V Vo —V 1 1
A=Fs=mas=m—2—2(\W\r=m=2""L(v, +v;)r ==mv2 - =mv?
T < > T ( 2 1) 2 2 2 !
Veli¢inu
2
-l P (2.16)
2 2m

nazveme kinetickou energii ¢astice. Vidime tedy, ze prdace sily nad castici podél drahy je rovna zméné
kinetické energie castice. Je-li sila Casové proménna a miti-li pod obecnym tihlem k tecnému vektoru
trajektorie (obr. 2.3), definujeme praci jako integral
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2 tp tp dv m tzd(VZ)
A:I F-dr:J. F-th:mj —-thz—j —dt=
1 t t dt 29 dt (2.17)
1 2 15
=—mv5,——vy =T,-T; .
;M2 =5V =Tl

Prace a kinetickd energie jsou tedy dvé fyzikalni veliCiny, které maji v soustavé SI fyzikalni rozmér
L2MT 2a méii se v jednotkach kg.m?.s72; tato jednotka se nazyva joule (J). Kineticka energie je pfitom
veli¢ina stavova (popisuje urcity stav Castice), zatimco prace charakterizuje urcity proces (prechod z
jednoho stavu do druhého).

Vykon P je prace za jednotku ¢asu. Protoze dA = F - dr, mame

_dA_Fdr_F v

P=—_"_F— =
dt dt

(2.18)

Vykon mé rozmér LZMT 3 a méfi se v jednotkach kg.m?.s 3 nazyvanych watt (W).

Dulezitym ptipadem sil jsou sily potencialni. Existuje-li v prostoru silové pole, t.j. pusobi-li na
Castici v kazdém bodé¢ a v kazdém okamziku sila F(x,y,z,t), potom muze nastat ptipad, Ze tato sila mize
byt vyjadfena jako gradient n&jaké skalarni funkce U(X,y.z,t) nazyvané potencialni funkce:*?

oU ouU auj. (2.19)

F=-VU=- —, —,—
(8x oy 0z

Takova sila se nazyva potencialni.

Pokud potencidlni funkce nezavisi explicitn€ na ¢ase, nazyva se potencidlni energii a ji odpovidajici
sily konzervativni. Totalni diferencial potencialni energie miizeme zapsat ve tvaru

dU =—F-dr . (2.20)

Znaménko minus je voleno proto, abychom praci konanou vnéj$imi silami proti silam pole zvySovali
potencialni energii Castice.

Zname-li tedy potencialni energii ¢astice jako funkci soufadnic, ur¢ime snadno silu na Castici
pusobici a naopak:

F=-VU, U=[F.dr+C . (2.21)

Potencialni energie je urCena s piesnosti na aditivni konstantu a mizeme ji volit rovnu nule v libovolné
vybraném bod¢. Pokud slozka sily Fx zavisi jen na jedné soufadnici Fx(X) a tato funkce je integrabilni,
Ize vzdy najit potencialni energii U(X) a takova sila je konzervativni:

12 Qperdtor V nazyvany ,nabla“ je formalni vektor vytvoreny ze symboll pro parcidlni derivace
vo(2 20
ox 0y o0z

64



du
FX:—W, U :—J-FXdX‘I‘C . (222)

Vyjadiime nyni praci konzervativnich sil:

A=[F-dr=—fdU=U,-U,=T,-T, . (2.23)

Odtud plyne, Zze v poli konzervativnich sil zlstava v kazdém bodé¢ trajektorie soucet kinetické a
potencialni energie konstantni:

Tuto veli¢inu nazyvame energie ¢astice a méfime ji v joulech. V konzervativnim silovém poli se
tedy energie Castice pifi pohybu zachovava (konzervuje). Z (2.23) rovnéz plyne, ze prdce
konzervativnich sil je rovna rozdilu potencidlnich energii v pocatecnim a koncovém bodeé a nezavisi
na tom, po jaké trajektorii se cdstice premistovala. Pohybuje-li se cdstice po uzaviené trajektorii, je
prace konzervativnich sil nulova.

Sily mohou byt téZ nekonzervativni, jako naptiklad tzv. disipativni sily zavislé na rychlosti ¢astice
(sily tfeni). V takovém piipad¢€ se pii pohybu castice mechanicka energie nezachovava a castecné se
piedava okoli v podobé tepla, méni se ve vnitini energii téles.™® ProtoZe tato vnitini, tepelna energie
nemuze byt zpétné beze zbytku pfeménéna na energii mechanického pohybu, mluvime o disipaci,
rozptylovani energie. Plisobi-li tedy na ¢astici jak konzervativni, tak disipativni sily, bude jejich prace

2 2 2
A:L FkOnz'dr+_[1 Fdis.dr=U1—U2+L Fgis -dr=T,-T, , (2.25)
takze
2
Ez—E1=f1 Fais-dr . (2.26)

Zmeéna energie ¢astice je rovna praci disipativnich sil.

obr.24 obr.25

2.1.3 Redeni pohybovych rovnic

Nejjednodussi ptipad nastava, zavisi-li pohyb ¢astice jen na jedné soutadnici, probiha-li naptiklad
podél osy X. Mluvime o jednorozmérném pohybu. Pak feSime pouze jednu pohybovou rovnici s
pocate¢nimi podminkami. Budeme-li prvni z pohybovych rovnic (2.9) délit hmotnosti, dostaneme
ulohu najit jednoznacné feSeni obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu s pocateénimi
podminkami:

13 Prace a teplo jsou tedy dvé veli¢iny charakterizujici proces pfedavéni energie.
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X=f(t,xX), X=Xo, X=Vg, Pfi t=tq . (2.27)
Funkce f (t, X, X) je sila vztaZzena k jednotce hmotnosti (zrychleni).

V teorii diferencidlnich rovnic se dokazuje, ze tato iloha ma jednozna¢né feSeni, je-li f (t, X, X)
spojita funkce vSech tfi proménnych v pfisluSném oboru hodnot a ma-li spojité parcialni derivace.
Fyzikové zpravidla neovéiuji, zda tyto podminky jsou splnény, a tak nékdy miize dojit k pfekvapenim.
Bude-li naptiklad f = x'3, zjistime, Ze pro nezaporna t mi rovnice dvé riizni feSeni: x=0a

3/2
X=(€j t3. To je ovSem proti ptirod¢, pohyb nemtize probihat soucasné¢ dvojim zplsobem.

1/3

Duvodem této nesrovnalosti je to, ze funkce X~'° nema parcialni derivaci podle x v bodé x = 0 (obr. 2.4).

I kdyz teSeni tlohy o jednorozmérném pohybu existuje, mize byt obtizné ho najit. Uvedeme
zpusoby feSeni této ulohy ve zvlastnich ptipadech, kdy sila je funkci jen jedné proménné.

1. Sila konstantni

Dostavame rovnici X =a, =konst. pro rovnomérné zrychleny pohyb, jimZ jsme se zabyvali v
prvni kapitole (vztahy (1.20)).

2. Sila zavisla na case

Dostavame rovnici X =ay (t)pro nerovnomérny pohyb, jimz jsme se zabyvali v prvni kapitole
(vztahy(1.21)).

3. Sila zavisla na poloze

To je ptipad konzervativnich sil X = f (X) . Upravime pohybovou rovnici na tvar

x—dx—%d—x—dxx—i(lxzjzf(x) .

Cdt dxdt dx dx\2
g1 . o ] 1 . , 1 1duU
Vyjadtime-1i konzervativni silu pomoci potencialni energie, mame f (X) = p F (X) = T a tedy
X
4 (L) 18
dx\ 2 m dx
Po zintegrovani a vyndsobeni m mame
1 .-
me +U (x) = E =konst. (2.28)

To je ovSem zakon zachovani energie v poli konzervativnich sil a mohli jsme ho napsat rovnou,
bez integrovani pohybové rovnice. Konstanta E ndm tedy poskytuje prvni integracni konstantu
(integral pohybu).
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Rovnice (2.28) je jiz diferencialni rovnici prvniho fadu, z niZ mizeme vypocitat X , provést separaci
proménnych a zintegrovat:

2
m (2.29)

Timto zptsobem jsme ulohu vyfesili do konce, ,,v kvadraturach®. Museli bychom nyni znat
konkrétni tvar potencialni energie U(X) a spocitat integral (2.29), coz se mtze (ale také nemusi) podafit
v analytické form¢, v elementarnich nebo specialnich funkcich. Volba mezi integralu (2.29)
automaticky zarucuje splnéni pocate¢ni podminky pro x. Tak dostaneme jednoznacny zakon pohybu
ve tvaru t = t(x). Je uz jen otazkou vkusu pfejit k inverzni funkci x(t), podati-li se nam to.

V integralu (2.29) vystupuje jednak dvoji znaménko, které ukazuje, Ze pohyb mize probihat v
kladném 1 z&porném sméru Casu, a ddle odmocnina ve jmenovateli integralu, kterd musi byt nezéporna.
To klade omezeni na oblast soutadnice X, v niz mize pohyb probihat. Protoze kinetickd energie ¢astice
je vzdy nezaporna, musi byt celkova energie E vEtsi nebo rovna potencialni energii U(X):

E>U(x) . (2.30)

Na obr. 2.5 je zndzornén obecny prubéh potencialni energie a vysrafovanim vyznaceny oblasti, kde
je pohyb moZny. Oblast II je takzvané potencidlova jama, v niz probiha finitni pohyb (soufadnice X
je omezena), v oblasti IV probiha infinitni pohyb (Castice se miiZe piiblizit z nekonecna a opét se do
nekonecna vzdalit). V oblastech I a III pohyb mozny neni. Oblast III je potencialovy val (bariéra),
jiz ¢astice nemtize proniknout.**

4. Sila zavisla na rychlosti

Zavisi-li sila na rychlosti, neni konzervativni a nemizeme pouZit zakon zachovani mechanické
energie. Pohybovou rovnici X = f (X)fesime separaci proménnych:

. dvy dv
=% (v, dt=—x .
X it (Vy) f(v) (2.31)
odkud
t:t0+jvx dvy =9(vy) ; (2.32)

14To plati jen v klasické mechanice. V mikrosvété, kde plati zdkony kvantové mechaniky a ¢astice maji vinové vlastnosti,

muZze ¢astice potencialni bariérou proniknout. Tento kvantovy jev se nazyva tunelovy.
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uréime-li inverzni funkei v, (t)=g" (v,)=g(t), mame

X = Xq + jttog(t)dt . (2.33)

Uloha (sila zavisla na Case)

Necht’ sila zavisi na ¢ase harmonicky jako Fx= mk sin wt¢, k, > 0. Uréete zakon pohybu Castice
pii pocateCnich podminkach t = 0, x = 0, x= 0 a stanovte po¢atecni podminky tak, aby pohyb byl
finitni.

Po dvojim integrovani rovnice X =k sin wts pouzitim pocatecnich podminek dostaneme

)'<=—£c:03a)t+Cl :5(1—coswt)
@ [0

x=—Lzsina)t+C1t+C2 =£[t—lsina)t) :
1) o\ o

Tento pohyb je infinitni, ¢astice se od pocatku stale vzdaluje (obr. 2.6 a).

Finitni pohyb zfejm¢ nastane, bude-li C1= 0, tj. pii pocate¢nich podminkacht=0,x=0, X = _k :
)

Potom (obr. 2.6 b)

, K k .
X=——Cosat , X=——sinat .
@ @

Uloha (pohyb s tfenim)

Pti pohybu télesa s tfenim nebo s odporem prostfedi mize sila zaviset na rychlosti riznym
zpusobem. Pfi pomalém pohybu télesa na podloZce (smykéani) uvazujeme silu tfeni konstantni a
umérnou kolmé tlakové sile s koeficientem smykového tfeni, ktery zavisi

obr. 2.6

jen na drsnosti troucich se ploch. Pfi rychlej§im pohybu uvazujeme silu tfeni itmérnou bud’ prvni
mocning rychlosti, nebo druhé mocniné rychlosti. Podobné pii pohybu télesa v odporujicim prostiedi,
vzduchu ¢i vazké kapaling. Pfi malych hodnotach Reynoldsova ¢isla R = Va , kde a je rozmér télesa,
14
V jeho rychlost a v kinematicka vazkost prostiedi, je sila tfeni umérna prvni mocniné rychlosti. Pro
pohyb malé kuli¢ky padajici pomalu ve vazké kapaling je moZno tuto silu urcit ptesné€ jako Fs= 6z7aV,
kde # = pv je dynamicka vazkost, soucin hustoty a kinematické vazkosti. Je to tzv. Stokesuv vzorec a
popisuje napiiklad odpor prostiedi pti padu malé kulicky (broku) v oleji. Pii pohybu vétSimi rychlostmi

ve vzduchu se spiSe uplatni Newtontv vzorec Fy = %C pSV 2, kde S je piény prifez télesa, p hustota

prostiedi a C koeficient zavisejici na tvaru télesa (pro kouli bereme C = 0,48, pro polokulovou slupku
(padak) C = 1,33, pro aecrodynamicky tvar télesa C = 0,01). V tomto ptipadé nejde vlastné o tieni, ale
o predavani kinetické energie télesa pohybujicimu se prostfedi. Experimenty ukazuji, ze naptiklad pfi
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letu kulky je odporova sila umérna &tverci rychlosti do hodnot 200 m.s ™%, pak prudce roste a od 400
m.s * opét klesa.

M¢jme nyni téleso pohybujici se rychlosti Vo, na néz ptisobi jen sila tifeni umérna prvni nebo druhé
mocniné rychlosti. V prvnim pfipadé¢ mize jit o automobil, ktery dojizdi s vypnutym motorem, ve
druhém o plachetnici, ktera doplouva se svinutymi plachtami. Mame tedy pocatecni podminky
t=0, x=0, x=vp. V prvnim pfipadé feSime rovnici

% =—kv, , k>0, dt:—%d"x
VX

s vysledkem
_vea-kt o _Vofq_ .-kt
Vy =Vge ,x_k(le )

Vidime, ze rychlost s Casem exponencialné klesa a téleso se postupné blizi k bodu o soutadnici X =
vo/K.

Ve druhém piipadé budeme fesit rovnici

1dv
X=—xvZ, k>0, dt=—=—~
K VX
s vysledkem
v, Yo x:lln(1+zcv0t) :
1+ xvpt K

Vidime, Ze s rostoucim Casem se soutfadnice X neblizi k zddné limité, doplouvajici plachetnice za
dostatecné dlouhou dobu piekro¢i kazdou vymezenou hranici.

Uloha (volny pad a §ikmy vrh s odporem vzduchu)

Uvazujme volny pad télesa v prostiedi, jehoz odpor mizeme popsat silu imérnou prvni mocniné
rychlosti. Pak feSime tlohu

Z=-g-kv,, t=0, z=h, 2=0

s vysledkem

v, =%(e‘kt —1), z= h—%t+%(l—e‘kt) .

Snadno ovétime, Ze pii malém odporu v limité K — 0 dostavame vysledek pro volny pad ve vakuu
a za dostatecné dlouhou dobu se rychlost padu ustali na v; = —g/k. Roste-li odporova sila s rychlosti,
diive ¢i pozdé&ji nastane okamzik, kdy se jeji velikost vyrovna piisobici sile tithové a dalsi pohyb je jiz
rovnomérny. Tak rychlost paraSutisty se po rozevieni padiku brzy ustili asi na 6 m.s™%, coz zajistuje
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bezpecny dopad. V tomto piipad¢ bychom vsak museli fesit ulohu s odporovou silou umérnou druhé
mocning rychlosti, tj. rovnici

Z=-¢ +1<VZ2

vvvvvv

V.Trkala Mechanika hmotnych bodt a tuhého télesa. Dostavame

v, =—\/%tanh(\/at) ~ —gt(l—%/cgﬁj
z= h—llncosh(\/at)z h—lgtz[l—lxgtz]
K 2 6 '

Podobné bychom mohli fesit tlohu o vrzich v tthovém poli s odporem vzduchu a nachéazet tvar
balistickych kiivek. Bude-li odporova sila imérné prvni mocning€ rychlosti, dostaneme parametrické
vyjadfeni balistické kiivky jako

=0 (1), 210G et gt

Na obr. 2.7 jsou trajektorie ikmého vrhu télesa s pocateéni rychlosti 100 m.s 1 vrzeného pod tthlem
35°a 45°. Odpor vzduchu je ptitom piedpokladan umérny druhé mocning rychlosti s koeficientem x =
4.103m™L. Vsimnéte si, Ze téleso doleti pod tthlem 35° ddle nez pod tihlem 45°. Ve vakuu by dosahlo
maximdlni dalky pod thlem 45° rovné asi 1 000 m. Pohyby téles ve vzduchu mohou byt dale
komplikovéany jeho pohybem, rozdilnou

obr. 2.7

hustotou a také piipadnou rotaci téles, které vede k jejich snaSeni z pocatecni roviny vrhu
(Magnusuv jev). O vlivu rotace Zemé na pohyb téles pojedname v odstavci 2.4.

2.2 Pohyb kmitavy

2.2.1 Harmonicky oscilator

Uvazujme jednorozmérny pohyb Castice hmotnosti m naptiklad podél osy X, na niz ptisobi sila
Fx=—kx, k> 0. Je to zfejmé sila konzervativni a ¢astice ma v tomto silovém poli potencialni energii

u (x)=%kx2 . (2.34)

Aditivni konstantu jsme volili tak, aby potencialni energie byla nulova pii x = 0. Castice ma pfi
pohybu urcitou energii E, ktera se zachovava, je integralem pohybu; pfitom musi platit podminka E >
U(x). Lze tedy fici, Ze se Castice pohybuje v symetrické, parabolické potencidlové jame a X lezi v
mezich —A <x <A, kde A je amplituda, nejvétsi vychylka (obr. 2.8).

Ukéazeme, Ze takova Castice bude vykonavat netlumené harmonické kmity s vlastni uhlovou
frekvenci

70



Tato soustava se proto nazyva harmonicky oscilator a ma zasadni vyznam ve vSech

obr. 2.8
oblastech fyziky. Jeji dulezitost je v tom, ze jakoukoli symetrickou potencidlovou jamu mizeme pro
malé kmity vzdy aproximovat jdmou parabolickou a harmonicky oscilator tedy obecné popisuje
libovolné kmitavé pohyby s malou amplitudou. Jeho dalezitou vlastnosti je i to, ze jeho vlastni thlova

frekvence (kterda je jedinym parametrem charakterizujicim harmonicky oscilator) nezavisi na
amplitud¢ a Ze perioda kmiti je vzdy stejna nezavisle na pocatecni vychylce.

Pohybovou rovnici harmonického oscilatoru
mx = —kx (2.36)

upravime na tvar

X+oix=0 (2.37)
a feSime podle pravidel pro feSeni linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty (viz
kapitolu Matematicky aparat). Vysledné feSeni, zavislé na dvou integracnich konstantach, mizeme
vyjadrtit nékolikerym zptisobem:

x(t)= Ce' '+ Ce 70t = A cos gt + Ay Sinagt = Asin (gt +¢yp) (2.38)

Konstanty C1, C2jsou obecné komplexni, konstanty A1 =C1+ C2=A singp, A2=1i(C1—C2) = A cOSgn
realné.

Derivovanim dostaneme rychlost ¢astice jako

Vy (t) = Ay cos(agt + ) (2.39)

Po¢atedni podminky nam fikaji, jak kmitavy pohyb zapocal. Castici mtizeme uvést do kmitavého
pohybu bud’ tak, Ze ji udélime urcitou pocatecni rychlost, nebo tim, Ze ji vychylime a pustime, pfipadné
obojim zptisobem. Obecné podminky mizeme zapsat tak, Ze v okamziku t = tobude x = X0 >0, vx=Vo
> (. Potom dostaneme pro amplitudu a fazovou konstantu

WpXp

2
A= [x3+-2, tg(wpte+pp)= (2.40)
20}

Vo
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V dal$im se omezime na jednodussi pocatecni podminky t = 0, X=0, Vx=Vo. Pak médme A
= Vo/woa Singo = 0, odkud ¢ = 0.1° Dostavame tedy feseni

x(t)=Z)—‘;sina)Ot, Vy (t)=Vvgcosamgt . (2.41)

K témuz vysledku muzeme dospét i jinak. Dosadime-li do (2.29) potencialni energii (2.34) a
zintegrujeme, mame

t:'[x dx :i XL:iarcsin% , (2.42)

0 0 [pa2_,2
\/Z(E—lkxz] @Wo °T \AS—x° @0
m 2

ae [Pe . /m_vézv_o
k k 600 ’

, . . e 1
nebot’ celkova energie dodand Castici je pravé E = > mvg .

kde

Energii harmonického oscilatoru miizeme zapsat jako

Ezlmxz:lkxzzlmvgzlma)gA2 . (2.43)
2 2 2 2

Je tedy umérna Ctverci vlastni frekvence a amplitudy. U periodickych pohybli méa vyznam urcovat
sttedni hodnoty veli¢in za periodu. Tak dostaneme pro stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie'®

1 - 2 1 - 1,6 /. 2 1 .2
Ty== ty==mv@, (U)==k-2 ty==mvg . 2.44
(T) 2mv0<cos wo> PR (U) 5 w§<sm a)0> 7m0 (2.44)

Vidime, Ze stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie harmonického oscildtoru za periodu jsou
stejné. Tento zajimavy vysledek plyne z obecné véty zvané teorém o viridlu.
2.2.2 Tlumeny oscilator

Netlumeny harmonicky oscilator je fyzikalni idealizaci, pfedpokladame, ze u né¢ho nedochazi k
disipaci mechanické energie, neuplatituje se tfeni. Ve skutecnosti musime do pohybové rovnice
oscilatoru zahrnout disipativni silu, kterou obvykle bereme jako umérnou rychlosti. Pohybovou rovnici

mx = —kx —hx (2.45)

15 Kdyby bylo ¢n = 7, muselo by byt vo < 0 oproti predpokladu.
16 Snadno se piesvédeime, ze stiedni hodnoty funkci sin me’t a cos me?t za periodu jsou rovny 1/2.
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upravime na tvar
X+25%+wix=0 . (2.46)

Piedpokladame, Ze konstanty kK > 0, h > 0 jsou kladné a zavadime dal$i parametr zvany dekrement
utlumu 0. Oscilator je pak charakterizovan dvéma parametry

COOZ\/E, 521
m 2m

Reseni pohybové rovnice hledame ve tvaru x = Ce* a pro « dostavame charakteristickou rovnici
a?+25a+wé =0
odkud

a=-52:62—w2 =-5+D, kde D2 =52 (2.47)

je diskriminant charakteristické rovnice. Tak dostavame obecné feseni
X(t)=Ce 7Pl 1 Ce(-0D) _ oot (Cle bt Cze‘Dt) . (2.48)

V zavislosti na hodnoté Gtlumu a tedy diskriminantu rovnice mizeme nyni rozlisit ¢tyfi piipady:

1. Pfipad nulového Gtlumu

Je-li =0, D?= —a)g , dostavame idedlni piipad netlumeného harmonického oscilatoru.

2. Pfipad malého utlumu

Je-li D% = 5% — w3 <0, zavedeme uhlovou frekvenci

a)=\/a)§ -52 (2.49)

a feSeni (2.48) piechazi na

x(t)=e % (Cie'™ +Cre )= Ae sin(wt + ¢
(=67 (G €8 ) - e sin(ot ) e
Vx(t)zAe_5t(a)cos(wt+(p0)—5sin(a)t+(p0)) :

Dochazi k periodickym kmitim, jejichz amplituda exponencialné klesa v &ase. Casovy pribéh
takovych kmitil za pocate¢ni podminky t = 0, X = 1, vx= 0 pro rizné hodnoty dekrementu tatlumu je
znazornén na pocitatovém diagramu na obr. 2.9.

Definujeme-li opét pocatec¢ni podminky t =0, X =0, v =vo > 0, dostaneme A = Vo/w , ¢o = 0 a feseni
bude mit tvar (viz obr. 2.10)
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x(1)=2e sinat, v, =vpe ™ (cosa)t—ésina)tj : (2.51)
@

obr. 2.9

obr. 2.10

Pohyb tlumeného oscilatoru neni pesné vzato periodicky, nebot’ amplituda se postupné zmensuje.
Piesto vSak je ziejmé, Ze jak vychylka X, tak rychlost vx podle (2.51) prochazi vzdy nulovou polohou
ve stejnych intervalech T/2, kde T = 2z/w (pro v jsou to kofeny rovnice tg (wt + ¢o) = w/d). Mlizeme
proto zavést periodu a uhlovou frekvenci, kterd se ponc¢kud lisi od vlastni thlové frekvence

netlumeného oscilatoru w = \lwg — 52 .

Amplituda je dana podminkou vx = 0 a pomér dvou nasledujicich vychylek na tutéz stranu (tj.
vzdalenych o periodu) je

X Ae—a(tﬁT)sin(a)(t1 +T)+¢q) oo (2.52)
X Ae L sin( oty +¢p)

Veli¢ina 3 = 6T se nazyva logaritmicky dekrement tlumu.

Pro energii tlumeného oscilatoru dostaneme

2
E:1m>'<2+1kx2:1v§e“st m c032a)t+5—sin2a)t—22cosa)tsina)t +Lsin2a}t . (2.53)
2 2 2 w? ® 2

Vystiedujeme-li tuto energii za periodu *” a ptedpokladame-li, Ze utlum je maly (& < ), dostaneme

sttedni hodnotu energie béhem jedné periody
(E)= % kvie 2% . (2.54)

Tato stfedni energie s ¢asem klesa, dochéazi k disipaci kmitavé energie v energii tepelnou. Stfedni
disipovany vykon bude mit zfejmé velikost

(P[5t -20(8) 255

17 Sttedni hodnota soucinu sinwt coswt za periodu je rovna nule.
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Disipaci energie v tlumeném oscilatoru vyjadiuje bezrozmérna veli¢ina, kterou nazyvame kvalita nebo
Cinitel jakosti oscilatoru

Q:—‘:— . (2.56)

3. Piipad kritického Oitlumu

Je-1i D =0, 0 = wo, kmitavy pohyb piestava byt praveé periodicky a jde o ptipad kritického Gtlumu.
Reseni pohybové rovnice bude obecnd

x=(Cy+Cyt)e ™, v, =Cre " —5(Cy+Cpt)e ™ (2.57)
a pro nami zvolené pocate¢ni podminky
X = Vote ™ (2.58)

(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Castice je tedy vychylena z rovnovazné polohy, dosahne
maxima pii tmax = 1/0 a opét se bude vracet do rovnovazné polohy, aniz by

obr. 2.11 obr. 2.12

prekmitla na druhou stranu. Casovy priibéh vychylky je na obr. 2.11. Kritického utlumu se vyuziva
pfi tlumeni ukazateld méficich pristroji, kdy je nechceme rozkmitat a potfebujeme, aby se co
nejrychleji ustavila rovnovazna poloha (i kdyz teoreticky vzato to trvd nekonecné€ dlouho).

4, Pfipad kritického Oitlumu

Je-li D2 =62 - a)g >0, potom oba kofeny charakteristické rovnice jsou realné a dostdvame

(-s+D)t

x=Cye +C,e(oDN (2.59)

(rychlost dostaneme snadno zderivovanim). Pro nami zvolené poc¢atecni podminky bude
x=20¢-0sinh Dt . (2.60)
D
Casovy pribéh vychylky je na obr. 2.12. Maxima je dosaZeno v okamziku daném rovnici
tanh Dt:% : (2.61)

2.2.3 Rezonance

Necht na oscilator ptisobi vnéjsi periodicka harmonicka sila s periodou €. Tato sila bude oscilator
rozkmitavat, vnucovat mu svou frekvenci, doddvat mu energii. Mluvime o vynucenych kmitech
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oscilatoru. Necht’ ma sila ¢asovy prubéh napiiklad Fx(t) = Fo cosQt. Pak bude pohybova rovnice
nehomogenni:

mX+hx+kx=F,(t) . (2.62)
Oznac¢ime B = Fo/m a piepiSeme pohybovou rovnici na tvar
X+ 26%+wéx =BcosQt . (2.63)

Podle teorie nehomogennich diferencialnich rovnic (viz Matematicky aparat) bude obecné fesSeni
rovnice (2.63) rovno souctu obecného feSeni homogenni rovnice (s nulovou pravou stranou) a
zvlastniho feSeni nehomogenni rovnice. Obecné feSeni homogenni rovnice zname - jsou to tlumené
kmity a s vyjimkou nerealného ptipadu nulového tieni vzdy po urcité dob¢ se piiblizi k nule. Oscilator
si tedy na pocatku trochu zakmita, ale my vyckame, az tyto vlastni kmity odezni a nastoupi rezim
vynucenych kmitii. Je rozumné o¢ekavat, Ze tyto vynucené kmity budou probihat s frekvenci Q a
pokusime se najit feseni (2.63) ve tvaru

X(t)=Asin(Qt+gy) . (2.64)

Neznamou amplitudu A a fazovou konstantu ¢p musime urcit tak, aby feSeni spliiovalo nehomogenni
rovnici. Ur¢ime jeste rychlost a zrychleni

x(t)=QAcos(Qt+py), X(t)=-Q*Asin(Qt+py) (2.65)

a dosadime do (2.63). Tak dostaneme
~Q2AsIn(Qt+gp )+ 25 QACOS (Qt + @y )+ 0§ Asin (Qt + @y ) = Beos(Qt) . (2.66)
Nyni rozlozime goniometrické funkce souctli Qt+g¢pna levé strané a prirovname koeficienty u sinQt a

cosQt na obou strandch rovnice; aby rovnice byla splnéna v kazdém okamziku t, musi se totiZ tyto
koeficienty nezavisle rovnat. Tak dostaneme soustavu dvou rovnic k urceni neznamych A a ¢o:

A((a)g —Qz)cos% —25Qsin(p0):0, A((a)g —QZ)Sin(pO +25Qc05¢70): B . (2.67)

Z prvni z téchto rovnic okamzité dostdvame vztah pro ¢p: 18

a)g—QZ

2.68
20Q0 (2:68)

tg ¢y =

K urceni amplitudy kmiti A budeme postupovat takto: obé rovnice (2.67) umocnime na druhou a
secteme. Pfitom nam vypadnou vyrazy obsahujici ¢na mame

18 Kdybychom byli byvali volili FeSeni ve tvaru x = Acos(Qt + ¢p), dostali bychom tg ¢ = —259/((05 _Qz)'
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Az B | (2.69)

\/(a;g—gz)+45292

Z tohoto vyrazu je patrno, ze pokud utlum neni pfilis velky, amplituda kmith poroste pfi
priblizovani frekvence Q vlastni frekvenci oscilatoru wo. Tomuto jevu se fika rezonance a zavislost
amplitudy na vnéjSim kmito¢tu nazyvame rezonanéni kiivkou v amplitudé.

Prozkoumame-li funkci A(€2) podrobnéji, zjistime, ze pii Q = 0 ma hodnotu A; =B/ a)g , kterou

nazyvame staticka vychylka. Pokud je velky utlum (5 > ﬂ} , dosahuje funkce

2

obr. 2.13

. [ . 4 I3 ~e o Q) 4 J4 e
maxima v nule (kfivka 1 na obr. 2.13) a jev rezonance nenastava. Pfi Gitlumu 0 < T;, nabyvé kiivka

maxima na rezonan¢ni frekvenci Q, = \/a)g —25° , ato

B
Amax =
26\Jaf - 52

S klesajicim utlumem tato maximalni hodnota roste do nekonecna a rezonan¢ni frekvence se ptiblizuje
vlastni frekvenci wo (kfivky 2 a 3 na obr. 2.13).

(2.70)

Na obr 2.14.jsou uvedeny zavislosti amplitudy a fazové konstanty pro tf1 ptipady odpovidajici (1)
zanedbatelnému Gtlumu, dale (2) malému atlumu 6 = 0,2 wo a nakonec (3) velkému Gtlumu 6 = 5 wo.
Fazovy uhel ¢onabyva nulové hodnoty (tangens fazového uhlu ¢n prochazi nulou) vzdy na vlastni
frekvenci wo. Vzhledem k volbé feseni ve formé (2.64)to znamena, Ze se faze kmith opozd’uje za
vynucenou silou o 7/2.

Vynucené kmity oscilatoru jsou netlumené, soustava se nachazi ve stavu energetické rovnovahy -
ztraty mechanické energie disipaci jsou nahrazovany energii vnéjsiho zdroje, vynucujici sily. Cim jsou
ztraty mensi, tim s vEtsi ucinnosti je vnéjsi energie absorbovana a roste maximalni amplituda oscilaci.
Ta miiZze nékdy dosahnout nebezpecné velkych hodnot (naptiklad pfi rezonan¢nim rozkmitani mostu,
vozidla nebo stroje). Na druhé strané¢ rezonance umoziuje zachycovat a pak zesilovat velmi slabé
elektromagnetické signdly a ma i jinak velmi dtlezité uplatnéni ve fyzice a technice. Mohlo by se zdat
absurdni, ze pii dostate¢né malém Gtlumu miizeme s uréitym, kone€nym zdrojem energie dosdhnout
libovolné velké amplitudy kmith, naptiklad maly chlapec by teoreticky mohl svym pohybem zptlisobit
zhrouceni mostu. Utlum oviem nelze uéinit libovolnd malym a kromé& toho kmity mechanickych
systémul presn¢ vzato nikdy neprobihaji jen na jediné frekvenci, vzdy existuje urcité frekvencéni
spektrum, takze nekonecné hodnoty amplitudy dosahnout nelze.

Energie oscilatoru v rezZimu vynucenych kmitii v ¢ase kolisa jako
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E :%mx2 +%kx2 :%mQ2A2 0032(Qt+¢0)+%kA2Sin2(Qt+gD0) . (2.71)

obr. 2.14 obr. 2.15

Tuto energii mizeme vystfedovat pies periodu s vysledkem

n(0?+02)8?

<E>=%m(92+a)§)A2=l

; (2.72)

(w3—92)2+452g22 |

Tim dostaneme rezonanéni kiivku v energii, znazornénou na obr. 2.15. pro Gtlum 6 =0, 2w,
plnou Carou. Ztratovy vykon disipativnich sil vystiedovany za periodu dostaneme jako
(P) = (Favy) = (hx?) = (hA?Q? cos® (Qt+ ) =
smQ2B? (2.73)
5 :
(0§ -0?)" +45%Q°

_Llha202-
2

V tésné blizkosti rezonance pro Q ~ @y mizeme zavislost stfedni energie (2.72) ztratového vykonu

(2.73) ptiblizné vyjadtit Lorentzovou (Breit — Wignerovou) kiivkou jako

2 2
mB P> 1 moB

: ~= . (2.74)
(05 -Q)° +52 4 (g -Q)° +52

(E)~3

Grafické znazornéni této aproximace vidime na obr. 2.15, kde je Lorentzova kiivka provedena
cerchované. Lisi se od skutecné rezonanc¢ni kiivky v energii tim, Ze dosahuje maxima na vlastnim
kmitoCtu wo. Porovname-li vyrazy pro stfedni energii a ztratovy vykon v rezonanci (2.74), zjistime, ze
vztah mezi nimi je dan relaci (2.56), tj. ze <P > =20 < E > a kvalita oscilatoru jeQ = wy / 20

Kazdy oscilator je pln¢ charakterizovan svou vlastni frekvenci wo, utlumem a kvalitou, Kterou
muzeme vyjadfit jako bezrozmérnym ¢islem. Obecnou definici kvality oscilatoru jako pomér soucinu
vlastni frekvence a energie délenému stfednim ztratovym vykonem muzeme pouzit na jakykoli
oscilator bez ohledu na to, o jaky kmitavy proces jde a jakého charakteru je ztratovy vykon. MiiZe jit
jak o ztraty energie tfenim, ale 1 zahfivanim na elektrickych odporech, absorpci nebo unik zareni
Z optického rezonatoru laseru apod. S rezonanci a rezonan¢nimi kiivkami se setkavdme ve vSech
oblastech fyziky, od mechaniky a elektromagnetizmu az po atomovou, jadernou a ¢asticovou fyziku.
Nékteré kratkodobé Zijici ¢astice se dokonce nazyvaji ,,rezonance®, protoze je nelze ptimo pozorovat,
ale projevuji se jen rezonan¢nimi vykyvy energetického spektra a jejich doba Zivota je déna Sitkou
rezonan¢ni kiivky.

Sitku rezonanéni kiivky v energii udavame v poloviné jeji vysky, u rezonance v amplitudé ve vysce
1//2. Ukazeme, ze tato sitka je ur¢ena dekrementem ttlumu, resp. kvalitou oscilatoru. Z podminky,
aby se energie (2.74) rovnala prave poloving maximalni energie
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mB? 1 mB?

1
§(aoz—Q)z+452 16 57

(2.75)

dostaneme kvadratickou rovnici pro ur¢eni kofent
(@ -0%)+52 =25 .

Jejim feSenim dostaneme dva kofeny:
Ql,z =)y +0 ,

jejichz rozdil ndm pak dava prave sitku rezonanc¢ni kiivky:
Oy
AQ=92—91=25=6 . (2.76)

Sitka rezonan¢ni ktivky je tedy nepfimo imérna kvalité, ¢im je mensi Gtlum, tim je rezonancni kiivka
uzsi a vyssi. Zméfime-li experimentalné prabéh rezonancni kiivky, miizeme z ni stanovit jak vlastni
frekvenci, tak kvalitu oscilatoru.

2.2.4 Vazané oscilatory

Predstavme si dva oscildtory, které jsou n¢jakym zplisobem spojeny, existuje mezi nimi vazba,
mohou si vzdjemné pieddvat energii. Takova situace je velmi castd, dokonce mivame celé fetézce
vazanych oscilatord, které se vzajemné rozkmitavaji. Charakter této vazby miZe byt riizny. Jako
priklad si vezméme dvé stejna kyvadla vzajemné spojend pruzinou, pak jde o tzv. pruznou vazbu a
sila, kterou pruzina bude ptsobit na kyvadlo, bude imérna jejimu protazeni (obr. 2.16).

obr.2.16

Takovy systém miizeme snadno experimentalné realizovat, rozkyvat jedno z kyvadel a sledovat
d¢j. Uvidime, Ze se druhé kyvadlo zacne postupné rozkyvavat s vzristajici amplitudou, energie se
zacne pielévat od prvniho kyvadla k druhému, az se prvni kyvadlo zastavi. Pak se d¢j zacne opakovat
v obraceném sméru. Pohyb kyvadla ma tedy charakter razii, a ty vznikaji, jak vime, superpozici dvou
kmitavych pohybt o blizkych frekvencich.

Pohyb kyvadla mizeme pro malé vykyvy povazovat ptiblizn¢ za harmonicky a uvaZovat pfitom
pouze pohyb ve sméru osy X. Misto kyvadel miizeme uvazovat i dva hmotné body spojené pruzinkou,

které mohou harmonicky oscilovat podél osy X. Ttfeni pfitom zanedbame.

Pohybové rovnice obou oscilatorit miizeme zapsat ve tvaru

Piedpokladame, ze sily mezi oscilatory puisobi podle zakona akce a reakce a konstantou x jsme
vyjadrtili intenzitu vazby. Obycejné se zavadi bezrozmérny tzv. stupen vazby
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K

0§ + K

K = (2.78)

Soustavu rovnic (2.77) fesime tak, Ze ob¢ rovnice seCteme a odeCteme a oznac¢ime soucet a rozdil
X1+ X2 = X+, X1 — X2 = X-. Pro tyto funkce mame rovnice

%, +@fx, =0, %_+(af+2x)x_=0. (2.79)

To jsou dvé rovnice pro netlumené harmonické oscilatory o frekvencich woa Qg = \/a)g + 2K .

Dostavame tedy feseni X+ = A+ Sin(wot + @o+), X- = A-sin(Qot + ¢o-) a prejdeme-li k funkcim X, X,
dostaneme

Xq :1(A+Sin(a)ot+¢)0+)+ A_sin(Qot+(p0_))
i (2.80)
X, =E(A+sin(a)ot+goo+)—A_sin(QOt+(po_)) :

obr. 2.17 obr. 2.18
Pro ptipad slabé vazby si budou tihlové frekvence wo, o blizké a pohyb bude mit charakter razi.

2.2.5 Matematické kyvadlo

Pod matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod m zavé$eny na nehmotném vlakné délky | v
tihovém poli. Predpokladejme, ze délka zavésu ziistava stala a ze jde tedy spi§ o nehmotnou tuhou
ty¢ku. V takovém piipadé je pohyb hmotného bodu v prostoru omezen, miize se pohybovat jen po
kulové plose o poloméru |. Tato vazba zptsobuje, Ze k popisu pohybu nejsou zapotiebi tfi prostorové
soutadnice, ale pouze dvé¢ (naptiklad thly ¢ , 3 - viz Matematicky aparat o sférickych soutadnicich).
Takovy systém nazyvame sférické kyvadlo a jeho pohyb si umime dobie ptedstavit, udélime-li
obecnou vychylku a po¢atecni rychlost takto zavésenému predmétu.

My se vSak omezime na jednodussi ptipad, kdy se hmotny bod bude pohybovat pouze ve svislé
roving. Takovy pohyb vznikne tak, Ze kyvadlo vychylime a voln€é pustime nebo mu udélime
vodorovnou pocatecni rychlost v rovnovazné poloze. Protoze na kyvadlo pak piisobi uz jen tize, ktera
nema vodorovnou slozku, zlstane pohyb kyvadla omezen na rovinu. Hmotny bod bude opisovat
oblouk kruznice a k popisu pohybu pak staci jen jedna soufadnice, polarni thel ¢ (viz obr. 2.17). Tento
systém se nazyva rovinné matematické kyvadlo.

Ke studiu pohybu rovinného kyvadla pouZijeme poldrni soufadnice. Pocatek umistime v bodé
zaveésu a polarni poloosu namitfime svisle dolii. Pro soufadnici r a ¢ mame pohybové rovnice

. .2
ma, =m(i—r =mgcosp—F
r ( 4 ) gcosp—iy (2.81)
ma, =m(2r¢+rp)=-mgsing .
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Ve sméru radialnim (podé€l soutadnice r) pohyb nenastdva a z prvni rovnice mtizeme urcit silu, jiz
je napinan zavés kyvadla:

F, =mg c03¢+mrgb2 . (2.82)

Tento vztah vyjadiuje skuteCnost, ze dostfediva sila, ktera realizuje nerovnomérny kruhovy pohyb
hmotného bodu je dana silou napéti zavésu zmensSenou o radidlni slozku tihy.

Z druhé rovnice dostaneme pohybovou rovnici pro uhel ¢, vykyv:
¢+%singo=0. (2.83)

Tato diferencialni rovnice je ovSem obtizné feSitelna. Zkusime proto vyuzit toho, ze tithové pole je
konzervativni a zapiSeme zakon zachovani energie:

E:%mV2+U(¢):%m|2¢2_mg|C05¢=—m9|COS¢7o : (2.84)

kde ¢o je pocatecni vychylka. Nulu potencidlni energie jsme zvolili pro uhel ¢ = n/2. Pohyb
matematického kyvadla mizeme tedy povazovat za pohyb v kosinové potencialové jameé U(¢p) = —mg
coso (obr. 2.18). Resenim rovnice pro energii dostaneme

¢:(Z_§:’=\/2|—g(cos¢o—cosgo) : (2.85)

odkud

t= | [—22 ___.c, (2.86)
29° \Jcosp—cosgy

Tim jsme sice vyfesili ulohu ,,v kvadraturach®, dostali jsme zavislost ¢asu na thlu ¢ vyjadienu
pomoci integralu, ale tento integral se neda obecné fesit pomoci elementarnich funkci, vede na tzv.
integraly eliptické. Nebudeme se zajimat o Casovy prubéh ¢ (t), ale pokusime se urcit periodu pohybu
T jako ¢tyfnasobek doby potiebné k pohybu kyvadla mezi nulovou a maximalni vychylkou. Pro mala
@ miizeme ptislusny elipticky integral rozlozit do fady a dostaneme °

T:Zﬁ\/:[% do =272'\/l(1+i(0§+...] . (2.87)
g0 Jcosp—cosg, g\ 16

19 Jest , kde elipticky integral prvniho druhu K(x) je definovan jako
T:Zﬁljwod7¢:4lein@, pticky integral p (x) ] j
g-o ,/cos(pfcoswo g 2

funkce d¢ Jeho rozklad do fady pro malé hodnoty x lze nalézt v tabulkdch specidlnich funkci; viz

K(X):I J-xZsin?¢

napfiklad prirucku K. Rektorys a spolupracovnici: “Prehled uzité matematiky”, SNTL Praha 1981.
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Pro malé vykyvy je tedy matematické kyvadlo izochronni,?° tj. jeho perioda nezavisi na amplitudé

a je rovna
roor [l (2.88)
g

K témuz vysledku jsme vSak mohli dojit 1 jednoduseji tak, ze rozlozime funkce sing a cose do fady a
vezmeme pouze Cleny do druhé mocniny ¢:

3 2 4
A

2 24

sin¢:¢)—%+... , CoSp=1-

Pak dostdvame pohybovou rovnici

¢'+%¢:o. (2.89)

To je ovSem rovnice harmonického oscilatoru a pro jeho periodu okamzité plyne (2.88). Polovi¢ni
periodu 7 = T/2 nazyvame dobou kyvu.

Ptiblizeni malych kyvl vlastné znamena, Ze aproximujeme kosinovou potencidlovou jamu
parabolickou (viz obr. 2.19). Polozime-li pfitom nulovou potencialni energii do ¢ = 0, dostaneme pro
energii

E:%mlz¢2+%mglgp2:%mglgp§ . (2.90)

Odtud ur¢ime ¢ a po separaci proménnych integraci dostaneme periodu jako

gl
T=4|—[°"—X£—=4|—|arcsin—=| =27 |— . (2.91)
\/;'[0 (pg—q)z g 2 0 g

Uloha (cykloidalni kyvadlo)

ProtoZe matematické kyvadlo je izochronni jen pro malé amplitudy, znamena to, Ze kyvadlové
hodiny ptijdou pfesné jen pti malych rozkyvech. To by ov§em znacné omezovalo jejich pouzitelnost k
pfesnému méteni Casu, o néz fyzika a astronomie usilovaly. Ch. Huygens v 17. stoleti zjistil, Ze kdyby
hmotny bod tvoftici zatéz kyvadla misto oblouku kruznice

obr. 2.20

opisoval oblouk cykloidy, kyvadlo by bylo izochronni pro libovoln¢ velké amplitudy. Mzeme to
snadno ovéfit. Rovnici cykloidy jsme uvadéli v souvislosti se skladanim pohybii (1.40). Nyni trochu

20 Tento poznatek zjistil poprvé Galilei, kdyZ pozoroval kyvani lucerny zavésené na stropé chramu v Pise. V téZe dobé ho publikoval
i nd$ Marcus Mareci.
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pozménime umisténi cykloidy - zménime orientaci osy Yy, umistime pocatek ve vrcholu cykloidy a
misto uhlu a piejdeme k uhlu ¢ = a — 7 - viz obr. 2.20.

Tak dostaneme parametrické rovnice cykloidy
x=a(p+sing), y=a(l-cosgp) .

ZapiSeme nyni energii takového kyvadla:
1 .2 .9 1 2. . 2 1 2, . . 2
E=§m(x +y )+mgy:§ma (¢p+@cosg) +>ma (psing)” +mga(l-cosg)=

:%mangz(1+2c03¢>+cosz¢+sin2(p)+ mga(1-cosg)=

=ma’p? (L+cosp)+mga(l-cosg)=2ma’p? cos? %+2mgasin2 L

Oznacime-li nyni

/A .
=4asin—, ¢ =2apcos— ,
q > q pCos

muzeme energii zapsat ve tvaru

1 - 1mg >
E==mg°+=—=q° .
2 g 2 4aq

To je ovSem energie harmonického oscilatoru vzhledem k soufadnici g a jeho perioda

T=2r ’@
g

nezavisi na amplitud€. Zbyva jesté vyftesit technicky problém, jak pfimét kyvadlo, aby misto kruznice
opisovalo cykloidu. K tomu sta¢i upevnit v blizkosti zavésu dva plisky tvarované do takové kiivky
(evoluty cykloidy) aby zavés kyvadla se pii vétSich vykyvech na tyto kiivky pokladal a pak se od nich
te€né odvijel (obr. 2.18). Timto konstrukénim zdokonalenim zvySil Huygens ptesnost kyvadlovych
hodin, coZ umoznilo dal$i rozvoj experimentalni fyziky a astronomie. Teorii pohybu kyvadla Huygens
podrobné rozpracoval se svém slavném spise ,,Horologium oscillatorium* z r. 1673.

2.3 Pohyb v centralnim poli

2.3.1 Obecné vlastnosti pohybu Castice v centralnim poli

Dosud jsme se zabyvali jednorozmérnym pohybem castice, ktery bylo mozno popsat jednou
soutadnici, kartézskou nebo polarni. Piejdeme nyni k pohybu ¢astice v prostoru, v némz pusobi néjaké
silové pole. Je-li toto pole homogenni, je sila v kazdém bod¢ konstantni co do velikosti i sméru.
Pohybovou rovnici
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2

md—zr=F=konst . (2.92)
dt
s pocate¢nimi podminkami

pak mtizeme fesit pfimo ve vektorovém tvaru jako

1 2 1
=vy+—(t—tg)F, r=ry+(t—t t—ty)"—F . 2.94
v v0+m( o)F, r=rg+(t—tg)vg+(t—tgy) - (2.94)

Povazujeme-li za homogenni naptiklad tihové pole Zemé v néjakém misté na zemském povrchu a
vedeme-li kartézskou osu z svisle vzhuru, polozime F = (0, 0, — mg), U = mgz+Upa z (2.94) dostaneme
vSechny piipady padi a vrhii v tthovém poli, jimiz jsme se uz diive zabyvali.

Homogenni silové pole v celém nekonecném prostoru ovSem nemuze existovat, je vzdy jen
aproximaci néjakého lokalniho pole. Zemské tihové pole neni homogenni, plisobici sila mifi ptiblizné
do stfedu Zem¢ a pii pohybech na vzdélenosti srovnatelné se zemskym polomérem jej musime
povazovat za pole centralni.

vvvvvv

sféricky symetrickymi ¢asticemi a télesy. Budeme se jim nyni zabyvat. Predpokladejme, Ze existuje
silové centrum, s nimz mizeme spojit pocatek vztazné soustavy a Ze tato vztazna soustava bude pfitom
inercialni. ProtoZe sila puisobici v centralnim poli na ¢astici hmotnosti m miti do tohoto centra (nebo

dp

od n¢ho), mizeme pohybovou rovnici pT F vynasobit zleva vektorové polohovym vektorem r a

dostaneme
dp d dr
rx—=—(rxp)——xp=rxF . 2.95
gt gt P g <P (2.99)
Snadno nahlédneme, Ze soucin
ﬂ><p:mv><v:0 ,
dt

a stejn¢ tak moment sily vzhledem k pocatku
N=rxF=0,
nebot’ sila a polohovy vektor lezi v téze piimce.
Zavedeme nyni novou veli¢inu, moment hybnosti ¢astice vzhledem k pocatku

I=rxp .
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Z (2.95) plyne, ze moment hybnosti ¢astice vzhledem k silovému centru se v centralnim silovém poli
zachovava:

%(rxp):%:O:ﬂ:konst : (2.96)

Zachovani momentu hybnosti ¢astice v centralnim poli ma zavazné disledky. Protoze se zachovava
smer vektoru |, plyne odtud, Ze vektory r a p, tedy polohy a rychlosti, ziistavaji stale v téze roviné.
Castice tedy vykonava rovinny pohyb a je mozné se omezit na dvé soufadnice. Obyéejnd volime
polarni soufadnice r , ¢ s poc¢atkem v silovém centru a odecitani polarniho uhlu od zvoleného sméru
provadime proti sméru hodinovych rucicek.

Protoze Zem¢ se pohybuje v centralnim silovém poli slune¢ni gravitace, probiha jeji pohyb v
roving, které se fika rovina ekliptiky. Poloha roviny ekliptiky ovSem souvisi s pocate¢nimi podminkami
vzniku sluneéni soustavy. V roving ekliptiky se pohybuje vétSina planet s mensi nebo vétsi thlovou
odchylkou. Draha M¢sice je sklonéna vuci ekliptice asi 0 5°; kdyby obihal v roviné ekliptiky, mé&li
bychom zatméni Slunce a Mésice kazdy mésic. Je zajimavé, Ze drdhy komet v roviné ekliptiky nelezi.?

Vedle sméru musi se zachovavat i velikost momentu hybnosti ¢astice. Podle definice vektorového
soucinu a vzhledem k vyjadieni slozek polohového vektoru a rychlosti v polarnich soufadnicich (1.12)
mame

Xo Yo Z0
l=mrxv=m rcosg rsing 0|=mr?pz, =konst . (2.97)
Fcosp—resing rsing+rgpcose 0

Zakon zachovani velikosti momentu hybnosti planety pohybujici se v gravitacnim poli Slunce
objevil Kepler na zakladé podrobného zkoumani pohybu Marsu podle méteni Tychona Braha. Tehdy
ovSem jesté nebyly definovany pojmy hybnosti a momentu

obr. 2.21

hybnosti a Kepler stanovil zdakon stdlosti plosné rychlosti planety. Podle druhého Keplerova zakona
plochy opsané privodic¢em planety za stejnou dobu jsou stejné, je -li planeta bliZze Slunci, pohybuje se
rychleji, je-1i dale od Slunce, pohybuje se pomaleji. Uréime tuto ploSnou rychlost.

Na obr. 2.21 vidime plochu opsanou pravodi¢em c¢astice za malou dobu dt; privodi¢ se pfitom
pootoc¢i o thel dg. Plocha opsana privodi¢em bude v limité rovna poloviné obsahu rovnobé&Zzniku
vytvofeného vektory r, dr, tedy s pouzitim (2.97)

ds =1|rxdr| .
2

21 Atom byva Casto zndzorfiovan v tzv. planetarnim modelu, kdy napfiklad elektron v atomu vodiku obiha kolem protonu jako
planeta kolem Slunce. Kvantova fyzika v3ak ukazala, Ze pohyb elektronl nelze popisovat jako pohyb ¢astice po trajektorii. Kromé
toho, podle Newtonovy mechaniky by elektron musel konat rovinny pohyb, podobné jako planeta. To je v rozporu s tim, Ze atom
vodiku je sféricky symetricka soustava.
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Oznacime-li plosnou rychlost jako w, dostaneme

:%|rxv|: ! :%rz(/‘;:konst. (2.98)

ds 1‘ d
— J— r —_ R
2m

w=22 o2 gr
dt 2 dt

Zakon zachovani momentu hybnosti ¢astice, a tedy 1 druhy Keplertv zakon, plati v libovolném
centralnim poli (nejen gravitatnim). Polozme si nyni otazku, kdy bude centralni pole konzervativni.
Na obr. 2.22 jsou znazornény silocary dvou centralnich poli; vétSi hustota siloCar znamena vétsi
velikost pasobici sily. Na obr. 2.22a je centralni pole izotropni, silocary jsou rozlozeny rovnomérné ve
vSech smérech, na obr. 2.22b je pole neizotropni. Uvazme déle uzavienou drahu tvofenou dvéma
radialnimi Gseky a dvéma oblouky kruzZnice se stfedem v pocatku a uréeme praci, kterou vykona
centralni silové pole pii pfemistovani ¢astice podél této uzaviené drahy. V ptipadé¢ centralniho pole
bude tato prace nulova, protoze podél oblouktli kruznic sila praci nekoné a prace podél radidlnich usekt
se vzajemn¢ vyrusi - velkost sily je stejna a useky prochdzime v protichtidnych smérech. Takové pole
bude ziejmé konzervativni. V pfipadé neizotropniho pole ptsobi podél radialnich useki sila nestejné
velikosti a prace po uzaviené draze bude nenulova - pole konzervativni neni.

Uvedena ilustrace naznacuje, Ze izotropni centralni pole, jehoz sila bude zaviset jen na vzdalenosti
od pocatku, bude konzervativni a bude ho mozno vyjadtit pomoci potencialni energie U(r):

I:r:_dU(r) | (2.99)
dr

a) b
obr. 2.22
ZapiSeme nyni pohybové rovnice ¢astice v izotropnim centralnim poli:

ma, :m('r'—rgbz): F(r)
ma, =m(2rp+ry)=0 .

(2.100)

Na prvni pohled je zfejme, Ze feSeni takové soustavy dvou diferencialnich rovnic bude obtiZné.
Miizeme vSak vyuzit toho, ze mame k dispozici dve€ konstanty, dva integraly pohybu: energii a velikost
momentu hybnosti, které se pii pohybu zachovavaji:

| =mr2¢p =konst

|2 (2.101)
5 +U (r)=konst.

E :%mv2+U (r):%mr2+%mr2¢2+u (r):%mr2+ o

Clen

2mr?
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vystupujici ve vyrazu pro energii zavisi pouze na vzdalenosti r a fika se mu odstfediva energie.
Mizeme jej spojit s potencialni energii U(r) v novou funkci r, kterou nazyvame efektivni potencialni
energie

Potom bude energie
1 .,
E :Emr +Ugf (r)=konst . (2.102)

Soustavu rovnic (2.101) mtizeme nyni fesit separaci proménnych:

_dr

r—a=i/%(E—U(r)),

odkud

dr

t(r)==f +Cy . (2.103)
\/(E_Uef (I’))

m

Tvar trajektorie, tj. zavislost thlu @ na r uréime z

,_dp _dedr 1 (2.104)
dt  dr dt mr2
jako
'[ der
p(r)== r +C, . (2.105)
\/2m(E—uef(r))

Tim je uloha o pohybu ¢astice v centralnim izotropnim poli obecné vyieSena. Vztah (2.103) nam
udava zakon pohybu, tj. zavislost soufadnice r na ¢ase a vztah (2.105) rovnici trajektorie v polarnich
soufadnicich. Redeni zavisi na &tyfech integraénich konstantach: dvéma z nich jsou konstanty E a I,
konstanty C1, C> musime uréit z po¢ateénich podminek. Abychom dostali feSeni pro konkrétni silové
pole, museli bychom zadat potencialni energii U(r) a tim Ue(r).

Z nalezeného feSeni miizeme usoudit na nekteré spole¢né vlastnosti pohybu ve vSech centralnich
izotropnich polich. Shrneme je:

1. Pohyb je rovinny.
2. Plosna rychlost pohybu je konstantni.
3. Uhel ¢ se méni v case monotonné, &astice musi obihat centrum stale v témz smyslu a nemiize

se vracet. Plyne to z toho, ze mr Zgb =konst a derivace thlu podle ¢asu nemiiZze ménit znaménko.
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4, Pii r=0tzv. body obratu, kdy se Castice piestava vzdalovat a zacina se opét piiblizovat k
centru) méni odmocnina v integralech (2.103) a (2.105) znaménko. Casovy pribéh pohybu i tvar
trajektorie jsou tedy symetrické vzhledem k okamzikiim a smérim do bodu obratu.

5. Pohyb ¢astice je mozny pouze za podminky E > Uef(r) a podle prubéhu funkce Uef(r) mtize byt
bud’ infinitni (Castice se miize vzdalovat od centra do nekonecna) nebo finitni (probihat v jame efektivni
potencialni energie).

6. Obecn¢ dulezita je otdzka tzv. padu na centrum, tj vyjasnéni podminek, za nichz se Castice
muze neomezené piiblizit silovému centru, tj. ,,spadnout™ na né. Z rovnice pro energii dostavame
nerovnost

|2

%mr‘z =E-Ug(r)=E-U(r)-

>0 .
2mr?

Vynasobime toto nerovnost r? a zapiseme ve tvaru

2
r2u (r)+|—§ r2g .
2m

Podminka padu na centrum vyzaduje, aby se r, a tedy i prava strana této nerovnosti, mohlo
neomezeng blizit nule. To je ziejmé mozné v téchto ptipadech:

1) 1=0,U(r) <0. Jinymi slovy sila musi byt pfitazliva a moment hybnosti nulovy. To nastane,
dostane-li ¢astice pocateéni rychlost bud’ nulovou, nebo radialni. Pfipad je trivialni.
2

| )
2) rZU(r)<—2—<0. To nastava pii
m

2
U(r)=—2 a>i—
a) r 2m
2

U(r)=-% o> n>2
b) r m

u(r)=—2, a=GmM >0 , (2.106)

takze k padu Zemé ¢i planety na Slunce dojit nemtze. To ovSem plati jen neuvazujeme-li dalsi
vlivy a zkouméame-li pouze Newtonovu silu mezi Sluncem a Zemi. Pokud by centralni sila byla silngjsi,
jeji potencialni energie by rostla s pfiblizovanim k centru nepiimo imérné vyssi mocniné vzdalenosti,
Castice by se po stale rychleji se zavijejici spirdle neomezené blizila k centru.

7. Mimotadné zajimavou je otazka, kdy bude trajektorie Castice v centralnim izotropnim poli
tvotena uzavienou kiivkou a kdy ne. Pfedstavme si finitni pohyb v potencidlové jamé vzhledem k r,
ktery probiha v mezikruzi omezeném minimalni a maximalni vzdéalenosti od centra (obr. 2.23).
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Trajektorie Castice, kterd spliuje vSechny vyse uvedené obecné vlastnosti, nemusi byt obecné
uzavienou kiivkou a miize rizicove vypliovat mezikruzi, aniz se konec a pocatek trajektorie kdy spoji.
Pti kazdém obéhu se pfitom bod obratu posune o A@; v astronomii se tomu fikd posun perihelia planety.
Trajektorie se uzavie, bude-li Ag racionalnim nasobkem 27. Teoreticka analyza ukazuje ?? Ze existuji
pouze dva piipady, kdy trajektorie Castice je uzaviena. Je to ptipad, kdy potencidlni energie klesa
nepiimo umérné prvni mocning vzdalenosti (Keplerova iwiloha) a kdy potencidlni energie roste se
¢tvercem vzdalenosti (iloha o prostorovém oscilatoru):

U(r)=-2, a>0 U(r):%krz, k>0 . (2.107)

V obou ptipadech bude trajektorie elipticka. V Keplerové tlloze bude ovSem silové centrum lezet v
ohnisku elipsy, zatimco v uloze o prostorovém oscilatoru v jejim stfedu.

Na obr. 2.24 je znazornéna efektivni potencialni energie pro Keplerovu ulohu (kfivka 1):

a 1?
Ug(r)=——+ 2.108
ef ( ) roomr 2 ( )
obr. 2.23
Jak snadno zjistime derivovanim, efektivni potencialni energie dosahuje minima pfi
|2 a’m
fmin =—— 810 Uef min =T (2.109)

Funkce Uer(r) tedy vytvafi potencidlovou jamu, v niz je mozny finitni pohyb. Kfivka 2 odpovida
odpudivé sile pro a < 0. S pfitaZlivou silou se setkdvame u Newtonova gravita¢niho pole, s pfitazlivou
1 odpudivou silou nepfimo umérnou ¢tverci vzdalenosti se setkavdme u Coulombova elektrostatického
pole. Vidime, Ze efektivni potencidlni energie odpudivych sil potencidlovou jamu nevytvaii a
neumoznuje tak finitni pohyb.

Na obr. 2.25 vidime efektivni potencialni energii prostorového oscilatoru. Ta dosahuje minima pii

[12 k
Ifminzzlﬂ’ ato Uefminzl\/%- (2.110)

2.3.2 Gravitaéni centralni pole

Uvazujme nyni gravitacni centrdlni pole velké sféricky symetrické homogenni hmoty (nebo
alespon tvorené sféricky symetrickymi vrstvami), napiiklad Zemé&. Télesa, ktera se v takovém poli
budou pohybovat, necht’ maji mnohem mensi hmotnost nez Zemé, takze pocatek vztazné soustavy
umistime do zemského stiedu a budeme ji povazovat za inercialni.

22 \/iz napt. Appell P.: “Traité de mécanique rationelle” I, Paris 1953, rus. prekl. 1960.
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Newton odvodil velmi dilezity poznatek, ktery dnes matematicky formulujeme jako tzv. Gaussiiv
zdkon. Podle tohoto zékona, sféricky symetrické gravitujici téleso poloméru R

obr. 2.24 obr. 2.25

se navenek, pro r > R, silové projevuje jako hmotny bod téZe hmotnosti umistény ve stiedu symetrie.
Uvniti télesa ve vzdalenosti r < R od stfedu se pak uplatni jen ta ¢ast hmotnosti t€lesa, ktera lezi uvnitf
koule poloméru r. Znamena to, Ze gravitaéni pole uvniti kulové slupky je nulové! 2

ZapiSeme nyni Newtonuv gravita¢ni zakon (2.10) pro silu, jiz Zemé pusobi na ¢astici hmotnosti m
ve vzdalenosti I > Rz. Polomér Zemé jak znamo ¢ini Rz= 6 378 km a Ize jej snadno zméfit soucasnym
pozorovanim vysky Slunce nebo hvézdy nad obzorem ze dvou riznych mist poledniku. Slozku sily
mifici do stfedu Zemé budeme oznacovat Fra protoze mifi ve sméru zmensujici se vzdalenosti, budeme
ji brat jako zapornou. Mame tedy

F (r)=-G =2, a=GmM;>0. (2.111)

U(r)=-G =——+C . (2.112)
Konstantu miizeme zvolit tak, aby potencialni energie ¢astice pii nekone¢ném vzdaleni od Zemé byla
nulova, coZ je smysluplné; potom ziejmé C = 0.

M¢éjme nyni ¢astici m pod zemskym povrchem, napiiklad v myslené Sachté provrtané stfedem
Zem¢. Pak na ni bude plisobit jen ¢ast hmotnosti Zemé a urc¢ime-li hustotu Zemé jako

p= 4M Z (2.113)
—ﬂR%
3
dostaneme pro silu na Castici pisobici

Této sile odpovida potencidlni energie

2 Tento vysledek platici analogicky i pro pole elektrostatické dokazeme pii vykladu elektfiny a magnetismu.
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a2
U(r)=——r-+C . 2.115
(r) T (2.115)

Vidime, ze pohyb nad Zemi odpovida piipadu ulohy Keplerovy, pohyb pod Zemi ptipadu prostorového
oscilatoru; sila plisobici zde na &astici je kvazielastickd, podobnd sile harmonického oscilatoru.?*
Konstantu C ovSem nyni nemtizeme polozit rovnu nule, musime ji urcit tak, aby potencialni energie
byla v celém rozsahu r spojita a aby na povrchu Zemé¢ pii r = Rzdavaly (2.112) a (2.115) touz hodnotu.
Tak dostaneme

3a

c=—2
2R,

a souhrnné tedy mizeme napsat pro potencialni energii ¢astice v zemském gravitacnim poli

r>Ry: U(r)z—%
a o 3«
>R,: U =—r--—
r A (r) 2R§r 2RZ

obr. 2.26
obr. 2.27
Tento pribeh potencialni energie a sily zemské gravitace je zndzornén na obr. 2.26.

Vztahneme-li gravita¢ni silu a potencialni energii k jednotce hmotnosti ¢astice, dostaneme intenzitu
gravitacniho pole T a gravitacni potencial ¢gnad zemi:

F M- U M
r m
Zatim jsme neurcili gravitacni konstantu x, kterou je mozno najit pouze experimentalng. V blizkosti
zemského povrchu, nebudeme-li rozliSovat gravitacni a tthové zrychleni, mame pro pfitazlivou silu

Gm'\gzzmg, odkud GM,=gRZ, Gp=—9_ (2.117)

Znéame-li tedy tihové zrychleni a polomér Zem¢, miizeme urcit soucin gravitacni konstanty a hmotnosti
Zemé nebo gravitacni konstanty a stfedni hustoty Zemé¢. Zatimco rozméry Zemé byly zndmy uz starym
Rektim, jeji hmotnost nemohla byt uréena bez znalosti gravita¢ni konstanty. Uréit gravitaéni konstantu
tedy znamend zvazit Zemi.

24 Prvni z téchto sil se zabyval Newton, druhou jeho soupef Hooke.
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Newton (1687), mohl pouze odhadovat stfedni hustotu Zemé, a tedy i gravitacni konstantu z hustoty hornin zemské
kary.

Bouguer (1738), pokusil se zjistit gravitacni konstantu z odchylky olovnice na upati Chimboraza zplisobenou gravitaci
hory.

Maskelyne a Hutton (1774), méfili rozdily ve vy$ce hvézd piistroji nivelovanymi na jiznim a severnim ubo¢i horského
hibetu ve Skotsku, stanovili stfedni hustotu Zemé v rozmezi 4 500 - 5 000 kg.m3,

Dalsi meéfeni tthového zrychleni pomoci kyvadel v riznych vyskach nad motem.

Henry Cavendish (1797), poprvé zmé&fil gravitani konstantu v laboratofi pomoci upravenych Coulombovych torznich
vah a zvazil tak Zemi s velkou piesnosti (obr. 2.27). 2° Cavendish méfil pfitazlivou silu mezi olovénymi koulemi o
hmotnostech 730 g a 158 kg. Leh¢i kuli¢ky byly umistény na koncich lehké ty¢ky z jedlového dieva, ktera byla zavésena
na tenkém stfibrném dratku. Tézké koule vyvolavaly svou gravitacni silou torzni moment a zkrut vlakna. Systémem pak
bylo mozno tézké koule premistit do protilehlé polohy a torzni véhy tak rozkmitat. Z pozorovani bodi obratu bylo mozno
urcit rovnovaznou polohu vah. Cavendish, jeden z nejlepSich experimentatort v historii fyziky, urcil tak stfedni hustotu
zemé&koule na 5 480 kg.m3a gravitaéni konstantu na G = 6,754.10721 SI.

Jolly (1879), métil rozdily v iidaji dvouramennych vah umisténych nad a pod velkou hmotnou kouli.
Boys (1895), vyuzil méfeni periody torznich kmitd vybuzenych hmotnymi télesy.

Luther, Towler (1981), z amerického Narodniho tfadu pro standardy provedli zatim nejpiesnéj$i méfeni gravitacni
konstanty pomoci periody torznich vah s vyuzitim modernich fyzikalnich metod. Na kiemenném vlakné priméru 10
mikrometrti a délky 40 cm byla zavéSena wolframova ty¢ka priméru 1 mm a délky 28 mm, na jejichZ koncich byly
Umistény wolframové valecky priméru 7 mm a vysky 2,5 mm. Cely systém hmotnosti 7 g byl torzn€ rozkmitan gravitacnim
¢inkem dvou wolframovych kouli hmotnosti 10 kg. Vahy byly umistény za tlaku 1073 Pa, kmity detekovany pomoci 1024
fotodiod s elektronickym vyhodnocovanim. Tato métfeni dala dnes pouzivanou hodnotu gravitaéni konstanty

G=6,67259.10 " més2kg?.
Tomu odpovida hmotnost a stiedni hustota Zem¢
Mz=5,976.10%*kg ~ 6.10*kg , p=5518 kg.m™3,
Srovnejte tyto tidaje s méfenimi Cavendishovymi.

2.3.3 Keplerova tiloha

Keplerova tloha je tloha o pohybu télesa (planety) v centralnim gravitacnim poli. Pribéh efektivni
potencidlni energie pro tento piipad je na obr. 2.28, kde jsou téZ vedeny riizné hladiny energie. Je odtud
zfejmé, ze pohyb télesa bude mozny jen pii energii E > Uef min dané (2.109). Tato minimalni energie
odpovida vzdalenosti od centra zde oznacené jako ro. Pti zaporné energii
a’m

2

E;=Uetmin=—"75, a=GmM

bude zlistavat vzdalenost od centra neménna a pohyb bude tedy probihat po kruznici o poloméru

25 0 podrobnostech viz Broz J., Roskovec V.: "Zakladni fyzikalni konstanty”, SPN Praha 1987, str. 202 - 210.
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obr.2.28

Vzhledem k symetrii systému musi byt pohyb po kruznici rovhomérny. Jeho periodu snadno zjistime
z podminky (2.104) jako

T=——r ) 2.118
VAL ( )

Bude-li energie télesa lezet v mezich Uefmin < E2 < 0, bude pohyb finitni a bude probihat v oblasti
mezikruzi vymezeného hodnotami rmin , max. Pfi hodnoté energie Ez = 0 stane se pohyb pravé
infinitnim, téleso se miize ptiblizit z nekonecna k centru na vzdalenost

I 2
Min =——5— 2.119
min = 55 2y (2.119)
(v tomto bodé je 'r = 0). Konecné pfti energii E4 > 0 bude pohyb také infinitni.

Vsechny tyto vysledky jsme zjistili, aniz bychom znali tvar trajektorie, po niz se bude téleso v
gravitaénim poli pohybovat. Abychom jej ur€ili, musime do obecného feseni (2.105) dosadit efektivni
potencialni energii (2.108):

I |
—dr —dr
r2 2

o= : 2 |
\/Zm[E+f‘2rlT1r2] szE{almj _(:’_almj

Provedeme-li substituci

ptejde hrozivé vyhlizejici integral pro ¢ v

u
+C =arccos—+C .

B du
(D__J. /ug_uz Ug

Konstantu C musime urcit z pocatec¢ni polohy polarni osy, kdy ¢ = 0. Polozime ji rovnu nule a z
kone¢ného vysledku pak zjistime, Ze jsme tim volili smér polarni osy k periheliu, nejbliz§imu bodu
trajektorie. Upravime nyni ziskany vztah
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Y ‘o . am i y o
tak, ze zlomek zkratime vyrazem T a rozdélime jej na soucet dvou zlomki:

|2
am _1_ ! +Cos@
2EI2 T 2E|?2
1+ 5 1+ 3
Mo Mo

V této rovnici uz vidime polarni rovnici kuzelosecky (M.82). Oznacime-li jeji parametr a excentricitu

|2 2E|2
=—:, &=,|1+ >
om Mo

(2.120)
mame
$=1+8C08(p . (2.121)

To je tedy obecna rovnice trajektorie pii pohybu télesa v Newtonové gravitaénim poli nebo nabité
¢astice v pritazlivém Coulombové elektrostatickém poli. Bude-li sila Coulombova odpudiva, zméni se

1 . C e C .
znaménko o = . gQ (g, Q jsou elektrické naboje, g0 permitivita vakua), v rovnici kuzelosecky se
TE

zméni znaménko u jednicky na pravé strané a dostaneme rovnici (M.83)

Na zakladé (2.120) podle tiidéni kuzelosecek provedeného odstavei M 4 (str. 35), muzeme
okamzit€ rozlisit trajektorie t&lesa podle energie takto:

1. ¢=0, E = Emin- pohyb po kruZnici.

a"m

2 | 2

., r= .
212 P am
2. 0<e<1l, Emin<E<QO0-pohybpo elipse s ohniskem v silovém centru.

Pro velkou a malou poloosu, vzdalenost perihelia a afelia mame

p ab:p I

d=—F-=—, =
-2 2B J1-¢2 \2m[E] (2.122)
Fmin :ﬁ=a(l_8)’ Mmax =&a(1+5) .
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Vsimnéte si, ze velka poloosa elipsy zavisi jen na energii télesa, zatimco mala poloosa jak na
energii, tak na momentu hybnosti. Energie tedy urcuje celkovou velikost elipsy, moment hybnosti jeji
protahlost.

3. ¢=1, E=0-pohyb po parabole.
Fo_p_ 1
mh2 0 2am

4. ¢>1, E>0-pohyb po blizsi vétvi hyperboly.

Fmin :ﬁ =a(e-1) .

5. V piipadé odpudivé sily pro o < 0 opéte > 1, E > 0 a rovnice trajektorie

E=—1+5C03(p
r

predstavuje vzdalenéjsi vétev hyperboly.

Ptipomeneme nyni formulaci tfi slavnych Keplerovych zakont, které umoznily Newtonovi objevit
zakon gravitace a vytvofit tak prvni védeckou fyzikdlni teorii. Prvni dva zédkony publikoval Kepler ve
spise ,,Astronomia nova‘“ v roce 1609 v Praze, tieti ve spise ,,Harmonices mundi (,,Harmonie svéta“)
v roce 1619 v Linci.

1. zakon

Planety obihaji kolem Slunce po eliptickych drahach a Slunce leZi v jejich spole¢ném ohnisku.
2. zadkon

Plochy opsané pruvodi¢em planety za stejné doby jsou stejné.
3. zdkon

Ctverce obéZnych dob planet jsou imérné tietim mocninam velkych poloos.

Piedevsim je tfeba podotknout, ze Kepler povazoval Slunce za nehybné, a tedy vztazna soustava
spojena se stiedem Slunce vystupuje jako inercialni. Prvni Keplertv zakon tvrdi, Ze trajektorie planety
tvoti elipsu se Sluncem v ohnisku. Kepler to zjistil pec¢livym proméfovanim trajektorie Marsu na
zéklad¢ dlouholetych pozorovani Tycha Braha. Do té¢ doby panovalo ptesvédceni, které sdilel 1
Kopernik a Kepler, ze planety se pohybuji po kruhovych drahéch, jsou spojeny s nebeskymi sférami.
Draha Marsu se od kruhové pfili§ nelisi, odchylka ¢ini asi 8 thlovych minut. Tycho Brahe, jako
nejpresnéjsi pozorovatel ptreddalekohledové éry v astronomii, v§ak dosahl presnosti vyssi nez 4’ a tato
pfesnost umoznila Keplerovi nakonec tvar drahy urcit jako elipticky. Znamenalo to oprostit se od
starovékych a stfedovékych predstav o ,,dokonalosti® kruhového pohybu a ucinit nelehky krok do
novovéeku.
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Planeta se bude pohybovat po uzaviené elipse jen tehdy, bude-li na ni plsobit piesné jen
Newtonova gravitacni sila nepfimo umeérna ¢tverci vzdalenosti. Ve skute¢nosti na ni ptsobi 1 dalsi
planety a nebeska télesa a také Newtonliv zdkon nepopisuje piesné slunecni gravitaci - napi. z toho
divodu, Ze Slunce je mirné zplostélé a neni dokonale sféricky symetrické. To se projevi tak, ze
elipticka trajektorie planety se za¢ne pomalu stacet a piestane tvofit uzavienou kiivku. Zadame-li
malou odchylku od Newtonova zakona, napf. zavislost 1/r2°%! dostaneme poéitatovou simulaci
kiivku na obr. 2.29. Staeni perihelia planet je astronomim dobie zndmo a jeho méfenim miizeme
ovetovat, jak se skutecna sila pisobici na planetu lis§i od Newtonovy.

obr. 2.29

obr. 2.30

Druhy Keplertiv zakon stanovi rychlost, jakou se planeta po své draze pohybuje - v blizkosti Slunce
rychleji, dale od Slunce pomaleji (obr. 2.30). Jde o nerovnomérny pohyb po elipse a chceme-li vyjadrit
zavislost napf. vzdalenosti planety na ¢ase, museli bychom fesit integral (2.103) .Obycejné se zakon
pohybu planety vyjadiuje parametricky néasledujicim zplisobem

3
r-a=-agcosé, t:,/%(g—gsing) : (2.123)

K danému ¢asovému okamziku t najdeme hodnotu parametru & a k nému pak hodnotu r a ¢. Pomoci
pocitact je to dnes snadné.

Tteti Keplertiv zdkon stanovi imérnost mezi ¢tverci obéznych dob a tfetimi mocninami velkych
poloos planet. Odtud, a ze znalosti zdkona pro dostfedivou silu, ktery objevil Huygens 1673, je mozno
odvodit Newtonlv gravita¢ni zadkon. Pro ptfipad kruhové drahy planety je to snadné:

4z°mr  konst

Newton vSak provedl odvozeni i pro eliptické drahy a dokézal tak, ze z Keplerova zédkona vyplyva,
ze gravitacni sila klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Pfedpokladal ekvivalenci obou tvrzeni, tedy Ze 1 zpétné
z platnosti gravitatniho zakona plyne, Ze se planeta musi pohybovat po elipse. My jsme to dokazali
integrovanim tvaru trajektorie s Newtonovou potencidlni energii pii feSeni Keplerovy tlohy. V
Newtonovych Principiich vSak tento dikaz jeste chybi.

Zbyva urdit konstantu imérnosti mezi T2 a r® a zjistit, zda je pro vSechny planety stejna (jak
pfedpokladal Kepler), ¢i pro kazdou planetu jind. Ze zadkona ploSné rychlosti mame celkovou plochu
elipsy

S=wT :I—T =rzab . (2.125)

Dosadime-lizaaab
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a
a=———, b= = a
2|E| 2m|E| ma
mame
2z7m.ab m
_ P op | —Pa¥2 o) ! a¥? | (2.126)
I (04 GMS
takze
o 4r? 4
T = a (2.127)
GMg

Za ptredpokladu, ze Slunce je nehybné, je tedy konstanta imérnosti ve tietim Kepleroveé zakon¢ stejna
pro vSechny planety a zavisi jen na hmotnosti Slunce.

Pro informaci uvedeme tidaje o parametrech planet, z nichz mtzete platnost 3. Keplerova zdkona
snadno ovéfit:

a [10° T Mp
km] [r] | k]

0, 0, 3,3.1

Merkur 58 241 205 023
0, 0, 49.1

Venuse 108 615 006 0%
0, 6,0.1

Zemé 150 1 016 0%
1, 0, 6,4.1

Mars 228 881 093 0%
11 0, 19.1

Jupiter 778 ,86 048 | 0%
29 0, 57.1

Saturn 1427 | 46 056 026
84 0, 8,7.1

Uran 2870 |,01 047 0%
16 0, 1,0.1

Neptun 4497 |78 009 | 0%
24 0, 6,6.1

(Pluto) 5900 |84 |248 |0O%

2.3.4 Kosmické rychlosti

M¢jme téleso hmotnosti m ve vzdalenosti Ro > Rz od stfedu Zemé a udélme mu vodorovnou
rychlost vo. Budeme se zajimat o to, po jaké trajektorii se téleso bude pohybovat. Vime, Ze rovnici
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trajektorie bude rovnice kuzelosecky, pocatecni bod bude bodem obratu (f =0) a z pocatecnich

podminek stanovime energii a moment hybnosti télesa:
1 2

Urc¢ime zavislost excentricity trajektorie na pocatecni rychlosti:

2
&= 1+2E'2 = 1+ BN —2pv8 =[-pu| . kde p=Ro (2.129)
Mo (04

obr.2.31
Zavislost excentricity na ¢tverci rychlosti je na obr 2.31.

Odtud snadno dostaneme nasledujici klasifikaci:

1. Je-livo=0, bude I =0, p=0, cosp = —1 a téleso spadne na povrch Zem¢ volnym padem
(trajektorie 1 na obr. 2.32).
2. Je-li
a JGMZ R2
Vok = = =, [g—=% (2.130)
mR, R, R,

bude & = 0 a téleso se bude pohybovat po kruhové draze. Rychlost Vok pak nazyvame kruhovou
rychlosti (trajektorie 5 na obr. 2.32). % Je-li Ro = Rz, tj. vystfelujeme-li téleso nizko nad Zemi, nazyva
se kruhova rychlost prvni kosmickou rychlosti:

Vo1 =+/OR, =7,91km.s™* . (2.131)

Prvni kosmické rychlosti, tedy kruhové draze nizko nad Zemi odpovida obéznd doba T=5065s =
84,4 min.

3. Je-li

a
O<vyp< [—
mR,

26 podminku pro kruhovou rychlost dostaneme ovsem snadno, pfirovhame-li Newtonovu gravitacni silu sile dostfedivé
mM,  mvd
Rg Ro

Odtud ptimo plyne (2.130).
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bude 0 < ¢ <1 a téleso se bude pohybovat po eliptickych trajektoriich (2, 3, 4 na obr. 2.32). Pfitom
1-pvé >0, odkud

r =R0,

__P
max 1—¢

takze vychozi bod lezi v apogeu, stied Zem¢ je ve vzdalenéjSim ohnisku elipsy.

4, Pti takzvané kritické rychlosti téleso jiz nedopadne na zemsky povrch, elipsa prave
Zemi obepne (trajektorie 3 na obr. 2.32). Podminkou k tomu je, aby se vzdalenost perigea pravé rovnala
poloméru Zemég:

mh e
Vylou¢ime-li nyni ze vztahl rmax = Ro, rmin = Rz €xcentricitu &, dostaneme

RoRz B mngo2 vy
RO + RZ am Vgl

f 2R,
Vi, =V s 2.132
kr 01 RO + RZ ( )

Vidime, Ze pii Ro= Rz, tj. vystfelujeme-li t€leso nizko nad zemi, je kritické rychlost pravé rovna prvni

kosmické rychlosti.
2 2GM RZ
Vop = ° = £=[29-%, (2.133)
mR, Ro R

bude ¢ =1 a téleso se bude pohybovat po parabolické draze. Rychlost vop pak nazyvame parabolickou,
iinikovou rychlosti (trajektorie 7 na obr. 2.32). %’

a kriticka rychlost bude

5. Je-li

Je-li Ro = Rz, tj. vystielujeme-li téleso nizko nad Zemi, nazyva se parabolicka rychlost druhou
kosmickou rychlosti:

Vop =+[20R5 =+/2vp; =11,2m.s 7t | (2.134)

27 podminku pro parabolickou rychlost dostaneme ovsem snadno, polozime-li energii télesa rovnu nule

%mvg _c ™Mz

G .Odtud ptimo plyne (2.133).

0
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6. Je-li

a 20
— <V <, [— ,
\/mRO mR,

bude 0 < & <1 a téleso se bude opét pohybovat po eliptické trajektorii (6 na obr. 2.32). Na rozdil od
piipadu 3 bude viak tentokrat 1— Bvg <0, odkud

takze vychozi bod lezi v perigeu.

obr. 2.32

7. Je-li

2a
Vo > [—
mR,

bude ¢ > 1 a téleso se bude pohybovat po hyperbolické trajektorii (8 na obr. 2.32).

Na obr. (2.33) vidime pocitacovou simulaci trajektorii télesa vrzeného vodorovné ve vysce 3 000
km nad zemskym povrchem rychlostmi 5,5; 6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0; 8,5 km.s 1,

Chceme-li vystielit téleso takovou rychlosti, aby opustilo slune¢ni soustavu, méli bychom mu
udélit parabolickou rychlost odpovidajici slune¢ni gravitaci:

2gMg

ZS

—421kms™ !,

Vops =

kde Ms = 1,97.10°kg je hmotnost Slunce a Rzs = 1,5.10% km je stfedni vzdalenost Zemé od Slunce. To
je prilis velka rychlost. Mizeme vSak vyuzit toho, Ze se Zemé na své draze pohybuje znacnou rychlosti
vz = 29,7 km.s ! a vysttelit t&leso ve sméru pohybu Zemé jen rychlosti

Pfitom jsme ale nebrali v uvahu gravitaci zemskou; télesu totiz musime dodat dostatek kinetické
energie k opusténi Zemé. Tak dostdvame konecnou rychlost potiebnou k vystieleni télesa za hranice

slunecni soustavy
Vg3 = Jvozp +V§pSl ~16,6 km.s™t . (2.135)
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obr. 2.33
Této rychlosti se tika tieti kosmicka rychlost.

2.3.5 Izotropni prostorovy oscilator

Druhy pftipad, kdy se pti pohybu v centralnim izotropnim poli setkdvame s uzavienou trajektorii,
je uloha o izotropnim prostorovém oscilatoru. V tom piipad¢ je vhodné;jsi pouzit kartézské soutradnice
s pocatkem v silovém centru a s osami X a y (rovinny pohyb!). Pro energii ¢astice pak dostaneme podle
(2.107)

E:lmvzjtlkrz:1m>'<2+lmyz+lkx2+1ky2 . (2.136)
2 2 2 2 2 2
To je ovSem soucet energii dvou  linearnich harmonickych oscilatori ve smérech

kartézskych 0s o stejnych vlastnich frekvencich wy =+/k/m. Takovou superpozici pohybii jsme se

jiz zabyvali v kapitole 1 (str. 51) a vime, ze vyslednou trajektorii bude elipsa se stiedem v pocatku.
Uloha (pad meteoru)

PoloZme si nejprve otazku, jakou rychlosti musime vrhnout nebo vysttelit t€leso na povrchu Zemé
svisle vzhuru, aby se uz nevratilo na zem. Musime mu ziejmé dodat takovou kinetickou energii,
abychom vykompenzovali jeho zdpornou energii potencialni:

1mvg _gMMz
2 R,

Vo = 2GMz (2.137)
\/ R
VA

Musime mu tedy dodat druhou kosmickou rychlost. MiZzeme ocekavat, ze takovou rychlosti dopadne
na zem 1 nebeské téleso, které zac¢ne padat z velké vysky s nulovou pocéatecni rychlosti. Odpor nepatrné
vrstvy atmosféry v posledni fazi letu pfitom mizeme zanedbat.

odkud

Bude-li téleso (meteor) padat z kone¢né vysky h, opét s nulovou pocatecni rychlosti, dostaneme
pro n¢j ze zakona zachovani energie

1.5 R2 R2
—mr“-mg—==-m . 2.138
2 g r gR+h ( )
odkud
2gR2 (R, +h—
f=_ [A9Rz(Rz+h-r) (2.139)
r(RZ+h)
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To je rychlost volného padu z velké vysky h ve vzdalenosti r od stfedu Zemé. Rychlost dopadu na zem

odtud dostaneme, polozime-li r = Rz:
Vg = 29Rzh . (2.140)
‘\j R, +h

Snadno se pfesvédéime, Ze v limité malé vysky dostaneme znamou rychlost dopadu /2gh a v limit&

nekonecné velké vysky druhou kosmickou rychlost /2gR, . Separaci proménnych a integraci (2.139)

bychom mohli uréit i casovy zédkon padu s velké vysky a celkovou dobu padu. Je to vSak matematicky
xixr 28

Uloha (hmotnost Slunce a M&sice)

Znéme-li gravitacni konstantu, potom k urc¢eni hmotnosti Slunce staci udat vzdalenost nckteré
planety od Slunce r a jeji obéznou dobu T. Podle 3.Keplerova zakona pak mame (dosadime tieba udaje
pro vzdalenost a obéznou dobu Zem¢)

4rrd 30 30
M =— 7 =197.10kg=2.10% kg . (2.141)

vvvvvv

néjaké umélé druzice Mésice. Jinak mizeme povazovat Zemi a Mésic za soustavu dvou téles, kterd na
sebe plsobi silami akce a reakce a obé se vzajemné pohybuji kolem spolecného hmotného stfedu ve
vzdalenostech v, rz, kde rm+ rz=r = 3,6.108 m je vzdalenost Mésice od Zemé&. Obézna doba obou
téles kolem hmotného stfedu je jeden mésic, tj. T = 2,36.10° s. Zapiseme rovnice pro dostiedivé sily
pusobici na Mésic a Zemi:

2 2
MM MM
MMrM4”2 =G—Z M Mzrz‘m2 =G—Z M
r T r
Zkratime prvni rovnici Mm, druhou Mz a se¢teme je:
47° G
Odtud jiz plyne
2.3
My = 4(;2 ~M,=7,34.1022kg . (2.142)

Tato metoda je ovSem tim méné pfesnd, ¢im je obihajici téleso leh¢i nez téleso kolem kterého obiha
(na pravé strané (2.142) je rozdil dvou velmi blizkych ¢isel).

28 \Viz napt. Trkal V.: “Mechanika hmotnych bod( a tuhého télesa”, NCSAV Praha 1956, str. 32.
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Uloha (geostacionarni draha)

Urcete vysku v jaké musi obihat geostacionarni druzice a jeji rychlost. Geostacionarni druzice
obiha po kruhové trajektorii v ekvatorialni (rovnikové) roving stejnou tthlovou rychlosti s jakou rotuje
Zem¢. Druzice tedy stale jakoby ,,visi“ nad stejnym bodem nad rovnikem a muze byt vyuzita k
telekomunika¢nim uceliim. Musi platit

T=2Ro _ozR, —R°2 —1den .
Vok gRz
Odtud
R2T2 13
Ry =(9;J . h=R,—R,=35800km . (2.143)
Vok

Kruhova rychlost na geostacionarni draze je Vok = 3,076 km.s 1.
Uloha (3achta stiedem Zem¢)

Predstavte si Sachtu provrtanou napii¢ zemékouli a prochézejici sttedem Zemé a uvazujte, jak se
bude pohybovat téleso, které do takové Sachty spadne (obr.2.34). Na téleso bude puisobit kvazielasticka
sila (2.114)

F, :—mGﬁr:—mir:—kr .

RS Rz
To je kvazielasticka sila, ktera vyvolava harmonické kmity s periodou

T=2x &
g

Na druhou stranu zemékoule se tedy t&leso propadne za pil periody 7 =7.Rz /g =2500s, tedy asi

42 minut. Je to ziejmée nejrychlejsi zptisob dopravy do Australie.

Urc¢ime jesté rychlost télesa pii priletu sttedem Zemé. Na pocatku bude mit vzhledem ke stfedu
Zemé energil

1, 5, 1
E==-kR5==mgR- .
5 "z =5 gRz

Pti priletu sttedem Zemé se tato potencialni energie zméni na kinetickou, takZe téleso dostane prvni
kosmickou rychlost vo; =/gR; =7,9km.s™* .

Uloha (pad na Slunce)
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Jedna z moznosti, jak se zbavovat nepohodIného odpadu, véetné radioaktivniho, je odhazovat jej
na Slunce. Pomineme ekonomické a etické aspekty a uréime, jakou nejmensi rychlost musime
odpadkiim dodat, aby spadly na Slunce. Jde ziejmé o to zbavit je momentu hybnosti vii¢i Slunci, tj.
zastavit je na zemské draze a zaroven jim dodat energii potfebnou k opusténi Zemé. Je-li voz druha
kosmicka rychlost a vz rychlost Zemé na jeji draze kolem Slunce, je potiebna rychlost

Voa :w/vgz +v§ =31,8km.s7 ! .

Tato rychlost se nékdy nazyva ¢tvrtou kosmickou rychlosti. Je znacnéd a takovy zptisob likvidace
odpadkt by byl zfejmé nakladny.

Uvazme jesté, co by se stalo, kdyby se Zem¢ nahle zastavila na své draze a zacala padat na Slunce.
Urcime, jak dlouho by takovy pad trval. Zdalo by se, Ze je to obtizna iloha, protoze jde o pad z velké
vysky v centralnim gravitacnim poli. Mizeme vSak takovy pad povazovat za ob¢h Zemé kolem Slunce
po velmi protahlé, zdegenerované elipse o velké poloose rovné poloviné poloméru zemské drahy r
(obr. 2.35). Potom podle 3. Keplerova zakona mame

3
r/2
l:( 3) , kde T, =1rok .
TZ r
Pad by ztejmé trval pul periody, tj.
r=t- L 1, 65dni .

2 42

Zbyvaly by nam tedy asi dva mésice na uspotadani nasich poslednich zalezitosti, pii ¢emz by nam bylo
stale tepleji.

2.4 Pohyb v neinercialni vztazné soustave

2.4.1 Setrvacné sily

1. Transla¢ni pohyb soustavy

Piedpokladejme nyni, zZe vztazna soustava, v niZ pohyb ¢astice studujeme, je neinercialni. Nekdy
je vhodné, a dokonce nezbytné s takovou soustavou pracovat. Spojujeme-li

obr. 2.34 obr. 2.35

nasi kartézskou soustavu soufadnic se zemskym povrchem, povazujeme ji v prvnim piibliZzeni za
inercidlni. Vime vsak, ze Zem¢ rotuje a obihd kolem Slunce. Je-li vztazna soustava spojena se Sluncem
a stalicemi inercialni, potom soustava spojend se Zemi inercidlni nebude. To ovSem nevadi, pokud
jsme si toho védomi a jsme pfipraveni na mozné efekty, které neinercidlnost vztazné soustavy muize
zpusobit. Obecné lze fici, ze mlizeme pouZzivat i neinercialni vztaznou soustavu, ale musime do ni
umeéle zavést dalsi sily, sily setrvacné, aby vysledek nasich vypocti souhlasil s pozorovanymi jevy. V
tomto odstavci odvodime tvar téchto setrva¢nych sil. Odkud se tyto sily berou je otdzka, jiz se zabyva
obecna teorie relativity.
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Uvazujme nejprve translacni pohyb vztazné soustavy. Na obr. 2.36 je znazornéna inercialni
kartézska soustava S a neinercialni soustava S’, jejiz pocatek ma v soustavé S polohovy vektor R(t).
Ten je obecnou funkci Casu, takze soustava S’ se pohybuje vici inercialni soustavé S se zrychlenim.
Odpovidajici kartézské osy obou soustav vSak zlstavaji stale souhlasné rovnobé&zné, takze soustava S’
se vuci soustaveé S neotaci. Pro polohovy vektor néjaké castice, jeji rychlost a zrychleni v necarkované
a carkované vztazné soustavé pak mame:

r=R+r', v=V+V', a=A+a’,

kde

v=IdR ,_dv
dt dt

Vektor A je tedy translacni zrychleni soustavy S’. Pohybova rovnice ¢astice pak bude znit
ma’'=ma—-mA . (2.144)

V neinercialni soustavé se tedy na pravé stran¢€ pohybové rovnice objevil dalsi ¢len mA, ktery vyjadiuje
setrvacnou silu. Oznac¢ime-li vyslednici pravych sil jako F a setrva¢nou

obr. 2.36 obr. 2.37

silu transla¢niho pohybu jako Fs, mame

ma'=F+F, , F=ma, F;=-mA . (2.145)

Existenci setrvacné sily zndme dobte z praxe dopravnich prostiedkii. Brzdi-li vagon metra, stava
se neinercialni vztaznou soustavou a na pasazéry v ném zacne pusobit setrvacna sila, ktera vrha osoby
ve sméru jizdy (tedy opacnym smérem neZ mifi zrychleni soustavy). Paradoxni charakter setrvaénych
sil je ztejmy z toho, Ze narazi-li vagon metra néhle na betonovou sténu a po kratkou dobu v ném bude
pusobit katastrofalné obrovska setrvacna sila, jevi se situace v neinercidlni soustavé tak, Ze vagon
zustava stale v klidu a betonova sténa je proti nému vrzena obrovskou rychlosti. S hlediska soustavy
spojené s vagonem si nemuzeme vznik této sily nijak vysvétlit. E. Mach se pokusil pfipsat vznik
setrvaénych sil celkovému rozlozeni hmot ve vesmiru (tzv. Machiv princip). V denni praxi vSak tuto
silu spiSe pfipisujeme neobratnosti strojviidce nez ucinku vzdalenych galaxii. Setrva¢né sily nazyvame
také silami zdanlivymi, ale jejich realné u¢inky mohou byt leckdy nedozirné.

Souvislost setrvacnych a gravitacnich sil, ktera vedla k formulaci principu ekvivalence a vzniku
obecné teorie relativity, ilustruje znamy mysleny pokus s Einsteinovou zdvizi (obr. 2.37). V tomto
provedeni je pokus skute¢né 1épe provadét pouze jako mysleny. Utrhne-li se vytah s pasazérem, pisobi
na pasazéra v inercialni soustavé spojené s povrchem Zemé pouze prava sila F = mg = (0, 0, — mg),
ktera vyvolava volny pad. V neinerciédlni soustaveé spojené s vytahem padajicim se zrychlenim g piisobi
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na pasazéra krom¢ pravé sily jeste setrvacna silaFg =—-mg = (0, 0,mg ), takZe v neinercialni soustavé

mame
ma’'=mg-mg=0 . (2.146)

Vici kabiné vytahu je tedy pasazér v beztizném stavu. Podotykdme, Ze nelze fici, Ze na pasazéra
nepusobi zadné sily (nejde o bezsilovou castici), ale vyslednice sily tthové a sily

obr. 2.38

setrvacné je nulova. Proto je tak dilezitd otazka, kterou jsme se jiz zabyvali, zda gravitacni a setrvacna
hmotnost jsou ekvivalentni. Pokud by se ukazalo, ze dlouhodoby pobyt ¢lovéka v kosmu ve stavu
beztize, je zdravi Skodlivy, bylo by tieba vytvaret umélou tizi plisobenim setrvaénych sil (naptiklad
rotaci kosmické stanice).

2. Rotacéni pohyb soustavy

Ptedpokladejme nyni, Ze inercidlni a neinercidlni vztazné soustavy maji spolecny pocatek, a ze
soustava S’ rotuje v soustavé S tthlovou rychlosti @. Pro jednoduchost budeme uvazovat rotaci kolem
0sy z, takze osy z, 2" splyvaji a zlistavaji nehybné (obr. 2.38).

M¢jme nyni ¢astici o polohovém vektoru r = r” nehybnou v rotujici neinercialni soustavé. V
soustave S se ovSem bude polohovy vektor této ¢astice v ¢ase ménit spolu s rotaci soustavy S”. Pootoci-
li se osy x ay o maly uhel d¢p, zméni se polohovy vektor r 0

Oor =0@xr . (2.147)

Plyne to snadno z obr. 2.38. Jako d¢ jsme oznacili vektor v pravoto¢ivém sméru osy rotace o velikosti
malého uhlu pootoceni dg. Je-li 8 uhel mezi polohovym vektorem r a 0sou z, bude ziejmé velikost
vektoru Jr rovna

or=rsiné op .

To je ovSem velikost vektorového soucinu vektord d@ a r. Také smér vektorového soucinu téchto
vektori odpovida sméru vektoru or, ¢imz jsme zdivodnili (2.147). Lze snadno ukazat, ze zména
libovolného vektoru a v disledku rotace bude da = dg x a.

Ptejdeme nyni k diferencidlim. Mame

dr=dexr , v:ﬁzd—(pxr:(x)xr .
dt dt

Uvazme nyni obecnégj$i situaci, kdy se Castice v rotujici soustavé pohybuje, kdy tieba bézime po
rozto¢eném koloto¢i nebo se pohybujeme na povrchu rotujici Zemé. Potom se rychlost ¢astice v
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inercialni soustavé bude skladat z rychlosti ¢astice v neinercidlni soustavé a rychlosti vzniklé rotaci
této soustavy:

£=£+mxr : (2.148)
dt dt

!

d" . et 4, y o y s .
Symbolem e jsme oznacili derivovani podle ¢asu v rotujici soustave. Pro rychlosti ¢astice v nehybné

soustave a v rotujici soustaveé tedy mame
V=V'+oxr . (2.149)

Nyni vyuzijeme toho, Ze vztah (2.148) musi platit pro jakykoliv vektor a pouzijeme jej pro vektor
v’. Timto trikem dostaneme zrychleni ¢astice v rotujici vztazné soustavé a” a s nim vSechny setrvacné
sily, které v této soustaveé ptisobi.

, d'v dv ,
a=—=—-0xv=—(V-0xr)-oxv'=
dt dt dt
—d—v—d—wxr—mxﬁ—mxv'—
S dt dt dt B (2.150)

—a—exr—-ox(vV+oxr)-oxv' =

—a—exr—ox(oxr)-2oxv' .
Pohybova rovnice v rotujici soustavée tedy zni
ma’'=ma-mag+may+mac . (2.151)

Vedle pravych sil zde tedy pusobi tfi dals$i setrvaéné sily, které nazyvame sila Eulerova, sila
odstiediva a sila Coriolisova. Jsou to

sila Eulerova: FE=—mag=-megxr
sila odstrediva: Fo=—maij=-moo x (® Xxr)
sila Coriolisova: Fc=—mac=-2mam xv".

obr. 2.39

Zde £ je (thlové zrychleni soustavy, aqje dostiedivé zrychleni. 2°

29 Zde bohuZel dochazi k urcité terminologické nedlslednosti. Odstrediva sila odpovidajici zrychleni —aq zde vystupuje jako
setrvacna sila vznikajici v rotujici vztazné soustavé a pusobici v ni na vSechna télesa. V inercidlni soustavé existuje sila dostrediva,
ktera vyvolava kruhovy pohyb a k ni jako sila reakce sila odstfediva. To jsou ovsem pravé sily, z nichZ kazda plisobi na jiné téleso.
Roztacime-li nad hlavou kdmen uvdzany na provazku, plsobi dostfediva sila na kdmen a odstfedivou silou pusobi kamen
prostifednictvim provazku na nasi ruku. Rotuje-li vSak pradlo v odstfedivce a je nehybné vici neinerciadlni soustavé spojené s
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2.4.2 Pohyb na povrchu Zem¢

Budeme nyni ilustrovat Gc¢inky setrvacnych sil pfi pohybu Castice (télesa) na povrchu Zemég.
Pocatek soustavy souiadnic umistime ve stiedu Zemé¢ a osy pevné spojime s rotujici Zemi. Pohybova
rovnice ¢astice na povrchu Zemé pak je

ma’'=ma

g—MA-mexr-mox(oxr)-2mexv’ . (2.152)

Prvni ¢len na pravé strané (2.152) piedstavuje jedinou uvazovanou pravou silu pusobici na ¢astici,
gravitaéni ptisobeni Zemé&. Mohli bychom do ni zahrnout i gravita¢ni ptisobeni Slunce, Mésice a planet,
gravitaéni zrychleni agnadto zavisi na pfesném tvaru Zeme a lokalnim rozlozeni hmot. Piedpokladejme
vsak, Ze se zajimame o pohyb Castice v malé oblasti prostoru na zemském povrchu, naptiklad vrh na
malou vzdalenost, a ze toto silové pole zde budeme povazovat za homogenni.

Druhy ¢len vyjadiuje setrvacnou silu zptisobenou nerovnomeérnosti translaéniho pohybu Zemé na
jeji draze. Rychlost pohybu Zemé je vz = (29,7 + 0,5) km.s ' a odchylka sméru ¢&ini v priméru 1° za
den. Nerovnomérnost je dana druhym Keplerovym zdkonem, ale v kratkych ¢asovych intervalech se
pochopitelné neprojevuje. Tuto silu mizeme proto zanedbat.

Tteti ¢len vyjadiuje silu Eulerovu, ktera by se projevila pti zpomalovani nebo zrychlovani zemské

rotace. Tyto zmény jsou vSak zcela zanedbatelné a i Eulerovu silu miizeme v tomto piipad¢ zanedbat.
30

Ctvrty ¢len je sila odstiediva. Miti kolmo od zemské osy, lezi v roving mistniho poledniku (obr.
2.39) a ma velikost

F, =mR,w?cosg’

kde ¢ je geocentricka $ifka. Tato sila se s¢itd vektorové se silou gravitaéni na silu tihovou (viz
obrazek) a v mist€¢ o dané geocentrické Sifce miizeme povazovat vysledné tihové pole opét za
homogenni, tedy tihu za konstantni. Experimentalné nemame mozZnost rozliSit gravitacni a odstiedivou
silu a méfit miizeme jen silu tthovou. Olovnice nam tak ukazuje nikoli smér do stfedu Zem¢, ale smér
mirné odchyleny. Astronomickymi ptistroji nivelovanymi podle vodovahy a olovnice tedy neurcujeme
geocentrickou §iiku ¢’, ale geografickou (zemépisnou) §iiku ¢. 3!

Povazujeme-li Zemi za kouli, vezmeme-li v uvahu, Ze jeji rotace je pomald ve srovnani s
kratkodobymi pohyby na jejim povrchu (o = 7,3.10°s 1) a zanedbame-li rozdil mezi geocentrickou a
geografickou Sitkou, mizeme pomoci kosinové véty z trojuhelnika na obr. 2.39 odvodit vztah mezi
tthovym a gravita¢nim zrychlenim:

vyraz pro odstfedivou silu jako pravou silu reakce na silu dostfedivou a pro setrvacnou odstfedivou silu jsou stejné. Je dobré si
tyto pojmy ujasnit.

30 Zmény délky dne jevi ro¢ni odchylky asi 22 ms v dlsledku klimatického cyklu, pllro¢ni odchylky kolem 10 ms souvisejici s
excentricitou zemské drahy a konecné se den prodluZuje asi o 1 s za 60 000 let slapovym plsobenim.

31 Zavislost tihového zrychleni na zemépisné Sifce poprvé zjistil francouzsky astronom J. Richer, ktery byl v roce 1671 vyslan do
Cayenne provadét astronomicka méreni. Po pfijezdu do Cayenne na rovniku zjistil, Ze se mu kyvadlové hodiny nastavené v Pafizi
opozduji o 2 minuty za den. Sefidil je podle mistniho ¢asu a po navratu do Pafize se mu hodiny zacaly opét o dvé minuty denné
predchazet. Huygens spravné vysvétlil tento efekt jako dlsledek odstredivé sily vyvolané rotaci Zemé.
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g= \/ag +a2 —23843,C08¢" = \/aé +R20% cos? @' —2ay R, cosg' =
(2.153)

Row?cos? o |

w® cos

=ag£1— Z (p] ~ay—Ry0’ cos’p .
4

Rozdil mezi tihovym zrychlenim na polu a na rovniku by podle tohoto vypoctu mél byt
Rzw?= 0,034 m.s 2. Ve skute¢nosti ¢ini 0,0516 m.s 2 vzhledem k tomu, Ze Zemé je geoid. 32

Podobn¢ bychom mohli podle obr. 2.39 pomoci sinové véty urcit rozdil mezi smérem do stiedu
Zem¢ a smérem tihy:

89 __9
sin(p—¢') sing' ’

odkud

! M ’ a’ M !
Q- zSIn((o—¢)=E°S|n¢) =
, _ ) (2.154)
_Rzw“cosg'sing’  R,w”sin2¢’

g 29

~0,00173sin2¢p .

Maximalni odchylka sméru tedy nastava na 45° sitky, a to 0,00173 = 6°. Ve skute¢nosti Zem¢ nema
kulovy tvar a v prvnim ptibliZeni mizeme brat, ze se v disledku rotace jesté tvarné Zemé vytvofil tvar
rotacniho elipsoidu a smér tihy je kolmy k jejimu povrchu (kdyby nebyl, dochazelo by k te¢nym
pohyblim na povrchu Zemé¢). Ur¢ime-li smér normaly k eliptickému polednikovému fezu, zjistime, ze
maximalni odchylka olovnice od sméru do stiedu Zemé je opét na 45° a Cini asi 11°.

Posledni sila vystupujici v rovnici (2.152) je sila Coriolisova. Budeme-li nadale oznacovat rychlost
Castice vzhledem k rotujici Zemi bez Carky jako v, miizeme napsat pohybovou rovnici ve tvaru

d—V=g+2v><m . (2.155)

dt

Urcime napted smér plsobeni Coriolisovy sily (viz obr. 2.40 a), b), ¢), d)) na téleso pohybujici se
na severni polokouli; na jizni polokouli bude smér Coriolisovy sily opacny.

Pohybuje-li se téleso vodorovné ve sméru poledniku ze severu na jih, bude Coriolisova sila o
velikosti

Fc =2mvesing (2.156)

plsobit smérem na zapad (obr. 2.40 a). Pii pohybu z jihu na sever ptisobi Coriolisova sila smérem na
vychod (obr. 2.40b). Pro pomalu se pohybujici télesa je tato sila ptirozené malé, ale mohou se projevit

32 Na pélu bylo naméreno gp=9,8321 m.s2, na rovniku gr = 9,7805 m.s2. Normalni tihové zrychleni gn = 9,80665 m.s~2
odpovidd pfiblizné zemépisné Sifce 45°.

109



jeji dlouhodobé ucinky (podemilani bieht fek tekoucich severojiznim smérem, opotifebovavani jedné
z kolejnic jednosmérnych trati.) V meteorologii je s Coriolisovou silou tieba pocitat, protoze ovliviiuje
smér pohybu pasatnich vétra a motskych proudt, smysl otaceni cyklonti apod.

Pohybuje-li se téleso po rovnobézce, bude Coriolisova sila mifit kolmo k zemské ose, pii pohybu
na vychod bude odstiedivou silu zvétSovat (obr. 2.40 c), pii pohybu na zapad zmensSovat (obr. 2.40d)

0 2mvw a nebude zaviset na zemepisné Sifce. Tihové zrychleni télesa pii pohybu v rovnobézkovém
sméru bude mit velikost

9'=a, —(Rza)2 COS(piZVa))COS(p . (2.157)

V nasledujicich tlohéch prostudujeme vliv Coriolisovy sily na nékteré pohyby na zemském
povrchu. Soustavu soufadnic pfitom zvolime jako na obr. 2.41, tj. poCatek ve vybraném misté
zemského povrchu o zemépisné Sifce ¢, 0SuU Z svisle vzhiliru, osu X na vychod a osu y na sever.

obr. 2.40
obr. 2.41
Potom budou vektory
9=(0,0,-9) , @=(0,cosg,siny)
a pohybovou rovnici (2.155) mtzeme rozepsat do slozek jako
X=2ywsinp—2Zwcosep , Y=-2XwsSing , Z=—Q+2X®wC0SQ . (2.158)
Po prvni integraci dostaneme

X=2yosing—-2zwcosp+C; , y=-2Xosinp+C, , z=-0gt+2xwcosp+Cy . (2.159)

Uloha (volny pad na rotujici Zemi)

Pocateéni podminky pro volny pad jsout =0, x =y =0,z =h, X=y=2=0. Odtud ur¢ime
integra¢ni konstanty C1 = 2hw cos¢ , C, = C3 =0, funkce X, Y, Z dosadime do rovnic pro X, Vy,Z a

zanedbame ¢leny druhého fadu obsahujici w?. V tomto p¥iblizeni dostdvame v souhlase s pocate¢nimi
podminkami

X=%a)gt3COSq) , y=0, z:h—%gtz . (2.160)

110



Odtud je zfejmé, ze padajici téleso bude (na severni polokouli) vlivem Coriolisovy sily uchylovano
smérem na vychod. 3. Vylou¢ime-li z pohybovych rovnic pro X a z ¢as, dostaneme rovnici trajektorie
volného padu

2/3
z:h—ig(Lj x23 (2.161)
2 | wgcose

To je semikubicka (Neilova) parabola (obr. 2.42).

Pro z = 0 dostaneme odchylku dopadu télesa od paty kolmice

2h 32 cos
X =(—j ©gcosy (2.162)
g 3

Uloha (svisly vrh vzhiiru na rotujici Zemi

Pocate¢ni podminky pro svisly vrh vzhiru jsout=0,x=y=z=0, X=Yy =17 =V >0. Integracni
konstanty dostaneme C1= C2= 0, C3=Vo. Stejnym postupem jako pii feSeni volného padu dostaneme

x=(%a)gt3—a)vot2j005go , y=0, z:vot—%gt2 . (2.163)

obr. 2.42 obr. 2.43

Trajektorie je na obr. 2.43. Odchylka mista dopadu od mista vrhu bude nyni zapadni, a to

_ 4avicosy

Xd—
3 g2

(2.164)

Podobné bychom mohli fesit 1 Sikmy vrh s Coriolisovou silou. Pak zalezi na sméru vystielu
vzhledem ke svétovym stranam. Kdybychom napfiklad stfileli ve sméru s vychodnim azimutem o
vzhledem k severu a pocate¢ni rychlost méla vodorovnou slozku Vg, a svislou Vg, , dostali bychom

vysledek, ze misto dopadu stiely bude odchyleno od roviny vystielu o
4V§Za)

Xy = g2 (vbysingo—%v()z COS(/)COSO!). (2.165)

33 Ve vyss$im priblizeni bychom dostali téZ malou odchylku na jih, ta je vsak neméfitelnd a srovnatelna s vlivem gravitace Mésice
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To je v souladu s tim, ze napiiklad pfi stielbé z jihu na sever pod nepftili§ velkym elevacnim tthlem
bude stfela snasena na vychod.

Uloha (Foucaultovo kyvadlo)
Coriolisova sila zptisobuje staceni roviny kyvu matematického kyvadla. Tento pokus provedl J.

Foucault a kyvadlo nese jeho jméno; je to nazorna demonstrace rotace zemské.**Uvazme malé kyvy
takového kyvadla, které budeme povazovat za harmonicky oscilator pohybujici se ve vodorovné roving

X, Y. Jeho vlastni uhlova frekvence je @y =+/l/Qg a kromé toho na né pisobi Coriolisova sila. Mame

tedy pohybové rovnice
X+wix=2ywsing , J+woly=-2%osing . (2.166)

Druhou z téchto rovnic vynasobime imaginarni jednotkou i, ob& rovnice secteme a piejdeme ke
komplexni proménné & = X + iy. Potom mame

E+(2iwsing)é+agE =0 . (2.167)
Reseni hledame ve tvaru e a dostavame charakteristickou rovnici
o?+ (2iw sing) a + w?=0.

Jejim feSenim najdeme pro o < @

a)23in2§0 2

a1,2=—ia)sin¢)i\/— 2 oy =—losingtiong .

Vysledné feseni je tedy

To je vSak feSeni pro pohyb linearniho harmonického oscilatoru nasobeného komplexni jednotkou

e—(iaz sing) t .

34 Jev byl zndm jiz Galileiho Zaku Vivianimu v 17.stol. J. Foucault pfedvedl své kyvadlo r. 1851 v patizském Pantheonu;
kyvadlo mélo hmotnost 30 kg, délku zdvésu 67 m a dobu kyvu 8 s. Dnes jsou podobnd kyvadla instalovana v fadé
svétovych muzei a vhodnych budov. Foucaultova kyvadla v podobé fyzickych kyvadel v Cardanové zavésu lze pouzit i k
presnym mérenim.
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Nasobeni komplexni jednotkou znamena otaceni o tthel —(w Sin@)t, opaénym smérem nez rotuje Zeme.
Na severnim poélu se tedy Foucaultovo kyvadlo sto¢i za hodinu o 15°, na zemépisné Sifce Prahy o
11°5°. %%

obr. 2.44 obr. 2.45

Priklady

2.1  Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.44 a 2.45. Hmotnosti
kladek a vlaken povazujte za nulové, tieni vldken o kladky zanedbejte.

a="1"M2 o Fn=2ug , uz—mlmz
m1+m2 m1+m2_

4my +m, SN Amp+m,

2.2 Urcete zrychleni téles a silu napéti vlaken v soustavach na obr. 2.46 a 2.47. Tieni téles
o podlozky zanedbejte.

[a mg F _ MMg

:m+M n:m+M_

m+ M b m+ M

[a:m—Msina F :mM(1+Sina)

2.3 T¢leso o hmotnosti m pohybujici se pfimocaie rychlosti Vo mé byt zabrzdéno konstantni
silou velikosti F na draze s. Urcete tuto silu.

_mig

25

2.4 Po naklonéné rovin€ s tthlem sklonu o se smyka téleso a pohybuje se pfitom konstantni
rychlosti. Urcete koeficient smykového tieni.

35 Samoziejmé jednodussi vysvétleni Foucaultova kyvadla bez zavedeni Coriolisovy sily spociva v tom, Ze kyvadlo zachovava
rovinu kyvu a Zemé se pod nim otaci. To ovSem vyzaduje, abychom se orientovali v inercialni vztazné soustavé podle hvézd, coz
malokdo v dennim praktickém Zivoté umi.
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obr. 2.46 obr. 2.47

[f=tga]
2.5  Raketa o hmotnosti 20 t dosdhne vysky 5 km za 10 s. Jaky je vykon jejich motora?

[98 MW]

2.6  Téleso o hmotnosti 50 g pohybujici se rychlosti 20 m.s * narazilo na pevnou sténu pod
uhlem 60° (obr. 2.48). Jakou primérnou silu ptsobilo na sténu, §lo-li o pruzny raz a trval-li naraz 0,1 s?

[10 N]

2.7 Stfela hmotnosti m =20 g narazi rychlosti 600 m.s *na sténu tloustky d = 12 cm a vyleti
z ni rychlosti 50 m.s. Jak4 priméma sila puisobila na stielu uvnit stény?

[2,98 kN]

2.8  Jakou préci je tfeba vykonat, aby vlak o hmotnosti 300 t zvétSil svou rychlost
z 36 km.h™ na 54 km.h™?

[18,7 MJ]

2.9  Urcete nejmensi koeficient smykového tieni mezi koly automobilu a asfaltem, aby vz
mohl projet zata¢ku poloméru r = 200 m rychlosti v = 100 km.h 2.

[f = 0,39]

2.10 Sedadlo kolotoce na zavésu délky | se otaci kolem svislé osy tthlovou rychlosti  (obr.
2.49). Urcete thel a, ktery svira zaves s osou.

obr. 2.48 obr. 2.49

obr. 2.50 obr. 251

l:a = arccosi}

lw?

2.11 Kulicku o hmotnosti m = 100 g zavéSenou na niti délky | = 30 cm rozto¢ime ve svislé
rovingé dvéma zpiisoby: 1. s konstantni obvodovou rychlosti 210 cm.s%, 2. tak, Ze ji udé&lime v
nejvyssim bodé trajektorie te¢nou rychlost 210 cm.s 1. Jakou silou bude taZzena nit v nejniz§im a
nejvyssim bodé trajektorie v obou piipadech?

[1.2,45N,0,49N;2.6,38 N, 0,49 N ]

2.12  Odstfedivka ma tvar koule o poloméru R a otaci se kolem svislé osy konstantni thlovou
rychlosti @ (obr. 2.50). Urcete vysku h do které vystoupi mala kulicka hmotnosti m, vlozime-li ji do

114



odstfedivky. Jakou silou bude tlacit na sténu odstfedivky? Jak se zméni situace v piipad¢ odstredivky
kuzelového tvaru?

2 2

{h:R—i, F =mRw? , h=Kkonst g}
[0} [0}

2.13 Z nejvyssiho mista dokonale hladké koule poloméru R pustime volné hmotny bod
hmotnosti m a nechame jej klouzat po povrchu koule pisobenim tihové sily (obr. 2.51). V jaké vysce
métené od vrcholu koule opusti bod kouli a po jaké kiivee se bude dale pohybovat?

[h=R/3, po parabole]

2.14 Hmotny bod se pohybuje po hladké draze, kterd lezi ve svislé rovin€¢ a pfechazi v
kruhovou smyc¢ku o poloméru R (obr. 2.52). Z jaké vysky h musime spustit hmotny bod s nulovou
pocatecni rychlosti, aby se v nejvyssim bod¢ smycky neodtrhl? Jakou rychlost Vo mu musime ud¢lit ve
vysce ho?

{hzgR , Vo 24/59R—Zgho}

2.15 Castice opisuje v silovém poli elipsu X = a cosw? , y = b sinwt. Uréete préci, kterou
vykona silové pole plisobici na tuto ¢astici za dobu od t = 0 do t, konkrétné pak do t = 7/4w , t = 72w
= m/w.

[A:%ma)z(azsina)t+bzcosa)t—b2), A:%ma)z(az—bz), A:%( 2—b2), 0}

2.16  Urcete potencialni energii ¢astice, na kterou pusobi sila ve sméru X nebo r o slozce a)
Fx=—mg = konst , b) Fx= —kx, ¢) Fx=—kx?, d) Fx = —kx3, &) Fr = —a/r?, f) Fr = —a/r® (s pfesnosti na
integracni konstantu).

mgx, lkxz, 1kx3, lkx‘l, —g, —i}
2 3 4 r or2

2.17 Na hmotny bod m pisobil impuls sily I, ktery vyvolal zménu rychlosti z vi na V.

v " c e - 1
DokaZte, Ze zména kinetické energie je rovna > I-(Vi+V5y).

obr. 2.52 obr. 2.53

obr. 2.54
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2.18 Vypoditejte, jakou praci vykona sila F = [2y?, 4x%, — 6(x> + y?] (koeficienty v
odpovidajicich jednotkach SI) pfi pfemisténi ¢astice hmotnosti m = 0,2 kg z bodu (0,—1,0) do bodu
(0,1,0) po riznych drahach: a) podél osy Y, b) po tfech tsecich podél osy x do bodu (1,—1,0), podél osy
y do bodu (1,1,0) a podél osy X. Je toto silové pole konzervativni?

[0J, 8, neni]

2.19  Sila zavisla na ¢ase: Castice hmotnosti m = 2 kg se miiZze pohybovat bez tieni podél osy
X. V ¢ase t=0byla v klidu v bodé x = 0. Po dobu 6 sekund na ni pak ptisobila sila Fx=2 + 6t (koeficienty
v odpovidajicich jednotkéach SI). Urcete zrychleni, rychlost, drahu ¢astice a vykon sily v okamziku t =
6s.

[19m.s?,60m.s?t, 126 m, 2280 W]

2.20  Sila zavisla na poloze: Castice hmotnosti m = 2,4 kg se miize pohybovat bez tfeni podél
0sy X. V bod¢ x = 0 byla v klidu. Pusobenim sily Fx= 2 + 6x (koeficienty v odpovidajicich jednotkach
SI) byla uvedena do pohybu. Urcete zrychleni a rychlost ¢astice a vykon sily v bodé x = 6 m.

[15,8 m.s? 10 m.st, 380 W]

2.21  Sila zavisla na rychlosti: Céstice hmotnosti m = 3 kg se miize pohybovat podél osy x. V
Case t = 0 na ni zacala piisobit sila Fx= 2 — 6vx (koeficienty v odpovidajicich jednotkach SI). Urcete (i
graficky) zavislost rychlosti a drahy ¢astice na Case. Na jaké hodnot€ se rychlost Castice ustali?

{vx :%(l—e‘m), x:%[t—%+%e‘2tj, %m.s‘l}

2.22  Lano délky lolezi nataZzeno na hladké desce stolu. V okamziku t = 0 visi usek lana délky
| pfes okraj desky a rychlost lana je nulova. V tomto okamziku za¢ne lano s desky sklouzavat. Urcete

v

jak poroste jeho rychlost s Casem a jak se bude ménit poloha konce lana. MiiZete fesit 1 obecngjsi lohu

a vzit v uvahu tfeni lana o desku stolu.
v=lI gsinh gt, x=I| cosh gt—1
o lo lo

obr. 2.55 obr. 2.56

2.23  Téleso hmotnosti m je pfipevnéno na pruzing a otaci se ve vodorovné roviné konstantni
uhlovou rychlosti @ kolem svislé osy, ktera prochazi koncem pruziny. Nezatizena pruzina ma délku lo,
pruzinova konstanta je k. Urcete polomér | kruznice, po které se téleso pohybuje.

k —me?

2.24  Hustomér v podobé valcové trubky priméru d o hmotnosti m plave v kapaliné hustoty
p. Dame mu maly vertikalni impuls a rozkmitame ho tak. Urcete periodu kmit hustoméru (obr. 2.55).
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T=4 Zm
d“pg

2.25 Tlumeny harmonicky kmit m4 frekvenci 50 Hz a dekrement Gtlumu 2,3 s 1. Jak se zméni
jeho frekvence, vymizi-li tltumeni?

[50,0013 Hz]

2.26  Te¢leso hmotnosti 200 g kona vynucené harmonické kmity. Amplituda vynucujici sily je
2 N, doba vlastnich kmiti télesa je 0,785 s a koeficient Gitlumu 4 s™*. Uréete rezonanéni frekvenci a
amplitudu kmit pfi rezonanci.

[0,9 Hz, 0,18 m]

2.27  Pro malé kmity matematického kyvadla, které v okamziku t = 0 vychylime o thel gpa
pustime, urcete tthlovou rychlost, thlové zrychleni, te¢né zrychleni a normalové zrychleni.

{gb:—\/%igoosin\/%it, ¢:—Ig¢ocos\/%7t, atzgwocosﬁt, a =—ggp§sin2\/?:t}

2.28 Houpacka hmotnosti m na zavésu délky | byla vychylena o tthel ¢ a pusténa (obr. 56).
Urcete maximalni namahani zavésu a rychlost houpacky v dolni poloze.

[(3—2c03(p0)mg, \/29|(1—005(0o)]

2.29 Urcete délku sekundového kyvadla na severnim polu, na rovniku a na zemépisné Sifce
Prahy (kde je tihové zrychleni g = 9,81077 m.s 2).

[0,9962 m, 0,9909 m, 0,9940 m]

2.30 Predpokladejme, ze vase hmotnost je 100 kg. O kolik budete t€z8i, kdyz si lehnete? O
kolik budete leh¢i, kdyZ spadnete do Skarpy?

[+30 mg, —15 mg]

2.31 Najdéte takovou vzdalenost h, aby ve vySce h nad zemi a v hloubce h pod zemi byla
gravitacni sila stejna.

[h =0, h=1/ Z(x/g—l) R, =0,618 R, , pomér zlatého fezu]

2.32  Mg¢jme gravitujici téleso v podobé protahlé homogenni ty¢e hmotnosti M a délky | leZici
v ose X. Ve vzdalenosti Xo od stfedu tyCe lezi na ose X ¢astice hmotnosti m. Urcete gravitacni silu, ktera
na Castici plisobi.
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2.33 M¢jme gravitujici téleso v podobé homogenni kruznice hmotnosti M a poloméru r a
uréete gravitacni zrychleni na ose kruznice ve vzdalenosti h od roviny kruznice. V jaké vzdalenosti
bude toto zrychleni maximalni?

_ GMh

g 32 =1
(r2+h2)

hmax

i -

2.34  Urcete gravitaéni zrychleni ve vySce h = 20 km nad zemskym povrchem.
[9,75 m.s?]

2.35 Jak velkou rychlost je tieba udélit néjakému télesu ve vysce h = 500 km nad zemskym
povrchem, aby se pohybovalo jako uméla druzice Zemé po kruhové trajektorii?

[7,62.10°m.sY]

2.36  Urcete gravitacni zrychleni na povrchu Slunce a Mésice. Kolikrat jsme leh¢i na Mésici?
Polomér Slunce je Rs = 6,96.108 m, Mésice Rm = 1,74.106 m.

[274 m.s2, 1,62ms?,  6x]

2.37 Na desce konajici harmonicky pohyb X = A sinwt ve vodorovném sméru spociva zavazi
hmotnosti m. Koeficient smykového tieni je f=0,5, w = 10 s, Pii jaké amplitudé A zaéne zavazi po

desce klouzat?
[A > f—92 =5 cm}
(0]

2.38 'V zelezni¢nim voze pohybujicim se se zrychlenim 0,3 m.s 2 nahoru po svahu se sklonem
10° visi na $itite zavazi. Urcete thel, ktery svird $nidra se svislym smérem.

[1°40°]

2.39  Jaké je zrychleni vytahu, kyva-li v ném matematické kyvadlo délky 1 m s dobou kmitu

a) T=2,3s,b) T=1,8s, ¢) krouzi volné kolem zavésu, d) T = 4,2 s S rovnovaznou polohou kolmo nad
bodem zavésu?

[2,3 m.s 2 doli; 2,4 m.s 2 nahoru; g doldi; 12 m.s 2 dold]

2.40 Ve vytahu jsou pruzinové vahy, na kterych visi téleso hmotnosti 1 kg. Jakou silu budou
ukazovat vahy v téchto p¥ipadech: a) vytah stoupa se zrychlenim 4,9 m.s 2 mi¥icim dolii (zastavuje se),
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b) vytah klesa se zrychlenim 4,9 m.s 2 mificim vzhiru (zastavuje se), c) vytah klesa se zrychlenim 1

m.s 2 mificim dolfi (rozjizdi se), d) vytah stoupa se zrychlenim 1 m.s 2 mificim vzhiiru (rozjizdi se)?
[5N, 15N, 9N, 11 N]

2.41 Porovnejte velikost Coriolisovy sily a tihy télesa, které se v zemépisné Sifce ¢ = 50°
pohybuje rychlosti v =100 km.h ! po poledniku.

[Fc/mg = 2ve sing /g = 3,2.1074]

242 O¢ se zméni tihové
zrychleni télesa, které se pohybuje po
rovniku rychlosti 1 km.s! ptisobenim
Coriolisovy sily?

[00,15m.s?3

2.43 Jak se odchyli téleso od
paty kolmice pii volném padu z
Eiffelovy véze plsobenim Coriolisovy
sily?

[0 3 cm na vychod]

244 'V 17. stoleti provedl
francouzsky matematik a fyzik M.
Mersenne pokus s vertikalnim vystielem
z déla, aby zjistil, kam naboj vzhledem k
rotaci Zem¢ dopadne. Byl-li pokus
provadén na 48° severni Sitky a
pocate¢ni rychlost stiely byla 300 m.s %,
kde mohl o¢ekavat misto dopadu?

[18 m zapadné od mista vystielu]
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3. Mechanika soustavy ¢astic

3.1 Zékony zachovani

2

Ptejdeme nyni od mechaniky jedné Castice k mechanice soustavy castic. Méyme celkem N castic
(hmotnych bodf) a oznadujme je napiiklad feckymi indexy a, B..... *® Tyto ¢astice maji kazda svou
hmotnost, polohovy vektor, rychlost a hybnost

m(llr(llv(llp(},y a:]....N.

Castice mohou byt bud’ volné (jako tieba planety) nebo vdzané (pohybuji-li se tfeba na povrchu
Zem¢ nebo jsou-li mezi sebou spojeny). Soustava volnych castic ma s = 3 N stupriu volnosti, tj. je tteba
znat ti'i souradnice kazdé ¢astice, abychom znali rozloZeni ¢astic v prostoru. U vazanych ¢astic se pocet
stupiil volnosti snizuje.

Predpokladejme, ze vztazna soustava, v niz soustavu ¢astic studujeme, je inercialni, tj. Ze v ni
pusobi jen pravé sily. Tyto sily mohou byt jednak vnitini, interni, jimiz ptisobi ¢astice mezi sebou
navzdjem, jednak vnéjsi, externi, jimiz na soustavu plsobi jind t€lesa mimo ni. Pokud na soustavu

vng&jsi sily nepiisobi, je soustava izolovand. Pro pravé sily v inercialni vztazné soustavé miizeme pouzit
Newtonovy zdkony.

Zakon sily pro kazdou ¢astici mizeme zapsat tak, Ze rozepiSeme sily na vnitini

. N
FY =3 F,, (3.1)
p=1

s s - . o , N SUCIC I s e).
(F, s Je sila, kterou Castice s indexem f piisobi na Castici s indexem a, ~ a # f5) a vn&jsi FO(! ).

APy _ (i), (e _ (e)
- FY+F ﬂz::lFaﬁ+Fa . (3.2)

Mame tedy N rovnic (3.2) a v§echny je seéteme pies a. Tak dostaneme

N dp,  d N N N ©
D m g Pa= X Fupt LR (3.3)
a=1 a=1 a,p=1 a=1

Oznacime nyni celkovou hybnost soustavy ¢astic

36 Indexy I, j, k ponechame pro souradnice 1, 2, 3.
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a vyslednici vnéjsich sil pusobicich na soustavu

Zaroven si uvédomime, ze podle zdkona akce a reakce se vnitini sily v soustavé vyrusi. Protoze je
Fop =—Fpy, mizeme je vyjadfit symetrickym zplsobem jako

N 1 N 1 N
Z apf :EZ( aﬂ+Fﬁa)ZEZ( ap ~Fa ):0'
a,p=1 a,p=1 a,p=1

Z rovnice (3.3) tedy dostavame

dP —F(e) .

i (3.4)

Tento dilezity vysledek je matematickym vyjadienim prvni véty impulsové 3" neboli véty o hybnosti
soustavy castic:

Casova zména celkové hybnosti soustavy ¢astic je rovna vyslednici vnéjSich sil.

: . Lo, . ‘ins . . dP .. .
Je-li soustava izolovand, je vyslednice vnéjsSich sil nulova, E:o a plati zakon zachovani

celkové hybnosti izolované soustavy ¢astic:
P =konst; (3.5)

celkova hybnost izolované soustavy &astic se zachovava. 38

Zkoumejme nyni, jak se zméni celkova hybnost soustavy Castic, piejdeme-li k jiné vztazné soustave
S’, jejiz pocatek se pohybuje v ptivodni soustavé S rychlosti V(t), pti ¢emz osy soufadnic si zachovavaji
svou orientaci. Soustava S’ nyni ovSem nemusi byt inercialni. Pak je tieba transformovat rychlosti
viech &astic jako v, =V, +V apro celkovou hybnost dostaneme

37 Nazev je historicky a nepfili§ vystizny. Hybnosti se dfive fikalo a v cizich jazycich dosud #ka impuls. Také v
kvantové fysice se zhusta pouziva nazev impuls misto hybnost.

38 P¥i odvozovani zdkona zachovani celkové hybnosti jsme pouzili zdkon akce a reakce. V teoretické fyzice se viak
dokazuje, Ze tato implikace neplati obracené, tj. Ze k platnosti zakona zachovani celkové hybnosti nemusi platit zakon akce
a reakce. Jak se jesté zminime, zakony zachovani v soustavé castic maji tésnou souvislost s vlastnostmi symetrie prostoru
a casu
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N N N N

P=)pa=D MyVy =DMV, +V> m, . (3.6)
a=1 a=1 a=1 =1
N
Posledni suma v8ak pfedstavuje celkovou hmotnost soustavy M = Z m, , takze mame
a=1
P=P'+MV . (3.7)

Polozime-li P” = 0, dostaneme z (3.7)

N
m_Vv
V_i_az: aVa
M N
2. M,
a=1

Vvoev

N

Z m,ry

R=2%t—— | (3.8)

2. M,

a=1

ktery se pohybuje rychlosti V a chové se tak, jakoby v ném byla soustfedéna celd hmotnost
soustavy:

p-mv, PPy _ gl

=t - 3.9
dt dt (3.9

Nz 39

V izolované soustavé Castic je vyslednice vnéjSich sil nulova, takZe rychlost tézisté ziistava
konstantni:

V =konst (3.10)

W Wew

coz pravi dal§i zakon zachovani rychlosti téZiSté izolované soustavy. Je v podstaté zobecnénim
zékona setrvacnosti jedné ¢astice na soustavu castic.

Pfi pfechodu od jedné inercialni vztazné soustavy k druhé pomoci vztahu (3.7), kde V = konst
budeme ziejmé mit

39 Pfesné vzato hmotny stfed soustavy a jeji téZiSté nejsou totozné, napfiklad v nehomogennim tihovém poli se lisi.

vvvvv
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dP _dP’"_ (e (3.11)
dt  dt

a prvni véta impulsova plati stejné ve vSech inercidlnich soustavach. Hybnost izolované soustavy ¢astic
je ovSem v kazdé¢ z nich jing, v t€zisStové nulova. Vime sice, ze vSechny inercialni vztazné soustavy
jsou si rovnopravné, plati v nich zakony mechaniky v témz tvaru a tyto soustavy nelze navzajem
experimentalné odlisit, ale téziStova soustava je piece jen ,,rovnopravnéjsi, matematicky vyhodnéjsi.

3.1.2 Druha véta impulsova

Vynasobime nyni pohybovou rovnici kazdé Castice zleva vektorové polohovym vektorem této
castice:

dp, <
Fox— & =;(ra XFop )+ 1y xFS) (3.12)

Rovnice opét seCteme pies a a dostaneme

N d N N e
;[rax%j: %_1(rax|:aﬂ)+z_:l(rax|:§)) . (3.13)

Levou stranu (3.13) upravime na

N
Z(raxdpaj:i
dt dt

a=1 d 0(’:1 a’\Tl (314)
:EZ(ra Xpa)_Z(Va xpa)
a=1 a=1

Druhd suma na pravé stran€ je rovna nule, nebot’ vektory rychlosti a hybnosti jsou rovnobézné.
Vektorovy soucin |, =r,xp, ale pfedstavuje moment hybnosti ¢astice vzhledem k pocatku

soufadnic. Ozna¢ime-li nyni celkovy moment hybnosti soustavy castic *°

L=Z:|a=%:(fa><pa) :

, . y y . . . dL , ,
mame na levé strané (3.13) ¢asovou derivaci celkového momentu hybnosti rTa Upravime nyni pravou

stranu (3.13) a oznacime vysledny moment vnejsich sil jako

40V zahraniéni literatufe a v kvantové fyzice nazyvany impulsmoment
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N =3 v L)

Pouzijeme opét zakon akce a reakce na vnitini sily soustavy a napiSeme

dL O N e))_1 N (e)
b > (raXFaﬁ)+Z(raXFa ):E Y (ruxFop+1pxFg, )+N® =
a,p=1 a=1 a,p=1
1 N
=5 %1(ra—rﬂ)xFaﬂ+N €)
o e

Budeme dale piedpokladat, Ze sily plisobici mezi Casticemi jsou centralni. Z obr. (3.1) je vSak vidét,
Ze v tom piipadé budou vektory r, — s a Fqs rovnob&zné, a tedy jejich vektorovy soucin roven nule.
Dospivame tedy k rovnici

dL _N®

T , (3.15)

kteréd je matematickym vyjadienim druhé véty impulsové neboli véty o momentu hybnosti soustavy
castic:

Casova zména celkového momentu hybnosti soustavy ¢astic je rovna vysled nému momentu
vnéjsich sil.

obr. 3.1

Moment hybnosti 1 moment vngjSich sil se pfitom vztahuji k témuz bodu, pocatku soustavy
soufadnic.

Je-li soustava izolovanad, je vysledny moment vnéjSich sil nulovy, ?j_lt_ =0 aplati zdkon zachovani
celkového momentu hybnosti izolované soustavy castic:
L =konst ; (3.16)
celkovy moment hybnosti izolované soustavy ¢astic se zachovava.
Zkoumejme nyni, jak se zméni celkovy moment hybnosti soustavy castic, budeme-li jej vztahovat
k jinému pocatku O, ktery se pohybuje v ptivodni soustavé konstantni rychlosti V, tj. jeho polohovy

vektor zavisi na Case jako r(O") = ro+Vt. Pak je tieba transformovat polohové vektory vSech ¢astic
jakor, =r;, +ro+Vt, v, =V, +V apro celkovy moment hybnosti dostaneme

N
L=L'=Vx) m,r, +rgxP' +rgxMV +VtxpP' . (3.17)
]

Odtud vidime, ze budou-li oba pocatky nehybné, tj. V = 0, mame
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L=L'+I’0XP'=L'+I’0XP .

A%

Pujde-li o tézistovou soustavu, kde P = P" =0, bude

L=L",

a celkovy moment hybnosti soustavy ¢astic nezavisi na volbé pocatku.

Zderivujeme-li (3.17) podle ¢asu, dostaneme

d—L:d—L—VxP'+ro><dP +V xP'+Vtx
dt dt t dt
:d—L+r(O’)de :d—L+r(O’)xd—P :
dt dt dt dt

Je-li vyslednice vnéjsich sil, a tedy casova zména celkové hybnosti, nulova, plati

aL _dL’_ (@
dt dt

a druhd véta impulsova plati stejn¢ ve vSech inercidlnich soustavéch.

3.1.3 V¢éta o energii soustavy castic

Vynésobime nyni pohybovou rovnici kazdé ¢astice skalarné jeji rychlosti Vq:

dp,
dadt ¢

a seCteme

N

ZN: d;)t“ v, = ZFS) v, +ZF0(!9)-V
a=1

v, =F.v_+FE).y

[2

a=1 a=1

Na levé stran¢ nyni mame veli¢inu

d N' dv

[

N
2
a=1

a=1

kde

1 N
T:Ezmavi

a=1

predstavuje celkovou kinetickou energii soustavy castic. Pravou stranu (3.23) upravime na
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V.= m -V
dat ¢ Z ¢ dt

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



N . N N .
SIS SR U (29

a=1 a=1 a=1

Symbolem Q® jsme oznadili vykon vnéjsich sil. Jsou-li vnitini sily konzervativni, lze zavést
potencialni energii soustavy castic U(X, Y, 2) tak, Ze

FS) v U-- ouU | ouU | ou |__ou . (3.27)
o0x, oy, 0z, or,
Potom na pravé strané (3.23) stoji
iF(i)-V +Q(e)_ S ﬂ.%jLQ(e)__d_UJFQ(e) (3.28)
@ Sor, dt dt ' '

a=1
Oznacime-li celkovou energii soustavy castic E = T + U, dostavame vétu o energii soustavy ¢astic

dE

9t o)
it Q™ (3.29)

tj. Casova zména celkové energie soustavy ¢astic je rovna celkovému vykonu vnéjSich sil. Je-li
soustava Castic izolovand, je vykon vnéjSich sil nulovy, a plati zakon zachovani celkové energie
izolované soustavy ¢astic:

E=T+U =konst; (3.30)
celkova energie izolované soustavy ¢astic se zachovava.

Prejdéme k vztazné soustaveé S’, jejiz pocatek se pohybuje v ptivodni inercialni soustavé S obecnou
rychlosti V(t), pfi ¢emz osy soutadnic si zachovavaji svou orientaci. Kinetickou energii soustavy ¢astic
pak budeme transformovat do nové soustavy soufadnic takto:

1 , 1 , 2
T:—Zma-va:EZma-(va+V) -
o o (3.31)
1.2 L 13 2 1.2
=EMV +V-Zma-v’a+52ma-v’a=EMV +V-P'+T'.

a=1 a=1

Wvoew

T:%MV2+T' , (3.32)

W Wew

WVt

a celkové vnitrni energie, tj. kinetické a potencialni energie v t€zistové soustave.
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3.1.4 Deset zakont zachovani v izolované soustavé ¢astic

Pti studiu izolované soustavy ¢astic jsme zjistili, ze pfi jejim pohybu se zachovava deset skalarnich
e 41
veliin:

3 soufadnice vektoru celkové hybnosti P

3 soufadnice vektoru rychlosti téziste¢ V

3 soufadnice vektoru celkového momentu hybnosti L
1 skalarni veli¢ina celkové energie E.

Téchto deset konstant predstavuje vlastné integraly pohybu dané pocate¢nimi podminkami a jejich
znalost nam usnadiiuje integrovani pohybovych rovnic soustavy ¢astic.

V teoretické fyzice se dokazuje, Ze tyto konstanty souviseji s vlastnostmi symetrie prostoru a ¢asu,
asice

zakon zachovani celkové hybnosti s homogenitou prostoru (symetrie vici translaci v prostoru)
zakon zachovéni celkového momentu hybnosti s izotropii prostoru (symetrie vii€i rotaci v prostoru)

zakon zachovani energie s homogenitou ¢asu (symetrie vici translaci v case)

2%

zakon zachovani rychlosti t&€zisté s Galileiho transformacemi (symetrie vii¢i prechodu od jedné
inercialni soustavy k druhé). 42

Ve fyzice elementarnich castic se setkavame i s dal§imi symetriemi, jimz odpovidaji dalsi zdkony zachovani (naptiklad
zékon zachovani elektrického naboje). Vztahy mezi symetriemi prostoru a ¢asu a zdkony zachovani zformulovala némecka
matematicka Emmy Noetherova a jsou obsahem takzvanych teoréma Noetherové.

V dal$im uvidime, jak 1ze zdkonl zachovani vyuZzivat pfi studiu pohybu izolovanych soustav ¢astic.
Jako prvni krok zpravidla vyuZzivame zakona zachovani rychlosti téZisté a pfechazime do t&€zistové
soustavy soufadnic, ktera je v tom piipad¢€ inercialni.

Uloha (pohyb télesa s proménnou hmotnosti)

Dosud jsme vzdy predpokladali, ze hmotnost ¢astice je konstantni a ze zménu jeji hybnosti miizeme
zapsat jako soucin hmotnosti a zrychleni. Nemusi tomu byt tak vzdy a Newtoniv zakon sily to
nevyzaduje. Mizeme si predstavit situaci, kdy se hmotnost ¢astice v ¢ase méni podle zadané funkce
m(t) a pak dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

41 Pfipomenme, Ze pro jednu bezsilovou (tj. izolovanou) ¢astici se zachovéva hybnost, a tedy i rychlost, v poli centralnich
sil moment hybnosti vzhledem k centru a v poli konzervativnich sil energie.

42 Ve specialni teorii relativity vystupuji misto Galileiho transformaci obecnéjsi transformace Lorentzovy.
Z matematického hlediska tvofi mnozina uvedenych deseti transformaci desetiparametrickou grupu, které fikame grupa
Galileiho, v relativistické mechanice grupa Poincarého. Teorie grup patfi k nejabstraktnéjsim matematickym disciplinam a
zabyva se pravé studiem symetrii.
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dp_,av, ,dm (3.33)
TR TRT

Neni ovSem snadné si fyzikalné predstavit divod, pro¢ by se hmotnost takovym zptisobem ménila.

Komplikovangjsi situace nastava pfti relativistickém pohybu ¢éstice rychlosti blizkou rychlosti svétla,
kdy dostavame pohybovou rovnici

d_p_i mv _F
dt  dt 2
1%

C

Budeme se ji zabyvat ve specialni teorii relativity.

Naproti tomu se Casto vyskytuje pohyb téles, kdy dochdzi ke zméné hmotnosti v dasledku
oddélovani nebo pfibirani dalSich téles - vyfuku plynli motorovych vozidel, vystfelovani plynt
tryskami pfi raketovém pohonu, pfibirdni vzduchu pfi oxidaci zépalné smési tryskovych letadel,
ztraceni nékladu, nastupovani a vystupovani pasazéru aj. V tomto piipade vsak nejde o pohyb jednoho
télesa, jedné Castice s proménnou hmotnosti, ale o pohyb soustavy téles a k jeho feSeni musime misto
Newtonova zékona sily pouzit prvni vétu impulsovou. Uvidime, Ze tak dostaneme rovnici liSici se od
(3.33).

Uvazme naptiklad pohyb rakety, kterd vystreluje plyny relativni rychlosti u (rychlost plynti vici
raketé dana konstrukci motorti). Ur¢ime zménu celkové hybnosti soustavy raketa + plyn za malou
dobu dt. Zména hmotnosti rakety bude pfitom zaporna, dm < 0. Mame tedy

dp =(m—|dm|)(v+dv)+|dm|(v+dv+u)-mv=mdv—udm .

Odtud dostavame podle prvni véty impulsové rovnici

dp dv.dm

m—-u—~=F, (3.34)
dt dt dt
ktera se nazyva rovnice Mes§cerského a ziejmé se lisi od (3.33). MiZeme ji téZ zapsat ve tvaru

d(mv)
dt

dm
—(v+u)¥=F . (3.35)

Pokud plyny nebo jinad oddélujici se télesa nejsou vystielovany a jejich relativni rychlost vaci
vozidlu je nulova (u = 0), jako kdyz se z jedouciho auta sype pisek nebo obili, dostdvame rovnici

d(mv)_vd_m

=F, 3.36
dt dt (3:30)

md—V:F, res
dt

ktera se rovnéz lisi od (3.33).
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Ptedpokladejme nyni, Ze vyslednice vnéjSich sil F je nulova (raketa se nepohybuje v tithovém poli)
a pohyb probiha tak, Ze rychlost plynti ma opaény smér nez rychlost rakety.*® Zvolime-li smér pohybu
rakety podél osy X za kladny, ma rychlost U soufadnice u = (—u, 0, 0). Pak mame ve slozkach

mﬂ:—ud—m, neboli dv=—ud—m. (3.37)
dt dt m

Tato slavna rovnice pohybu rakety se nazyva rovnici Ciolkovského. Udavd nam, jak se méni
rychlost rakety s ubytkem jeji hmotnosti. V rovnici (3.37) mame jiz rozdéleny proménné, takze
integraci dostavame okamzit¢ feSeni

v=—ulnm+C . (3.38)

Za pocatecnich podminek v = 0, m = mg (startovaci hmotnost) dostavame

\"

v:ulnﬂ : m:moe_a : (3.39)
m

Z tohoto vysledku plyne dulezity zavér pro konstruktéry raket. Jediny zplsob, jak dosdhnout
maximalni rychlosti rakety je zvysit relativni rychlost vystielovanych plyni (nejvyse na rychlost svétla
u fotonové rakety) a zvolit co nejvétsi podil startovni a koneéné hmotnosti. To mé ovsem své meze,
nakonec musi v raketé zistat aspoti kosmonaut. Zadna jind konstrukéni zdokonaleni raketovych
motorl kone¢nou rychlost rakety nezvysi. Zavislost rychlosti rakety na jeji hmotnosti je na obr. 3.2.

obr. 3.2 obr. 3.3 obr. 3.4

3.2 Uloha dvou téles

Reseni pohybovych rovnic soustavy &astic neni snadné. Ve skute¢nosti lze matematicky piesné
tesit jen pohyb izolované soustavy dvou Castic - fika se tomu uloha dvou téles a patii k nejslavnéjSim
fyzikalnim uloham, kterou se fyzikové zabyvali po cela staleti. Mame-li dvé ¢astice o hmotnostech my,
mz a polohovych vektorech ri, rz, musime fesit soustavu Sesti diferencidlnich rovnic druhého fadu pro
soutadnice polohovych vektort téchto Castic a feSeni bude zaviset na dvanacti integracnich konstantach
- pocate€nich polohéch a rychlostech obou ¢astic. Zakony zachovani ndm poskytuji deset integracnich
konstant, integralti pohybu. Zbyva tedy urcit z poc¢atecnich podminek jen dvé konstanty, a ukazuje se,
7e to jde. Ulohu lze analyticky zintegrovat, najit feseni ,,v kvadraturach®.

V ptipadé¢ tii ¢astic vznika neméné slavna uloha tri téles, kde je tieba urcit osmnact integracnich
konstant. Po usili trvajicim nékolik staleti se nakonec zjistilo, Ze tilohu v obecnosti zintegrovat nelze,
ze deset integralli pohybu, které mame k dispozici k tomu nestaci a podafilo se najit jen n€ktera
specialni feSeni. Pfitom uloha tii téles ma nesmirny prakticky vyznam, bez jejiho feSeni bychom

43 Raketa se urychluje; kdyby rychlost plyni méla stejny smér jako rychlost rakety, raketa by se brzdila.
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nemohli zkoumat pohyb soustavy Zemé - M¢sic - Slunce nebo Zem¢ - Mé&sic -raketa a nebyla by mozna
kosmonautika. V minulém stoleti byly k takovym vypoctim vytvotfeny (zasluhou Gaussovou a dalSich)
piiblizné, numerické metody, které umoznily ur€ovat poruchy pohybu planet vyvolané vlivem dalSich
nebeskych téles a predpoveédét tak i polohu téles dosud neznamych (planetka Ceres, Neptun). Tyto
vypoCty jsou vSak pracné a zabiraji mnoho Casu. Proto jednou z nezbytnych podminek moderni
kosmonautiky je pouziti pocitact, které umoziuji provadét takové vypocty v realném case a korigovat
tak i parametry pohybu umélych kosmickych téles. Vysledky ziskané pii feseni ulohy tii téles 1ze najit
v monografiich o nebeské mechanice.

Je ziejmé, ze neni mozno analyticky integrovat ani tlohu Ctyft a vice téles, a teprve u velkého poctu
téles, naptiklad molekul plynu, mizeme pouzit statistickych metod. Pfitom ovSem nesledujeme
trajektorie jednotlivych molekul, ale ur€ujeme statisticky stfedni veli¢iny. Nejvétsi problémy tedy Cini
uloha o malém poctu téles, jakou piedstavuje napiiklad atomové jadro. Zde je problém navic
komplikovan tim, Ze nezname ani zakon silového ptisobeni mezi jednotlivymi nukleony. Vratme se
vsak k feSitelné tloze dvou téles.

Na obr. 3.3 madme znazornény polohy dvou castic (pod télesem stale rozumime ¢astici), které se
pohybuji pouze pod vlivem vzajemného silového ptisobeni, naptiklad gravita¢niho. Okamzit¢ mizeme
vyuzit jeden ze zdkonl zachovani a zapsat energii této soustavy jako

E:%mlvf+%m2v22+u (Jri—ry)) - (3.40)

Vyuzijeme nyni zakona zachovani rychlosti tézisté a zékona zachovani celkové hybnosti soustavy
k tomu, abychom snizili potiebny pocet integracnich konstant z dvanacti na Sest. Zvolime pocatek

¢astic mame
Ml + Mol =0, g =Ty =1 . (3.41)
V tézistové soustaveé jsou oba polohové vektory vzdy kolinedrni, ¢astice musi v kazdém okamziku

A%

oznaéime téz v = dr/dt. ReSenim soustavy rovnic (3.41) dostaneme

m m
g =—"2—T, Fpg=——-o=>i—r, (3.42)
my +m, my +m,
a pro rychlosti
m m
Vig=V —Vg=—=2—V , Vy=V,—V=——=>i Vv, (3.43)
my +m, my +m,
Zde
myVq +myV
Ve=—1 22 (3.44)
my +m,

A%
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Energie v téziStové soustave (vnitini energie soustavy) bude opét integralem pohybu a bude rovna

_1 mmy

2 1 -
U(r)== u(r) . 3.45
2m1+m2V +U (r) 2mrv + (r) (3.45)

E, :%mlvfS +%m2v§s +U (r)

Pfitom jsme do vyrazu pro energii dosadili polohové vektory (3.42) a rychlosti (3.43) a zavedli tzv.
redukovanou hmotnost

__mymy

" mg+m,

obr. 3.5

Pii pohledu na vyraz pro energii (3.45) zjistujeme, ze jsme vlastné prevedli ulohu dvou téles na
ulohu o pohybu jednoho télesa o redukované hmotnosti m; pohybujiciho se v centrdalnim silovém poli
U(r). Polohovy vektor a rychlost tohoto fiktivniho télesa jsou pfitom r =ri—rz, V=Vi—Va. Tuto
ulohu jsme vSak uz fesili - v pfipad¢ gravitacnich sil §lo o ulohu Keplerovu. MiiZeme tedy pouzit
vysledku Keplerovy tlohy a chceme-li pfejit k plvodni inercidlni vztazné soustave S, staci
pretransformovat rychlosti podle vztahti

Vi=Vig+Vs , Vy=Voo+V . (3.46)
V tloze dvou téles mizeme rozlisit dva dulezité piipady:

1. Jedno z téles je mnohem t&z8i nez druhé, m; > m,. Potom je redukovand hmotnost mr =~ my
ptiblizn¢ rovna hmotnosti leh¢iho télesa. V limité dostavame piipad nehybného Slunce a planety

2%

A%

Saturnu. Situace pfipomina pohyb vrhace sportovniho kladiva, ktery pii roztaCeni kladiva musi
vykonavat sim malé kruhové pohyby. Na obr. 3.5 je zndzornén pohyb dvou téles, z nichZ jedno je
poloviéni hmotnosti nez druhé a kterd obihaji po ptiblizné kruhovych trajektoriich.

2. Obé télesa jsou stejné tézka, mi = mz = m, takZe redukovana hmotnost je rovna polovicni

hmotnosti télesa: m, =%m. To miiZze byt pfipad dvojhvézdy o dvou stejnych slozkach. Podobna

situace je na obr. 3.6. Budou-li télesa stejné tézka a bude-li vzdalenost mezi nimi zistavat konstantni
(r =konst ), budou se vzajemn¢ ,,honit“ po obvodu kruznice.

obr. 3.6
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Vime, Ze uzaviena trajektorie miize existovat jen v piipad¢ gravitacni piitazlivé sily presné umérné
prevracenému ctverci vzdalenosti (a v pfipadé prostorového oscilatoru). Plsobi-li na téleso dalsi
poruchy, dojde ke staceni perihelia a pohyb dvojhvézdy pak probihd podobné jako na obr. 3.7.

Na obrazcich 3.8 a 3.9 jsou znazornény trajektorie dvou téles, z nichz jedno je polovi¢ni hmotnosti
nez druhé a ktera na sebe pisobi pfitazlivymi silami umérnymi 1/r2° (obr. 3.8) a r'* (obr. 3.9). 4

Vratme se jeste ke Keplerove tloze a uvazme, jak se zméni jeji feSeni pro pohyb planet, vzdame-
li se Keplerova predpokladu, ze Slunce je nehybné a spojime-li po¢atek inercidlni vztazné soustavy s

2%

tézi$tém slunecéni soustavy. Treti Kepleriv zakon jsme psali ve tvaru (2.126) jako

T = 2ﬂ,/ﬂa3’2 .
(04

Zde mp predstavuje hmotnost planety a interakéni konstanta a = GmpMs. Nyni musime hmotnost
planety ovSem nahradit redukovanou hmotnosti

m,Mg

r— .
my + Mg

obr.3.7 obr.3.8 obr. 3.9

zatimco interak¢ni konstanta se neméni. Tak dostavame tieti Keplertv zakon

(3.47)

Vidime tedy, Ze plati imérnost mezi ¢tverci obéZznych dob a tfetimi mocninami velkych poloos, ale
konstanta imé&rnosti je pro kazdou planetu trochu jina. Podotknéme jesté, Ze jsme tento jev vyuZzili v
uloze o ur¢eni hmotnosti Mésice (vztah (2.142)).

3.3 Srazky Castic a raz téles

3.3.1 Pruzné srazky

Dulezitym fyzikdlnim jevem, se kterym se setkdvdme nejen v mechanice, ale i v atomové, jaderné
a Casticove fyzice, jsou srazky castic. Jde-li o srdzku téles konecnych rozmért, mluvime o razu téles.
Srdzku muzeme chdpat jako casove a prostorové omezenou interakci castic, pri niz dochazi k

44 Tyto a dalsi situace odpovidajici riznym zakonGm silového plsobeni a riiznym pocate¢nim podminkam si mizete
snadno simulovat na pocitaci napfiklad pomoci programu Famulus.
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prerozdelovani hybnosti a energie. Pted srazkou se ¢astice pohybovaly oddélené, neptlisobily na sebe,
a pak se dostaly do interak¢ni oblasti vzajemného vice ¢i mén¢ intenzivniho pisobeni. Studium srazek
¢astic slouzi k tomu, abychom urcili zakony vzajemného silového plisobeni mezi ¢asticemi. Dnes k
tomu slouzi obrovské urychlovace, které patii k nejvétSim experimentalnim zatizenim, ktera byla kdy
vytvorena.

Charakter srazek mize byt velmi rozmanity a mtiizeme je klasifikovat podle nejriznéjsich hledisek.
Nejdulezitéjsi je rozlisovani srazek pruznych a nepruznych.®® P¥i srazce predpokladame, Ze Gastice
tvoti izolovanou soustavu a ze v ni plati zdkony zachovani hybnosti a energie. Pti pruzné srazce ptisobi
pouze konzervativni sily a zachovava se mechanicka, kineticka energie Castic pted srazkou a po srazce.
Pfi nepruzné srazce se v izolované soustave sice také zachovava celkova energie soustavy, ale cast
mechanické energie se mize zménit ve vnitini nebo deformacni energii Castic a téles. Pfedpokladame
pfitom, zZe Castice maji n¢jakou vnitini strukturu, jako napiiklad atom nebo makroskopické téleso.
Typicky nepruznou srazkou je srazka dvou automobill, ale nepruznou mutize byt i srazka elektronu s
atomem nebo neutronu s atomovym jadrem. Pruznou srdzku mtizeme dobfe demonstrovat pfi dopadu
ocelové kulicky na sklenénou desti¢ku nepruznou pti dopadu na olovénou desticku.

Dochézi-li ke srazce pouze dvou c¢astic, mluvime o srazce bindrni, srazi-li se vice Castic nebo
automobilll najednou, jde o srazku kolektivni. Nastava-li srdzka az pfi tésném sbliZzeni ¢astic, jako tieba
pfi razu dvou kule¢nikovych kouli, jde o srazku blizkou, plisobi-li ¢astice ¢i télesa na sebe na dalku
gravita¢nimi nebo elektrickymi silami, jde o srazku dalekou. U dalekych srazek je nékdy obtizné ur¢it,
co se ma jesté za srazku povazovat. Piiblizi-li se kometa ke Slunci, zméni svlij smér a opét se vzdali,
jde vlastné také o pruznou dalekou srazku, i kdyz obé télesa do sebe nenarazila. Otazka matematického
popisu kolektivnich

obr. 3.10 obr. 3.11

dalekych srazek ma velky vyznam ve fyzice plazmatu, kde na sebe soucasné ptsobi velké mnozstvi
elektricky nabitych ¢astic.

Jesté veétSi rozmanitost nastava pii rdzu téles. Zde ovSem zaleZi na tvaru télesa, umisténi jeho
t&zi8t&, vlastnostech povrchu, zplisobu narazu. Je-1i povrch sraZejicich se téles dokonale hladky, uplatni
se pfi razu jen sily ve sméru normaly k povrchu. U drsnych téles je situace mnohem slozitéjsi a télesa
mohou byt pfi rdzu uvedena do rotace. Pak je vypocet pohybu takovych téles po razu velmi obtizny. V
praxi zndme tuto situaci ze sportu, kdy naptiklad hraci stolniho tenisu nebo kule¢niku zdmérné udéluji
micku nebo kouli ,,fales* a ztézuji tak soupeti odhad jejich pohybu.

V bodé dotyku téles pii razu miizeme vést spole¢nou te¢nou rovinu obou téles a k ni normalu. Lezi-
li spojnice tézist’ obou téles na této normale, nazyvame takovy raz stredovym, neni-li tomu tak, jde o
raz vystiredny. NejCasteji se studuje raz dokonale hladkych kouli; takovy raz je sttedovym vzdy. Piitom
vSak miZeme rozliSovat raz primy a Sikmy. U ptimého rdzu obr. 3.10 lezi vektor vzajemné rychlosti
obou kouli na spole¢né normale v bod¢ dotyku; naproti tomu u Sikmého razu je vzajemna rychlost od

této normaly odchylena (obr.3.11). V té€zist'ové soustave se koule pti pfimém razu pohybuji pred razem
1 po ném v téze ptimce, pii Sikmém rdzu se tato ptimka po razu pootoci.

45 Rozliseni pruznych a nepruznych srazek kouli provedl poprvé éesky védec Jan Marcus Marci v roce 1639.
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Vsimnéme si nyni bindrni pruzné srazky dvou ¢astic, jejiz prubéh je obdobny jako u pruzného razu
dvou kouli. Jde pfitom vlastn€ o jiny pohled na ulohu dvou téles. Budeme ptedpokladat, ze nezname
zéakon sily, jiz na sebe ob¢ Castice pusobi a mame k dispozici pouze zdkony zachovani celkové hybnosti
a celkové kinetické energie. Necht’ se ¢astice my, mz blizi rychlostmi V1, V2 do interakéniho prostoru a

vylétaji z n&ho rychlostmi V7, V%, (obr. 3.12).

Co se d¢je v interakénim prostoru nevime, je to pro nas Cernd skiiitka. Pfesto vSak mizeme na
zéklad¢ zakonti zachovani soudit na vztahu mezi rychlostmi pied srazkou a po srazce. Predev§im musi
rychlosti mizeme udavat thly 61, 62, o které se odkloni Castice po srazce; fikame jim uhly rozptylu v
laboratorni soustave. Nékdy nastava srazka tak, ze letici Castice m1 narazi na nehybnou ¢astici m. Ta
se pak nazyva terem. Jinak

obr. 3.12 obr. 3.13

muzeme tuto situaci vyjadrit tim zpisobem, ze prejdeme z laboratorni vztazné soustavy S do terCové
soustavy Sz (obr. 3.13). Potom nazyvame thel 01 tihlem rozptylu, Ghel 62 iihlem zpétného razu a jejich
soucet uhlem rozletu.

Nasim tkolem je najit rychlosti ¢astic po srazce, zndme-li rychlosti ¢astic pted srazkou. K tomu
ucelu je nejvyhodnéjsi prejit do té€zistové soustavy pomoci vztaht (3.43). Pro celkovou hybnost a
kinetickou energii soustavy pted srazkou mame

MV +MyVos =0

2 2

m m (3.48)

m1v123+m2vgs=ml —2 v2+m2 —r V2=mrv2=konst.
m; +m, m; +m,

Stejné zakony zachovani ovSem plati i pro rychlosti po srazce. Z prvni rovnice (3.48) plyne, Ze
Castice se budou v téziStoveé soustavé pohybovat pied srazkou proti sob€ po jedné ptfimce (a srazi se v
totozné. Uhel y, o ktery se linie srazky po sraZce pootoi, se nazyva ithel rozptylu v téistové soustavé
(obr. 3.14).

Resenim rovnic (3.48) pro rychlosti po sraZzce dostaneme pro né stejné vyrazy jako (3.43) pouze
pohyb bude probihat podél jiné ptimky, jejiz jednotkovy smérovy vektor ozna¢ime n. Mame tak

M2 vn, vyo=—— yn . (3.49)

Vig=—F5—
m; +m, m; +m,

Tim jsme nasli rychlosti ¢astic po sraZce s jedinou neurcitosti v uhlu rozptylu y. Zdkony zachovani
nam neumoziuji tento uhel urcit. Chceme-li pak pfejit k laboratorni vztazné soustave, staci prosté
spocitat

Vi=Vig+Vs , Vo=V +Vg . (3.50)

obr. 3.14
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Uplné feseni jsme dostali pro piipad primé srdzky (piimého rdzu kouli), kdy se &astice pohybuji
pied srazkou 1 po ni ve stejné piimce a v opacném sméru (uhel rozptylu y = z!). Pak mizeme psat

m m VvV, +m-,Vv m; —m m, —m,)v,+2m,v
Vi =— 2y MVa 2Vp _ My 2v+v2:(1 2)1 2V
m; +m, m; +m, my +m, m; +m, (3.51)
m mq{V, +mMoV 2m M, —Mq )V, +2m,v
V), = 1y Ve 2V2 _ 1 v+v2:(2 1)2 V1
my +m, my +m, m; +m, m; +m,

Vysledné feseni je samoziejmé symetrické vzhledem k vyméné index 1 a 2. Rovnice (3.51)
popisuji obecny ptipad pitimé pruzné srazky a je z nich mozno odvodit vysledky pro mnoho specidlnich
piipadl (t€zsi Castice narazi na lehci, leh¢i na tézsi, jedna z Castic je nehybna, Castice se pohybuji v
protisméru, Castice se pohybuji v témz sméru, lehci ¢astice dohani tézsi, téz8i dohani leh¢i apod.).
Laskavy ctendf si tyto ptipady jisté s potéSenim rozebere. Zejména je z té€chto rovnic patrno, Ze budou-
li hmotnosti obou ¢astic (kouli) stejné, pfi srazce si prosté vymeni rychlosti. VSimneme si jesté situace,
kdy jedna z ¢astic byla pted srazkou v klidu. Potom v, = 0 a méme

Budou-li ptitom jesté Castice stejné tézké, letici Castice se po srazce zastavi a stojici pfevezme jeji
rychlost. Tento experiment 1ze snadno demonstrovat u rdzu dvou pruznych kouli.

Zajimava je jesté otazka po Ucinnosti predani energie od jedné ¢astice k druhé. Predstavme si, Ze
mame dvé ¢astice riznych hmotnosti, z nichZ jedna stoji a druh4 na ni nalétava. Urc¢ime, jaka ¢ést
kinetické energie se preda od letici ¢astice nehybné:

1 2 1 4m12m2 2 4m;m,
Vv = Vl:

T, =T, . (3.53)
2 (m1+m2)2 Lo

Koeficient n predstavuje podil pievzaté a pivodni energie. Budou-li obé Castice stejné tézké, bude
pfedana cela energie letici castice. Bude-li rozdil hmotnosti obou ¢astic velky, bude pfedana malé cast
energie, lhostejno zda lehké Castice nardzi na tézkou (pingpongovy micek na olovénou kouli) nebo
tézka Castice na lehkou (olovéna koule na pingpongovy micek). Studium uc¢innosti predani energie pii
pruznych srazkach je dilezité naptiklad v jaderné fyzice. Neutronové zarfeni je mozno v latce G¢inné
zbrzdit, budou-li se neutrony pruzné srazet s ¢asticemi malo se liSici hmotnosti (protony, deuterony
apod.). Proto se jako moderatorti (zpomalovact neutrontl) v jadernych reaktorech vyuziva vody, tézké
vody, grafitu apod. Naproti tomu tézké kovy, jako napt. olovo, jejichZz atomovéa jadra jsou mnohem

téz81 neZ neutrony, slouzi k pohlcovani zafeni gama, ale k ochran¢ pfed neutronovym zarenim se
nehodi.

Zminovali jsme se o tom, Ze zakony zachovani nam dovolily feSit pouze ptipad piimé srazky a u
Sikmé srazky uhel rozptylu v t€zistové soustave zlistdva neurcen. Piesto v§ak mizeme ziskat o vztazich
mezi Uhly rozptylu v tézistové a laboratorni soustavé jesté dalsi informace pomoci tzv. srdazkovych
diagramii. Pti konstrukci téchto diagramii vychazime z toho, ze redukovand hmotnost a velikost

vzajemné rychlosti Castic zlstavaji konstantni. Misto rychlosti Castic pracujeme pfitom s jejich
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hybnostmi. OpiSeme kruznici poloméru po = myv a jejim stfedem vedeme pifimku smérem vektoru

A%

rozptylu v tézistové soustavé y a Vyznac¢ime tak na obvodu kruznice bod C (viz obr. 3.15).

Ukazuje se, Ze na piimce p1 + p2 Ize vyznacit body A, B tak, aby vektor AC odpovidal hybnosti p1
vektor CB hybnosti p1. Vektor OC ptitom odpovida po= myvn. Je totiz

my

Py =MV] =MV + MV, =pg+———
SN0 m +m,

(p1+p2)=p0+AO

m,
p’2=mlv’2=m2v25+m2vs=—p0+—m o m (p1+p2):—po+OB :
1+My

Na obr. 3.15 jsou vyznaceny i thly rozptylu v laboratorni soustave 61, 6-.

Tento obecny srazkovy diagram se zjednodusi, bude-li Castice 2 pied srazkou nehybna, tj. p2 = 0.
Snadno si ovétime, Ze v tom piipade bude bod B lezet na kruznici diagramu. Déle je zfejmé, ze pomér
délek

AC _m _
OB m,

udava pomér hmotnosti obou ¢astic. Pak mizeme diskutovat tfi rizné ptipady:

obr. 3.15
obr. 3.16 obr. 3.17

obr. 3.18

A

1. y <1, leh¢i ¢astice nalétava na tézsi, obr. 3.16.
Bod A lezi uvnitt kruznice. Bude-li bod C probihat po celé kruznici, bude thel rozptylu 61
nabyvat vSech moznych hodnot, ¢astice se mlzZe rozptylit pod libovolnym uhlem. Zavislost
uhlu 01 na y je jednoznacna. Zaroven plati 61+602 > n/2, Gihel rozletu je vétsi nez pravy.

2. y=1, ob¢ ¢astice jsou stejné tézké, obr. 3.17.

Bod A lezZi na kruznici. Potom plati 61 = /2 a 01+ 62 = /2, Castice se po srazce rozleti pod
pravym Uhlem. Tento jev je moZno jednoduse odvodit a experimentalné ovéftit na razu dvou
hladkych kouli, z nichZ jedna je v klidu a druhé na ni Sikmo nalétava.

3. y> 1, t€z8i Castice nalétava na lehci, obr. 3.18.

Bod A lezi vn¢ kruznice. Probiha-li bod C po celé kruznici, mize thel 61 nabyvat pouze

hodnot vymezenych maximalnim thlem Oimax, pro n¢jz plati

$in Oy, = Po _ MM, my+m, m, 1
TCA0 mp+m,  mf m 7
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Nalétavajici Castice se tedy nemiize rozptylit pod velkymi thly nazpét a thel rozletu je mensi nez
pravy, 61+0; < /2. Zéavislost thlu y na 61 neni jednoznacna, jednomu uhlu #1 mohou odpovidat dva
rizné uhly y. Zaregistrujeme-li tedy v laboratorni soustavé ¢astice rozptylené pod tthlem 61, zahrnuji
tyto ¢astice dveé skupiny, které se rozptylily v t€zistové soustavé pod dvéma riiznymi thly y a maji
ruzné velikosti rychlosti a riznou kinetickou energii.

Zatimco teoreticky je vyhodnéjSi pracovat v soustavé téziStové, experimenty pochopitelné
probihaji v soustavé laboratorni a ziskané vysledky je tfeba porovnavat. Srazkové diagramy nam pak
poslouzi k ptepocitdvani thlli rozptylu y na thly rozptylu 61, 62 a naopak. Na obr. 3.19 mame zvétSeny
trojihelnik ABC s vyznacenymi délkami stran. UrCime-li thel rozptylu v t€zistové soustave y, mtizeme
odtud ur¢it uhly rozptylu a energie rozptylenych ¢astic v laboratorni soustavé a naopak.

Protoze jde o snadné, Cisté geometrické vypocty, uvedeme jen vysledky:

sin -
tg@lz—l , 62:—7[ X
y+COSy 2
cos y =—ysin? 6, +cosy\1-y%sin? 4,
, \Y 2 2 , 2m1v N 4
Vi=——\my +m5+2mm,coSy , Vo =——Sin% .
1 m1+m2\/ 1 2 1Mz COSx - Va Mg+ m, 2

Nyni miizeme upfesnit podil energie predavané letici ¢astici ¢astici nehybné, neni-li srazka piima,
ale Sikmé. Dostavame

T 4mmy 2sinle1 .
(m1+m2)

obr. 3.19
V ptipad¢ ptimé srazky je y = 7 a dostaneme (3.53).

3.3.2 Pruzny rozptyl ¢astic

Abychom mohli pfesné predpovédét vysledek srazky, tj. stanovit pod jakym thlem se Castice
rozptyli, museli bychom znat zakon sily, kterou na sebe ¢astice plsobi. Vime, ze jde v podstaté o feSeni
ulohy dvou téles, kterda na sebe piisobi konzervativnimi silami. Budeme samoziejmé fesit ulohu v
téziStové soustave, tj. predpokladat, Ze nalétajici Castice ma redukovanou hmotnost a rozptylové
centrum je v inercialni vztazné soustavé nehybné. Pfi feSeni tlohy dvou téles vystupuji dvé konstanty,
dva integraly pohybu - energie E a velikost momentu hybnosti I. V tloze o rozptylu zavadime jiné dvé
konstanty, které s E a | jednoznacné souvisi. Jde o tzv. asymptotickou rychlost v.,, tj. velikost rychlosti
nalétajici Castice pred srazkou a tzv. srdazkovy parametr p, tj. vzdalenost ptimky (asymptoty), po nizZ se
&astice ve velké vzdalenosti pohybuje, od osy srazky prochazejici silovym centrem (viz obr. 3.20).46

46 Uloha o rozptylu ma velkou dtleZitost v mnoha oblastech fyziky, zejména atomové, jaderné a ¢asticové, protoze
umoznuje experimentalné zkoumat silové plisobeni mezi ¢asticemi. V téchto pripadech je ovsem treba poditat rozptyl na
zakladé zakonl kvantové mechaniky.
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Mezi témito konstantami plati vztahy

2

E:%mrvw , l=m,pv, .

Nasim tkolem tedy je urcit uhel rozptylu v tézist'ové soustave y, zndme-li silu, resp. potencidlni energii
vzajemného pusobeni ¢astic U(r) a naopak. Ke srovnani vysledku s experimentem bude pak tieba
piepocitat thly rozptylu do laboratorni soustavy, coz miize byt pracné, ale neni to principialni

zalezitost. Bude-li terova Castice mnohem t&éZ8i nez ¢astice nalétavajici, budou téZist'ova a laboratorni
soustavy prakticky totozné.

obr. 3.20

Budeme postupovat nasledovné. Resenim ulohy dvou téles ziskame rovnici trajektorie Gastice v
polarnich soufadnicich; polarni tthel ¢ méfime opét od sméru do bodu nejvétsiho piiblizeni Castice
centru, periheliu. Potom asymptoticky polarni tihel ¢astice pohybujici se v nekonecnu je ¢... Pisobi-li
mezi ¢asticemi odpudiva sila, bude z divodu symetrie trajektorie platit

X =7 =20, (3.54)
(viz obr. 3.20).

Uvedeme dva nejdulezitéjsi pripady pruzného rozptylu - rozptyl na tvrdé kuli¢ce (izotropni rozptyl)
a rozptyl v coulombovském, resp. newtonovském poli (Rutherfordiiv rozptyl).

Rozptyl na tvrdé kuli¢ce poloméru a (obr. 2.20) lze popsat potencialni energii U(r) =copror<aa
U =0 pro r > a. Znamena to, Ze pokud ¢astice naléta na tvrdou kuli¢ku s parametrem p > a, proleti
mimo a nebude silové nijak ovlivnéna. Je-li parametr p < a, bude pisobit nekonecné velka sila ve
sméru kolmém k povrchu kuli¢ky a nedovoli &astici proniknout do oblasti r < a. Céstice se tedy odrazi
od povrchu kuli¢ky podle zakona odrazu; tthly dopadu a odrazu jsou rovny ¢..*’ Zavislost mezi
srazkovym parametrem a thlem rozptylu pak dostaneme snadno jako

p:asinww:asin[%—%j:acos% : (3.55)

Rozptyl nalétavajici Castice alfa na atomech zlata studoval E. Rutherford pfi svém slavném pokusu,
ktery vedl k objevu atomového jadra. Jde o dvé elektricky kladné nabité ¢astice, které se odpuzuji silou
nepiimo umérnou ¢tverci vzdalenosti (obr. 3.21). Vysledek pokusu by se vSak pfili§ nezmeénil, kdyby
castice mély opacné znaménko naboji nebo kdyby Slo o rozptyl ¢astic pisobicich gravitacnimi
ptitazlivymi silami (obr. 3.22). V ptipad¢ pfitazlivé sily by misto (3.54) platilo

Y=20,—-7 . (3.56)

47 Ve skutecné se pfi takové pruzné srazce koule ponékud deformuje, ale tento proces je vratny. Po odpruzZeni ziska
dopadajici ¢astice svou energii zpét.
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obr. 3.21 obr. 3.22

Vime, ze v obou piipadech bude pohyb probihat po vétvich hyperboly.

Pouzijeme rovnici trajektorie (2.121)

2
i1+£ i1+6¥||’n:|l"-
@ =arccos ' —arccos———"— (3.57)
& 2EI?
1+ 5
m,o
kde horni znaménko odpovida sile odpudivé, dolni sile pritazlivé.
Asymptoticky polarni thel nyni dostaneme, budeme-li limitovat r — oo:
+ +1
@., =arccos =arccos :
2E|? 2)2
1+ 5 1+ ml’pvoo
mea a
odkud
2
m.pve,
. tgp, =L
a
T _X
P =7+
Protoze 2 2 mime
tgp, =tg Uy —+cotgz—+—mrpv°2°
P==R27 2 2 &
obr. 3.23
Dostavame tedy vysledek
p= d 5 cotgl . (3.58)

mVve 2
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Vsimnéte si, ze funkce p(y) je klesajici. To znamena, ze ¢im vétsi srazkovy parametr, ¢im veEtsi
vzdalenost, v niz ¢astice nabihd, tim méné se bude pii srazce odklanét.

Ve skutecnosti nikdy neexperimentujeme s jednou ¢astici, ale pii studiu rozptylu vysilame cely
svazek Castic. Pfredpokladejme, Ze tento svazek byl zkolimovan a je monoenergeticky, tj. Ze ¢astice leti
po rovnobéznych piimkach stejnou rychlosti. Kromé toho necht’ hustota toku ¢astic n, tj. pocet ¢astic,
které proleti za jednotku Casu jednotkou prifezu svazku, je konstantni (obr.3.23).

Pak zavadime dtlezitou méfitelnou veli¢inu nazyvanou diferencialni srazkovy prifez rozptylu a
oznacujeme jej do. Je to pomér poctu ¢astic dN, které se rozptyli za jednotku Casu v rozmezi uhlt

Z+( y+d ;() k hustoté toku Castic n; tato veli¢ina ma ziejm¢ rozmér plochy a miizeme si ji
piedstavovat jako symbolickou plosku ter¢iku.*® Z obr. 3.23 je vidét, ze v udaném rozmezi thli se
rozptyli pravé ty Castice, které se pohybuji v rozmezi srazkového parametru p+( p+d p), tedy

vytinaji v prifezu svazku mezikruzi s témito poloméery. Mame tedy

d0'=d—N=27zpdp=27zpd—p‘d;( . (3.59)
n dy

Absolutni hodnota derivace dp/dy byla zvolena proto, abychom dostali kladnou veli¢inu do.
Obyc¢ejné vyjadiujeme do nikoli vzhledem k intervalu thld dy, ale vzhledem k prostorovému uhlu dQ.
Je-li svazek osové symetricky, ptedstavuje tento element prostorového uhlu rozmezi smérti mezi
dvéma kuzeli s vrcholovymi thly y y + dy. Pfitom

dQ =2m siny dy .
Uréime nyni srazkové prutezy izotropniho a Rutherfordova rozptylu.

Pro izotropni rozptyl mame podle (3.55)

dp A 4

a1, 1,
do =27p|=£|d y = 7a’cosZsinZ == za®sin yd y = —a%dQ . 3.60
pdz‘ X SIS =37 2dx =7 (3.60)

Vidime, Ze 1zotropni rozptyl nezavisi na sméru (proto se tak jmenuje), pocet rozptylenych Castic zavisi
jen na velikosti prostorového uhlu. Mohli bychom zintegrovat diferencialni srazkovy prufez pies plny
prostorovy uhel a urcit celkovy pocet Castic, které se na tvrdé kulicce rozptyli v poméru k hustote
dopadajiciho toku. Integralni sraZkovy prifez pak je

J:jd(f:lazjdﬂ:ﬁaz . (3.61)
Q 4 Q

Je to tedy prosté priufez kulicky.

48 Diferencialni srazkovy prafez maze charakterizovat pravdépodobnost i jakychkoli dalSich reakci, které s ¢asticemi
nastanou a ma ve fyzice velmi obecné poufziti.
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Trochu slozitéjsi vypocet vyzaduje diferencialni srazkovy prufez Rutherfordova rozptylu.
Pouzijeme (3.58) a mame

2 2
do=2np d—p‘dz:27r 5 cotgll dx I > 27rS|n;(d;(:
d MrVeo 22622 \2myve ) sint4
, (3.62)
a dQ

5 .
2m\vy, sm“l

To je slavny Rutherfordiv vzorec. Aplikujeme-li jej na rozptyl Castice alfa o naboji 2e na
atomovém jadie o naboji Ze, dostaneme

2
2
do=i[ 287 _d@ (3.63)
4 E int X

si
2

Jak vidime, rozptyl velmi siln¢€ zavisi na Ghlu y. Kdybychom se pokusili najit celkovy, integralni
prifez rozptylu, dostali bychom nekonecnou hodnotu. To souvisi s dalekym plisobenim sil nepiimo
umérnych pievracenému Ctverci vzdalenosti, 1 pfi velmi velkych hodnotdch parametru se castice
nepatrné odchyluje. Pak je ovSem tfeba vzit v tvahu stinici ucinek ostatnich castic.

3.3.3 Nepruzné srazky

Pti nepruznych srazkach se ¢ast mechanické (kinetické) energie Castic (téles) méni nevratné na jiné
formy energie - vnitini tepelnou energii, energii plastické deformace apod. Dobie zname takové
nepruzné srazky automobill. Pi srdzkach atomt se muze ¢ast kinetické energie pfemeénit na excita¢ni
energii atomu, ten mize piejit do vybuzeného stavu a po Case tuto energii vyzafit v podobé kvanta
elektromagnetického zafeni. *° Omezime se

a b C

obr. 3.24

vSak na pfimy raz dvou kouli, ktery mize byt bud’ dokonale pruzny, ¢astecné pruzny nebo dokonale
nepruzny.

49 K tomu je ovéem tfeba podle kvantové fyziky urcité rezonancni podminky - energie se mlze pohlcovat jen v
energetickych kvantech odpovidajicich vzdalenosti energetickych hladin atomu. Pruzné a nepruzné srazky atoma lze dobre
studovat pfi tzv. Franckové - Hertzové pokusu.
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Narazi-li na sebe dv¢ koule dokonale pruZznym piimym razem, budou se deformovat, na jejich styku
vznikne postupné se zvétSujici rovinnd ploska az do maximalniho piiblizeni stfedii obou kouli.
Kineticka energie se pfitom méni v energii elastickou, energii konzervativnich pruznych sil. Pak se
zac¢nou stiedy kouli opét vzdalovat, elasticka energie se zacne zpétné ménit v kinetickou energii a koule
od sebe opét odsko&i.®® Pii takové srazce nezilezi na poloméru obou kouli; v limit¢ mizeme
predpokladat, Ze rovina je koule o nekonecném poloméru a studovat pruzné srazky podle dopadu a
odrazu malé kuli¢ky na rovinnou plochu.

Na obr. 3.24 a je znazornén Casovy prubéeh sily pisobici na takovou kuli¢ku pti dokonale pruzném
razu. Vidime, Ze sila mifici proti sméru dopadu kulicky nejdiive rychle vzrista a pii odpruzovani opét
klesa, pfi cemz tato Casova zavislost je symetrickd. Plocha vycarkované oblasti I je rovna hybnosti
¢astice - pii pruzném dopadu na rovinu (ocelové kulicky na sklenénou desku) se hybnost ¢astice zméni
na opacnou.

Ve skutecnosti rdz neni nikdy dokonale pruzny a pii odrazu kuli¢ka jiz neziskd svou ptivodni
hybnost (obr. 3.24 b). Pti dokonale nepruzném razu (ocelova kulicka na olovény plech, raz dvou kouli
z plasteliny) se ob¢ télesa po razu spoji a pohybuji se dale jako jedno téleso, piipadné je-li jedno z nich
nehybna deska, nedojde k odrazu (obr. 3.24 c).

Stupen pruznosti pii srazce udavame tzv. koeficientem restituce k. Je dan podilem relativnich
rychlosti ¢astic po srazce a pred srazkou:

_W1-Vv;

k )
Vo —Vq

(3.64)

Dopada-li téleso z vysky h na nehybnou podlozku a po odrazu vystoupi do vysky h’, mizeme

koeficient restituce urcit jako
k=_V1_ \ﬁ (3.65)
vy h

(rychlosti v1 a v2 maji opa¢na znaménka). Koeficient restituce mizeme také stanovit z impulst sily pfi
pitimém (l1) a zp€tném (l2) pohybu télesa (poméru ploch II a I na obr. 3.24). Po dobu kontaktu maji
télesa spole¢nou rychlost v, takze

ly=my(v-vy), Ip=m(vi-Vv), —ly=my(v=vy), =l =m,(v3-V)

a vylou¢ime-li odtud m1, mza v, dostaneme

k=l (3.66)

Hodnotu koeficientu restituce uréujeme ovsem experimentalné (sklo na sklo k = 0,94, ocel na ocel
k = 0,93, slonovina na ocel k = 0,86, pryz na mramor k = 0,82 apod.). Pro dokonale pruzny raz je k = 1,

50 Matematicky vypocet pribéhu tohoto procesu je znam jako tzv. Hertzova kontaktni Gloha, kterad se Fesi v teorii
pruznosti. Uloha je nazvadna podle Heinricha Hertze, na rozdil od Gustava Hertze, ktery je spoluautortem Franckova -
Hertzova pokusu.
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pro dokonale nepruzny k = 0. Musime mit téz na pamé&ti, ze koeficient restituce neni konstantni a Ze
pii malych rychlostech narazu se blizi jedné.

Priklady

3.1 Je dana soustava tii hmotnych bodt o hmotnostech m1 =1 kg, mo=2 kgamz=3 kg a
jejich polohové vektory jako funkce Casu:
ri=(2t,4t,5), rz=(?+2,1,0), r3=(1, > + 2, 0).
Udaje jsou v metrech a sekundach. Urete vyslednici vngjsich sil a vysledny moment vngj§ich
sil vzhledem k pocatku soufadnic.

[F=(4,6,0)N,L=(0,0,2) Nm]

3.2 Dvé lod’ky pluji proti sobé rovnobéznym smérem. Kdyz se setkaji, vymeéni si pytle s
pasovanym zbozim o stejnych hmotnostech m = 50 kg. Nésledkem toho se prvni lod’ka zastavi a druha
se pohybuje dal rychlosti v = 8,5 m.s! v piivodnim sméru. Jaké jsou rychlosti lod&k vi, V2 pred
vymeénou pytld, jsou-li hmotnosti lodék m; =500 kg, m> =1 000 kg?

[I1ms?t, -9msT

3.3 Tti lod’ky stejné hmotnosti M jedou za sebou stejnou rychlosti v. Ze sttedni lod’ky byla
rychlosti U vzhledem k této lod’ce vyhozena ve stejnou dobu dvé zavazi téze hmotnosti m do ptedni a
zadni lod’ky. Jaké jsou rychlosti lod€k vi, V2, V3 po ptehozeni zavazi?

' _ Mv+m(v+u) vy
13- M+m %
obr. 3.25 obr. 3.26
3.4 Granat, ktery byl v klidu, se pii explozi rozdélil na dvé ¢asti o hmotnostech m a 4m. Cést

0 hmotnosti m odletéla s kinetickou energii 100 J. Urcete celkovou uvolnénou kinetickou energii.
[125]]

3.5 Stiela hmotnosti m =10 g byla vystielena do dfevéného bloku hmotnosti M =2 kg
leziciho na dfevéné podlozce a uvizla v ném (obr. 3.25). Pfitom jej posunula o 25 cm. Soucinitel
smykového tfeni bloku o podlozku je f = 0,2. Urcete praci sily tieni, rychlost stiely pfed narazem a
dobu pohybu bloku.

[0,985 J, 199 m.s ™2, 0,505 s]

3.6 Balistické kyvadlo. Na obr. 3.26 je balistické¢ kyvadlo tvofené bednickou s piskem
hmotnosti M na zavésu délky |, které se pouziva k urCovani rychlosti stiely. UrCete rychlost stiely
hmotnosti m, ktera pti narazu do balistického kyvadla jej vychyli o thel a, jestlize

a) stfela po narazu v bednic¢ce uvizne
b) stfela po narazu odskoci zpét rychlosti Vo
C) stfela po narazu ztrati rychlost a spadne dolt.
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="M gii-cosa), v="2 [2al(i-cosa) ~vo, V=" f2gi(i-cosa) |

3.7 Stanovte zrychleni a rychlost voziku, piisobi-li na n¢j stald vodorovna sila velikosti F, a
je-li na voziku pisek, ktery vypadava otvorem v podlaze. Za jednotku ¢asu se vysype u pisku. V Case t
= 0 byla rychlost voziku rovna nule, hmotnost voziku s piskem M.

3.8 Dvé koule o hmotnostech m; =0,5 kg a mo=1 kg pohybujici se proti sobé rychlostmi v1
=5m.stavz=8 m.sse nepruzné srazi. Uréete, jak velka mechanicka energie se pfitom pfeméni na
energii jiného druhu (tepelnou, akustickou atd.).

[28,17 J]

3.9 Dvé koule o hmotnostech m1 a mz se pohybuji proti sob¢ a srazi se. Srdzka je dokonale
nepruzna. Ped srazkou byly kinetické energie kouli v poméru T1/ T2=20. Za jaké podminky se budou
koule po srazce pohybovat ve sméru ptivodniho pohybu druhé koule?

[m2/m1> 20]

3.10  Dv¢ koule o hmotnostech my =5 kg a m2= 3 kg se pohybuji proti sob¢& po téze ptimce
rychlostmi v1 =12 cm.s ™%, vo=4 cm.s ! a p¥imo na sebe narazi. Uréete jejich rychlosti po srazce, je-li
raz a) dokonale pruzny, b) dokonale nepruzny.

[a) 0cm.s 116 cm.st, b) 6 cm.s )]

3.11 Dvé¢ ocelové kulicky jsou zavéSeny na nitich tak, ze kdyz se dotykaji, jsou jejich sttedy
ve vzdalenosti | =1 m od bodl zavésu a nité jsou svislé. Hmotnosti kulicek jsou my =800 g a mz =
200 g.

a) Leh¢i kulicku vychylime o thel 90° a pustime. Raz kulicek je dokonale pruzny. Urete vysky
h1, h2, do kterych vystoupi kulicky.

2 —m )21
imzl _16cm, hy=(M2=M) | a6

hl:
(my+m,) (my+m,)

b)  Co se stane, vychylime-li téz§i kuli¢ku o 90° a pustime?
[TE&zs1 kulika vystoupi do vySky 36 cm, mensi opiSe celou kruznici. ]
C) Pti jakém poméru hmotnosti kulicek budou vysky vystupu obou kulic¢ek po razu stejné?
[3:1]

3.12 Dvé¢ ¢astice o hmotnostech m1 a mz se nachazeji na ose X, prvni v pocatku, druha ve
vzdalenosti | od pocatku. V okamziku t = 0 se za¢nou k sob¢ pfiblizovat plisobenim vzajemné
konstantni ptitazlivé sily F. Kdy a kde se srazi a jakou rychlosti?
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t= 2m1—rnzl’ Vté21§tl, V= M
(my+m,)F m;m,

3.13 Jak se zméni situace v pfedchozim ptikladu, budou-li se ¢astice pfitahovat gravitatnimi
silami?

vvvvv

2G(my+my)(I—r —ry)
M+,

pujde-li o koule s poloméry ry, Iz, srazi se rychlosti v = \/
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4. Mechanika tuhého télesa

4.1 Kinematika tuhého té&lesa

Dosud jsme se zabyvali mechanikou ¢astice a soustavy ¢astic. Pokud jsme pouzivali nazev ,,téleso®,
ztotoznovali jsme ho s ¢astici. Povazovali jsme tedy ¢astici za urity hmotny objekt, ktery se pohybuje
jako celek a jehoz pohyb lze popsat zadanim soufadnice jednoho bodu. Nezabyvali jsme se tedy
vzajemnym pohybem casti takového télesa.

Ve fyzice nazyvame télesem urcity objem V , v némz je né¢jakym zplisobem rozloZena hmotnost,
at’ jiz spojité nebo nespojité. Vime, Ze vSechna télesa jsou tvofena molekulami a atomy, atomy jadry a
elektrony atd. Je-li vsak t€leso tvofeno velkym mnozstvim atomd, mizeme od jeho nespojité struktury
odhlédnout a povazovat rozlozeni hmotnosti v télese za spojité. Jde tedy o spojitost ve fyzikalnim
smyslu - v sebemens§im uvazovaném objemu spojitého télesa musi byt stale dosti atomii. Nekonecné
maly objem tuhého télesa dV nemuizeme tedy limitovat k nule v matematickém smyslu, ale musime ho
chépat jako dostate¢né¢ maly, tak aby uvazované veliiny charakterizujici t€leso v ném bylo mozno
povazovat za konstantni.

To nam umoznuje zavést pojem hustoty télesa v daném bod¢. Zvolime v télese bod A o soufadnicich
X, ¥, Z a obklopime ho mysSlenym malym objemem AV, v némz je uzaviena hmotnost Am. Vytvofime
nyni posloupnost takovych do sebe vlozenych stile se zmensujicich objemt, které se stahuji kolem
bodu A. Pak definujeme hustotu télesa v daném bod¢ jako limitu

. Am
plxy.z)= lim 2V (4.1)

Pfedpokladem ovSem je, Ze takova limita existuje a nezavisi na tom, jakou posloupnost zmensujicich

se objemii vybereme.®! Hustotu miizeme téz definovat pomoci celkové hmotnosti télesa M integralnim
vztahem

M =.|.p(x, y,z)dVv . 4.2)
Y

Je-li téleso homogenni, s konstantni hustotou, je jeho hustota prosté
p=%=konst . 4.3)

Hustota mé fyzikalni rozmér [p] = LM a méfi se v jednotkach kg.m3. U plosnych ttvarti miizeme
zavést plosnou hustotu (hmotnost na jednotku plochy) o, u linearnich utvara linedrni hustotu (hmotnost
na jednotku délky) z.

51 Nékdy se hustota zavadi jako derivace p = dm/dV. Neni to ovSem korektni, nebot funkce m(V) neni definovana.
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obr. 4.1 obr. 4.2

T¢leso podle povahy miizeme tedy popisovat bud’ jako nespojité rozlozeni hmotnosti (je to vlastné
soustava hmotnych boda v né¢jakém objemu) a udavat hmotnosti m, a polohové vektory r,jednotlivych
bodi, nebo jako spojité rozlozeni hmotnosti a udavat funkci p (X, y, z). V prvnim piipad¢ je celkova

N
hmotnost M = > m,,, ve druhém M = J'pdv.
a=1 \%

V této kapitole se budeme zabyvat dillezitym ptipadem télesa tuhého. Pojem tuhého télesa je opét
pouhou fyzikalni idealizaci, modelem, a realna télesa se mu mohou vice nebo méné¢ blizit. U tuhého
télesa predpokladame, ze vzdjemné vzdalenosti jeho ¢asti se nemohou ménit, tuhé téleso se nemuize
deformovat.? To ovsem podstatné zjednodusuje popis pohybu takového télesa. Povazujeme-li tuhé
téleso za soustavu N hmotnych bodli v neménnych vzajemnych vzdalenostech, je celkovy pocet stupiiti
volnosti tuhého télesa dan poctem stupiili volnosti téchto bodli zmenSeny o pocet nezbytnych vazeb
mezi nimi. Pfitom poloha tuhého télesa je ddna, zname-li polohu tii jeho bodl neleZicich v pfimce
vime z praxe, Ze téleso staci upevnit ve tfech bodech. Tyto tfi body, jsou-li volné, maji 9 stupna
volnosti. Protoze jsou vSak vzijemné¢ vazany tfemi neménnymi vzdalenostmi, bude celkovy pocet
stupnl volnosti takového télesa tvotreného tfemi body roven 9 — 3 = 6. Ptipojeni dalSich bodii nebude
jiz pocet stupiili volnosti zvétSovat. Kazdy novy bod ma sice tfi stupné€ volnosti, ale musi byt upevnén
tremi vazbami.

Mtuzeme tedy ocekavat, Ze pohyb tuhého télesa bude zaviset na dvanécti integracnich konstantach
a alespori pro izolované tuhé téleso bude mozno najit feSeni jeho pohybu v kvadraturach. Pohyb tuhého
télesa muze byt zasadné dvoji - translacni a rotacni; kazdy z nich vyzaduje obecné tfi stupné volnosti.
ktery mizeme zvolit za pocatek kartézské soustavy S, v inercialni kartézské soustavé S (obr. 4.1).
Soustava S’ spojena s télesem nemusi byt obecné inercidlni. Pouze tehdy, nebude-li na téleso plsobit
vyslednice vnéjsich sil, inercidlni bude, a pocatek O’ se bude pohybovat rovnomérné piimocare.

Sledovani translaéniho pohybu tuhého télesa nam nepiinasi nic nového - I1ze jej popsat pohybovou
rovnici téZisté. Budeme se tedy zajimat predev§im o rotacni pohyb tuhého télesa. Pak je vhodné spojit
pocatky obou soustav Sa S’ v jeden a zajimat se jen 0 zmény sméru os soustavy S’ vzhledem k soustavé
S. Popis rotace tuhého télesa se pak redukuje na vzajemny pohyb dvou kartézskych soustav se
spolecnym pocatkem (obr. 4.2).

Pti takovém pftistupu povazujeme jeden bod tuhého télesa za nehybny a jde o rotaci télesa kolem
bodu. Vedle toho miize té€leso konat téZ znamou rotaci kolem osy, pii ¢emz tato osa muze byt bud’
pevna, nebo volna. Kola automobilu rotuji kolem pevné osy (ktera se vSak pfemistuje translacnim
pohybem), zemé&koule nebo umélé druzice uvedend do rotace rotuje kolem volné osy.

52V teorii relativity je existence tuhého télesa dokonce principidlné vyloucena. ZapUsobi-li na jeden konec takového télesa
silovy impuls, musi se tuhé téleso dat do pohybu najednou jako celek. To ovsem znamena, Ze silové plisobeni se musi rozsifit v
objemu télesa nekonecné rychle, coZ teorie relativity nepfipousti.
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Lze ukazat, ze jakékoli pootoceni kolem bodu 1ze nahradit pooto¢enim kolem osy. OpiSeme-li totiz
bodu kulovou plochu, ptejdou v disledku pootoceni néjaké dva body A, B na povrchu koule v nové
dva body A’, B" Roviny symetrie tiseéek AA", BB’ se protnou v pfimce, ktera piedstavuje hledanou osu
rotace. Pfi rotaci kolem této nahradni osy nebude vsak téleso obecné prochazet tymiz mezipolohami,
jako pfi rotaci kolem bodu. Ptjde-li v§ak o nekonecné malé pootoceni, je mozno je vzdy povazovat za
rotaci kolem okamZzité osy, jejiz poloha se mize kazdym okamzikem ménit.

Rozlozime nyni obecny okamzity pohyb tuhého télesa na translaci pocatku vztazné soustavy O’
spojené s telesem rychlosti V a pootoceni télesa kolem okamzité osy rotace prochazejici timto
pocatkem uhlovou rychlosti Q. Rychlosti jednotlivych bodi tvoficich téleso v inercialni soustavé S
budou podle (2.149) rovny

v=V+Qxr' . (4.4)

Vznikd ovSem otazka, jak se zméni tento vysledek, zvolime-li v télese jiny pocatek vztazné
soustavy O "". Necht’ vektor spojujici tyto dva pocatky je O'O"" = R. Podle (4.4) bude

V=V+OxR+Qxr" (4.5)

Pocatek O’ vSak neni o nic lepsi nez pocatek O’; zatim jsme ani o zddném z nich nepiedpokladali,

vvvvv

ozna¢ime V*rychlost tohoto po¢atku v soustavé S a (* thlovou rychlost rotace vybraného bodu kolem
okamzité osy prochazejici O"":

v=V +Q xr" . (4.6)
Aby vztahy (4.5) a (4.6) mohly platit pro kazdy bod télesa, musi byt
V'=V+OQxR , Q' =Q . 4.7)

Odtud mtzeme ucinit dulezity zavér, Ze thlova rychlost Q rotace kolem okamzité osy je spole¢na
vSem bodim télesa, nezavisi ne volbé bodu, jimz osa rotace prochézi a charakterizuje tedy rotac¢ni
pohyb télesa jako celku. Obecny pohyb télesa v kazdém okamziku miZeme tedy rozlozit na pohyby
dva:

1. Je-li V L Q, tj. pohybuje-li se téleso translaénim pohybem kolmo k ose rotace, lezi podle (4.4)
rychlosti vSech bodi télesa v rovinach kolmych k ose rotace a miizeme vybrat pocatek O"” (polohu
osy) tak, aby V* = 0. Potom pohyb piedstavuje cistou rotaci kolem okamzité osy. Tak pohyb kola
automobilu nebo valeni valce po roviné mliZeme popsat dvojim zpisobem: jako translaéni pohyb
osy symetrie a sou€asné rotace kolem ni nebo jako Cistou rotaci kolem dotekové ptimky s rovinou.

obr. 4.3 obr. 4.4

2. Ma-li vektor V slozku ve sméru osy rotace, kona téleso navic translacni pohyb podél osy rotace
rychlosti V-Q. To je ptipad smyku automobilového kola.
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4.2 Dynamika tuhého télesa

4.2.1 Silova dvojice

Plsobi-1i na tuhé téleso vnéjsi sily a jejich momenty, mizeme opé€t pouzit prvni a druhou vétu
impulsovou. Je-li P hybnost tuhého télesa a L jeho moment hybnosti, F a N vyslednice vnéjsich sil a
vysledny moment hybnosti vnéjsich sil, plati

P _F Ay, (4.8)
dt dt

Pti urcovani vyslednice vnéjsich sil a vysledného momentu vnéjSich sil musime vSak uvazit, v
kterych bodech télesa tyto sily ptsobi. Sily nemizeme povazovat za volné vektory, nanejvys za
klouzavé (mizeme je posouvat po piimce jejich pusobeni). Vnéjsi sily mohou pfitom ovlivnit jak
translacni tak rotac¢ni pohyb télesa. Miizeme postupovat tak, zZe zvolime n¢jaky bod tuhého télesa za
plsobisté vnéjsich sil, vSechny sily do tohoto bodu pfeneseme a urcime jejich vyslednici. Takové
pfenaSeni sil je na obr. 4.3.

Pusobi-li sila F, v bod€ A, tuhého télesa, mizeme ji pfenést do nového plisobisté A tak, Ze v tomto
bod¢ jakoby umistime dvé stejné proti sob¢ piisobici sily Fq a — F4; tim se samoziejmé na uspotfadani
sil nic nezméni. Mizeme vSak nyni mit za to, ze sila F, plisobi v bod¢ A a navic na téleso plsobi
dvojice sil F,, — F, jejichz ptisobisté spojuje vektor a,. Takova silova dvojice vyvolava rotaci télesa.

Secteme-li momenty sil této dvojice, dostaneme moment silové dvojice, ktery nezavisi na volbé
pocatku soustavy soutadnic (obr. 4.3):

D, =r, xF, —raxF, =(r,—ray)xF, =a,xF, . (4.9)
Jeho velikost je ziejmé rovna soucinu velikosti sily a ramene silové dvojice, tj. vzdalenosti obou

piimek, v nichZ sily dvojice plisobi. Pootoci-li se téleso tvaru valce naptiklad pisobenim silové dvojice
tecnych sil o Ghel @, vykona silova dvojice praci (obr. 4.4)

Azzjg’FRdgpzj;"Ddgo. (4.10)

Plsobi-li na tuhé téleso v riznych bodech sily Fq, pfeneseme je popsanym zplisobem do jednoho

Vv v

a

momenty vSech silovych dvojic

D=>(r, —ra)xF, =D ryxF,—rax> F,=N-r,xF . (4.11)
o (24 o

Je-li vyslednice vnéjsich sil nulova, je vysledny moment silovych dvojic pravé roven vyslednému
momentu vnéjsich sil, D = N, a nezavisi na poloze bodu A.

Ptedstavme si nyni tuhé t€leso v homogennim tihovém poli. Vyslednice rovnobéznych tihovych
sil, které piisobi v jednotlivych bodech télesa, bude ziejmé
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F=>m,g=Mg .

Vysledny moment vnéjsich sil bude

DMy (1 %9) (Zmafajg Zm 4@ F-RxF, (4.12)

a

2%

vvvvvvvvv

pole, pouze na zaklade rozlozeni hmoty v télese. Bude-li téleso v nehomogennim tihovém poli
(napfiklad velmi rozmérné téleso v zemském tithovém poli), nelze uz obecné tvrdit, ze vysledna tihova

vvvvv

4.2.2 Tenzor momentu setrvacnosti

Necht se tuhé téleso tvorené hmotnymi body m. pohybuje tak, ze pocatek vztazné soustavy spojené
s télesem se pohybuje obecnou rychlosti V(t) a téleso kona rotaci obecnou thlovou rychlosti €(t).
Potom jeho kineticka energie bude

Zmava_ Zm (V+Qxr, )2=

) (4.13)
=§Mv2+V-szmargx+52ma(gxr&)2
[04 [24

N2

Vyuzijeme nyni vyhody téZistové soustavy a umistime pocatek O do tézisté té€lesa. Potom bude
druhy ¢len na pravé strané (4.13) roven nule a mame

1 1
T=EMV2+EZma(ﬂxr;)2=Tp+Tr . (4.14)
a

Kinetickou energii tak mﬁieme rozdelitv souladu S Kénigovou vétou na kinetickou energii postupného

2%

Upravime nyni vyraz pro rotacni kinetickou energii s pomoci Lagrangeovy identity (M.64), z niz
plyne

(axb)? =a%h?—(a-b)’.

Tak dostaneme

(4.15)
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Podobné upravime vyraz pro moment hybnosti tuhého télesa s pouzitim véty o dvojitém
vektorovém soucinu (M.63). ProtoZe se zajimame pouze o rotaci té€lesa, miizeme ztotoznit pocatky
soustav soufadnic O, O" a mame
—y! ' _ ’
=r,, Vv,=0, v, =Qxr,

a !

Potom moment hybnosti télesa bude
L=>"m,r,xVv,=>m,r,x(Q,x Zm ( r?Q—( a)l‘fx) : (4.16)
[24 [24

Porovnanim (4.15) a (4.16) zjistime, Ze mezi kinetickou energii rota¢niho pohybu a momentem
hybnosti plati vztah

T -sLa. (4.17)

Upravime nyni vyraz pro moment hybnosti (4.16) dale. Pfejdeme ptitom ke slozkovému vyjadieni
a budeme pouzivat Einsteinovo sumac¢ni pravidlo (M.39). Potom

i"ajaj

Li=>m, (Q X, X! Qkx'akx'ai) : (4.18)
[04

V tomto vyrazu probiha s¢itani pies vSechny elementy tuhého télesa, ale slozky ) se tohoto s¢itani
nezucastni. Bylo by proto vhodné vytknout tyto slozky pied celou sumu. Protoze zde vSak vystupuje
jednak slozka Qi a jednak Q, vyuZzijeme vlastnosti Kroneckerova symbolu dik:

Li _Zm (kX X = XXk ) - (4.19)

Nyni mtizeme slozku Qk vytknout a psat
L; _QkZm ( KX X j — X xak) : (4.20)

A%

2%

|k _Zm ( |anJ aJ XinXka) : (4-21)
Je-1i hmota v télese rozlozena spojit€, mame misto (4.21) integral

Iik :Ip(é'ikx'jx'j —XEXL)dV . (422)
\Y

Pomoci tenzoru setrvacnosti miizeme vyjadfit slozky momentu hybnosti télesa a jeho rotacni
kinetickou energii jako
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1

Li =152 Tng'iinQk :

(4.23)

Zapiseme tenzor setrvacnosti v podob¢ matice; v dalsim budeme vynechéavat ¢arkovani soutradnic.

Zma(y02(+zozt) _Zmaxaya _Zmaxaza
o [04 o
Iik = _Zmayaxa Zma(x§+z§) _Zmayaza (4-24)
o (24 o
_Zmazaxa _zmazaya Zma(xg"'yg{)
o o (24
Je-li hmota v télese rozd¢€lena spojité, bude tenzor setrvacnosti
Ip(y2+22)dv —_[pxydv —Ipxzdv
% Vv %
i = —Ipyxdv Ip(x2+22)dv —przdv (4.25)
\ \" \
—jpzxdv —J.pzde Ip(x2+y2)dv
% Vv %

Tenzor momentu setrvacnosti je symetricky, jak se snadno presvédéime. Nyni se ndm hodi
poznatky o vlastnostech symetrickych tenzort, které jsme nacerpali ve tfetim odstavci kapitoly
Matematicky aparat. Pfedevsim vime, Ze symetrické tenzory lze diagonalizovat, tj. najit takové sméry
os soufadnic, ze tenzor setrva¢nosti bude mit v téchto osach tvar

jp(y2+22)dv 0 0
I, 0 0) |V
L =0 1, 0= 0 [ p(x?+2%)av 0 (4.26)
0 0 Ig v
0 0 Ip(x2+y2)dv
V

Veli¢iny 11, l2, I3 se nazyvaji hlavni momenty setrvacnosti a takto zvolené osy hlavni osy

A%

2%

setrvacnosti |y , 1 # K nazyvame deviacni momenty.

Dale vime, Ze symetricky tenzor je mozno geometricky vyjadrit sttedovou kvadrikou, kvadratickou
plochou, ktera je invariantni, s télesem jakoby pevné spojena. Rovnici této kvadriky pro tenzor
setrvacnosti miizeme napsat v kanonickém tvaru jako

L x2+1,y% +1522 =1 . (4.27)
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Jednicka na pravé strané ma ovSem prislusny fyzikdlni rozmér. Protoze vSechny tfi hlavni momenty
setrvacnosti jsou kladné a kone¢né, lezi body této kvadriky v konecnu. Takovou kvadrikou je elipsoid,
fikdme mu elipsoid setrvacnosti. Elipsoid setrva¢nosti pln¢ urCuje tenzor setrvacnosti a tim i rotacni
vlastnosti télesa, jeho moment hybnosti, kinetickou energii rotacniho pohybu atd. Tato skute¢nost si
zaslouzi zvlastni pozornosti - u libovolného télesa sebekomplikovanéjsiho tvaru sta¢i znat jen polohu
Bude-1i tedy napftiklad rotovat uméla druzice s riznymi nepravidelnymi vystupky a anténami nebo
baletka ¢i krasobruslarka, 1ze tato télesa, alespon z hlediska rotace, nahradit krasnou a jednoduchou
symetrickou geometrickou plochou jakou je trojosy elipsoid!!

V hlavnich oséach setrvaénosti bude moment hybnosti télesa a jeho rota¢ni kineticka energie (4.23)

L=, Ly, =1,Q,, L, =1,Q,

1

(4.28)
2 2 2
Tr=§(|1gx+|2gzy+|3gz) .

Ptejme se nyni, jak urcit moment setrvacnosti télesa, které rotuje kolem osy prochazejici tézistém,
ale svira s hlavnimi osami obecny smér dany jednotkovym vektorem n.

Pod momentem setrvacnosti | pfitom rozumime veli¢inu, kterd souvisi s momentem hybnosti a
kinetickou energii rotacniho pohybu vztahy

L=1Q, Tr=%IQ2 .

L=1Q, Tr=%IQ2 .

Znéame-1i hlavni momenty setrvacnosti télesa, uréime moment setrvacnosti vzhledem k dané ose prosté
jako

| =1 +1,n5+15n7 (4.29)

jak vyplyva z (4.28). Hlavni momenty setrvacnosti tedy odpovidaji kinetické energii rotace kolem
hlavnich os setrvacnosti.

Zname-li elipsoid setrvacnosti, miizeme stanovit moment setrvacnosti vzhledem k libovolné ose
prochazejici tézistém geometricky. Pro hlavni osy setrvacnosti je to zfejmé z rovnice elipsoidu plyne,
ze l1, 12, I3jsou prevracenymi ctverci odpovidajicich poloos elipsoidu. Mifi-li osa rotace smérem n,
mame

1

2

(|1X2+|2y2+|322):i y (430)
r

I =13nZ +1,n+15n7 = !
.

2%
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Steinerova véta

Casto byva vyhodné a nutné uréovat moment setrvaénosti télesa Vzhledem k ose, které neprochazi

vvvvvvvvv

novému pocatku O’ mimo teziste, necht’ vektor Vedeny z po¢atku O"k O"” jest R. Potom pro moment
setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici novym pocatkem (a rovnobézné s piivodni osou) mame

|k_Z:m ( lkxaj aJ X Xak)
=Zma(5ik(xixj_Rj)(X;zj_Rj)_(X;zi_Ri)(X:zk_Rk)):
_Zm ik X jXerj — 2R Zmaxaj+§,kR R Zm

—Zmaxa,xak +R, Zmaxak + RkZma ' R RkZm
V tézistové soustave druhy, paty a Sesty ¢len tohoto vyrazu jsou rovny nule, takze zbyva

,k_Zm (SikXer X0 j = XoiXiak )+ M (SRR —RiRy ) - (4.31)

Podle Steinerovy véty je tedy vztah mezi momenty setrvacnosti | a I*

V praxi se ovSem setkavame s jednodussi podobou Steinerovy véty. Rotuje-li t€leso naptiklad
kolem osy z prochazejici tézistém a posune-li se tato osa rovnobézné o vzdalenost a, pujde pouze o
transformaci slozZky momentu setrva¢nosti | = Is3. Potom bude

I"=1+M(R?+RS +R} ~R)=1+M(R? +R})=Ma® .

Uloha (Momenty setrvaénosti symetrickych téles)

Urcime hlavni momenty setrvacnosti nejcastéji se vyskytujicich symetrickych téles:

Rotator

Pod rotatorem rozumime dva hmotné body o stejné hmotnosti m pevné spojené nehmotnou tyckou
délky I (,,¢inku*). V kvantové mechanice se podobné chovaji dvouatomové molekuly tvofené stejnymi

atomy. Podle obr. 4.5 umistime rotator ve sméru osy Z s tézistém v pocatku.

Podle definice hlavnich momenta setrva¢nosti

1 1,
I,=1,2m|—| ==ml°, 1,=0.
(- Lme

154



obr. 4.5 obr. 4.6

Dvouatomova molekula

Jsou-1li hmotné body tvofici ,,Cinku‘ nestejné hmotnosti my, My, vznikne téleso, které je obdobou
dvouatomové molekuly tvofené riznymi atomy (napi. HCl). Umistime je opét na ose Z tak, Ze

Vv oev

mo| m
zl=—2 Z,_ — 1

y Lo ————— .
m; +m, my +m,

Potom

kde m, je redukovana hmotnost.
Obru¢
Obru¢ hmotnosti M a poloméru R umistime v roving X, y S 0sou symetrie z (obr. 4.7).

Moment setrvacnosti vzhledem k ose z uréime snadno, uvazime-li, ze vSechna hmota obruce je
rozloZena ve vzdalenosti R od osy rotace:

I :jp(x2+y2)dv = [ pR?dV =R?[ pdV =MR? .
V V V

Pokud jde 0 momenty Iy, I2, budou stejné. Je vyhodné pocitat jejich soucet a pak jej délit dvéma:

1 1 1 1

Moment setrvacnosti kolem hlavnich os leZicich v roviné obruce je tedy poloviéni vzhledem k
momentu setrvacnosti kolem osy symetrie a tato rotace je nestabilni. Volné visici obru¢ roztocena
kolem této osy ma snahu ptejit do rotace kolem osy symetrie, tj. rotovat ve vodorovné poloze.

obr. 4.7 obr. 4.8
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W

Ty¢

Snadno ur¢ime momenty setrva¢nosti tenké homogenni ty¢e délky | a hmotnosti M rozlozené s
linearni hustotou z, umisténé ve sméru osy z (obr. 4.8):

1/2 1 1
ly=l,=[ 72%dz="11®=ZMI% .
-1/2 12 12
Kvadr
M¢jme homogenni kvadr s tézistém v pocatku a hranami a, b, ¢ rovnob&Zznymi s osami X, Y, z (obr.

4.9). Trojnasobnou integraci v kartézskych soutadnicich dostavame

ol o [ 7

Vv
3

a2 b/2 cl2 5 cl2 o a2 b/2 2, C | _
_'DJ.—aIZdXJ. blzdy“ ez dz+f_c/22 de—pLaldeJ._b/Zdy(Cy +12]_

al2 cb® bcd b2+c? 1 2 2
= dx| —+—— | = pabc =—M(b“+c“]).
pI—a/Z ( 12 12 } p 12 12 ( )

Podobné

I, :%M (a%+c?), I3:%M (a%+b) .

obr.4.9 obr. 4.10

Valec

U valce (obr. 4.10) je vyhodné pouzit cylindrickych soufadnic. Pro hlavni moment vzhledem k ose

rotacni symetrie mame

lg= J'przdv = pJ.ORJ'OZEI_hr:erZrdrd(pdz = 27zhp_[0R r3dr =
v
1 1

== prhR*==MR? .
P Ty

Ve vyrazu nevystupuje vyska valce, takze ho lze pouzit i na ptipad tenké kruhové desky.

Pro osy rotace kolmé k ose valce vyuzijeme opét symetrie valce a uréime
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1 1
1, = I2=E(I1+I2)=§jp(x2+y2+222)dv =
V

1 pjr3drd¢dz+2pjz2rdrd(pdz =
2 \ \%

2 13 2
=1MR2+12p27zR—h—=3M Rz,
4 2 2 12 4 3

Valcova slupka

Pro tenkosténny duty valec (valcovou slupku) je r = R = konst a ozna¢ime-1i ploSnou hustotu jako
o, dostaneme

_ 2
l3=MR jako obru¢

obr. 4.11 obr. 4.12

Kuzel

Vv v

A%

(obr. 4.11).

. o v . h , .
Rovnice povrchové ptimky kuzele je vzhledem k tomuto poc¢atku z = R r. Hlavni moment I3 se pti

tomto posunuti pocatku nezméni, takZe mame

I :J'przrdrdgodz :p.[ORJ'jﬁ.[:r/Rﬂdrdgpdz -
v

4 5 4
=2ﬁpIORr3(h—%rjdr=2ﬂhp(RT—5R—R]=2ﬂhp%=%MR2 :

Pokud jde o momenty setrvacnosti kolem osy kolmé k ose kuzele, bude vyhodné najit moment
kolem osy prochazejici vrcholem kuZele a pak pomoci Steinerovy véty ptejit k hlavnimu momentu

A%
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|f=|§=%(|f+|§)=%pj(x2+y2+222)dv:
\Y

_L pjr3drd¢dz+2pjz2rdrd¢dz :iM(R2+4h2).
2 20
Y Vv
Hlavni momenty setrvaénosti l1, 12 pak budou

4

Koule

VSechny tfi hlavni momenty setrva¢nosti koule jsou ziejmé stejné (obr. 4.12). Pouzijeme-li

sférickych soufadnic, dostaneme

|=1(|1+|2+|3):gpj'(x2+y2+z2)dv=ng'r2rzsin¢9drd9d(p=
3 3 3
Vv Vv
2 R4 2  R> 2.5
_gpg[dgjo r dr—§p4ﬂ'?—§MR .
Kulova slupka

Pro tenkosténnou dutou kouli (kulovou slupku) s ploSnou hustotou ¢ mame

I:EJIRZdS:EGR4IdQ:ga4ﬂR4:EMR2 .
3 3 3 7 3 3

Elipsoid

Homogenni trojosy elipsoid ma vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti rizné. Jejich vypocet 1ze
usnadnit, provedeme-li substituci x = aa, y = bg, z = ¢y, kde a, b, ¢ jsou poloosy elipsoidu. V novych
proménnych méa povrch elipsoidu rovnici o + %+ y? = 1, tedy predstavuje kouli k jednotkového

poloméru. Pro moment |1 mame

Iy =,o.|‘(y2 +22)dV =pabcj (b2ﬂ2 +c2y2)dvk .
Vv Vi

Integraly funkci 2 a y?ptes objem jednotkové koule uréime snadno jako
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a protoze objem elipsoidu je V = %ﬁabc, dostavame

|f:%M(b2+c2).

Druhé dva momenty dostaneme cyklickou zaménou a, b, c.

4.2.3 Pohybové rovnice tuhého télesa

Protoze tuhé téleso predstavuje soustavu mnoha ¢astic, byt pevné vazanych, miizeme jeho pohyb
fesit pomoci prvni a druhé véty impulsové (4.8). Tyto rovnice lze dobie pouzit zejména tehdy, rotuje-
li téleso kolem osy, kterd neméni sviij smér. Pfitom je jedno, je-li osa upevnéna v loziscich (rumpal,
kolo na htideli) nebo zda se rovnobézné posouva. To je ptipad valeni kola nebo valce po roving,
vodorovné nebo svislé, pohyb hracky znamé jako jojo, pohyb fyzického kyvadla apod.

Na obr. 4.13 je krasny jednoduchy pokus demonstrujici t¢inek momentu sily na pohyb télesa. Na
civee, kterd se miize valit po vodorovné roviné, je navinuta nit. Tdhneme-li niti, ktera svird s rovinou
maly thel, bude se nit navijet a civka k ndm pfiblizovat. Tdhneme-li pod velkym thlem, bude se nit
odvijet a téleso se bude vzdalovat. Existuje hrani¢ni uhel, kdy sila pravé protina okamzitou osu rotace
a nepuisobi momentem. Pak civka nemize rotovat, a budeme-li tdhnout, bude se smykat po roviné.
Nazorné jsou tyto ptipady ukazany na obr. 4.15.

Je-li moment setrvacnosti vzhledem k ose rotace prochazejici tézist€ém roven |, mizeme pohybové
rovnice upravit na

MY g 192y (4.33)
dt dt

obr. 4.13, obr. 4.14

obr. 4.15

Uloha (Valeni téles na naklon&né roving)

Pouziti téchto rovnic 1ze dobie ukazat na tloze o valeni téles na naklonéné rovin¢ (obr. 4.14). Jde-

A%
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Vv v

rovnici pro slozku rychlosti ve sméru svahu

MC(Ij—\t/:Mgsinoc—Ft . (4.34)

2%

od bodu dotyku, tedy napt. polomér valce. Mame tedy druhou rovnici

dQ
| —~=RF; . 4.35
™ t (4.35)

Pfitom zfejmé V = R Q. Z rovnic (4.34), (4.35) vylouc¢ime neznamou silu tfeni a dostaneme

(I+MR2)Z—?=RMgsina . (4.36)

Tuto rovnici vSak mizeme chapat tak, Ze té€leso kona Cisté rotacni pohyb kolem okamzité osy rotace
(ptimky doteku), vzhledem k niz m4 moment setrvacnosti I* = | + MR?,

, , . . L, . ) , , 1
Dosadime nyni za | moment setrvacnosti konkrétniho télesa. Jde-li o valec, mame | = E MR?2 , a

tedy

§MR2d—Q=RMgsina .
2 dt

Vilec se bude valit po naklonéné rovin€ s postupnym zrychlenim

daQ 2 .
a=R—=—gsina , 4.37
g~ 395« (4.37)

které nezavisi na jeho poloméru. Stejné tak zjistime, Ze duty valec se bude valit se zrychlenim
a= % gsina, koule a= g gsina, duta koule a= g gsina atd. Ptipomenme, Ze po idealné hladké

roving by se té€leso smykalo se zrychlenim a = g Sina.

Pon¢kud jind situace nastava, neudrzuje-li osa rotace staly smér, rotuje-li téleso naptiklad kolem
bodu obecnym zpiisobem. Pfitom okamzita osa rotace télesa miize ménit sviij smér, a to jak v prostoru,
tak v télese, tj. vzhledem k soustavé souradnic pevné spjaté s t€lesem. To ovSem znamena, Ze v kazdém
okamziku t€leso rotuje s jinym momentem setrvacnosti a pak nemtzeme dost dobie pouzit pohybové
rovnice (4.33). Vznika tak iloha o pohybu setrvaéniku, kterou se zabyval L. Euler. Euler zformuloval
setrvacnikové rovnice, které popisuji zménu vektoru uhlové rychlosti télesa v soustaveé soutadnic
spojenych s télesem, tj. se soufadnymi osami ve sméru hlavnich os setrvacnosti télesa. Pfitom

predpokladame, ze jeden bod télesa je pevny a zvolime ho za spoleény pocatek soustav souradnic O =
0"
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Vyjdeme opét z druhé véty impulsové a pietransformujeme ji do soustavy S’. Vime, ze zména
néjakého vektoru v soustavé S a v soustavé S” souvisi vztahem (2.148). Z druhé véty impulsové tak
dostaneme

dL d't-+gzxL:N. (4.38)

dt

RozepiSeme-li tuto rovnici do slozek a vezmeme-li v uvahu, ze

do_do
dt  dt '
dostaneme
d ';‘ +(Q@xL), :%ﬂﬂxL)i -

d'Q dQ
= Iik—dtk + &by = Ti d—tk"'gikIlelej =N; ,

kde &ix je Levi-Civitav tenzor (vViz (M.58)). Souhrnné tedy mizeme zapsat Eulerovy setrvacnikové
rovnice

dQ

'ikd—tk+8ikulleij =N; . (4.39)
V hlavnich osach setrvacnosti tedy

'1%%'3‘ 1,)Q,Q3=N;

15224 (1,-15) 240, = N, (4.40)

|3%+(|2-|1)9192:N3 |

Uvazme nyni pohyb setrvacnikidl, na néZ nepusobi vysledna vné&jsi sila ani moment sily. Méli
bychom je nazyvat ,bezsilové®“ a ,bezmomentové®, ale je zvykem jim fikat ,,volné*. V takovém

A%

A%

vvvvvv

vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti stejné, |1 = l2= I3 = |. Rikdme mu kulovy setrvaénik, nebot
jeho elipsoid setrvacnosti piechazi v kulovou plochu. Pfitom kulovym setrva¢nikem je naptiklad 1
krychle!

Pro volny kulovy setrvacnik se Eulerovy rovnice zjednodusi na

dQ

—=0, 4.41
0t (4.41)

161



atedy

Q=Kkonst . (4.42)

obr. 4.16

Volny kulovy setrva¢nik miiZe byt bud’ v klidu, nebo miZe konat rovnomérnou rotaci kolem

W Wew

setrvacnosti na rotacni pohyb.

M¢&jme nyni volny setrvaénik, ktery ma jen dva hlavni momenty setrva¢nosti stejné, 1, =1, # I 3.

Takovému setrvacniku fikdme symetricky. Ze setrva¢nikovych rovnic pro néj plyne

dQ, dQ, dQ,
L 2 _pQ, 28, 4.43
dt  OPt2e Tgp TP Ty (443)

kde

) = '1,_ a0, (4.44)
1

se nazyva uhlova rychlost precese v télese. Odtud plyne, ze Q3 = konst, téleso kona rota¢ni pohyb s
konstantni tthlovou rychlosti kolem osy z’. Kromé toho vsak se méni v Case slozky thlové rychlosti

Q1a Qo.

Ze setrvacnikovych rovnic pro tyto sloZky dostaneme

2

Tuto rovnici vyiesime obvyklym zplisobem a pak z prvni setrva¢nikové rovnice uréime i Qo:
A _ 2 2 _ a2 _
Q= Asm(a)pt+a) , Qy= Acos(a)pt+a) , Qf +Q5=A=konst . (4.45)

SloZzka uhlové rychlosti v roviné x’, ¥’ tedy kona rovnomérny kruhovy pohyb uhlovou rychlosti
(4.44) a zachovava si svou velikost. To je mozné tak, ze vektor uhlové rychlosti opisuje plast
kruhového ptfimého kuZzele (obr. 4.16). Tomuto pohybu se tiké precese osy rotace v télese a opisovany
kuZel byl nazvan feckym slovem polhodiovy.>

53 Recky polos = pol, hodos = cesta
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Za takovy volny symetricky setrvacnik miizeme pfiblizné povazovat nasi Zemi, bereme-li jeji tvar jako tvar rotacniho
elipsoidu. Jeho poloosy maji délky 6 378 km a 6 357 km >* a uréime-li odtud jeji hlavni momenty setrvaénosti, dostaneme
uhlovou rychlost precese v télese

0, =-0,00330; ~~2
300

To znamena, ze osa zemské rotace opisuje kuzelovou plochu s uvedenou thlovou rychlosti, tedy s periodou 10 mésict,
kolem osy geodynamické symetrie. Tato precese probiha v opaéném smyslu neZ zemskd4 rotace (znaménko minus!).%,
Kinematicky pol Zemé pfitom opisuje malou kruznici kolem geodynamického pdlu (tzv. Eulerova kruznice). Ve
skute¢nosti se ukazuje, Ze perioda této precese je o néco delsi, asi 14 mésici, vzhledem k tomu, Ze Zemé neni dokonale
tuhym télesem. Kruznice s touto periodou se nazyva Chandlerova.

Polozme si nyni otazku, za jakych podminek bude téleso rovhomérné rotovat kolem volné osy.
V praxi muze jit napiiklad o umélou druzici obecného tvaru, kterou chceme z diivodu stabilizace uvést
do rotace. Na volnou osu pfitom nesmi ptisobit zadné sily ani momenty sil. Po¢atek soustavy soufadnic

A%

V neinercialni vztazné soustavé pisobit setrvaéné sily >
F=-M (sxr+9x(9xr’)+29xv') :

Eulerova sila bude nulova, bude-li ¢ = 0, rotace bude rovnomérna. Odstiediva sila bude rovna nule,
neuplatni, protoze body na ose rotace musi byt vici télesu v klidu. Zbyv4 jesté vysetfit vliv momentii
vnéjSich sil. Je-li jedinou nenulovou slozkou vektoru thlové rychlosti 3, dostaneme ze
setrva¢nikovych rovnic (4.39)

dQ )
li3——=—1,05 =N
13 dt 232<3 1
dQ )
ly3—=2— 1,305 =N
23 dt 13243 2
dQ
lg33——==Nj .
33 dt 3

Jsou-li nyni momenty vnéj$ich sil nulové, bude predevsim ze tieti rovnice Q3= konst. Dale musi platit

Devia¢ni momenty vzhledem k volné ose rotace musi byt tedy nulové.

5 Ve skute¢nosti je vzhledem k nerovnomérnému rozlozeni kontinentti Zemé elipsoid trojosy a jeji pfesny tvar a
rozlozeni hmotnosti v ni jsou stale predmétem vyzkumu.

%5 Mluvime o geodynamické symetrii, protoze hlavni osa setrva¢nosti je ddna nejen geometrickym tvarem, ale i
rozlozenim hmoty v te€lese. Kdyby Zemé byla homogennim télesem, jeji geodynamickd osa by byla totozna s osou
geometrickou.

rotaci.
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Miuizeme tedy shrnout: T¢leso libovolného tvaru a rozlozeni hmotnosti mtze byt uvedeno do stavu
rotace kolem volné osy za predpokladi, ze

1. Volna osa bude prochazet tézistém
2. Volna osa bude jednou z hlavnich os setrva¢nosti
3. Rotace bude rovhomérna.

Zbyva jeste otazka, zda takova rotace bude stabilni, tj. zda pii malém vychyleni volné osy se tato
bude vracet do piivodni polohy. V teoretické mechanice se dokazuje, Ze u téles, kterd maji vSechny tii
hlavni momenty setrvacnosti rizné, bude moznd stabilni rotace pouze kolem osy s nejvétSim a
nejmensim momentem setrvacnosti. U symetrickych téles, kterd maji dva hlavni momenty
setrvacnosti stejné, nastane stabilni rotace pouze kolem osy s vétSim momentem setrvacnosti. T¢leso
bude mit snahu rozmistit hmotu co nejdale od osy rotace.

Tento zajimavy jev mizeme pozorovat pii rotaci valce. Rozto¢ime-li jej kolem osy jeho symetrie,
bude zaleZet na poméru jeho vysky a poloméru podstavy. Vysoky, podlouhly vélec nebude rotovat
stabilng, ale bude se snazit piejit do rotace v roviné kolmé k ose.®” Nizky, kratky valec (kotouc) stabilng
rotovat bude. Ztejmé existuje ur€ity pomér vysky a poloméru podstavy, kdy se valec stane kulovym
setrvacnikem a pak bude rotovat stabilné kolem kterékoliv osy prochézejici tézistém.

4.2.4 Fyzické kyvadlo
Dulezitym ptipadem rotace télesa kolem (pevné) osy je pohyb fyzického kyvadla. Pod fyzickym

Wt v

osy dané¢ho sméru. Vzhledem k tomu, ze matematické kyvadlo, o némz jsme mluvili v kap. 2 je pouze
urcitou idealizaci, a redlna kyvadla jsou vzdy fyzicka, je tieba odvodit vztahy, které plati pro kyvani
kyvadla fyzického. Fyzické kyvadlo je dulezitym nastrojem fyzikd, zejména k méfeni tihového
zrychleni a jeho slozZek, slapovych sil, uplatiiuje se v gravimetrii, seismografii 1 jinde.

Vvt

A%

kyvy, mizeme zapsat energii fyzického kyvadla jako

E :%MIZ(/)Z +%(I1C082a+ I2c052ﬂ+ I3c052;/)¢2 +%|\/|g|g02 . (4.46)

To je ovSem energie harmonického oscilatoru s periodou

MIZ +1,cos? a+1,c0s% B +15c08>
T=27z'\/ +l,cos“a+1,c08” f+15c08° y . (4.47)

Mgl

57V/zpomenme na pohyb akrobatky, ktera zacne rotovat ve svislé poloze.
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Obycejné vSak nastava jednodussi situace, kdy jedna z hlavnich os setrvacnosti je rovnobézna s
osou rotace a druhé dvé k ni kolmé: a = 7/2, f = n/2, y = 0. Necht’ moment setrvacnosti vzhledem k
ose prochazejici té€zistém I3 = | a moment setrvacnosti

obr. 4.17 obr. 4.18
obr. 4.19

vzhledem k ose rotace podle Steinerovy véty I*= | +M I?. Pak se perioda zjednodusi na

2 *
T:Zm/MI o (4.48)
Mhl Mgl

Redukovanou délkou fyzického kyvadla Ir nazyvame délku matematického kyvadla, které kyve s
touz periodou. Je zfejme

CMIEZ1

! Sy
Ml MI

(4.49)

Na obr. 4.19 je znazornéna zavislost étverce periody na vzdalenosti |, tedy funkce (MI? + 1)/Mgl. Je

Vv v

2%

’ (e
Inin = M 2 (4.50)

tedy pravé polovina redukované délky. Redukovanou délku kyvadla mizeme tedy urcit jako
dvojnasobek délky Imin. Minimalni doba kyvu pak je

tedy bude kyvat nejrychleji. Je to

41

> . (4.51)
Mg

Tmin =4

Funkce na obr. 4.19 je ovSem suda a ob¢ Casti této funkce jsou vzdaleny pravé o redukovanou
délku. Vidime, Ze pro danou periodu T > Tnin existuji pravée ¢tyii zplisoby zavéseni kyvadlo, vzdy dve
symetrickou, pii nichz je doba kyvu stejnd, bude vzdalenost téchto os rovna redukované délce. Takové
dv¢ osy se nazyvaji sdruzené.

Vyhledavéani sdruZenych os se provadi pomoci reverzniho kyvadla (obr. 4.18). Reverzni kyvadlo
je kovova ty€ s dvéma rovnob&Znymi osami otaceni, které jsou realizovany dvéma trojbokymi hranoly
obracenymi ostiim proti sob¢. Po ty¢i se mize pohybovat zavazi, jehoz posouvanim ménime polohu
kyvadlo kyvalo kolem obou os se stejnou periodou, ptedstavuje jejich vzdalenost redukovanou délku
kyvadla. Pak mizeme z této periody urcit napiiklad tihové zrychleni ze vztahu
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2
g7l (4.52)

4.3 Setrvacniky

Shrneme nyni poznatky o pohybu setrvacniki, tedy o obecné rotaci tuhého télesa kolem daného
bodu. Vime, ze okamzitd osa rotace muze pfitom menit sviij smeér jak v prostoru, tak v télese. Budeme
opét pouzivat dvou vztaznych soustav S, S’, jedné inercidlni a druhé spojené s rotujicim télesem, pfi
¢emz ob¢ budou mit tyz pocatek. Pfipomeneme, Ze setrvacnik podle symetrie mize byt

1. kulovy I1 = 12= I3, elipsoid setrvacnosti je kulova plocha

2. symetricky 1, =1, # |3, elipsoid setrva¢nosti je rotacni

3. asymetricky vSechny tfi hlavni momenty setrvacnosti riizné, elipsoid setrvacnosti je trojosy
4. rotator I, =1,, 13=0, elipsoid setrva¢nosti degeneruje v kruznici.

Podle toho, zda na setrvacnik plisobi momenty vnéjSich sil, rozeznavame setrvacnik volny a tézky.
Volny setrvacnik je bezmomentovy, pod té¢zkym setrva¢nikem rozumime pohyb setrvaéniku v tthovém
poli.

Zatimco uloha o volném setrvacniku je feSitelnd analyticky (,,v kvadraturach®) za pouziti zakont
zachovani momentu hybnosti a energie, uloha o tézkém setrvacniku mize byt vyfesena jen v nékterych
specialnich piipadech. Jsou to:

a) Uloha Eulerova - piipad vyvazeného setrvaéniku s nehybnym t&zistém

b) Uloha Lagrangeova - pfipad symetrického setrvagniku s pevnym bodem na hlavni ose rotace
Z’ pod téZistém (pohyb détského vicku v tthovém poli)

c) Uloha Kovalevské - specialni ptipad pohybu symetrického setrvaéniku, ktery ma l1 = 1= 2lza

pevny bod v rovin€ X', Y.

Nejdtive se budeme zabyvat volnym setrva¢nikem. Jde-1i o setrvacnik kulovy nebo rotator, je tloha
snadnd. Plati totiz

L=1Q=konst , odkud Q=Kkonst. (4.53)

Volny kulovy setrva¢nik muze tedy byt v klidu nebo vykonavat Cisté rotaéni rovnomérny pohyb
kolem kterékoli osy prochazejici tézistém. Rotator mize vykonévat takovy pohyb kolem osy kolmé k
pfimce rotatoru. Rotatorem miZe byt ¢inka, tenka ty¢ apod.

M¢jme nyni volny symetricky setrvacnik (obr. 4.20). Plati
L:I_:IJ_Q].' LZZIlQZ' Ll:|3Q3 (454)

(soutadnice vektord 1, 2, 3 se rozumi v hlavnich osach setrvac¢nosti X, y’, z"). Vektory momentu
hybnosti, thlové rychlosti a osy rotace z" maji tedy obecné v kazdém okamziku rGzny smér. Protoze
se zachovava smér momentu hybnosti, mizeme zvolit v jeho sméru osu zZ inercialni vztazné soustavy.
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Vektory L a z" ur¢uji rovinu, v niz mizeme vést osu X". Fixujeme tedy polohu setrva¢niku v okamziku,
kdy je osa y” kolma k nakresn¢. Pfitom ovSem L= 0, a tedy i Q2= 0.

Odtud plyne, Ze tii vektory L (0sa z), Q a 0sa z" lezi v kazdém okamziku v jedné roviné. Body na
ose z' maji v kazdém okamziku rychlost v =Q x r. To je mozné pouze tak, Ze osa z’ opisuje kolem
sméru vektoru L kuZelovou plochu s konstantnim vrcholovym thlem 6, kterému se tiké& nutacni uhel.
Takovy pohyb osy rotace kolem nehybného sméru v prostoru nazyvame precese osy rotace v
prostoru. Protoze nutacni uhel zlstava staly, nazyva se takova precese regularni. Volny symetricky
setrva¢nik mize tedy konat rovnomeérnou rotaci kolem osy z” a soucasné reguldarni precesi kolem osy
Z,

Vektor thlové rychlosti  musi zlstavat v roviné z, ', a tedy musi téZ opisovat kuzelovou plochu
kolem vektoru L. Tento kuZel se nazyva herpolhodiovy.*® Vime vsak, Ze vektor Q opisuje polhodiovy
kuzel kolem sméru z’. Pohyb tedy musi probihat tak, ze oba

obr. 4.20 obr. 4.21

kuzele se po sobé vali a thlova rychlost lezi v dotykové piimce (viz obr. 4.21). Podle Poinsotovy véty
1ze kazdy otacivy pohyb kolem pevného bodu vytvotit valenim polhodie po herpolhodii.>®

Vratme se nyni k obr. 4.20, z n¢hoZz mzeme urcit thlové rychlosti precese v prostoru i v télese.
Uhlovou rychlost télesa Q miizeme rozlozit do slozek v hlavnich osach setrvaénosti X', z". Slozka Q4

pak udava konstantni thlovou rychlost rotace

L
_Ls _Lcoso = konst .

Qi =
I3 I3

Vektor uhlové rychlosti v§ak také miizeme rozlozit do slozek ve sméru os z, z'. Slozka do kazdého z
téchto smérii vyjadiuje tu ¢ast rotacniho pohybu, pii némz se dany smér nemeéni. Slozka do sméru z
tak udava thlovou rychlost precese v prostoru €p, slozka do sméru z” thlovou rychlost precese v télese
wp. Z obr. 4.20 mame

0 =—2__bL _Lsind L. (4.55)
sin@ 1;sin@  l;sin@ |

Touto thlovou rychlosti opisuje vektor tthlové rychlosti a osa rotace télesa precesni kuzel kolem
pevného sméru v prostoru L. Uréime nyni precesi v télese:

Lcosd L oso=Lcosgli=ls_ I1—I393 : (4.56)

L, 0 1, l,

w, =Q3-Q,c080=

58 Recky herpo = plazim se
59 Nazvy zaved| pravé Poinsot [puanso].
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Tento vysledek jsme vSak jiz odvodili z Eulerovych setrva¢nikovych rovnic jako (4.44).

Ptipad obecné¢ asymetrického setrvaéniku, volného nebo vyvazeného (Eulerova uloha), je sice
analyticky feSitelny, ale vede na eliptické integraly. Dilezité je, ze trajektorie takového pohybu neni
uzaviena, ze se takovy setrvacnik nikdy nevraci do ptivodni polohy.

Vsimnéme si jesté ulohy o tézkém symetrickém setrvacniku (Lagrangeova tuloha). Je to
optfeny hrotem o podlozku. Také tato tloha je analyticky feSitelna a vede na eliptické integraly; feSeni
1ze nalézt v monografiich o teoretické mechanice. V daném ptipadé netvoii jiz setrvacnik izolovanou
soustavu a vektor momentu hybnosti se nezachovava. Laboratorni inercidlni vztaznou soustavu
muzeme nyni zvolit tak, aby osa z mifila proti sméru vnéjsSiho tihového pole. Ukazuje se, Ze vektor
momentu setrvacnosti bude nyni opisovat precesni kuzel kolem nehybné osy z. Protoze vSak zaroven
bude osa rotace opisovat rovnéz precesni kuzel kolem sméru L nebude precese v prostoru regulérni,
ale nutacni thel se bude periodicky ménit. Tézky symetricky setrvacnik bude tedy konat soucasné tfi
pohyby: rovnomérnou rotaci, (neregularni) precesi a nutaci. Ruzné piipady nuta¢niho pohybu
vidime na obr. 4.22.

Zvlastnim piipadem pohybu té€zkého symetrického setrva¢niku s pevnym bodem pod tézistém je
piiblizeni tzv. rychlého setrva¢niku. Rotuje-li setrva¢nik rychle, bude kineticka energie jeho
rotaéniho pohybu mnohem vétsi nez energie jeho pohybu precesniho a o ni predpokladame, Ze je opét
bodu opory | a nuta¢ni thel vzhledem k pevnému sméru #, mlzeme zapsat energii takového
setrvacniku jako

E :%I3§2§+%If(ﬂf +Q§)+ Mgl cosn

(prvky momentu setrvac¢nosti oznac¢ené hvézdickou jsou vztazeny k pevnému bodu na podlozce), kde
prvni ¢len je mnohem vétsi nez druhy a ten zas mnohem vétsi neZ treti. obr. 4.22

Téleso ptitom rychle rotuje kolem osy z’, ta kona pomalou precesi s malym nuta¢nim thlem kolem
sméru L a vektor L pak velmi pomalou precesi v tthovém poli. Vysledkem je, ze precesni kuzel
vytvofeny v tihovém poli je jen velmi mirné zvInén, takZe precese je témét regularni. Rikame ji
pseudoregularni precese. Jak uvidime, takovou pseudoregularni precesi kona pravé nase Zemé v
tihovém poli Slunce a Mésice (lunisolarni precese).

Situaci mizeme dobfe ilustrovat na pohybu znamého détského vi¢ku. Postavime-li jeho osu svisle
a rozto¢ime, mohl by vl¢ek konat Cistou rotaci. Poruchy vSak zptlsobi, ze se jeho osa mirn€ nakloni a
osa vicku zacne konat precesi kolem svislého sméru. Tato precese bude zpocatku regularni, pak prejde
v pseudoregularni, precesni kuzel se mirn€ zvlni. Vlivem tfeni a odporu prostiedi za¢ne vicek ztracet
svou rotacni energii a pfestane byt rychlym setrva¢nikem. Precese ptejde v neregularni, vykyvy vicku
se za¢nou zvétSovat, az nakonec dopadne na podlozku.

Urc¢ime uhlovou rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku (obr. 4.23). Z druhé véty impulsové
mame

dL
—=N=lz,xMg .
dt o x M(g
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Vektor zo je jednotkovy vektor ve sméru osy z'. Protoze tento vektor kona rychlou precesi kolem
vektoru L (ve srovnani s rychlosti precese vektoru L v tihovém poli), miuZzeme ho vystiedovat a
nahradit vektorem

A z%cosé’ :

Pak dostaneme

dL Ml cosé@
""" gxL . 457
m 9 (4.57)
Rovnice
dL
—=Q.xL 458
at t X ( )

obr. 4.23 obr. 4.24

vsak vyjadiuje, ze vektor L kona v inercialni soustavé rotani pohyb tthlovou rychlosti €. Pro tthlovou
rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku jsme tak dostali

_ Mlcosfdg MIgcosZG _Mlg

Qt
L 1,0, 1,0

(4.59)

Ptredpokladali jsme, Ze thel 4 je velmi maly a tthlova rychlost rotace ma pievazujici sloZzku ve sméru
osy z’ (cosé = Ls/L).

Na pohybu tézkého rychlého setrvacniku Ize demonstrovat tzv. gyroskopicky efekt. Na obr. 4.24
je tézky setrvacnik opfeny spodnim hrotem na podloZce a s osou rotace ve vodorovné poloze. Zda se

vvvvv

momentem r x F mificim vodorovné, kolmo k vektoru momentu hybnosti. Tedy

d—L:N=r><F=Qt><L
dt

a zména vektoru momentu hybnosti leZi ve vodorovné roviné. Tento vektor se otaci kolem svislého
sméru. Téleso se dava do pohybu nikoli smérem plisobici sily, ale kolmo k nému. Nespadne, ale musi
konat precesni pohyb.

Nakonec jeste shrneme pohyb Zemé jako symetrického setrvacniku. Vime, ze Zeme kona rotacni pohyb kolem své osy
symetrie s periodou jednoho dne. Tato osa vykonava volnou regularni precesi kolem sméru momentu hybnosti s periodou
14 mésicti. Nutacni thel je pfitom velmi maly, u polu €ini vychylka fadové 10 metrl. Astronomové ji vSak pfesto mohou
zmétit, protoze jakakoli zména sméru osy zemskeé rotace se projevi na zdanlivém pohybu oblohy a zméné polohy svétového
severniho polu.
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Dale kona Zemé pseudoregularni precesi v tthovém poli nebeskych téles. Tato lunisolarni precese probiha s velkym
nuta¢nim uhlem (23,5°), ale s periodou 26 000 let. Tomuto obdobi se fika platonsky rok. Béhem ného mifi zemska osa na
riznd mista na obloze a svétovy pol se tak posouva. Stafi Egyptané urCovali na obloze sever podle hvézdy Thuban v
souhvézdi Draka. My se dnes orientujeme podle Polarky, za 10 000 let bude ukazovat sever hvézda a—Cygni v souhvézdi
Labuté, za 14 000 let Vega a za 26 000 let opét Polarka.

Precese zemské osy se projevuje t€Z posouvanim jarniho bodu, tedy mista na obloze, kde se nachazi
Slunce v den jarni rovnodennosti. Lezi ve sméru prasecnice roviny ekliptiky a roviny svétového
rovniku, ktera se naklani. Vlivem lunisolarni precese se jarni bod posouva o 50,41 za rok smérem k
Slunci, pii planetarni precesi o0 0,12"" za rok od Slunce a pii tzv. geodetické precesi (efekt specialni
teorie relativity) 0 0,02"" za rok, rovnéz od Slunce. Vedle toho Mé&sic zptisobuje nutaé¢ni pohyb zemské
osy s periodou 19 let.

Priklady
4.1  Ctyfi éastice o hmotnostech mi =1 g, mx=2 g, m3=3 g, M4=4 g, jsou spojeny nechmotnymi
pevnymi ty¢kami délky 10 cm do usporadani na obr. 4.25. Urcete polohu tézisté téchto téles.
[a) xs=20 cm, b) Xs=5 cm, ys=7 cm, ¢) xs=1 cm, ys=2 cm, zs=3 cm]

A%

4.2  Urcete polohu t€zisté tenké tycky délky I, jejZ linearni hustota linearné vzrista od 71 do

X _I_Tl+2T2
= -——=
3 T1+T2

2.

4.3  Urcete polohu téZiSt¢ homogenniho rota¢niho kuzele.
[ve vzdalenosti 3/4 vysky od vrcholu)
4.4  Castice téze hmotnosti m jsou umistény v rozich krychle a spojeny pevnymi
nehmotnymi tyckami délky a. Urcete moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k télesové

uhlopfticce krychle.

[ = 4ma?]

obr. 4.25

4.5  Urcete moment setrvacnosti ty¢ky délky | a hmotnosti m rotujici kolem osy kolmé k
tyCce a prochazejici a) jejim koncem, b) ve vzdalenosti /4 od konce.

[I :lml2 | :lmlz}
3 48

4.6  Vypocitejte moment setrva¢nosti homogenniho dutého valce o polomérech ri, 2 a
hmotnosti M vzhledem k jeho ose rotacni symetrie.
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[I :%M (r12+r22)}

4.7  Je dan homogenni valec vysky h a poloméru podstavy R. Jaky musi byt pomér h/R, aby
tento valec byl kulovym setrva¢nikem?

2]

4.8  Urcete, s jakym zrychlenim bude klesat k zemi (a opét stoupat) hracka zvana jojo a jakou
silou bude napinéno vlakno (obr. 4.26).
42,7, <Lng

3 3

4.9  Urcete, jakou rychlosti bude klesat védro s vodou o hmotnosti m, jehoz zavés se odviji
z rumpalu hmotnosti M a poloméru r (obr. 4.27)
ey
2m+ M

410 Urcete kinetickou energii obruce, plného vélce a koule, které se vali po roviné
postupnou rychlosti v.

[mvz, Emvz, lmvz}
4 10

411 Navodorovném homogennim kotouci hmotnosti M a poloméru R (kolotoci) stoji ¢lovek
hmotnosti m ve vzdalenosti r od svislé osy prochazejici sttedem kotouce, ktery se muze otacet bez
tieni. Jak velkou uhlovou rychlosti se bude otacet kotouc, ptjde-li ¢lovék po kruznici poloméru r
opsané kolem stfedu kotouce relativni rychlosti v vzhledem ke kotouci?

mvr

;MRZerr2

obr. 4.26 obr. 4.27
obr. 4.28

4.12 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se za¢nou valit po naklonéné

roving o sklonu «a, a klesnou pfitom o vysku h.
4 10
—hg, ,/—h
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4.13 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se zacnou valit po naklonéné
roviné o sklonu a, za stejnou dobu t.

thsina Egtsinoz}
3 7

4.14  Atwoodiv padostroj. Ptes kladku piedstavujici kotou¢ o momentu setrvacnosti | jsou na
nehmotném zévésu zavésena dvé bfemena, Z jedné strany bfemeno hmotnosti mi, z druhé strany
bfemeno o hmotnosti mz. Zaveés na kladce neprokluzuje. S jakym zrychlenim bude klesat tézsi
bfemeno?

m;—m
a=—m—My 4
;

4.15 Po naklonéné roving svirajici s vodorovnou rovinou uhel a se vali bez prokluzovani plny
homogenni valec. Urcete a) velikost sily smykového tfeni vélce na naklonéné roviné, b) maximalni
uhel o, pti némz se valec bude jesté valit bez prokluzovani, je-li koeficient smykového tieni f.

{Fst :%mgsina, t9 & max :3f}

416 Homogenni difevéna ty¢ délky | = 40 cm a hmotnosti M = 1 kg se muze otacet kolem
osy, kterd je k ni kolma a prochazi t€zistém. Na konec ty€e narazi stfela hmotnosti m = 10 g rychlosti
200 m.s ! ve sméru kolmém k ose i ty¢i. Uréete tthlovou rychlost e, kterou nabude ty¢, jestlize v ni
stfela uvazne.

w=—0M _9g5s1
(M +3m)|

4.17  Jakou rychlosti musi narazit stfela hmotnosti m kolmo na spodni konec svisle zavéSené
ty¢e hmotnosti M a délky I, aby ji vychylila o tthel 90° ? Stiela v ty¢i uvizne.

ol

418 Tenka homogenni ty¢ hmotnosti M a délky | kyva kolem osy, ktera je k ni kolma a
prochazi jejim hornim koncem. a) Urcete periodu malych kyvi. b) Existuje na ty¢i misto, do kterého
mizeme piipevnit t€leso malych rozmérd (hmotny bod) o znaéné hmotnosti, aby se doba kyvu

nezmeénila? Kde?
21 . ) . 2
[T=27 35 je vzdaleno od bodu zavésu o §I
g
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4.19 Fyzické kyvadlo hmotnosti M je vytvofeno ze dvou
stejnych tyc¢i délky | spojenych do tvaru T. Pfitom mize kyvat zavéSeno
za spodni konec dvéma zplisoby: a) v rovin¢ kolmé k rovin¢ técka, b) v
rovin¢ técka (viz obr. 4.28). Urcete periodu malych kyvl v téchto

ptipadech.
T=2x gl, T=2x El
18 ¢ 18 ¢

4,20 Plny homogenni kotou¢ poloméru r = 10 cm kyva
kolem osy, ktera prochazi jeho okrajem a je kolma k ose kotouce. Urcete redukovanou délku tohoto

kyvadla.
{Ir :Er :15cm}
2

obr. 28
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5. Mechanika kontinua

5.1 Mechanika pruzného télesa

5.1.1 Matematicky popis pohybu kontinua

Uvadeéli jsme, ze dokonale tuha télesa neexistuji, Ze je to jen idedlni fyzikalni model. Ve skutecné
1ze kazdé t€leso deformovat; ptitom vzajemné vzdalenosti hmotnych bodi tvoticich téleso neziistavaji
stejné. Protoze téleso muze byt tvoreno velkym poctem hmotnych bodii, ma takova mechanicka
soustava nekone¢ny pocet stupna volnosti a vyzaduje jiny matematicky popis nez soustavy s konecnym
poctem stupiii volnosti. Jeji pohyb popisuji parcidlni diferencidlni rovnice.

Omezime se pouze na malé deformace téles vyvolané pusobenim vnéjsich sil. Prestanou-li tyto
vngjsi sily pusobit, téleso se opét vraci do pivodniho stavu. V takovém ptipadé nazyvame téleso
pruznym, elastickym. ®°

Existuji i pevna télesa jinych vlastnosti - jestlize je téleso tvarné a po deformaci zistava ve
vysledném stavu, nazyvame je plastickym. Je-li deformace pfili§ velkd, mize dojit k poruseni spojitosti
t&lesa, dislokaci. ®! Redlna t&lesa se obyéejné chovaji v nékterych podminkach jako pruzna, v jinych
jako plastickd a mohou mit i dals$i mechanické vlastnosti, jimiz se zde nebudeme zabyvat. Podotknéme
jen, ze studium mechanickych vlastnosti materiali ma obrovsky vyznam pro moderni techniku a vedle
fyzikalni teorie elasticity se pritom uplatituje i teorie plasticity, teorie dislokaci, lomova mechanika a
dalsi obory.

Pruzné téleso jako zvlastni ptipad pevného télesa budeme povazovat za spojité, kontinualni. Vedle
pevnych latek vSak zname i jina spojita prostiedi tvofena naptiklad kapalinami nebo plyny. Na rozdil
od pruznych téles kapaliny méni snadno svij tvar, zaujimaji tvar nddoby, ale malo méni svlij objem
(jsou malo stlacitelné). Plyny pak se vyznacuji velkou stlacitelnosti a snaZi se zaplnit vZdy cely objem,
ktery maji k dispozici. Kapaliny a plyny zahrnujeme pod spole¢ny nazev tekutiny. Pies tyto rozdily
muzeme vSechny tyto pfipady zahrnout pod jeden pojem kontinua a popisovat je jednotnym
matematickym zptisobem. Charakter kontinua, spojitého prostfedi, ma i pole, napiiklad
elektromagnetickeé ¢i gravitacni. Prestoze teorie relativity a kvantova fyzika ukédzala na nékteré zasadni
rozdily mezi polem a latkovym prostfedim, md i matematicky popis poli spole¢né rysy s popisem
kontinua.

V mechanice kontinua nam tedy ptjde o

1. pruzna télesa

2. tekutiny
a) kapaliny
b) plyny

60 Ani dokonale pruzna télesa neexistuji. Po deformaci se téleso jiz nikdy nevraci do plvodniho stavu, mala zbytkova deformace
vzdy zUstava.
61 Rozliseni téles na pruzna, plasticka a kiehkda provedl| poprvé v 17. stoleti esky védec Jan Marek Marci.
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Ke studiu pohybu kontinua Ize v zasad¢ pouzit dvé metody. Mizeme rozdélit kontinuum na
jednotlivé hmotné body (elementy objemu) a sledovat jejich pohyb - to je metoda Lagrangeova.
Muzeme se se ale také zaméfit na jednotlivé body prostoru a sledovat pohyb stiidajicich se hmotnych
bodi kontinua, které do téchto bodu prostoru vstupuji; to je metoda Eulerova. Muzeme si piedstavit,
ze Lagrange a Euler zkoumaji pohyb vody v fece. Lagrange pfitom hazi do vody plovouci téliska, bézi
po biehu a sleduje jejich pohyb. Euler naproti tomu sedi na bfehu feky a mapuje rychlost vody v
jednotlivych mistech. Pfi studiu pohybu pruzného télesa, kdy se hmotné body pfili§ nevzdaluji ze svych
poloh, je ziejmée vyhodné€jsi metoda Lagrangeova, pii zkoumani pohybu tekutin mtze byt vyhodné;jsi
metoda Eulerova.

Ptejdeme nyni k matematickému popisu deformace a pohybu kontinua. Na obr. 5.1 mame dva
blizké hmotné body tvofici kontinuum A, B s polohovymi vektory r, r + dr. Pti deformaci se bod A
presune o vektor 1 %2, kterému fikame vektor posunuti, a zaujme novou polohu r’. Bod B se posune o
1) + dn bude mit polohovy vektor r” + dr’. Vyjadiime nové polohové vektory bodi A’, B” ve slozkach:

A Xi =X+, B Xj+dx =x; +dx; +7; +dr; .

Vektor posunuti ) je obecné v kazdém bod¢ télesa riizny, je funkei souradnic. Vyjadiime nyni posunuti
bodu B nekone¢né blizkého k bodu A a vyuzijeme pfitom Einsteinova sumac¢niho pravidla:

ox; 3

J
. on; . on;
:ni+ 1 %4_& +1 %_ﬂ dxJ
2|\ Oxj 0% 2\ OXj  OX

(pticetli jsme a zaroven odecetli Orj/Oxi ).

mi (% +dx ) =i (%) + dogi () =mi (x; ) +
(5.1)

Posunuti bodu B lze tedy rozlozit na tii ¢asti. Prvni z nich, #ije zfejmé stejné jako posunuti bodu A
a jde tedy o spole¢nou translaci obou bodu. Lze ukazat, ze tieti ¢ast vyjadiuje pootoceni bodu B kolem
bodu A beze zmény vzdalenosti mezi nimi, tedy rotaci.

Antisymetricky tenzor _1fan; 0nj
i =2\ ox PO

2
Ize vyjadtit pomoci axialniho vektoru ¢, kterému se fika dualni, vztahem
?Pij = —¢ijkPk

(ijx je Levi-Civitav tenzor). Potom

@ijdx; :_gijk([’kdxj :gijk¢jdxk =(q)><dr)i ,

62 Casto oznacovany té7 ~u.
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kde @ je vektor malého tthlu pootoceni.

ProtoZe ani prvni ani teti ¢len (5.1) neméni vzdalenost mezi body A a B, musi deformaci vyjadiovat
¢len druhy. Pfislusny symetricky tenzor

. 0n;
e _1jom  °nj (5.2)
2 8XJ 8Xi

proto nazveme tenzorem malych deformaci.

Pro posunuti bodu B v blizkosti bodu A tedy mame
Ui(xj+dxj):77i(xj)+5ijk¢jdxk +eijde (53)
a oznaCime-li rychlosti translace, rotace a deformace v;, @;, €;;, dostaneme rychlost bodu B

Vi (X +dx; ) =Vi (X ) + igeerjdx + X (5.4)

V blizkém okoli daného bodu lze pohyb kontinua rozloZit na pohyb translaé¢ni, rota¢ni a
deformacéni.

Uvedené tvrzeni se n¢kdy nazyva Helmholtzova veta.

5.1.2 Tenzor malych deformaci

Vsimneme si nyni blize vlastnosti tenzoru malych deformaci (5.2). Pfedev§im ur¢ime, jak se pfi
deformaci zméni vzdalenost bodi A a B. S presnosti prvniho fadu dostaneme

dI'2 —d1? = dxjdx] —dx;dx; = (dx; +dz; )(dx; +dm; ) —dx;dx; = dpidx; +drpdx; =

. . on;
z%dxkdxi +?dedXi :{—'F%dej'dxk =2€jkdeka f
X.

OX i OX  0X;

nebot’ s¢itaci index si miizeme oznacit jak potfebujeme (pokud neni uz v daném ¢lenu pouZzit).

Vyjadiime nyni relativni zménu vzdalenosti bodi A a B, opét v pfibliZzeni malych deformaci, kdy
dl’=dl:

di'2—dI?  dl'+dldl’—dl __dI'—dl dx; dx,
= z2 :2ejk——
di? dl - dl dl dl dl

Uvazme nyni, ze bod B se pfiblizi nebo vzdali od bodu A ve sméru osy X. Potom relativni zména
jejich vzdalenosti (prodlouZeni nebo zkraceni) bude

dl’'—dl
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Diagonalni prvky tenzoru malych deformaci maji tedy nazorny fyzikélni vyznam - piedstavuji
relativni prodlouZeni nebo zkraceni ve sméru souradnych os.

Vedle Cistého zkraceni nebo prodlouzeni vzdalenosti dvou bodi mutize v okoli bodu A dojit 1 k
deformaci smykové. Mame-li v blizkosti bodu A body B a C lezici na osach x a 'y, takze usecky AB, AC
sviraji pfed deformaci pravy thel, mize se stat, ze po deformaci se tento pravy thel zméni a tyto usecky
budou svirat s osami X a y malé smykové tihly a1, az. Lze dokézat &, Ze nediagondlni prvky tenzoru
malych deformaci €;;, I # ] jsou pravé rovny polovinam piislusnych smykovych thla.

Ditlezitou charakteristikou tenzoru, invariantem, je jeho stopa, soucet diagonalnich prvku.
Ukéazeme, Ze stopa tenzoru malych deformaci je rovna relativni zméné objemu pii deformaci. Méjme
objem ve tvaru kvadru o stranach Iy, Iz, I3, V = lil2ls, leZicich v soufadnych osach. Po deformaci se
objem kvadru zméni na

V’ = |1(1+ 611)|1(1+ 822)|1(1+ 633) ~V (1+ ell +622 +633) ,

takze relativni zména objemu (tzv. kubickd dilatace)

V'-V
6=T=e11+922+e33:e“:Speij . (56)

Diagonalni prvky tenzoru malych deformaci vyjadiuji tedy relativni prodlouzeni nebo zkraceni
vzdalenosti podél soutadnych os, nediagondlni prvky odpovidaji polovicnim smykovym thlim a stopa
udéava kubickou dilataci. Deformace télesa mize byt tvarova, objemova nebo tvarova i objemova.
Pokud se méni pouze tvar télesa beze zmény objemu, bude kubicka dilatace 6 = 0.

Tenzor malych deformaci je symetricky a jako takovy muze byt znazornén symetrickou
kvadratickou plochou, kvadrikou

Takovym kvadrikam se fika Cauchyho % kvadriky deformaci. V kazdém bodé télesa lze vést tii
kolmé sméry, hlavni osy deformaci takové, Ze tenzor malych deformaci ma v téchto osach diagonalni
tvar:

eg 0 O
0 e O
0 0 e

Diagonalni prvky e1, €2, €3 se nazyvaji hlavni deformace a vyjadiuji zkraceni a prodlouZeni ve
sméru hlavnich os. Mohou tedy byt jak kladné tak zaporné. V hlavnich osach zapiSeme tedy rovnici
Cauchyho kvadriky deformaci

63 Viz napfiklad Brdi¢ka M.: “Mechanika kontinua”, NCSAV Praha 1959
64 Cti késiho.
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X2 +e,x% +egx? =1 . (5.8)
Pak mtzeme rozliSovat nékolik ptipadi:

1. e1>0,e2>0,e3>0 - na pravé stran¢ (5.8) musime vzit +1, dochazi k vSestrannému roztazeni
télesa

2. €1<0,e2<0, e3<0 - na pravé strané (5.8) musime vzit -1, dochazi k vSestrannému stlaceni
télesa

V obou téchto ptipadech predstavuje Cauchyho kvadrika trojosy elipsoid.

3. e1>0,e2>0, e3< 0 - na pravé stran¢ (5.8) mizeme vzit bud’ +1, pak dostdvame rovnici
jednodilného hyperboloidu, nebo —1 a mame rovnici dvojdilného hyperboloidu. Ptipad lze
samoziejm¢ obmenit i pro ostatni souradné osy.

4. e1<0, e2<0, e3> 0 - ptipad je obdobny piedchozimu, pouze oblasti stlaceni a roztazeni jsou
vyménény.

Tteti ptipad je zndzornén na obr. 5.2. Ve smérech na dvoudilny hyperboloid dochézi ke stlaceni
télesa, ve smérech na jednodilny hyperboloid k jeho roztazeni. Oba hyperboloidy jsou oddéleny
asymptotickym kuzelem. Deformace ve smérech lezicich v této kuzelové ploSe jsou €isté smykové.

Rovnici Cauchyho kvadriky miZeme normovat tak, aby nam udavala velikost a smér deformace.
Necht’ r je délka privodice k prislusné kvadrice. Potom

X.
r:,\’XiXi f Ar: ! AXi

Xi X

a relativni prodlouzeni

(mala deformace ve sméru Xi je AXi = €jjXj ). Z rovnice kvadriky pak dostaneme pro relativni
prodlouzeni ve sméru pravodice podle (5.7)

(5.9)

Lze ukazat, Ze smér tohoto prodlouZeni (zkraceni) je dan smérem normaly ke Cauchyho kvadrice.

5.1.3 Tenzor napéti

Zabyvejme se nyni silami, které vyvolavaji deformaci téles. Tyto sily mohou byt objemové nebo
plosné. Objemové sily plisobi soucasné na vSechny elementy objemu télesa, pronikaji celym télesem.
Typickou objemovou silou je sila tihova, u elektricky nabitych téles naptiklad sila elektrostaticka.
Zavedeme-li objemovou hustotu sily f, mizeme zapsat vyslednici objemovych sil

F=[fdv, F=]fdv
\% \
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Tak se téleso bude deformovat tihovou silou, je-li naptiklad zavéSeno nebo jinak upevnéno v tihovém
poli. Objemova hustota tihové sily pak je f = pg.

Druhym dilezitym pfipadem jsou sily plosné, piisobici na povrch télesa. Jsou to napiiklad sily,
jimiz pusobi pist na kapalinu, bfemeno zavéSené na konci nosniku nebo moment sily kroutici tyc. Tyto
plosné sily miizeme popsat pomoci vektoru napéti t. Mechanickym napétim rozumime silu vztazenou
k jednotce plochy. Pfitom ovSem zalezi na vzajemné orientaci sily a plochy. Plsobi-li sila ve sméru
normdly k ploSe, mize vyvijet tlak nebo tah, piisobi-li te¢né, vyvolava smyk. Obecné tedy miizeme
vektor napéti rozdélit na dvé slozky, napéti tecné T a normalové N (viz obr. 5.3).

M¢jme tedy malou plosku dS o jednotkovém vektoru normaly n, takze ji miizeme povazovat za
vektor dS = dS n. Abychom vyjadfili napéti v néjakém bodé kontinua, museli bychom v tomto bodé
umistit malou plosku, pro kazdou jeji orientaci udat silu, ktera na ni ptisobi, a tuto silu pak délit
velikosti plosky. Stac¢i nam tedy, abychom ke kazdému vektoru n dokazali ptifadit vektor napéti t. Bez
hlubsiho zdivodinovani mizeme usoudit, ze mezi slozkami obou vektori bude platit vztah

ti:Gijnj . (510)

Lze dokazat, Ze veliGiny aij tvoii prvky tenzoru, a to tenzoru symetrického. Rika se mu tenzor napéti
a pln€ ndm popisuje piisobeni plosnych sil v kazdém bodé kontinua.

ProtoZe tenzor napéti je symetricky, miiZeme jej opét zndzornit kvadrikami, jimZ se fika Cauchyho
kvadriky napéti. Plati o nich totéZ co o kvadrikach deformaci. Kladné diagonalni prvky tenzoru napéti
vyjadiuji tah, zdporné tlak v daném bodé¢, nediagonalni prvky popisuji napéti tecnd, smykova. Opét 1ze
zavést hlavni osy napéti, v nichz pasobi pouze tlak nebo tah. Je-li tlak nebo tah vSestranny, bude
Cauchyho kvadrika elipsoidem. Piisobi-li naptiklad ve sméru osy z tlak a ve sméru druhych dvou os
tah, dostaneme kombinaci dvojdilného a jednodilného hyperboloidu oddélenych kuzelem (obr. 5.2).

obr. 5.3

V hlavnich osach napéti bude mit tenzor napéti diagonalni tvar

O'l O O
O'ij: 0 (o) O
0 0 O3

Veli¢indm o1, 02, 03 se tika hlavni napéti a jejich zadani plné popisuje rozloZeni plosnych sil v
kontinuu.

V tekutinach, kde podle Pascalova zédkona plisobi v kazdém bodé vsestranny tlak p a neexistuji
napéti smykova, ma tenzor napéti v libovolné orientovanych osach tvar

-p 0 O
0O 0 -p



Znaménko minus je voleno proto, Ze veli¢ina p udava tlak tekutiny, tedy reakcni silu proti vnéjSim
silam napéti.

Odvodime nyni obecnou rovnici rovnovahy kontinua. Rovnovaha ziejmé nastane, bude-li
vyslednice vSech vnéjsich sil, objemovych i1 plosnych, a jejich moment nulova. Protoze musi byt v
rovnovaze jak kontinuum jako celek, tak i jejich dil¢i objemy ohrani¢ené dil¢imi plochami navzajem,
musi byt nulova vyslednice plosnych sil na kazdé uzaviené plose v kontinuu. Mlzeme ji zapsat (ve
slozkach) jako ploSny integral

Fip =§ fidS =foyyn;ds =Poyds; .
S S S

Ve vektorové a tenzorové analyze se dokazuje Gaussova véta %, ktera umoziuje prejit od ploiného
integralu pies uzavienou plochu k objemovému integralu ptes objem touto plochou ohrani¢enému. Pro
vektory miizeme tuto vétu zapsat ve tvaru

oF,
ZSFidSi =\£8—X:dv

a pro tenzory

00
gsSaijdsj ZJaT;JdV .

Vyjadiime nyni vyslednici vSech, objemovych i plosnych sil pomoci jediného objemového
integralu a polozime ji rovnu nule:

80”
Fip+Fio =poijdS; + [ fidv = — -+ fifdv=0. (5.12)
S \ \Y J

To je podminka rovnovahy kontinua v integralnim tvaru. Méli bychom jesté¢ zkoumat podminku
nulové vyslednice momentu vnéjsich sil. Ukéaze se vSak, Ze ta bude pro plosné sily automaticky splnéna
diky tomu, Ze tenzor napéti je symetricky. Staci pak uvazovat jen sily objemové. ProtoZze podminka
rovnovahy (5.12) musi platit pro libovolny objem kontinua, musi byt nulova i integrovana funkce a tak
dostaneme parcialni diferencialni rovnici rovnovdihy kontinua ve tvaru

—Uif=0. (5.13)

Abychom nasli jednoznaéné feseni této rovnice, musime ovSem znat i okrajové podminky. Pro tekutinu
v tthovém poli pfejde tato obecnd rovnice rovnovahy na

65V jednoduché podobé jsme se s ni setkali pfi vypoctu gravitacniho pole uvnitf kulové hmoty.
oF; oOF; oF; OF;
- =y 4=
OX; OXj OX; OX;

66 Suma =divE = V. E se nazyva divergence vektoru F, podobné pro tenzor
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0
Y _ 50, 5.14
ox; PYi (5.14)

nebo ve vektorovém tvaru
Vp=p9 . (5.15)

Od rovnice rovnovahy kontinua mtazeme piejit i k obecné pohybové rovnici kontinua vztazenou k
jednotce jeho objemu. Zrychleni jednotky objemu je pak dano druhou derivaci podle ¢asu vektoru
posunuti:

o’ Ooij
om _%% ¢ 516
P ax, T (5.16)

5.1.4 Hookeuv zakon

Zavedli jsme dva tenzory, tenzor malych deformaci €jja tenzor napéti aij, které popisuji deformaci
kontinua a rozlozeni mechanického napéti v ném. Deformace a napéti v kontinuu

obr.5.4 obr.55

spolu ovSem souvisi. Je-li napfiklad téleso vystaveno vnéjsimu tlaku nebo tahu, dojde k posunuti jeho
jednotlivych ¢asti vzhledem k plivodnimu, nedeformovanému stavu a ustavi se nova rovnovaha mezi
vnéjSimi silami a silami vnitfniho napéti v kontinuu.

Uvazujme jednoduchy priklad tenké tyce, ktera je namahana naptiklad tahem. Jeji deformaci pak
1ze popsat jedinym prvkem tenzoru malych deformaci €11 a napéti jako tah podél tyce g11. Pro malé
deformace mizeme ocekavat, ze deformace bude imérna napéti:

011 =E ell . (517)

To je znamy Hooketv zakon v nejjednodussi podobé a konstanta umérnosti E je Youngiiv modul
materialu v tahu.

Piima imérnost mezi deformaci a napétim se vSak udrZi jen pro malé deformace a pii vétSich
hodnotach se bude tato funkce ménit. Tahovy diagram tenké tyce je naznacen na obr. 5.4. Bod A, kde
Hookeuv zakon pfestava platit, nazyvame mez timernosti. Za ni roste napéti pomaleji a od bodu B (mez
kluzu) pokracuje deformace prakticky pfi konstantnim napéti, material jako by tekl. V bodé C (mez
pevnosti) za¢ina dochazet k poruseni tyce. Jeji piiény prufez se rychle zmensuje, napéti klesa a ty¢ se
nakonec ptetrhne.
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Vedle téchto charakteristickych bodi je dilezitd jesté mez pruznosti ohranicujici oblast, kdy je
deformace jest¢ vratnd. Piekroc¢ime-li tuto mez, zustane pii nulovém napéti zbytkova deformace a
zavislost deformace a napéti bude tvofit tzv. hysterezni krivku (obr. 5.5).

vvvvvv

homogenni tyCe tahem. V mezich imérnosti bude Hookelv zdkon pfedstavovat obecny vztah mezi
dvéma tenzory °’

gij = Cijki€u (5.18)

kde Ciju je tenzor ¢tvrtého fadu tvofeny 81 prvky (1), takzvanymi elastickymi koeficienty. Vzhledem k
symetrii tenzor napéti a deformace je vSak mnoho z téchto prvku stejnych a v nejobecnéjsim piipadé
deformace krystalii trojklonné soustavy je tieba znat jen 21 elastickych koeficienti. Tento pocet se
dale snizuje s riistem symetrie kontinua.®® U izotropniho kontinua by se zdalo, Ze vysta¢ime s jedinym
elastickym koeficientem. Ukazuje se vSak, Ze je obecné tfeba udat koeficienty dva, z nichz jeden
popisuje deformaci tvarovou a druhy objemovou. Hookeliv zdkon v izotropnim kontinuu (pruzném
télese) zni

Uij :/15”04'2/18”' . (519)

Koeficienty 4, u se nazyvaji Laméovy koeficienty, pti ¢emz prvni z nich vyjadiuje zménu objemu (0 je
kubicka dilatace) a druhy, oznacovany téz jako G, je modul smyku. Vedle téchto dvou elastickych
koeficient uzivame dale Youngiiv modul, definovany vztahem

E="*"1, (5.20)
€11
Poissonovu konstantu
a2 (5.21)
€11

(vyjadiuje pomér zGzeni a prodlouzeni tyCe) a modul stlacitelnosti

K =-— (5.22)

P

0

(stopa tenzoru deformace je eii = 4, tenzoru napéti aii = —3p.)
Vsechny tyto elastické koeficienty nejsou ov§em nezavislé. Staci znat jen dva z nich a ostatni jsou

tim uz urceny. V tabulkdch obycejné najdeme hodnoty Youngova modulu a (bezrozmérnou)
Poissonovu konstantu pro dany material. Zbylé koeficienty pak ur¢ime ze vztahii

67 Predpoklddame, Ze deformace je homogenni a Ze koeficienty Umérnosti mezi napétim a deformaci nezavisi na
soufadnicich
68 Je dobfe zndmo, jak rozdilné mechanické vlastnosti ma napfiklad dfevo ve sméru rdstu stromu a kolmo k nému.
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Eo E E
ro)(i-20) " " 20v0) " 3(-20) " (5.23)

V tekutinach, kde neexistuji smykové deformace, se situace podstatné zjednodusi, je zde © = 0, E =0,
o =1/2, K = 1. Staci tedy znat jen jeden koeficient, stlacitelnost kapaliny nebo plynu. Nezmirnujeme se
o tom, ze elastické koeficienty zavisi téz na teplot€¢ a na termodynamickych parametrech procesu
deformace (jde-li o deformaci pomalou, izotermickou, nebo rychlou, adiabatickou).

Uloha (Deformace svislé tyée v tihovém poli)

M¢jme ty¢ délky | a prifezu S zavéSenu v tihovém poli (obr. 5.6). Na kazdy jednotkovy objemovy
element tyce ptisobi sila p g. Rozdélime ty¢ na malé vrstvicky délky dz, z nichz kazda se prodlouzi o
dl = e;; dz. Na vrstvicku pfitom pulisobi tiha celé ¢asti ty¢e pod ni p g S z tj. napéti o, = p g z. Podle
Hookeova zdkona

obr.5.6 obr. 5.7

takze celkové prodlouzeni tyce

(e dy_PY (g, Pl
AI_.[OeZZdz_?J‘Ozdz_E.

Kdybychom vzali v tvahu kone¢ny priifez tyce a tesili i rovnice pro deformaci ve sméru kolmém k
ty€i, zjistili bychom, Ze okrajové ptimky tyce prestanou byt svislymi a pro ty¢ kruhového prufezu dolni
podstava piejde v rotacni paraboloid.

Uloha (torze kruhové ty¢e nebo vlakna a torzni kmity)

Mg¢jme ty¢ kruhového prifezu S poloméru R upevnénou dolni podstavou na podlozce. Necht’ na
horni podstavu plisobi kroutici silovy moment N ve sméru osy ty¢e vyvolavajici torzi (krouceni) tyce
(obr. 5.7). Mame urcit vysledny uhel zkrutu. Ziskany vysledek lze uplatnit i na piipad vlakna
zakrucovaného na dolnim konci, naptiklad u torznich vah. Pijde o malou deformaci v tom smyslu, ze
blizké kruhové fezy ty€e kolmé k ose se vzajemné pootoc¢i o maly thel a nebude dochazet k posunuti
ve smeéru osy tyce; deformace bude tedy Cist¢ smykova. To plati ov§em jen pro ty¢ kruhového pritezu.
Vysledné zkrouceni tyée nemusi byt malé; bude totiz tmérné délce ty&e. Uhel zkrutu na jednotku délky
ty€e bude konstantni a oznacime ho 7.

Zvolime pocatek soutadné soustavy ve stiedu dolni upevnéné podstavy a najdeme posunuti
n¢jakého bodu v oblasti blizké pocatku. Je-1i polohovy vektor tohoto bodu r = (X, Y, Z) a uhel jeho

pootodeni kolem osy @ =(0,0,¢), bude vektor posunuti 1 = ¢ r = (x, 77y, 0) mit slozky
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Ny =—QY=—TYZ, 1, =@QX=TXZ .

Podle definice tenzoru malych deformaci (5.2) a podle Hookova zdkona pro smyk mame pro nenulové
prvky tenzoru €jj, aij

V kazdém prifezu tyce tedy plsobi ploSny moment sily ve sméru osy [Ni = C_‘Sgi jkXjokdS ]
S

N, =gS(XGyZ —yaxz)dS =ru45(x2+y2)d8 =r,u<J5r227rrdr :r,uﬂTF\’4 :
S S S

Tento moment je vyvolavan silovym plsobenim na horni podstavu, kterd se tak zkrouti o ihel

T r g , T v , r . w Y ;
kde D = 5 uR? se nazyva tuhosti v torzi. Vidime, ze vysledny thel zkrutu je neptfimo imérny ctvrté

mocnin€ poloméru tyce (vldkna). Tim je vysvétlena mimotadné vysoka citlivost torznich vah.
M¢jme tenké vlakno, na némz je zavéSeno téleso o momentu setrvacnosti | vzhledem k ose vlakna
(naptiklad vahadlo torznich vah). Zkroutime-li vlakno a opét uvolnime, bude se pruznosti vracet do

rovnovazné polohy a konat torzni kmity. Tyto kmity pfitom nemusi mit malou amplitudu. Jejich
periodu najdeme z rovnice

lg=-N, , |¢+TD¢=o

jako
T=2r,]— .
D
5.2 Mechanika tekutin

5.2.1 Rovnovaha tekutin

Z rovnice rovnovahy tekutin (5.14), (5.15), vyplyvaji znamé poznatky hydrostatiky a aerostatiky.
M¢jme napted nestlacitelnou kapalinu, v niz p = konst. Mizeme-li zanedbat vliv tihové sily na ni,
mame
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Vp=0, p=konst, (5.24)

coz je vyjadtenim Pascalova zdkona o tom, ze tlak v kapaliné je vSude stejny. Zvétsi-li se tlak v
kapalin¢, naptiklad plisobenim pistu na jeji povrch, vzroste tlak opét v celém objemu kapaliny stejné.

Bude-1i pusobit tihova sila, poroste tlak kapaliny s hloubkou:

d
d—5=—pg . p=-pgz+C . (5.25)

Mifi-li osa z vzhiru, odecitame-li soufadnici z od hladiny a polozime-li tlak na hladin€ roven nule a
hloubku h = —z, mame znamy vyraz pro hydrostaticky tlak

p=pgh . (5.26)

Chceme-li zjistit, jak roste tlak atmosféry s vySkou, musime vzit v uvahu, Ze vzduch je stlacitelna
tekutina v tthovém poli a musime znat termodynamicky vztah mezi jeho hustotou a tlakem p (p). Pro
izotermické déje muzeme vzit Boyleuv - Mariottetiv zakon

p=Kkp .
Pak mame rovnici

d 1d
_p:_pg:_kgp ’ dZ:___p,
dz kg p

z:—iln p+C , p=konste™ 9%
kg

Uréime-li konstantu integrovani tak, aby pii z = 0 byly p = po, p = po = kpo hodnoty tlaku a hustoty
atmosféry pfi moiské hlading, dostavame takzvany barometricky vzorec.

p=pee PO . (5.27)

Ten udava rozlozeni tlaku vzduchu v atmosféfe za predpokladu, Ze jeji teplota je vSude stejna.
Vyska atmosféry pak vychdzi nekonecné velkd, s exponencialné klesajicim tlakem a hustotou. Ve
skutecnosti, jak vime, se teplota atmosféry s vyskou méni. Vezmeme-li jiny vztah mezi hustotou a
tlakem, naptiklad rovnici adiabaty p = k p*, kde « je tzv. Poissonova plynova konstanta, dostaneme
jiny prub¢h tlaku a hustoty s vySkou, odpovidajici linearnimu poklesu teploty atmosféry s vyskou.
Takova atmosféra pak kon¢i ve vysce asi 50 km, coZ dava dobry souhlas se skutecnosti.

Z rovnice rovnovahy tekutin dostaneme i znamy Archimediiv zdkon. Na vybrany objem v
nestlacitelné kapalin€ piisobi plosna sila

F =j@dv.
P ox

Z rovnice rovnovahy
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op op op
_:O y :0 y = ’
OX oy 0z P9

a tedy

Fyo=Fyp =0, Fpp=g[pdV . (5.28)
\

Posledni vyraz ptredstavuje Archimedav vztlak. Moment plosné sily plisobici na takovy objem nema

vvvvv

pod vodou (ponorku) prevratit.
Uloha (tlak ve stiedu Zem¢)

Odhadneme tlak ve stfedu Zem¢ za predpokladu, Zze Zemé je tvotfena nestlaCitelnou kapalinou
hustoty 5,5.10°kg.m 3. Lze ukazat, ze kdybychom ji povazovali za pruzné t&leso, hodnota tohoto tlaku
by se prili§ nezménila. Hledany tlak je zpiisoben gravitacnimi silami, které Zemi sviraji. Uvniti
zemekoule roste tato sila s prvni mocninou vzdalenosti od stfedu, takze z rovnice rovnovahy kapaliny
mame

d—p:—ipr L p=-3P2,¢c .

dr R, 2R,

PoloZime-li tlak roven nule na povrchu Zemé¢, dostaneme C = p g Rz/2 a tlak ve stfedu Zemé
1 5
p(0)=§P9Rz =1,7.10° MPa .

Vysledek koresponduje s geologickymi odhady (3,5.10° MPa).
Uloha (Newtonovo védro)

Ulohu setrvaénych sil demonstrovat Newton na znamém pokusu s rotujicim védrem. Naplnil védro
vodou, zavésil je na zakrouceny provaz a roztocil. Béhem rotace se postupné dostala do rota¢niho
pohybu i voda ve védru a jeji povrch vytvofil rotaéni paraboloid. S hlediska inercialni vztazné soustavy
je ziejmé, ze na vodu pusobi jednak sila tihova a jednak sily tfeni se strany rotujiciho védra. Rota¢ni
pohyb se pak predava dalsim valcovym vrstvam vody v dusledku jejiho vnitiniho tieni, vazkosti.
ProtoZe rychlost pohybu se smérem k ose védra sniZuje, vznikaji zde gradienty rychlosti. Timto
zpiisobem by bylo moZno tvar hladiny vody vysvétlit.

Snadnéji vSak vyfeSime ulohu ve vztazné soustave spojené s rotujicim védrem. V ni totiZ je védro
1 voda v klidu, ale plisobi zde setrvacna, odstiediva sila. Staci tedy fesit ilohu o rovnovaze nehybné
kapaliny pod vlivem objemové sily

2

f:p(a) X, a)zy,—g) .

Dostaneme
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@:pwz 5I0_pw2 p
OX oy 0z

Zintegrujeme tyto rovnice:

X2 2
DZPGJZ7+‘/’1(V,Z) , pzpwzy?“//z(x,z) . P=-pgz+y3(xy),

obr.5.8 obr.5.9

kde w1, y2, w3jsou neznamé funkce uvedenych proménnych. Aby vSechna tato vyjadieni tlaku p platila
soucasng, musi ziejme byt

p:—pgz+%pa)2(xz+y2)+c .

Tvar hladiny dostaneme tak, Ze polozime p = 0. Tim ziskdme rovnici rota¢niho paraboloidu:

z =%%2(x2+y2)+c .

5.2.2 Proudéni tekutin

Ptejdeme k pohybu kontinua. Tekutiny se mohou v prostoru pfemistovat, proudit. Podobn¢ jako
pfi mechanickém pohybu téles toto proudéni miize byt doprovazeno disipaci energie, tfenim tekutiny
o stény a vnitrnim tienim, vazkosti (Viskozitou) tekutiny. Pfi vnitinim tfeni se ¢ast mechanické energie
proudéni nevratné méni v energii tepelného pohybu, uplatni se nekonzervativni sily. Pfitom se v
tekutin€ objevi te¢nd, smykova napéti umerné pricnému gradientu rychlosti. Proudi-li naptiklad vazka
kapalina trubici ve sméru osy X, bude rozlozeni rychlosti v kapalin€ jako na obr. 5.8 - u stén vznikne
nehybna hrani¢ni vrstva, maximalni rychlost bude v ose trubice a vektory rychlosti vytvofi parabolicky
profil. Te¢né napéti pisobici mezi proudicimi vrstvami kapaliny (oznac¢ime je 7) pak je

r=n— (5.29)

kde koeficient # se nazyva dynamicka vazkost kapaliny. Délime-li dynamickou vazkost hustotou,
dostavame tzv. kinematickou vazkost

V= (5.30)

7
yo,
Dynamické vazkost se méfi v jednotkach Pa.s a jeji hodnoty pro rtizné tekutiny jsou tabelovéany.
Naptiklad pro vodu je = 0,001 Pa.s, pro glycerin = 1,48 Pa.s. Vztah (5.29) se nazyva Newtoniiv
zdakon pro vazké napéti a kapaliny, které se mu podfizuji, se nazyvaji newtonovskymi. Newtonovskou

kapalinou je naptiklad voda, ktera pfi rotaci ve valcové nddobé vytvaii hladinu ve tvaru rota¢niho
paraboloidu. Vime vSak, Ze existuji 1 nenewtonovské kapaliny, kde zévislost napéti na gradientu
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rychlosti je jind. Nenewtonovsky se chovéa naptiklad zmrzlina, asfalt, bahno v mocalu a dalsi.
Proudénim vazkych tekutin se zabyva obor zvany reologie.®

Pokud kapalina neproudi ptilis rychle, bude jeji proudéni lamindrni, jednotlivé Castice kapaliny se
budou pohybovat po kiivkach zvanych proudnice a ty pak budou vytvaret proudové trubice. Proudéni
probiha jakoby v nezavislych vrstvach, které po sob¢ klouzou. Pti velkych rychlostech se proudéni
zmeéni v turbulentni, objevi se v ném viry, bude chaotické. Nastup turbulentniho proudéni zavisi také
na stupni vazkosti kapaliny a praméru trubice, jiz kapalina proudi. Lze zavést bezrozmérné
Reynoldsovo cislo

R="2 (5.31)
14

kde v je rychlost kapaliny, a charakteristicky rozmér a v kinematicka vazkost. Je-li zhruba R < 1 000,
bude proudéni laminarni.

Redlna kapalina je tedy obecné vazka a stlacitelna. U nékterych kapalin vSak mtizeme jejich
vazkost zanedbat a pouzit modelu idedlni kapaliny.”® V idedlni kapaling se pak uplatiiuji zakony
zachovani hmotnosti a mechanické energie.

Vyrazem zakona zachovani hmotnosti je rovnice kontinuity. Protéka-li kapalina rychlosti v
priifezem AS, protece jim za sekundu hmotnost Am = p v AS. Jsou-li rychlost a vektor normaly k ploSe
AS orientovany pod obecnym thlem, bude pritok hmotnosti Am=p v - AS. MizZeme tedy zavést
hustotu hmotnostniho toku, hmotnost protékajici jednotkou plochy za jednotku ¢asu, jako j = p V.
Vytéka-li nyni kapalina uzaviena v objemu V hrani¢ni plochou, musi se hmotnost vytékajici kapaliny
rovnat ubytku kapaliny v tomto objemu. Matematicky to miizeme vyjadfit vztahem

gﬁj-dsz—%jpdv : (5.32)
S \

To je vyjadfeni rovnice kontinuity v integralnim tvaru. Plo$ny integral vSak miizeme upravit podle
Gaussovy véty na

ds. = [0
C_EJidSi —Jax'i dv ,

a porovname-li pak levou a pravou stranu (5.32), dostaneme

i __9p (5.33)

axi ot

nebo, ve vektorovém tvaru

69 Rlzné reologické modely tekutin jsou podrobné probrany v uc¢ebnici Kvasnica J. a kol. ”“Mechanika”, Academia, Praha
1988.

70 Existuje dokonce dokonale idedlni kapalina bez vnitfniho tfeni, které fikame supratekuta. Supratekutost se projevuje
naptiklad u kapalného helia pfi teplotach blizkych absolutni nule a jeji existence vyplyva z kvantové fyziky.
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divj=-22 (5.34)

obr. 5.10
To je rovnice kontinuity v diferencidlnim tvaru.

S jednoduchou podobou rovnice kontinuity se setkavame pii proudéni kapaliny v trubici. Mé&jme
mysleny objem trubice mezi prafezy Si1, S2. Hmotnost kapaliny, ktera vtéka prifezem Si musi ziejme
vytékat objemem S, jinak by se v tomto objemu kapalina hromadila jako Cimrmanovi hornici. Pak
muzeme rovnici kontinuity zapsat jako

P1SV1 = PaSyVs (5.35)

Je-li kapalina navic nestlacitelna, musi se zachovavat nejen hmotnostni, ale i objemovy tok v trubici,
takze (obr. 5.9)

Slvl = 82V2 . (536)

Vidime, Ze v zizeném misté pohybuje se nestlacitelna kapalina rychleji. Ne tak proudici lidsky dav,
ktery naopak v zuzenych mistech neraciondlné¢ zpomaluje. Dav ovSem ptedstavuje kapalinu
stlaCitelnou a jeho proudéni nebyva stacionarni, ale méni se v Case.

V idedlni nestlacitelné kapaliné se zachovavd mechanicka energie. Vyjadfuje to znama
Bernoulliova rovnice. Mé&jme trubici proménného prifezu, v niz proudi kapalina v tthovém poli (obr.
5.10). Praci zde kond jednak tihova sila, jednak plosna sila tlakova. Posune-li se pfitom kapalina v
prifezu S; o vzdalenost ds; a totéz mnozstvi kapaliny v prifezu Sz o vzdalenost dsz, bude ptirustek
kinetické energie

%dmv%—%dmvf =(hy—h,)gdm+ p;Syds; — p,S,ds, .

Protoze v nestlacitelné kapalin€ Sids; = Seds2 =dV,  p =dm/dV , mame
1 2 1 2
EPVZ +pgh; + p; =§PV1 +pgh +py
neboli
1 2
Epv + pgh+ p=konst . (5.37)

To je Bernoulliova rovnice vyjadiujici zadkon zachovani mechanické energie v jednotce hmotnosti
idealni nestlacitelné kapaliny. Je-li tekutina stlacitelna, je tfeba vzit v iivahu jesté praci vykonavanou
pii zméné jeji hustoty.
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Vytéka-li kapalina z nadoby otvorem ve sténé v hloubce h pod povrchem, dostaneme z
Bernoulliovy rovnice znamy Torricelliho vztah pro rychlost vytoku

%pvzngh , V=4/2hg . (5.38)

Pii feSeni tilohy o proudéni idedlni tekutiny mame za tkol najit zavislost hustoty p a rychlosti v na prostorovych
soufadnicich a ¢ase. Mohli bychom vyjit z obecné rovnice kontinua (5.16), ktera ovSem popisuje posunuti jednotlivych
¢astic kontinua. U tekutin je vyhodnéjsi pouzit Eulerovu metodu a sledovat zménu hustoty a rychlosti v daném bodé
prostoru. V kazdém bodé¢ se vSak bude rychlost ménit jednak v pfimé zavislosti na Case, ale také v zavislosti na pohybu
tekutiny v blizkém okoli. Uplnou ¢asovou zménu rychlosti (zrychleni) tedy musime vyjadfit jako

dv; ov; ov; 0%, Ov; OV
=yl Ly .
dt ot ox, ot ot Oxy

Tak dostavame vektorovou Eulerovu rovnici

dv 1
—~_g-Zvp, (5.39)
at g - p

kterou fesime spolu s rovnici kontinuity a termodynamickou stavovou rovnici udavajici vztah mezi p a p. Soustava téchto
tii rovnic je vychozi pro feseni tloh hydrodynamiky idealni tekutiny.

Je-li tekutina vazka, je tfeba uvazit i sily vniténiho tfeni zavislé na rychlosti a tak dostaneme tzv. Navierovu - Stokesovu
rovnici, kterou zde nebudeme uvadét a odkézeme na literaturu. Reseni Navierovy Stokesovy rovnice pro vazkou kapalinu
je obtizné (je to rovnice nelinearni) a podafilo se najit feSeni jen v nekterych zjednodusenych ptipadech. K nim patii
Stokestiv vzorec udavajici silu, ktera ptisobi na malou kulicku poloméru r pohybujici se malou rychlosti v ve vazké kapaliné

F =6znrv (5.40)

a Poiseuilletiv vzorec, ktery udava objemovy prutok vazké kapaliny tenkymi trubi¢kami poloméru r a délky | pti tlakovém
spadu Ap (naptiklad krve v cévach)

Q-TAP 4 (5.41)
8nl

Na tomto vztahu je pozoruhodna silné zavislost na poloméru trubice, a tedy i obrovsky rozdil pfi prutoku krve vlase¢nicemi
a vetsimi cévami pfi témz tlaku.

5.3 Zvuk

V pruzném prostiedi a v tekutin€ jsou ¢astice mezi sebou vdzany nebo na sebe plisobi pii srazkach.
Tyto vazby zplsobuji, Ze oscilace Castic se kontinuem pienaSeji a dochazi k §ifeni mechanického
vinéni. Z velkého bohatstvi vinovych jevli probihajicich v kontinuu si vSimneme jen dvou

jednoduchych situaci, a to Sifeni podélného vinéni v tenké pruzné tyci a Sifeni zvuku v tekuting.

Pt podélném kmitani dochazi ke zménam relativniho prodlouZeni malych useki tyce, které se Sifi
podél tyce. Toto relativni prodlouzeni je

An On

AX OX
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a jeho prirastek

Vyvolava je sila rovna podle Hookeova zdkona

2
dF =ASEde =AS EZ—de .
X

Hmotnost tohoto malého useku tyce je dm = pASdx, takze silu dF mizeme z Newtonova pohybového
zékona vyjadrit jako
2

dF=adm:g—727pAde .
t

Porovname-li nyni obé vyjadteni sily dF, dostaneme rovnici

o*n _pd°y
Snadno se piesvédcime, Ze obecna rovnice
o’n 1 9%

piedstavuje vinovou rovnici. Vyhovuje ji feSeni 7(x,t) rovinné harmonické viny $itici se podél osy x
fazovou rychlosti c. Odtud plyne, ze podélné mechanické vinéni se bude Sifit podél tyce rychlosti

c= F . (5.44)
yo,

kde E je Younguv modul a p hustota materialu tyce.
V tekutinach je situace obdobna. Sila pisobici kolmo na maly priifez tekutiny AS je ovSem rovna
dF=ASpde

a stejnym zptsobem jako u podélnych vin v ty¢i dostaneme rychlost podélného vinéni v tekuting
c= 2. (5.45)

PodéIné vinéni v tekutinach v oblasti frekvenci 20 + 20 000 Hz je vnimano jako zvuk a zabyva se
jim akustika. Rychlost $ifeni (5.45), kterou jsme odvodili, by se ov§em uplatnila za predpokladu, ze
proces Sifeni vin je izotermicky, Ze periody vinéni jsou dostate¢né dlouhé k tomu, aby se teploty
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kmitajicich ¢asti tekutiny staCily vyrovnavat. Tento pfedpoklad ovSem splnén neni, proces je ve
skutecnosti adiabaticky. Potom lze rychlost zvuku vyjadtit tzv. Laplaceovym vzorcem

c= [k 2, (5.46)
P

ktery dobte souhlasi s vysledky experimentu. Konstanta x je Poissonova plynova konstanta, o které
jsme se zminovali v souvislosti s barometrickym vzorcem. Ve vzduchu pii 20° C je rovna
1,402. Rychlost zvuku ve vzduchu za normaélnich podminek pak vychéazi rovna 332 m.s %, ve vodé
1485 m.s L, v zeleze 5 100 m.s L.

Priklady

5.1  Kovova ty¢ délky lo=1 m a prifezu S = 4 cm? je deformovana tahem silou F = 800 N.
Piitom se prodlouzi o 107> m. Uréete Youngiv modul materialu tyce a podle tabulek odhadnéte, z
jakého materidlu by ty¢ mohla byt.

[E =2,0.10' Pa, ocel]
5.2 Je dan tenzor napéti v urcitém bod¢ pruzného télesa (udaje v Pa):

500 500 800
Gik = 500 0 —780
800 -780 -300

Urcete tecné a normalové napéti pusobici na plosku s normalou n = (1/2, 1/2, 1/ 2).

[t= (1066, — 281, — 187) Pa, N =tini=260 Pa, T =t2—N?2 =1 087 Pa]

5.3  V jednom rameni spojenych nadob je voda, ve druhém olej. Vyska vody nad spolecnym
rozhranim obou kapalin je 4,5 cm, oleje 5,0 cm. Uréete hustotu oleje (obr. 5.11).

[900 kg.m ]

5.4  Jakou vyslednou silou plisobi voda na ¢tvercovou sténu akvdria, je-1i délka stény a?

1 3
— a
[ng }

obr.5.11 obr.5.12

5.5  Jakou vyslednou silou plsobi voda na fi¢ni piehradu tvaru lichobéZniku o zakladnach
Z1=10 m (dolni), z2= 15 m (horni) a vy§ce h =35 m. V jaké hloubce leZi ptisobisté vysledné sily?

192



371+,

h=3,2m
221+,

1 2 Zy 6 1
F=2pgh?|z,+52|=143.10°N, hy==
{ 3,09 ( 1 2) 0775

56  Archimedes. Na plnou kouli pusobi ve vzduchu tihova sila 390 N, na tutéz kouli
ponofenou do vody sila 340 N. Jaky je objem koule a z jaké latky je koule zhotovena?

[5,1 dm?3 nejspis ze Zeleza]

5.7  Na koncich nerovnoramenné paky jsou zavéSena dvé homogenni télesa zhotovena a) z
téze latky, b) z riznych latek. Ve vzduchu jsou obé télesa v rovnovaze. Zistane rovnovaha zachovana,
ponoiime-li obé€ télesa do nadoby s vodou?

5.8  Redukce vazeni na vakuum. Pifedmét o hustoté p je na vzduchu vyvazen na
rovnoramennych vahach mosaznym zavazim 0 hmotnosti m;. Stanovte skute¢nou hmotnost pfedmétu,
je-li hustota mosazi p; a hustota vzduchu v misté a okamziku vazeni py.

5.9  Nadoba na stole je naplnéna vodou do vysky h. Dokazte, ze voda z kazdého otvoru ve
stén¢ nadoby dopada na stll se stejnou rychlosti a urcete ji. V jaké vySce musi byt otvor, aby proud
vody z n¢ho vytékajici dopadl na stil nejdale od nadoby?

[ 2hg,h/2]

5.10 Valcova nadoba je do vysky h = 70 cm naplnéna vodou. Plocha dna je 600 cm?. Otvorem
ve dné& nadoby plochy 1 cm? voda vytéka. Za jakou dobu se nadoba vyprazdni do poloviny a za jakou
uplng?

[66 s, 225 5]

5.11  Ztrysky vodotrysku s prifezem 1,5 cm? vystiikuje voda rychlosti 24 m.s™ %, Jak velka je
rychlost proudu v pfivodnim potrubi, jehoz prifez ma obsah 18 cm??

[2,0 m.s7Y]
5.12 Pitotova trubice. Trubici zalomenou do pravého thlu vlozime do proudici kapaliny (obr.

5.12). Do jaké vysky hy vystoupi kapalina v ohnuté trubici, jestlize v rovné trubici vlozené do téhoz
mista vystoupi do vysky hi a jestlize rychlost proudici kapaliny v daném misté je v?
2
29

5.13 Venturiova trubice. Jak velkou rychlosti proudi voda vodorovnou trubici s prifezem Si
=15 cm?, jestlize v ziizeném misté o prifezu S, = 5 cm? se zmensi tlak o 500 Pa ?
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[35 cm.sY]

5.14 Urcete tvar rotacni nadoby, aby voda vytékajici malym otvorem plochy AS ve dné
klesala rovnomémneé rychlosti v.
T 2V2 2
Z= 5 r
29AS
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Otazky:

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,

Fyzikalni veli¢iny, jejich rozmér a jednotky, rozmérova analyza
Kinematika ¢astice, draha, rychlost a zrychleni ptfimocarého pohybu
Tecné a normalové zrychleni

Kinematika kruhového a harmonického pohybu

Skladani pohybti, Lissajousovy obrazce

Newtontiv zakon setrvacnosti, Galileitiv princip relativity
Newtontiv zakon sily, sily pravé, setrvacné, vazbové

Hmotnost gravitaéni a setrvacna

Newtontliv zdkon akce a reakce

Impuls sily a zména hybnosti

Prace a zména kinetické energie, vykon, sily potencialni, konzervativni a disipativni
Reseni pohybovych rovnic - sily zavislé na ¢ase

Reseni pohybovych rovnic - sily zavislé na rychlosti

Reseni pohybovych rovnic - sily zavislé na poloze, potencialové jama a bariéra
Netlumeny linearni harmonicky oscilator

Tlumeny oscilétor a jeho rezimy

Vynucené kmity a rezonance, rezonan¢ni kiivky, Cinitel jakosti
Matematické kyvadlo, perioda, napéti zavésu

Vrh v homogennim silovém poli

Pohyb ¢astice v centralnim silovém poli

Newtonliv gravitacni zakon, ur€ovani gravitaéni konstanty
Keplerova uloha a Keplerovy zékony

Kosmické rychlosti

Prostorovy oscilator

Neinercialni vztazna soustava, setrvacné sily

Rovnice pohyby rakety

Druhé véta impulsova

Véta o celkové energii soustavy, véta Konigova

Uloha dvou t&les

Pruzné srazky a sraZkové diagramy

Rozptyl izotropni a Rutherfordiv

Nepruzné srazky, koeficient restituce

Kinematika tuhého télesa

Tenzor momentu setrva¢nosti, Steinerova véta

Eulerovy setrvacnikové rovnice

Pevna a volna osa rotace

Pohyb volného symetrického setrvacniku

Pohyb tézkého rychlého symetrického setrvacniku

Fyzické kyvadlo

Pohyb valce a koule po naklonéné roviné

Kinematika kontinua, tenzor deformace

Tenzor napéti, Hooketiv zékon

Torze a torzni vdhy
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45.
46.
47.
48.
49.
50.

Rovnovaha tekutin, Pascaliiv zakon
Barometricky vzorec

Archimediiv zakon

Proudéni tekutin, rovnice kontinuity
Bernoulliova rovnice

Mechanické vInéni, zvuk a jeho Sifeni
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Pokyny pro zkousejici

1. Pfed zahajenim zkousSeni vysvétlete zkousenému, Ze na spravnosti jeho odpovédi zavisi celd
jeho dalsi odborna kariéra, a tedy vlastné cely zivot. Zdiraznéte mu hned na zac¢atku vaznost situace.

2. Zacnéte vzdy nejtézsi otazkou. Je-li prvni otdzka dostate¢né slozitd, zkouSeny znervozni a
nebude schopen odpovidat ani na dalsi, sebeleh¢i otazky.

3. Ke zkouSenému se chovejte ptisn¢ a zdrzenlivé, k dal§im zkousSejicim naopak vesele a Zovialné.
Cas od ¢asu se na né obracejte a jizlivymi poznamkami zesmé$iujte odpovédi zkouseného. Chovejte
se pritom, jako by v mistnosti nebyl.

4. Donutte zkouseného, aby pii feseni ulohy postupoval vasim zptisobem, zejména je-li to zpisob
neobvykly. Béhem feseni dopliiujte riizna dalsi omezeni a predpoklady, davejte dodatecné otazky a
pokyny. Timto zptisobem je mozno i jednoduchou tlohu ucinit dostatecné obtiznou.

5. Nechte zkouseného udé¢lat trivialni chybu, aby si nad ni ldmal hlavu co mozna nejdéle. Jestlize
hrozi nebezpeci, ze na chybu pfijde sam, rychle mu ji opravte, diive nez se mu podaii najit spravny
postup.

6. Kdyz zkouseny zacne tonout a nevi kudy kam, zivnéte a piejdéte k dalsi otazce.

7. Cas od &asu se pii zkouseni ptejte: ,,Copak jste se to neuéili na zékladni §kole?

8. Nedovolte zkousenému, aby kladl vyjasnujici otazky a nikdy neopakujte vlastni vysvétleni
nebo tvrzeni.

9. KaZdou chvili se zkouSeného ptejte, jestli neni nervdzni.

10. Pokud jsou zkousSejici dva, musi se posadit tak, aby se zkouseny nachazel v kiizové palbé jejich
pohledi. Ptejte se vzdy v okamziku, kdy je zkouSeny obracen k druhému zkousejicimu.

11. Pti zkousSeni si berte tmavé bryle - neproniknutelnost znervéznuje.

12. ZkouSeni ukoncete ponurou vyzvou: ,,Pockejte za dvefmi, budete zavolan

"6

Podle S. D. Masona, Proceedings of the IRE, 1965.
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