Kapitola 22

Kvantova teorie interakce hmoty a
zareni

V této kapitole si probereme interakci kvantovaného elektromagnetického pole s elektronem
v atomu. Budou néas zajimat pravdépodobnosti preskoku mezi vazanymi stavy elektronu
v atomu. V 1. fadu nestacionarni poruchové teorie odvodime vztahy pro rychlosti emise a
absorpce. V dalsim se omezime na dipolovou aproximaci, a odvodime, k jakym prechodim
miize v tomto priblizeni dochézet. Na zavér se zamérime na spontanni emisi a ukazeme si
explicitni vypocet pro pfechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.

Hamiltonian pole a c¢astice

Uvazujme elektron v atomu s hamiltonianem

A

N P2
H, =
2m,

+ Vo(Z),

ktery ma vazané stavy [i;) s energii £

H.|ip;) = Ejliby). (22.1)

Atom bude v krychli o objemu V' a v ni uvazujme kvantované elektromagnetické pole s
hamiltonianem tvaru (21.17) (pracujeme v Coulombové kalibraci)

A o — /\T ~
= 3 S Rl i
A=1 |
Vlastni stavy hamiltonianu volného pole jsou Fockovské stavy

ki, A\
M8 a0 M-+ = || —F2=10), (22.2)

! nl_’c‘z,)\z )
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pro které plati
Hp’nﬁl,A1’nE2,A2’ t > = Z hw(kl)nlzly)\l'
1

Zapocitanim interakce pole a atomu dostaneme celkovy hamiltonian

62A

N 2, 2 2 N N N 2 2,
H= <P+eA(t)> +W(&@)+ H,=H.+ H,+ —A(t)- P+ A%(t),

e
2m, Me 2me

kde A je operator vektorového potencidlu kvantovaného pole (21.16) (vyuzli jsme Cou-

lombovy kalibrace, kde VA= 0, takze operatory PaA komutuji). Clen amérny A2
zanedbame a celkovy hamiltonidn zapiSeme ve tvaru

H=Hy+V(t),

kde Hy je soudet hamiltoniant elektronu v atomu a volného pole

[_A[O — I:[e + Hp,
a V(t) piedstavuje interakéni clen
N e 5 JaR
V(t)=—A(t) - P. 22.3
() = = A (223)

Rychlosti emise a absorpce v 1. fadu poruchové teorie

Zaméime se nyni na pravdépodobnosti prechodu za ¢as T mezi vlastnimi stavy hamiltoni-
anu HO

(Vi) = |alea),  [Vr) = [¥p)lr),

kde [¢); f) jsou pocateéni a finalni stav elektronu v atomu s energiemi E; a Ey (22.1)
a |¢; ) jsou pocatecni a finalni Fockovské stavy pole tvaru (22.2). Budeme pracovat v
1. fadu nestacionarni poruchové teorie, kde poruchu predstavuje interakéni clen (22.3).

Po dosazeni za A(t) z (21.16) vidime, ze V(¢) mé tvar linedrni kombinace harmonickych
poruch

V(t) =

€
Me
2 -, -
2 (vk we B ot AeM’f)t) , (22.4)

kde jsme oznacili

h g 2 h A 2,
e R ) - Pag,, ob = [T e AR, ) - Pl

Uy = = L =
BA me | 2Vw(k)e, AR m\ 2Vw(B)e



Z kapitoly 16 vime, Ze vlivem harmonické poruchy dochazi dominantné ke dvéma procesim
- ¢len vg, zptsobuje absorpci fotonu z médu (k, \) a pfeskok elektronu z hladiny £; na

hladinu F; = Ei+hw(l;:); naopak ¢len @}% \ zpusobuje emisi fotonu do tohoto modu a preskok

elektronu z hladiny £; na hladinu E; = E; — hw (k). Pro dostatené dlouhé interakén{ casy
jsou pravdépodobnost emise a absorpce za jednotku ¢asu konstantni a pro rychlosti (16.36)
plati

FE,,\ -

ylok | [0) (Ef — B+ hw(k)),

L

h
abs 2m o
FE?/\ 7 ‘ LD (Ef — E; — hw(k)). (22.5)

Spocitame maticové elementy @%A a @E, , bro pocatecni stav pole, kde v modu (k, \) mame
ng fotonu

|§Z5Z> == | e ,n,;’/\, .. .>,
Pocty fotont v ostatnich moédech nejsou diilezité. V pripadé absorpce musi byt ve findlnim
stavu v tomto médu o jeden foton méné (samoziejmé musi byt ngy = 1 jinak neni co
absorbovat)
[O) =1y =1,

jinak je maticovy element nulovy. Pro tuto volbu finalniho stavu pole dostaneme

D € h - ' iRE T 5
(Wylog\[Ws) = p QVW—(E)go (Prlag \ldi) (sl ek, A) - Plabs)
e h 2
= E 2Vw( «/ 1/1f|€ yA) - Ply). (22.6)

V pripadé emise musi byt finalnim stavu pole o jeden foton vic

|gbf):|...,n,;’/\+1,...>.

a pro maticovy element plati

(Wylop, W) = — ﬁ<¢f|a;A|¢i><wf|eik‘fe*<l¥,A)-13|w,->
0

e h L7 — N
= — | ————— 1 nz + 1le F Tk, N) - Play). 22.7
- QVW(k)eO‘/ a1yl (K, A) - Plabi) (22.7)
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Rychlosti emise a absorpce jsou tedy (porovnejte s vysledkem pro interakei atomu s kla-
sickou elektromagnetickou vlnou ze cvi¢eni 49, vztah (16.38))

2

. me ik-@ 5 k
e e P A Y
e L W FTEE ) - Plun)| (B, — B - huh) (22.8)
k7A msz(lg)so k,)\ f I 7 f ) . .

Vidime, Ze rychlost absorpce je imérnéa poctu fotont nj , v daném moédu, v rychlosti emise
je ale faktor ng , +1 - k emisi tedy miize dojit i pokud v médu nejsou zadné fotony. Tento
ryze kvantovy jev se nazyvéa spontanni emise.

Elektricka dipolova aproximace

Pro dalsi postup se omezime na aproximaci elektrického dipdlu (tzv. El aproximace).
Elektromagnetické zéfeni, které je absorbovano nebo emitovano pii preskocich elektronu
mezi hladinami, je typicky v rozsahu infracerveného az UV zafeni. Jeho vlnova délka (~
107% — 107%m) je tedy mnohem vétsi, n&7 jsou rozméry atomu ~ 107'1%m. Na rozmérech
atomu se vektorovy potencial v podstaté nezméni a mizeme jeho zavislost na 7 zanedbat.
Ve vztazich pro rychlosti emise a absorpce (22.8) pak nahradime e***% ~ 1 a nalezneme

2

remi — "¢ (. +1‘5k,>\-¢Pwi S(Ef — By + hw(k)),
5= e D[N Pl 0 (F)
b 7T€2 -7 % 2 g
T = g |AR N - (| Pld | 0(Ey — Ei — hw(R).
’ m2Vw(k)ey
Maticové elementy operatoru hybnosti lze upravit pomoci rovnosti
~ m ~ ~
Py =" % 0
J /lh J
do tvaru
~ Me ~ A A oA me I
Wyl Bylhi) = — (bl Xy He — HeXjlv) = ——(Ei — Eyp) (gl Xj[ei).

Oznacime si operator dipolového momentu elektronu jako

D =eX.
2 -
Rychlosti emise a absorpce pak zapiseme ve tvaru (diky d-funkeim je ’ Ei;Ef rovno w(k)?)
emsi 7T("}(E) 7 = 2 -
Tin = g Miat 1) ‘<¢f|€(k, A) - D) | O(Ey — E; + hw(k)),
abs rw(k e 2, 2 R
Ty = %O)”E,A ‘Wfk(k" A) - Dli)| 0(Ef — Ei — hw(k)). (22.9)
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Dipélova vybérova pravidla

Uvazujme nyni piipad, kdy potencial V; je sféricky symetricky a hamiltonian elektronu
v atomu H, je kompatibilni s orbitalnim momentem hybnosti elektronu. Vézané stavy
elektronu v atomu jsou pak spolecné vlastni vektory H., L?a Ls, tj. jsou urceny trojici
kvantovych ¢isel N, 1, m

|5) = [Nj, L, my).
Uréime, jaké prechody jsou mozné v dipolové aproximaci, tj. pro které maticové elementy
plati

(Ny,1g, myl&(k, A) - DIN;, li,ms) # 0.

Operator dipolového momentu je ndsobek operatoru polohy, a jeho maticové elementy
jsme urcili ve cvigeni 24. Ze slozek operatoru polohy jsme sestavili ITO 1. fadu X se
slozkami

5 1

X(l,l) = —E<SC1+’Z'SL’2),
X(1,0) = a3,
X(1,-1) = %(ml—ixg). (22.10)

Pro maticové elementy X(l, q) pak plati (6.20)

. 20+ 1
(22.11)
kde jsme oznacili
<Nf,lf‘7’|Nz,l,L> = /TgﬁNflf(T)RNili(T)dT. (2212)
0

Zde Rpy;(r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, [, m), tj.

Unam(r,0,0) = (0, ¢|N, [, m) = Rni(r)Yim (0, ).

Z vybérovych pravidel pro CG koeficienty pak vyplynulo, Ze maticovy element (22.11) je
nenulovy jen pro

Am = my—m; =1,0,—-1,
Al = l;—-1;=1-1

Vidime tedy, ze v 1. fadu poruchové teorie v dipdlové aproximaci jsou mozné jen takové
prechody, kdy se orbitalni kvantové ¢islo zméni o 1, a magnetické kvantové ¢islo se bud
nezméni, nebo se zméni o 1. Pro ostatni prechody (napt. 3p — 2p) plati

<Nf7 lf7mf|g(];a )‘) ’ D_"NZ’ lZ?mZ) =0,
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a jsou zakazané. K nékterym ale miize dojit, pokud budeme uvazovat vyssi ¢leny rozvoje
eFFT tj. v kvadrupolové (E2), oktupdlové (E3) nebo vyssi aproximaci. P¥echody, pro které
je presny maticovy element v rychlostech prechodu (22.8) nulovy

(N}, 1 mpleX® T2k N) - PIN;, 1i,mg) = 0,

jsou tzv. silné zakdzané, a miuze k nim dojit pouze ve druhém nebo vyssim fadu nesta-
cionarni poruchové teorie (tj. musi dojit k emisi nebo absorpci dvou nebo vice fotont).
Prikladem silné zakazaného prechodu je 2s — 1s v atomu vodiku.

Spontanni emise, prechod 2p — 1s pro vodik

UvaZujme nyni pole ve vakuovém stavu a atom v néjakém excitovaném stavu [1;). Uréime
z , . emi v v ’ ~ .
celkovou rychlost spontanni emise ;" pii pfechodu do stavu |¢¢). Musime secist rychlosti

-

spontanni emise do vSech modi, pro které je hw(k) = E; — Ef = hwy, tj.
emi __ emsi
i=af Z FE,,\ :
EA
V limité velkého objemu miizeme prejit ke spojitym vinovym vektortim a sumu nahradit

integralem
> — v / d*k
(2m)? '

- s

Pro celkovou rychlost spontanni emise pak plati

o= / &Pk
N

25(Ef — E; + hw(k)).

Do
20 | twyletE. N - Bl

Frekvence fotonu s vlnovym vektorem £ je w(E) = kc. Integral prevedeme do sférickych
soufadnic k, 0, ¢, a od k jesté prejdeme k w, tj.

&k = K*dkdQ., = w—zdwdQ
0 C3 v

Integraci pres w s o-funkei

F(h(w = wip)) = 3660 = i)

pro celkovou rychlost spontanni emise dostaneme

. (,d3 2 2
emi __ if -
=1 8n2e,hc3 /dQW E}\ ‘<¢f|5(97»)\) - Dly)| (22.13)
Qy
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Bazické vektory polarizace (musi byt ortonormélni a také kolmé na vinovy vektor
k = k(sin 6, cos ¢, sin 0, sin ¢.,, cos ) zvolime jako

£(1) = (cosb, cosp,,cosb,sinp,, —sinb.,),

5(2) = (_ sin Prys COS Doy, 0)

Ozna¢me ve zkratce maticovy element dip6lového momentu

B = (| D).

Integrand v (22.13) upravime do tvaru

2

g(\) - D)

Z Y Yy
A
inT=0f) =6~
+(D;f>Dy +D, D?Sf))(ax(l)ay(l)+£r(2)£y(2))—l—
(DD £ DY DDy (2, (1), (1) + 2.(2)2.(2)) +
i =6 =0 NG
H(DSID" + D, DI (e, (1)e.(1) + £,(2)e.(2))

= |DU)*(cos? 0., cos® ¢, + sin? @) + \Dl(ff) ?(cos® 6., sin® ¢, + cos® ) +
+|DD|2 sin? 0., — (DY )E(ylf) + ng) Dz(jf )) sin? 0., cos ., sin ., —

—(Di"f)ﬁff) + ﬁgf)Dgf)) cos 0., sin 0., cos ., +
- (Dyif )ng) + Eyif)D;f )) cos 6, sin 6, sin ..

V integraci pfes prostorové tuhly 0., ¢, daji posledni tfi ¢leny nulu a dostaneme

/ o,y
Q, A

- =anl? 8T i i i
E()\)-D(f)‘ :?(\Dg(gf)]2+\D7§f)\2+]Dgf)|2).

Celkové rychlost spontéanni emise je potom rovna

3
¢mi — wif
=1 3reohe’

(’D(m‘z i |D?(Jif)’2 + ‘Dgif)‘2) . (22.14)

T

Ukézeme si nyni explicitni vypocet pro prechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.
Pocatecni a finalni stavy elektronu jsou tedy

|wz> = |27 1am>v |wf> = |170’0>>

kde m = 1,0, —1 (jak uvidime, na konkrétni hodnoté nebude zéaviset). Musime spocitat

maticové elementy , .
DY) = (1,0,01%,12, 1,m).
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Slozky operéatoru polohy piepiSeme pomoci ITO X® (22.10)
N 1 A N A 1 N A N ~
X = —=(X(1,-1)— X(1,1)), Xo=-—(X(1,-1)+ X(1,1)), X3=X(1,0).
1 \/5( (1,-1) = X(L,1), X, \/5( (L, -1+ X(1,1)), X5=X(1,0)

Dipolové maticové elementy pak s pouzitim (22.11) a CG koeficientii z dodatku A upravime

do tvaru

1

V3

. —_——1
DU = ey/3(1,0[r[2,1) (1,1,0,0[0,0) —
p (1,0[r(2,1) ( | )\/5

(1,1,-1,m|0,0) — (1,1 1,myo 0)

5m 1

%\“

%6m,1
(&
= (L0012 1)(E s — 00)

DI = eV/3(1,0[r[2,1)(1, 1 oommj%« 1,—1,m[0,0) + (1,1, 1,m[0,0))
= =i (1,007)2, 1) (Ot + Gt)s

V6

DED = e/3(1,007[2,1)(1,1,0,000,0) (1,1,0,m]0,0) = —=(1,0lr[2, 1)
N———
_%6m,0

Zbyva ur¢it radialni maticovy element (1,0|r|2,1). Radialni ¢asti pfislusnych vlnovych
funkei (obecné viz. (7.3)) jsou

1 1 _ - 1 _ -
Ry (r) = %—37’6 20, Ryg(r) = 2—%6 ao |
Qg ag

kde ag % je Bohruv polomér. Maticovy element radialni ¢asti je pak roven

11 e 2\°
(1,0r|2,1) = Joal rte 20 dr = 4v/6 3)

Celkem pro kvadrat dipélového maticového elementu dostaneme (nezavisle na m)

. . ' 9 10
IDUI P+ D)2+ |[DEDP? = 32 (§> age® (B, —1 + O + O -

g

1
Rychlost spontanni emise (22.14) pro prechod 2p — 1s je potom
16a2¢2w3, /o\ 1!
| p—— ] Ry e B (22.15)
P meghc? 3
Frekvence fotonu vyzareného pii prechodu 2p — 1s je

E,—E, 3R _ 3

2.2 ~ 16
- T 8hmecoz 1.55 - 10"° rad/s,

wif =
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coz odpovida vinové délce

9
A= € 212151077 m.
wif

a je konstanta jemné struktury

e? 1
o= ~ .
dreghe 137

Bohruv polomér lze pomoci a vyjadrit jako

h

MeCQ

ag =
Po algebraickych tupravach pak mtuzeme vztah (22.15) prepsat do tvaru

. 2\ ® cat
remi (-) “Y 627 10° Hz

2p—1s 3 ay

Riychlost prechodu lze interpretovat jako rozpadovou konstantu. Pravdépodobnost nalezeni
elektronu na pocatecni hladiné s casem klesa exponencialné

pi(t) = exp (—Fgﬁilst) .

Stiredni doba zivota hladiny 2p je definovana jako ¢as 7, po kterém pravdépodobnost po-
klesne na %, tj.

T ~1.6-1077s.

- Femi

2p—1s
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