Kapitola 21

Kanonické kvantovani poli

Prehled klasické teorie pole

Zacneme struénym zopakovanim zékladu klasické teorie pole v Lagrangeové formalismu.
Prostoro¢asové souradnice ozna¢ime jako z# p = 0,1,2,3. Uvazujme s poli (funkei z#)

@', i=1,...,s, symbolem ¢, budeme znacit derivace pole i podle z*
i Oy’
P = P

Hustota Lagrangianu £ (¢, gofw x*) je néjaka funkce poli, jejich prvnich derivaci a sourad-
nic. Langrangian se z hustoty urc¢i integraci pres prostorové souradnice

L= [ 2 ai
]RS

akce je dané integrélem pres vSechny prostorocasové souradnice

tr
S://$(¢17¢?H7xu)d4x

to R3

Pohybové rovnice pro pole se uréi z varia¢niho principu 0S5 = 0, ktery vede na soustavu
Euler-Lagrangeovych rovnic

0% 0L
Hopi, Oy

=0, 2=1,...,s.

K prechodu ke kvantové teorii budeme potiebovat hustotu hamiltonianu .77, kterou zave-
deme jako slozku 00 kanonického tenzoru energie a hybnosti

0y
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7ll‘

T

¢, — g, ¢ =diag(l,-1,-1,-1).
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Hustota hamiltonianu je tedy

=

0L . -
G- =i~ 2,
o[ v

kde jsme oznaéili obecnou hybnost piislusnou k poli ¢!

0¥ 892”
8900 39571”

(21.1)

Ty =

Z hamiltonovské hustoty dostaneme hamiltonian integraci pres prostorové soutradnice
H = / HdPx.
R3

Kvantovani Klein-Gordonova pole

Postup kanonického kvantovani nejprve ukdZeme na redlném skalarnim Klein-Gordonové
poli ¢. Budeme pracovat v jednotkéch ¢ = h = 1. Hustota lagrangianu je v tomto piipadé

1 1 1, 1
L = 500" — §m2902 = 59" P = §m2902,

Euler-Lagrangeova rovnice pro pole ¢ je Klein-Gordonova rovnice

0« 0%

S — —— = 09" p.) + mPe = Op +m?p =0, 21.2
Ma(p“u 890 M( ) ( )

kde O = atg — A je d’Alembertuv operator. Rovnice (21.2) ma nekoneéné mnoho feSeni
tvaru rovinné viny

kde w(k) splituje podminku
w(k)? = k* +m?,
Obecné realné teseni Klein-Gordonovy rovnice je tedy
o(Z,t) = /dgk N(k) (a,;e (F&—w(R)) +6Ee’i(g'f’w(’;)t)> : (21.3)
R3

kde N (E) je n&jaky normalizacni faktor, ktery pozdéji vhodné zvolime. Obecnéd hybnost
pro Klein-Gordonovo pole je

3% I B o
W(f, t) _ 8800 _ g 90 , =@ = —i/dgkf w(k‘)N(k) <aE€z(k.:c—w(k:)t) _ age—z(k.x—w(k)t)> )
R3
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Hustotu hamiltonianu pro Klein-Gordonovo pole miuzeme vyjadrit ve tvaru

0L . 1 - >
== =3 (7# + (V) - (V) + m2g02) . (21.4)
Kanonické kvantovani Klein-Gordonova pole spociva v tom, ze z ¢(Z,t), 7(Z,t), a; a
aj udélame operatory
p(T,t) = @(&,1), w(&t) = #(L,t), ap—ag a;— ak,
postulujeme existenci a jednozna¢nost vakuového stavu |0) a kanonické komuta¢ni relace
ve stejném Case

(B(F, ), #(T, 1) = i0(T — &), [p(T,), p(@.1)] =0, [#(&@1),#T 1) =0. (21.5)

Dale vyjadiime operatory ay, &2 pomoci ¢(Z,t), 7(2',t), a ukdZeme, Ze pro vhodnou volbu

normalizace N (k) budou spliiovat komutac¢ni relace pro bosonové anihila¢ni a krea¢ni ope-
ratory se spojitymi stupni volnosti (20.18). Focktv prostor pro Klein-Gordonovo pole pak
zkonstruujeme podle postupu z kapitoly 20. Excitace Klein-Gordonova pole, tj. ¢astice,
které vytvorime krea¢nimi operatory z vakua, jsou bosony s nulovym spinem a bez naboje
(pro komplexni Klein-Gordonovo pole bychom dostali nabité bosony se spinem nula a jejich
anti¢astice s opa¢nym nabojem).

Spocitame nejprve nésledujici integral (oznacime ve zkratce w = w(E), W= w(E’ );
vyuzijeme toho, Ze w je suda funkce)

1 —i(k-F—wt) 2 (=

R3

= N(B)az+ N(—kal . 2,
a analogickym postupem

1 —i(k-F—wt) A (=
(2%)3/ Br em kTR (7 1) =
R3




Odsud dostaneme

A 1 / 3 —ilki—w(k 1 npo [N
ap = By e kTR _—_ Tt)+ —u(Z,t) |,
20w N (k) A w(k) &)
IRS
1 o T 1 7
AJL _ 43 i(k-Z—w(k)t) N~ _ STt
“ 2(27r)3/ oo N(F) <¢< 1) w(E)W(x’ )>

1 - Sl = ]_
A At i| — /d3 /d3 —i(k-Z—wt) Ji(k'-g—w't)
a T x y € € =3 = X
[ o 4(2m)® N(K)N (¥

_ 1 . /d3x ST (R =F) | it(w—w) (i/ + l) %
4(2) W' w/ N(k)N(K)
1 1 1 TN oo
— = pry 5 k k — 5 k; k
2(27)3 w(k) N (k)2 ( ) ( ’

Bosonové komutac¢ni relace tedy dostaneme pro volbu normalizace

1

N(k) = ————. (21.6)
2(2m)3w(k)
Celkem tedy pro operatory plati
1 R .
;= . / By o~ iET-wE) (w(k:)g&(f, t) + i (7, t)) ,
2(27T)3w(k‘)
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G(T,t) = / d}gei(ﬁ.f—w(ﬁ)t) + &_‘e—i(laf—w(ﬁ)t)) ’ (21.7)
V2(2 / ) k
Al _ i N~ i(kd—w(k At i(k-Z—w(k
7(Z,t) = —m d’k \Jw(k) <a,;e( k) _ are (k-&—o( )t)) . (21.8)
RB
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Hamiltonian vyjadiime z hustoty (21.4), kam misto ¢ a m dosadime operéatory

. 1 1 [ = = 1
= [#o =5 [#es [V @adors [wpes
R3 R3 R3

J/ N J/

~~
11 12 13

Za operatory qﬁ a 7 dosadime z (21.7) a (21.8) a postupné vyjadiime jednotlivé ¢leny

II - d3 d3

Bl Ve (G- FF-wt) dl]%efi(lz-ic’fwt)) y
A i(RE—w't) At —i(K-E—-w't)
X <ak/ 62 r—w aEle KA r—w >

Bk BE \/m/de (&E&Eleif~(E+E')e—it(w+w’)_
R3

kK e o
_[2 = — dgx d3k d3k/ (&Eez(kﬂt—wt) o &26_1(k.$_wt)> v

V souctu bude u ¢lenti, kde jsou dva anihila¢ni nebo dva kreac¢ni operatory vyraz %(—w2 +
k?* +m?) = 0, naopak u smiSenych ¢lent bude *(w? + k* + m?) = 2w. Hamiltonian Klein-
Gordonova pole tedy dostaneme ve tvaru

3 I S P P
H—Q/dk‘w(k:)<a E—l—agak»
R3
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Pro dalsi upravy nejprve uvazujme Klein-Gordonovo pole v krychli o délce hrany L, tj.
koneéném objemu V = L3. V takovém piipadé musime pro Klein-Gordonovu rovnici (21.2)
vzit v ivahu periodické okrajové podminky na sténach krychle. Disledkem je diskretizace
modi, resp. vinovych vektori E, jejichz slozky musi splhovat

k‘j = fnj, n; € 7.

Vegkera odvozeni jsou stejna jako v pi¥ipadé pole v R?, jen je potieba nahradit integral

sumou
/ &k — >,
R3 E

a v normaliza¢nim faktoru (21.6) bude misto (27)* objem krychle V. Z kanonickych komu-
tacnich relaci ve stejném ¢ase (21.5) dostaneme bosonové komutacni relace pro diskrétni
mody

NP N
[(LE, a];,} = (5];7,;,.
Hamiltonian Klein-Gordonova pole pak s pouzitim komutac¢nich relaci upravime do tvaru
o1 S . - 1
H = 3 Zw(k;) (a,;a% + a%a,;) = Zw(k:) (a%a,—é + 5) . (21.9)
i i

Pro takovyto hamiltonian by i vakuovy stav mél nekone¢nou energii, protoze

A10) = 53w | o),

k

a Tada je divergentni. Tento problém se vyfesi procedurou zvanou renormalizace - v nasem
pripadé v sumé (21.9) zahodime ¢len % Intuitivné lze argumentovat tak, ze energie ¢astic,
které namérime, jsou rozdil energii néjakého Fockovského stavu a vakuového stavu, a tento
rozdil je konecny. Hamiltonidan Klein-Gordonova pole pak dostaneme v tzv. normélnim
usporadani (anihilaéni operatory jsou vpravo, znaé¢i se dvojteckami okolo operéatoru)
H—:H:= Zw(l;)&j;d,;.
i

V nekonecném objemu pak hamiltonian prejde v

H = /d% w(k)alay
R3
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Kvantovani elektromagnetického pole

Podobnym postupem provedeme kvantovani volného elektromagnetického pole, které je

popsané¢ Ctyipotencidlem A, = (£, —-A) (pracujeme v SI jednotkach) a Lagrangeovskou

hustotou .
L =——F,F",
441

kde F),, je tenzor elektromagnetického pole
F.=0,A,—0,A,.

Komplikaci predstavuje kalibracni invariance, ze které plyne, ze ne vSechny slozky ¢tyipo-
tencialu jsou nezavislé. My zvolime fixni Coulombovu kalibraci, ve které je postup nejjed-
nodussi. Tato volba neni vhodné pro relativistickou kvantovou elektrodynamiku, protoze
Coulombova kalibrace neni Lorentzovsky invariatni. Pro nas cil, kterym je kvantovy popis
interakce atomi s elektromagnetickym zafenim, je ale dostacujici.

Euler-Lagrangeovy rovnice pro pole A, jsou

0,0"A, — 0, (9" A,) = 0.

Pro Coulombovu kalibraci

=0 V- -A=0,

se zjednodusi na
OA, =0, resp. OA=0. (21.10)

Rovnice ma nekonecéné mnoho feseni tvaru polarizovanych rovinnych vin
T (2o iR E—w(R)t
Ag,g(a:,t) = gell k))

kde frekvence je rovna

-,

w(k) = ke, k=K.
Z kalibra¢ni podminky pro vektor polarizace & plyne
V- A=0=k-&=0.

Vektor polarizace tedy musi byt kolmy na smér Sifeni viny, tj. pro kazdy vlnovy vektor
muzeme zvolit dvé ortogonalni polarizace (k, ), A = 1,2 spliwjici

k-&k,\) =0, kN -k N)=0dw.

Obecné (realné) feseni v podobé kombinace rovinnych vin se dvéma moznymi polarizacemi,
véetné spravného normalizacniho faktoru, méa tvar

2
- Bk | h . . .
AT, t) = E / —&(k, A <a~ ik T—wk)t) | Fm—p—i(k-T—w(
( ) - (277_)% 2w(k)50 ( ) kA 29N
—1g

I

>t>> . (2L.11)



Obecné hybnosti jsou az na konstantni faktor slozky elektrické intenzity (vyuzili jsme

1
Hogo CQ)
0 10Z 1 1 QA
i 8Aj7t C 6Aj70 Clo ( 70 \0,-@ ) [,L()CQ ot =0
0

Po dosazeni z (21.11) nalezneme

Hustota hamiltonianu elektromagnetického pole je (By, = eyi;4; ;)

0% 1 ) )
= 94, Aj,o —Z =cmiAjo — T (A, — Ay (A — ARY)
L, 1
Eoﬂ 2#0 w040 4#0( w 5i) (Aig 7ii)
1 - 1
= 5 A jA; — Ai A — Op2 B2
2807T e 2140 ( i Aji) 5 + 2o

Spocitejme nejprve hamiltonian klasického pole, ten dostaneme integraci hustoty pres pro-
storové souradnice

1 1
i = / Pt = 20 / Prri+ 210 dx (AijAiy — AijAz) -
R3 R3

11 12

Dosadfme za A a 7 ze vztaht (21.11), (21.12) a postupné upravime jednotlivé &leny (pro

—

zkréceni zapisu oznadime w = w(k), ' = w(k'), &=k, \), & = &k, N))

d3k d3]€ o o
L = — Z / / ,/ w'e- & (ak)\e i(k-T—wt) _a’;)\ez(kw—wt))

AN=15
o STl =
(ak/ ,\/6 i(K-T—w't) ag/,)\lel(k z wt))
3 d3k' —iZ-(k4k) it(w+w’)
= —— g d’x \/ Wwe-E (az, az e e —
Ex YR x
AN=15
e 7zac-(k7k’) zt(ww) B iz (k—K) o tt(w—w") o id(RR) —it(ww)
A \Agr n€ € ap A\ € +ag \ap ye €

_ — 2iwt _ —— L 2wt
= E:/dkcu(ak/\a ENE Aj; \OF \ — A \OF \ T A a_f € )?
RS
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3 371./
1 Lol .
L = Z/d?’ / dké I <5-€k:-k:’—§-k’k:-€>><
R3

 Agige
#00)\/\’1

L ikE—wt)  ——— —i(F-Z—wt) i(KZ—w't)  —— —i(K-F—w't)
X (ak )\6 CLk’)\e ak/ )\/6 a/k/,)\/e

_ 0 3 L 2wt L A — — — 2wt
= E : /d ak,)\a—k,Ae tap Qg T ap \ag\ T ag, a_g e ) :
/\)\ 1

V souctu bude u élenti s az , a_j , nebo @, @i, vyraz L(w?—k*c?) = 0, u smiSenych clenit
pak *(w? + k%c?) = 2w. Hamiltonién klasick¢ho elektromagnetick¢ho pole tak vyjadifme

ve tvaru )
1 3 7. - -
-9 Z/d k (k) <“l€,,\ai€,,\ + aE,AaE,,\) .
A=1p3

Jak uvidime, komutacni relace pro operatory pole /T(f, t) a hybnosti %’(f’ ,t) ve stejném
¢ase budou mit slozitéjsi podobu nez pro Klein-Gordonovo pole (21.5). Kvantovani elektro-
magnetického pole tak provedeme piimo prechodem ke kreacnim a anihila¢ni operatortim
- A1

CLE’)\ — a,;/\, a,;)\ — CLE)\,

a postulujeme pro né bosonové komutacni relace

|:ak A? k’ >‘/i| 5>\>\’5<k k ) |:d]z7)\7 dE’,X] - |:d;%7>\7 d%’)\/} = 0 (2113)

Déle postulujeme existenci a jednozna¢nost vakuového stavu |0). Krea¢nim operatorem

d% ) Z vakuového stavu vytvorime foton s vinovym vektorem k a polarizaci \. Hamiltonian

kvantovaného elektromagnetického pole v dutiné zavedeme v normélnim usporadéani

H:= Z/d%hw j; af (21.14)

Spocitejme nyni komutator poli a hybnosti ve stejném ¢ase. Ve vztazich (21.11) a (21.12)
nahradime az , a aj , operatory a s pouzitim komutacnich relaci (21.13) dostaneme

A Fr [ dw
A@nm@n| = i Z/ / )2,/;giegx

A ; ._)— A —q ._‘— A / /— —q _'/.—)l— /
« |:aE>\ez(k:L’ wt) _’_at e i(k-T wt)’aE/ )\,ez(k w't) +(I~ N i(k w't)

EX kN
D Ph S (e i)
R3 Q=1
Pi;(k)



Vyraz El(lg , )\)6]-(1_5 , A) predstavuje (i, j)-ty prvek matice ortogonalniho projektoru na vektor
gk, \). Pokud dva jednotkové vektory urcujici polarizaci doplnime t¥etim jednotkovym
vektorem ve sméru k

?vl?m

£k, 3) =

pak tyto tii vektory tvori ON bazi R? a plati

3

Z 51‘(];;, /\)8j(E7 /\) = 5”

A=1
Pro P,-j(E) pak dostaneme

kik;
K2

Je to suda funkce, takze integral v (21.15) muZzeme piepsat do tvaru

Pij(lg) = 05 — 6¢(E, 3)5]-(];, 3) = i —

A (= P . d’k N ik-(Z—7 . =
[Ai(a:,t),ﬂj(x’,t)} - zh/(QT)SPij(k)ek( ) = indl(# - )
R3

kde 07;(Z — ') znaéi transverzalni J-funkci

1 1
T
5 (ZL’ — T ) = (5Zj(5(.%‘ — T ) + E&@jm
Na zavér jesté uvedeme vysledky pro kvantovani elektromagnetického pole v konecné
krychli o hrané délky L. Pro vlnovou rovnici (21.10) musime uvazovat periodické okrajové

podminky, jejich dusledkem je diskretizace modi, tj.
2m
L
Ve vztazich (21.11) a (21.14) musime nahradit integral pfes vlnovy vektor sumou pfes

diskrétnf mody a v normaliza¢nim faktoru bude misto (27)® objem krychle V. Operator
vektorového potencialu kvantovaného elektromagnetického pole v krychli je tedy

k‘j = ng, n; e Z.

~

Az, f Z Z (k) (flz JeFFe®n 4 gt Ae—“’?f—w(’?)'f)) . (21.16)
Hamiltonian pole je roven

H:= ZZHW(EM%,\&E«\’ (21.17)

A=l | ’

a pro krea¢ni a anihila¢ni operatory plati komutacni relace

ot _ o P — |abt ab _
[ak/\’ Y = OwOgp,  |agy Gp | = Gin Y n = 0.

238



