Kapitola 20

Nerozhisitelné céastice

Prehled teorie

Identické c¢astice, které nelze odlisit podle nedynamickych parametri, jsou v kvantové me-
chanice nerozlisitelné. Jejich oc¢islovani nemé zadny fyzikalni vyznam a predpovédi teorie
na ném nesmi zaviset. Ze zimniho semestru vime, ze tento pozadavek je splnén, pokud
jsou stavy identickych ¢astic bud plné symetrické, nebo plné antisymetrické, vici zaméné
libovolné dvojice ¢astic. V prvnim piipadé se jedna o bosony (¢astice s celo¢iselnym spi-
nem), ve druhém piipadé fermiony (¢astice s polocelym spinem). Je-li H Hilbertuv prostor
jedné castice, pak prostor moznych stavi N bosoni je podprostor symetrickych stavi
HgN) C H®N, a prostor moznych staviit N fermionti tvoii podprostor antisymetrickych
stavit HYY © HEN.

Ukéazeme si, jak se d& symetrizace a antisymetrizace stavu realizovat pomoci operatort
transpozice, resp. permutaci, a sestrojime projektory na 7—[(SN) a ’H;N). Zavedeme si obsazo-
vaci ¢isla, ktera jsou uzitecné k popisu stavu nerozlisitelnych ¢éstic. Pro praci se systémy s
proménnym poctem c¢astic si definujeme tzv. Fockuv prostor a predstavime si formalismus
krea¢nich a anihila¢nich operatorii.

Symetriza¢ni a antisymetriza¢ni projektory

Necht #H je Hilbertuv prostor jedné ¢astice, zvolime si v ném néjakou ON bazi {|¢x)}

(Deldn) = 0w, D> lou) (el =1,

kde ¢, reprezentuje sadu kvantovych ¢isel urcujicich hodnoty néjaké uplné mnoziny pozo-
rovatelnych. Typicky je jednou z pozorovatelnych hamiltonian jedné castice H,.
Uvazujme nejprve dvé nerozlisitelné castice. Definujeme operator transpozice ¢astic
P(Lg) jeho pisobenim na bazické vektory |og,, Or,) = |k, ) ® |dk,) V tenzorovém soudinu
HQ®H R
P(1,2)|¢k17¢/€2> = |¢k’27¢k1>'
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Operéator transpozice je zjevné hermitovsky, jeho kvadratem je identita, takze je i unitarni
5t B 52 f 5 p-1 _ pi
P(1,2) = Pu), P(1,2) =1= Py = P(1,2) - P(1,2)'

Jeho vlastni ¢isla jsou +1, vlastni podprostory jsou HgQ) a Hf), t].

V|ws) € HEY, Puals) = |vs),
Viva) € Hf), Pagylba) = —|a).

Kazdy stav dvou nerozliSitelnych c¢astic je tedy vlastnim vektorem operatoru transpozice
P 2y. Definujme operétory

S=%(f+ﬂm0, A:%(i—ﬂmo. (20.1)

Ukazeme, Ze se jedné o ortogonalni projektory na podprostory Hg) a ’Hf). Zjevné to jsou
hermitovské operatory, spoc¢itame jejich kvadréty

N 1] - A A 1/~ A N
Sz - Z_l I + 2P(1’2) + P(21,2) - 5 ([ —|— P(LQ)) - S,
——

I
9 11 -~ . o 1 /- . -
A - Z_l I - 2P(1’2) + P(172) = 5 (I - P(LQ)) - A
N——

1

Jsou to tedy projektory. Dale plati

1/ R R
PugS = 3 <P(1,2) + P(21,2)) =5,

N A 1 /-~ N N
P(1,2)A = 5 (P(1,2) - P(21,2)> = —A,

takze S je ortogonalni projektor na podprostor 7—[?) a A je ortogonalni projektor na pod-
prostor Hf)
VivyeHoH Slv)eHY, Aw) e HT.

Rovnéz vidime, ze plati

tj. podprostory 7—[(52) a ’Hf) jsou ortogonalni. Pro dvé ¢astice navic plati
S+ A=1,

a odsud plyne rozklad
HoH=HD aHT.
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Snadno se ukaze, ze vSechny pozorovatelné dvou nerozlisitelnych ¢astic musi komutovat s
operatorem transpozice. Necht pro dvoucasticovou pozorovatelnou B plati

Bb) = b|b). (20.2)
Ket |b) je ngjaky stav dvou nerozlisitelnych ¢astic, takze pro néj musi platit
Py g)|b) = [b).

Na tuto rovnici zaptsobime operatorem B , na (20.2) pustime operator ]5(172), a rovnice od
sebe odecteme

(BPu2 = Pusys) I8} = £b]0) — (0[b) =

Tento vztah plati pro vSechny vlastni stavy B, takze B musi komutovat s operatorem
transpozice

|:B, ]5(1,2)] = 0

Pozorovatelné tedy musi byt symetrické vici zameéné ¢astic. Protoze kazda pozorovatelna
komutuje s jednotkou, komutuje Bis projektory SaA

[B,S} —0, [B,A] — 0
Tyto vztahy vyjadiuji to, ze pozorovatelné pro nerozliSitelné ¢astice musi pisobit uvnitt

prislusného podprostoru, tj. zobrazit stav z 7—[592/)A na stav z ng/)A Analogicky se ukaze, ze

}5(172), resp. S a /1, komutuji se vSemi unitarnimi operatory, které reprezentuji symetrie,
resp. obecnéji prostorocasové transformace.

Prejdéme nyni k systému N nerozlisitelnych ¢astic. Definujeme operator transpozice
castice m an P(m,n) predpisem

p(m,n)|¢k17---a¢km>'--a¢kn7-"¢k1\r> = |Phys s Dhis o s Phis - - - Dl ) -

Opét plati, ze p(mm) je hermitovsky a unitarni, takze ma vlastni ¢isla -1, a prislusné vlastni

podprostory jsou HgN) a ’H(AN)

Vivs) € HS;N), P(m,n)|1/fs> = |vs),
Vga) € HY,  Panmlta) = —[va).

K dané permutaci N prvku
7:4{1,..., N} = {m,...,7n},
prifadime operator P, definovany vztahem
PGty Grys - Ok = Pk s by -+ Pk )
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Kazdou permutaci lze rozlozit na transpozice, takze P, lze také rozlozit na soudin p(m,n)
(rozklad neni jednoznacny, ale vzdy obsahuje bud sudy, nebo lichy pocet transpozic). Pro
operatory permutaci pak plati

N .
Vs) € 1y, Prlvs) = [vs),
N .
Vla) € MY, Prldba) = oxltba),
kde o, je znaménko permutace m (tj. o, = 1, pokud 7 je suda permutace, a o, = —1,
pokud je to licha permutace). Definujeme symetriza¢ni a antisymetrizacni operatory
§=25" 0, A=—Y ol 20.3
=i A= oxbr (20.3)

Ukéazeme, Ze jsou to ortogonalni projektory na podprostory HgN) a ’HELXN). Vyuzijeme toho,
7e permutace tvori symetrickou grupu Sy, ktera ma N! prvki. Pokud pro slozeni permutaci
plati

/B'Oé:’)/, 0p0q = O~,
pak o R
P3P, = P,,
tj. P, predstavuji reprezentaci grupy permutaci Sy na H®Y. Odsud pak plyne
5 1 A a 1 ; .
PyS = MZPﬁpa = MZ& =,
a v
- 1 Ao 1 . "
PA = > ouPsP, = 5 > o Py =03, (20.4)

Y

kde ve druhém radku jsme vyuzili
050, = 08(0504) = 04.

7 téchto vztahii uz se snadno ukéze, ze S a A jsou projektory

A 1 SN 1 .
2 _ —
S P‘“S_N!ZS_S’

A 1 PN 1 N R
2 _ E: — § 2 =
A = ﬁ O-aPaA_ﬁ 0, =A

o o 1

Ze vztahi (20.4) je navic ziejmé, 7e S je projektor na ’H(SN) a A je projektor na ’H;N). Tyto
podprostory jsou ortogonélni, protoze plati

A= Y 0uPuS =50 Y 0w =0,
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kde posledni rovnost plyne z toho, Ze polovina permutaci je sudych a polovina lichych.
Poznamenejme, ze pro dvé ¢astice jsou vztahy pro projektory (20.1) a (20.3) identické,
protoze grupa permutaci S; méa pouze dva prvky - identickou permutaci a transpozici
1 — 2. Pro vic nez dvé ¢astice ale soucet projektori neni roven jednotkovému operatoru

N>3=S+A#1,

takze
H(SN) S ’H;N) £ HEY  pro N # 2.
Pozorovatelna B souboru N nerozliSitelnych ¢astic musi byt symetrickd vici zameéné libo-
volné dvojice ¢astic, tj. musi komutovat se vSemi operatory transpozic. Musi tedy komu-
tovat i s projektory SaA
5.8 =0, [B.A| =0,

tj. pozorovatelné nerozlisitelnych ¢astic musi ptisobit uvnitt prislusného podprostoru Hgyi

Obsazovaci ¢isla

Sestrojime nyni ON baze v podprostorech HgN) a ”HI(4N) z jednocasticovych bazickych stavi
¢) (modi). Uvazujme nejprve N bosont v modech s kvantovymi ¢isly ¢, , ..., ok, , kde
] ] Yy Y Pk, N
jsou indexy usporadané k; < ko... < k, (abychom dostali rizné stavy). Normalizovany
bazicky stav N bosont pak oznac¢ime jako

Ok Phs - -+ » O3 S) = NsS|Okr, Phns - -+ » iy )-

Analogicky pro N fermionii oznac¢ime normalizovany bazicky stav jako

|¢k17¢k27 .. 7¢kN7A> :NAA’¢k17¢k27 cee 7¢kN>7

kde kvuli Pauliho principu musime pozadovat k; < k... < k,. Ng a N4 jsou normali-
zacni faktory, které nyni ur¢ime. Za¢néme s fermiony, kde je vypocet jednodussi. Vektor
A\qﬁkl, Okys - - -, Ory ) je superpozici N! ortogonalnich vektort, v projektoru A je navic faktor
%. Kvadrat normy tohoto vektoru je tedy ﬁ]\f = % Normovany vektor tedy dostaneme

pro volbu N4 = v/ NI, tj.

. 1
|¢k1a¢k27"'7¢kN;A> = mA|¢k17¢k27"'a¢kN> = WZo-ﬂ'|¢kﬂl7¢kﬂ2a"'7¢kﬂlv>'

Pro bosony je urc¢eni normalizacniho faktoru slozitéjsi, protoze mohou byt ve stejném kvan-

tovém stavu, a v takovém pfipadé nejsou vSechny stavy v superpozici S|og,, Orys - - - s Gy )

ruzné. Zavedeme si proto obsazovaci ¢isla ny, které znaci pocet ¢astic v modu |¢y). Pro
. v . . . ! o .

danou sadu obsazovacich ¢isel {n;}, kde >, n; = N, je v superpozici # ruznych orto-

gonalnich stavii. Normaliza¢ni faktor tak musi byt

N!
nl'ng'

Ng =
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Pro N bosont tak dostaneme bazické stavy

/[ N
|¢k1a¢k27"'7¢k1\7;5> = ] S|¢k1a¢k’27"'7¢k1\r>
ny: 7’L2

¢N:Z|¢¢¢>

Obsazovaci ¢isla miizeme analogicky zavést i pro fermiony, kviili Pauliho principu v tomto
pfipadé mohou nabyvat pouze hodnot n; = 0,1. K popisu bazickych stavii N bosont
nebo fermionu pak misto explicitniho vypisu jednoc¢asticovych stavi pouzijeme obsazovaci
¢isla (normaliza¢ni faktor mizeme zapsat pro fermiony stejné jako pro bosony, protoze pro

N!
1, mg, ., 5 SJA) = S/A (|00 @ [62)"" © ... @ o)™ @ .. ).

n1|n2

Tento stav popisuje situaci, kdy mame ny, ¢astic v modu |¢x). ON béazi prostoru N bosont
%gN) tvori stavy

Iny,no, ... ng,...;S), g n; = N, n; =0,1,2,..., (20.5)
i
. o / . —
(n1,mg, .o np, 3 SIng,ny, 5 S) = Syt Ongng - Oy, -
s .o g (N) . .
a v pripadé prostoru N fermionu ’H(A ) je tvorena stavy
|ni,na, ..o ng, .. A), E n; = N, n; = 0,1, (20.6)
i
. o / . _
(n1,ma, ooy ngy AR NG, gAY = St Onang -+ Oy -
Teémto vektortim se casto rika Fockovy stavy.

Fockiiv prostor

Zatim jsme pracovali s fixnim po¢tem N identickych &stic. Casto ale potfebujeme uvazovat
proménny pocet ¢astic, napt. v kvantové teorii pole. Stavovy prostor pro takovy systém se
nazyva Fockliv prostor a konstruuje se jako direktni soucet prostorti pro rizné pocty c¢astic
N, tj. pro bosony

FeH)=HY o HY e &... =P HY.

a pro fermiony

FrH) =HY eHY e v & = PHY.
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Ve vztazich jsme dodefinovali
HY =HY =C, HY =H) =H.

Fockuv prostor je opét Hilbertiuv prostor. Skalarni sou¢in pro vektory z podprostoru se
stejnym pocCtem c¢astic N je definovany v 7—[9}1, pro vektory z ruznych podprostort ho
dodefinujeme nulou

W) e MY, 10) €HGY, N # Np = (9]g) =0,

a na cely Fockuv prostor ho rozsitime tak, aby to byla sesquilinearni forma.
Baze v podprostorech Hgﬁl tvoii vektory (20.5), (20.6), kde >, n; = N. Pro N =0

ma, ’H(SO/) 4 dimenzi jedna, odpovidajici bazicky stav |0) popisuje situaci, kdy v systému neni
zaddna castice - je to tzv. vakuovy stav.

V dalsim si zavedeme krea¢ni a anihila¢ni operatory jednocasticovych stavi, pomoci
kterych lze Fockovy stavy (20.5), (20.6) generovat z vakuového stavu |0). Krea¢ni operatory
zobrazuji vektory z 7-[;]721 na vektory z Hgil), tj. pridaji jednu ¢astici v néjakém modu.

Podobné, anihila¢ni operatory zobrazuji vektory z 7—[;]72‘ na vektory z H(S]X;l), tj. ubiraji

jednu ¢astici (resp. anihiluji vakuovy stav na 0). Zda jsou ¢astice bosony nebo fermiony
se projevi v komutacnich nebo antikomutac¢nich relacich pro pfislusné operatory. Pro lepsi
pochopeni nejprve pfipomenme formalismus kreac¢nich a anihila¢nich operatori pro LHO.
Vlastni stavy hamiltonianu LHO |n) spliuji rovnice

H|n) = (n—l—%) hwin), n=0,1,2,....
Pro hamiltonian LHO miiZeme nalézt posunovaci operatory a = a_ a a' = a.., které spliuji
[Ha} — hwa, [ﬁ,aq = hwat, [a,af] =1.
Posunovaci operatory pisobi na bazické stavy |n) podle predpisu

aln) = /nn — 1), a'|n) =vn +1n +1).

n-ty bazicky stav tak miizeme napsat pomoci ptisobeni krea¢niho operatoru na zakladni

stav 1
_ ~tn
ny = 0).

Hamiltonian LHO muZeme zapsat ve tvaru

X 1 1
H = (a*a+§)hw— (N+§) hw.

Operator N =a'a pusobi na bazické stavy néasledovné

Nn) = n|n).
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LHO muzeme interpretovat napt. jako jeden moéd kvantovaného elektromagnetického pole v
duting, jehoz kvanta (fotony) maji energii hw. Vybrany mod odpovida jednomu jednocasti-
covému stavu, tj. jednocasticovy Hilbertiv prostor H ma dimenzi 1 (¢astici se mysli foton,
nikoli LHO). Fotony jsou bosony a muze jich byt v modu (tj. stejném jednocasticovém
stavu) libovolny pocet. |0) predstavuje vakuovy stav, kdy v modu nejsou zadné fotony.
Kreac¢ni operator pridd do modu jeden foton, anihilaéni jeden ubere. Stav |n) odpovida
situaci, kdy je v moédu n fotonti. Operator N lze interpretovat jako operator poc¢tu fotonu
v tomto modu.

Bosonové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro bosony zavedeme kreacni a anihila¢ni operatory moda |¢y) analogicky jako pro LHO
(kde méame jen jeden jednocasticovy stav). Krea¢ni operator dL prida jednu ¢astici ve stavu
|¢1), pusobi tedy na bazické stavy (20.5) néasledovné

d2|n1,n2,...,nk,...;5> =Vng + 1ny,ng, ..., +1,...59). (20.7)

Anihilaéni operator a; ubere jednu ¢astici ve stavu |¢g), tj. jeho akce na bazické stavy
(20.5) je

aglni,na, ... ng, . ..;S) = V/nglni,ne, oo — 1,..05.5). (20.8)
Vidime, ze takto definované operéatory jsou k sobé opravdu hermitovsky sdruzené
\(n’l,...n;,...;S|dk]n1,...nk,...;S)/z\(nlr..nk,...;S|d,t|n'1,...n;€,...;5>i.
Mé”’l";}"k”k—l"' Wénlfr;:"'dnkn;c-‘rl"'
Evidentné plati komutacni relace
alaf| = |aran | =0, (20.9)

protoze pro vSechny bazické vektory plati

[dl,dj] g,y S) = (e + D (g4 Dng,oong 4+ 1, +1,...;5)

—\/(nk—i—l)(m+1)|n1,...nk—|—1,...,nl+1,...;S>
= (),

a druh4 identita je jen hermitovské sdruzeni prvni. Odmocniny na pravych stranach (20.7)
a (20.8) jsou zvoleny tak, ze plati komutaé¢ni relace

[akaj] = 5. (20.10)
Pro k # [ dostaneme
[dk,&j] Ny, Mgy ey, Sy = \/m]nl,...nk—1,...,nl—|—1,...;S>
—\/mml,...nk—1,...,nl—|—1,...;S>
0.
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Pro £ = [ nalezneme

[akaﬂ 0yt 3S) = /(e + 2|0, gy -3 S)
—\/nE|n, g, 5S)
- |n17 ng, . 7S>7

a protoze rovnost plati pro vSechny bazické stavy, plati komutaéni relace (20.10).
Vakuovy stav spliuje pro vSechny anihila¢ni operatory vztah

a|0) = 0.
Fockovskeé stavy (20.5) mizeme z vakuového stavu generovat pomoci krea¢nich operatora

1

—aimalm o).
’I’Ll!’I’LZ! R

Ini,ng, ... ng,...; S) = ay"'ay

Focktiv prostor bosont lze tedy zapsat jako

~Tng

Fu(H) = [(H 327) 0)

2{:7lk*< OO] .
k A
Operator

urcuje pocet Castic ve stavu |¢y)

Nk|n1,...,nk,...;5>:\/ni|n1,...,nk,...;5>:nk]nl,...,nk,...;5>.

Zjevné jsou ay a &,t posunovacimi operatory k Ny

[Nk;dl} = dL [y, ai] + [d;t, &z} ar, = — a0k,
0 H/—/
—0k1
(Nl = al [anaf] + [af @] @i = afou.
—_—— N —
[ 0

Operéator celkového poctu ¢astic pak definujeme pomoci

N=> N.=) aja.
k k
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Fermionové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro fermiony definujeme kreacni operator ZA)L tak, ze prida ¢astici ve stavu |¢) nalevo od
jiz existujicich stavi, tj. (pro >, n; = N) plati

bhlnn, .0k A) = VNIge) @ A (j00)°" @ [62)*" @ .. )
= VIN+ DA (|on) @ [61)%" @ |¢2)*™ @ ...)
S g
= (=17 VIN+ DA (|60 @ [62)*™ ® ... 0 |¢w) @ ...)

k-1
N T Y
Suma po¢ita, kolik moda pred |¢x) je obsazenych. Pro pfipad ny = 1 definujeme
biny,. .. 15, ...; A =0,
Anihila¢ni operator definujeme pies hermitovské sdruzeni vztahem
0, ng =0
belna, . ng, .. A) = o
(—1)J§1nj\n1, coong—1,...A), ng=1

Snadno ukazeme, ze fermionové operatory spliuji antikomutacni relace
{000} = {b;.0c} =0, (20.11)
Pro piipad 7 =k je {ISL, lA)L} = 213,12, a vztah plyne primo z definic

O, ne = 1

{IA)L,IA)L}|n1,...,nk,...;A>: A .
2t ny, . 1. s A)Y =0, np=0

Pro j # k uvazujme bez Gjmy na obecnosti j < k. Pak plati (staci vzit stav s n; = ny =0,
jinak dostaneme automaticky nulu)

j—1 k—1
IS > >
Bibl[ne, .. 05 Oy s A) = (=1)E (=1)E g, 1, L A)
kz—:lni

= (—1)i:j ‘Tll,...,1j,...,1k,...;A>.

V opa¢ném poradi plati

i (kzl ”l> a5
bkbj|n¢,... ,Oj,... ,Ok,...;/4> = (—-1) =t (——1)i:1 niy,... a1j7"'a 1k,...;14>
%ifni



Ve vsech pripadech miizeme zapsat rovnost
b;b,t]nl,...,nj,...,nk,...;A> = —b,tb}|n1,...,nj,...,nk,...;A),
ze které plynou antikomutaéni relace (20.11). Analogickym postupem se ukaze, Ze plati
{Bj, ZSL} = 5. (20.12)

Antisymetrizace stavu pro fermiony tedy implikuje antikomutac¢ni relace pro kreac¢ni a
anihila¢ni operatory. Pauliho princip je schovan v identité

(Lo} =28 =0—= i =0,
Pro vakuovy stav fermionu plati stejné jako pro bosony rovnosti
be|0) = 0.
Fockovskeé stavy (20.6) vytvoiime z vakua pomoci krea¢nich operatoru
Ny, ng, g, AY = BB L |0),

na rozdil od bosont zde zéavisi na poradi krea¢nich operatori. Fockiiv prostor fermiont lze

zapsat jako
Fr(H) = [ (H BZ”’“) 0) an < 00,ny =0, 1]
k

k

A
Operator poctu ¢astic ve stavu |¢y) je roven

AT

L sou k nému posunovaci operatory (vyuZijeme identitu [AB,C’] = A {B, C } —

¢4} B

@”

f—’h\

[Nkai)l] = [;L {i)ka Bl} - {[;la B}t} Z;k = _Elékh

—_—— Y=

[88] = 0 b} {010} b= e
7—/ HO/—/
kl

V pripadé fermiont je N, projektor

N2 = bbbl = ) [ {bub} —blic | b= blb — 3 B2 = N,
Ny

M 0
1

tj. jeho vlastni ¢isla jsou 0 a 1 v souladu s Pauliho principem. Operator celkového poctu
¢astic pak definujeme pomoci
N =Y 8= Y bl
k k
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Pozorovatelné ve Fockové prostoru

Pozorovatelné ve Fockoveé prostoru lze rovnéz zapsat pomoci kreac¢nich a anihila¢nich opera-
toru. Postup je stejny pro bosony i fermiony, oznac¢ime souhrnné jejich kreacni a anihila¢ni
operatory jako éz a . Zatnéme s jednocasticovymi operatory. Necht T je néjakad pozoro-
vatelna jedné Castice, tj. operator na H. V bazi jednocasticovych stavi {| ¢x)} ho muzeme
rozepsat ve tvaru

T = Z<¢k‘T‘¢k’>’¢k><¢k”' (20.13)

kK

Pro N identickych ¢astic pozorovatelnou rozsitime predpisem

A

N
TO=N"he. [aeTel,n..oly.
=1

Pokud méame ¢astice v jednocasticovych stavech |¢y, ), ..., |¢ry), pak na né tento operator
pusobi nasledovné (P = S, A pro bosony, resp. fermiony)

T‘¢ki>P|¢k1a"~>¢li7'~'7¢k1\1>- (2014)

TPy, i) =D > (o

3 lz

N
=1

Ukézeme, 7Ze tento operator lze na Fockové prostoru definovat pomoci kreacnich a anihi-
la¢nich operatora ve tvaru

TW = (x| T|pw)efr. (20.15)

ko k!
Prepiseme nejprve stav identickych ¢astic pomoci krea¢nich operatorii
Lo
chl Gy 10),

dosadime ho spolu s (20.15) do (20.14). Operator 7™ budeme postupné komutovat skrz
krea¢ni operatory

P|¢k17"‘7¢kN> =

~

10, e oy = [T0., | e, el o)+ e, T, el Joy = ..
= 70|, el o)+, |70 ) e, el o)+t
ey, [TO e 0y + e, T O), (20.16)
Posledni ¢len, kde je 7™ aplné vpravo, da na vakuovy stav nulu (v 7O je vpravo anihi-

la¢ni operator). U predchozich ¢lent uréime z tvaru (20.15) komutétor (plati pro bosony i
fermiony)

[70,6l] = S (el Tlow) [ehew, ] = S(@ulTlonel.
k k' ~— k
61];6k-’i
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Dosazenim do (20.16) dostaneme

T( )C]-I;Zl ékN|0> = Z<¢l1|T’¢k1>éjlé]t:2 : éLN|0> + Z<¢12’T’¢k2 é.‘l—ﬂég‘gckg, o é"I—CN|O> +

l1
N
=1 [

takze operator (20.15) skutecné spliuje rovnici (20.14). Ve Fockové prostoru maji tedy
jednocasticové operatory tvar (20.15). Porovnanim (20.15) a (20.13) vidime, Ze operator
ve Fockové prostoru dostaneme formalné zadménou

|6) = b, (G| =

Operator poctu ¢astic v modu |¢y) N, = c,cc;€ lze chapat jako Jednocastlcovy operator kde
T; je projektor na stav |¢y). Pro operator celkového poctu ¢astic N = >k N, je T=1.
Obdobnym zptusobem lze prevést do Fockova prostoru i vice¢asticové operatory, které

zachovavaji pocet ¢éastic. Uvazujme napt. operator V definovany v dvoucasticovém prostoru
()
HS/A

U

T kKLU

Symetrie vii¢i zaméné ¢astic pro maticové elementy implikuje

(b, 0|V |dwr, dr) = (1, Dl V|0, i)

Ve Fockové prostoru pak dvoucésticovy operator bude mit tvar

~ 1 ~ At ata 4
Y= 2! DD (br iV Ibw, dv) el v, (20.17)

T kKLU

V dalsim povazujeme mody |¢y) za vlastni stavy jednocasticového volného hamiltonianu
(bez vnéjsiho pole)

Holox) = Ek|¢r), Z Ei|pr) (Drl-
Pokud c¢éstice mezi sebou neinteraguji, pak ma hamlltonlan ve Fockové prostoru tvar
H=> Edlér =) EpNy
k k
Pro bosony i fermiony jsou éj-, ¢; posunovaci operatory k hamiltonianu H
|:I:I,é;ri| = ZEk [ckck, Zi| E éT
———

Ck‘;kz

[Hc} - Y B [CLC;CC} — _Ei,.
ke ——

—Cr0ki
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Vliv néjakého vnéjsiho pole U je popsany jednocésticovym operatorem

U =" (on|Ulgw)chéw,

kE

kde U ma typicky nenulové nediagonélni maticové elementy. V casovém vyvoji takovy
operator zpusobuje prechod ¢astice mezi hladinami volného hamiltonidnu. Interakce dvou
¢astic je popsana n&jakym dvoucasticovym operatorem tvaru (20.17). Obecné lze hamilto-
nian nerozlisitelnych c¢éastic ve vnéjsim poli, zahrnujici dvoucasticové interakce, zapsat ve
Fockové prostoru nasledovné

A o 1 T
H= E €kk/CJ]r€Ck/+§ E E Ukl’k/l/CLCZfCl/Ck/.

kK kKLU

Analogicky lze zahrnout i vice¢asticové interakce.

Spojité stupné volnosti

Misto spocetné baze {|¢x)} v jednocasticovém prostoru H lze uvazovat spojitou bazi. Ty-
picky se voli zobecnéné vlastni vektory hybnosti a projekce spinu {|7, £)} normalizované k
delta funkci

(5,817, §) = 0ee (0 — 1)

NPT L. 1w . ) Y. . At A a3
Prislusné kreacni a anihilaéni operatory oznacime jako aj., az¢ pro bosony a b, bze pro

fermiony, napf. operator &;5 vytvori z vakua boson s hybnosti p a projekei spinu & (e

popisuje spinovy stav)

81

(Z]af;c|0) = Ype(@) = e,

V komutac¢nich relacich pro bosony (20.9), (20.10), resp. antikomuta¢nich relacich pro
fermiony (20.11), (20.12), se Kroneckerovo ¢ nahradi Diracovou d-funkei

[&;5’&17’76’} = [% & ay 5'} =0, [&m%,g} = 0e g0 (7= 1),
A I O _ - _ |
{iebhot = {brebre} =0, {bebho} = decoz—p)

Operétor pocetu ¢astic s hybnosti p a projekei spinu & je (pro bosony i fermiony, ¢z =
g byie)

A

_ At oA
Ny = CeCrie
Operator celkového poctu ¢astic dostaneme integraci pres hybnosti a sumaci pres spinové
stavy
V — Atoal g3
N = Z/cﬁgcﬁ,gd D.
ﬁ R3
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Pro volné ¢astice je jednocasticovy hamiltonian

P
Hy = —.
07 oM

Pokud c¢éastice navic neinteraguji, pak celkovy hamiltonian na Fockové prostoru je

_Z/QM ngpéd p.

£IR3

Fockiiv prostor pro rizné castice

Focktiv prostor pro rizné druhy ¢astic sestrojime tenzorovym souc¢inem jednotlivych Focko-
vych prostortu

F=Fp(H1)®...0 Fp(Hn,) ® Fr(f)®...® .7:F(7-1NF),
kde Npg je pocet druhii bosonti a Np je pocet druhi fermionu, H; a H, jsou prislusné
jednocasticové prostory. Oznac¢ime kreac¢ni a anihila¢ni operatory bosonu A jako d; ks Ok
pro fermion o analogicky ZA)L . Ba,k. Komutaé¢ni a antikomuta¢ni relace pak maji tvar
al L al = |aag a =0, |axg dl .| = 0o
Ay v | = Ak ANV E | =Y, ANk Ayr gr | = OANOkK

{62,1@’ I;L’,k/} = {EO',]C’ BU’,k’ } - 07 {[;a,lm Z;:f;/’k/} - 50’0’5kk’7

pricemz vSechny bosonové a fermionové operatory navzajem komutuji

~ ~

[&L,Mbi’,k’] = [dA,kachkf] = [axkbﬁk} = [&A,k’ba’,k'} =0.

Hamiltonian takového systému muze obsahovat, kromé ¢lenti popisujici jednotlivé druhy
¢astic samostatné, i ¢leny popisujici interakci riznych druhtu ¢astic, napr.

ab by, + b}
popisuje anihilaci fermionu za kreace bosonu a opac¢ny proces; ¢len
al g ks g + a1 0 0l
1,£02,6A3 k T A1,k 1. A3 1

popisuje anihilaci bosont 2 a 3 a kreaci bosonu 1 + opac¢ny proces, atd.

Piiklady

Cvi€eni 64. Fermionovy systém o dvou jednocdasticovijch stavech |¢1), |¢o) lze popsat ha-
maltonianem

H = E\biby + Eyblby + J(blby + biby). (20.18)
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MizZeme na néj téz pohlizet jako na systém sloZeny ze dvou interagujicich podsystémai,
spojenyjch s hladinami 1 a 2, z nichZ kaZdy mizZe byt ve stavu ,0bsazeno” nebo ,,neobsazeno®.
Uvazujte Fy = 0, Ey = %J. Naleznéte energie systému. Urcete casovy viyvoj pocdtecniho
stavu

¥(0)) = bl]0) = [1,0). (20.19)

Navod: V tomto pripadé ma Fockuv prostor dimenzi 4, jeho bazi tvoif stavy
{]0,0),10,1),]1,0),|1,1)}. V této béazi je hamiltonian H popsan matici

0 0 0 0 00 0 0
g0 B g0 oo g 0
“lo g B o0 “lo J 37 0

0 0 0 E+5E 00 0 %J

Energie systému fermiont jsou vlastni ¢isla této matice

1.3
= —=J,0,2J,2J.
€=—57.0,5J,2]

Jednocésticovy podprostor [|0,1),|1,0)], je zfejmé invariantni, zaZeni hamiltonidnu na
tento podprostor je ddno matici
0o J
H' = .
(J 2/ )

Casovjrm vyvojem se pocatecni stav (20.19) z invariantniho podprostoru nedostane. V
kazdém case t > 0 tak bude ve stavu superpozice

(1)) = a(?)[1,0) + B(1)[0,1),
kde koeficienty se ¥idi Schrodingerovou rovnici s hamiltonidnem H’

d

. , aft)
() = HU(D), 6(t) = (5Et)) , (20.20)

s pocate¢ni podminkou «(0) = 1, £(0) = 0. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice H' jsou

1 (1
1/11 - % (2) y 51 = 2],
by = (_21> &=y

B(t) = (1, $(0)) e # 7"+ (1, $(0)) e = % (

5l

Regenim (20.20) je

2i i
e—fc}t +4€ﬁJt
0 )
2~ Tt — ezt

coz muzeme piepsat jako

]_ 21 i 2 21 )
V) = (e—ﬂt + 4@“) L0)+= (e—rﬂ - eﬁ‘]t> 0,1).
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Cvic€eni 65. Uvazujte bosonovy systém se tiemi typy cdstic (a,b,c), kaZdd md pouze jeden
mod. Hamaltonidn systému je
H = hw(afbé + abTeh), (20.21)
Nastavd tedy rozpad cdastice a na cdstice b a ¢ a jejich rekombinace. UvaZugte casovy vyvog
systému z pocdtecniho stavu
1

»(0)) = —=a'?[0) = |2,0,0).

() = 510) = [2.0.)
Ukazte, Ze stav zistdvd v néjakém konecnerozmeérném podprostoru Fockova prostoru, urcete
matici hamiltonidnu v tomto invariantnim podprostoru a naleznéte |1)(t)).

Navod: Invariantni prostor nalezneme opakovanou aplikaci H na pocatecni stav
H[2,0,0) = v/2|1,1,1),
HI1,1,1) = v/2|2,0,0) + 2/0,2,2), (20.22)
H|0,2,2) = 2[1,1,1).

Odsud je zfejmé, Ze linearni obal S = [[2,0,0),|1,1,1),]0,2,2)]\ je invariantni vuci H.

Oznac¢ime H’' matici ztZeni hamiltonidnu na invariantni podprostor, jeji tvar odvodime z
rovnic (20.22)

0 V2 0
H=hh|VvV2 0 2 (20.23)
0 2 0
Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice jsou
2
3
Yy = 0 , B =0,
1
V3
1
V6
¢2 = %ﬁ) ) E2 = \/671(/&),
1
NG
1
V6
¢3 - _\/Lg ) Es = —\/éhw.
1
v

—~

w(o) = (17 Oa O)T)
Y(t) = (Y1,9(0)) 1 + (2, (0)) hae™ VO 4 (g, (0)) e !

% + % <€—i\/€wt + ei\/&ﬁ&)

Casovy vyvoj pocateéniho stavu je pak

_ 1 —iv6wt L iv/6wt
V2 1 —ivbw iv6w
— 73 + m <€ t +e t)
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coz lze po tpravach prepsat do tvaru

1 ) 2
() = 3 (2 + cos(x/éwt)) 12,0,0) — % sin(V6wt)|1, 1, 1) +§ <cos(\/6wt) - 1) 0,2,2).
Cvi€eni 66. Uvazujte systém bosoni (a) a fermioni (b), kazdy s jednim modem. Najdéte
spektrum hamiltonidnu

i = hw (d*i) + aiﬂ) . (20.24)

Navod: Nejprve ukazeme, ze H rozdéluje Focktuv prostor na dvourozmérné invariantni
podprostory (a jeden jednorozmérny), a lze ho tedy reprezentovat blokové diagonalni ne-
kone¢nérozmérnou matici. Vyjdeme z akce H na stav s obsazovacimi ¢isly n, =n € No,n, €
{0,1}: A

H|n,0) = hwy/nn —1,1),

Hln,1) = hwv/n + 1|n +1,0).

Vidime, Ze stavy [n,0) a [n —1,1) se zobrazuji na sebe navzajem a na jejich linedrnim
obalu tak H ptsobi jako matice 2 x 2

Hn:hw(\?ﬁ \{)ﬁ)

Spektrum této matice je o(H,) = {+hw+/n}. Dvojicemi |n,0) a |n — 1, 1) pokryjeme celou
bazi Fockova prostoru az na zvlastni piipad |0,0). Ten je vlastnim vektorem s vlastnim
¢islem 0 a sam tak tvoii jeden dalsi jednorozmérny invariantni prostor. Celé spektrum
Hamiltonianu (20.24) je tedy

o(H) = {0} U {£v/nhw|n € N}.
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