Kapitola 19

Zaklady teorie rozptylu

Prehled teorie

Uvod

V této kapitole si ukdzeme zaklady teorie rozptylu v kvantové mechanice. Zaméiime se na
pruzny rozptyl bezspinové ¢astice na potencialu V' (Z), ktery ma bud koneény dosah R (tj.
V(Z) = 0 pro |Z] > R), nebo vymizi pro |Z| — oo dostatetné rychle (rychleji nez +). V
takovém piipadé lze pocatecni stav |1);) rozptylované ¢astice v case to — —oo volit jako
(zobecnény) vlastni stav volné ¢éstice (s hamiltonidnem H, = %) s hybnosti p’ a energii
E = %, tj. rovinnou vlnu |p). Souradnou soustavu zvolime tak, ze ¢astice budou dopadat
ve sméru osy z, tj. p'= (0,0, p). Oznacime vinovy vektor dopadajici ¢astice

- 1 D
k=—-p=(0,0,~)=1(0,0,k).
hp (77h) (77)

Stavu dopadajici ¢astice |p) = |¢;) odpovidé v z-reprezentaci vlnova funkce

Vel®) = (lug) = € = e

Zajima nés pravdépodobnost, Ze v Case ty — 400 nalezneme rozptylenou ¢astici ve stavu
vlastnim stavu volné ¢astice s hybnosti p’ # p'(neumime rozeznat ¢astici rozptylenou p— p'
od ¢astice, ktera projde potencialem beze zmény), tj. ve stavu |p') = [¢5,) s vinovou funkei

q S 1 ik %
Ve (F) = (T]Yy) = ) e,

njw
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kde k' = %ﬁ’ . Pro pruzny rozptyl plati p = 9/, tj. & = k’. Amplituda pravdépodobnosti
rozptylu g — p’ bude rovna

Wy = lim (70§ (ts,0)U(t,t0)Us (0, to) )
0—> —00
ty — 400
= lim  (7|S(ts, to)|D) = (F|SIP) = Sy 5
to — —o0
ty — 400

kde S (tr,to) je evoluéni operator v Diracové obraze a S je operator S-matice

S= lm Sty to).
tog — —o0
tf—>+OO

Jedna z moznosti, jak amplitudu najit, je pouzit nestacionarni poruchovou teorii. Tento
postup je uveden v pozndmkach k prednésce. Ukazeme si zde jiny postup, ktery je podobny
feSeni rozptylu na piimce (viz. zimni semestr). Diky limitam totiZz neni nutné fesit nestacio-
narni dlohu. Staci najit FeSeni ¢ bezcasové Schrodingerovy rovnice pro Gplny hamiltonidn

2

L . B .

se stejnou energii, jako ma dopadajici ¢astice, tj.

h? h2k?
(_WA + V(ﬂ?)) $r(T) = 57 Px(2), (19.1)
kterou lze v asymptotické oblasti (r = |#] — +o00) napsat jako superpozici dopadajici

rovinné viny a rozptylené sférické viny

. eikT

Op(E) ~ Vgl®) + Vil ) ~ €+ FF, B~ (19.2)

—

¢r(Z) je tzv. stacionarni rozptylovy stav. Funkce f(k', IZ) se nazyva amplituda rozptylu, lze
Ji téZ zapsat ve tvaru

-

f(];/’ k) = fk(97§0)7

kde 6 a ¢ jsou prostorové thly vektoru K (E mifi ve sméru osy z). Amplituda fi(0, ¢)
obsahuje veskeré informace o rozptylu dopadajici rovinné vlny na potencidlu V(Z) pod
ruznymi thly. UkédZzeme, ze pro diferencidlni G¢inny prufez plati

(), -~ 1he.0L
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Diferencialni G¢inny pruirez
Ze stacionarniho rozptylového stavu muzeme vyjadfit tok pravdépodobnosti (za jednotku
¢asu) dopadajici a rozptylené viny. Pfipomenme, Ze pro vinovou funkci ¢ (7, t) se definuje
tok pravdépodobnosti jako

70 = 2 (69 - 59)

Tt) = — -

j Y 2M )

a spolu s hustotou pravdépodobnosti p(Z,t) = |¢(Z,t)|* spliiuje rovnici kontinuity

. dp
V- ]+at

ktera predstavuje zachovani normy vektoru béhem casového vyvoje uzavieného kvantového
systému. Pro stacionarni stav je tok na ¢ase nezavisly. Tok dopadajici viny (%) ~ e’ je

0,

hvd
Jin =

kde 77, je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Rozptylenou vinu mame zapsanou ve sférickych
soufadnicich N
eZ T
wsc(n 9, ()0) ~ fk(97 SD) ’

Pro vypocet toku tedy pouzijeme gradient ve sférickych souradnicich
g5 4105, L 95
or" rob rsinf dp 7’
kde 7., 1y a 7, jsou jednotkové vektory ve smérech r, 6 a . Gradient 9. je tedy

- (., 1 10fk 1 Ofi 0\ e™
Vipae(r, 0, 0) = ((zk‘ B ;) Jiitr r 00 o + rsinf dy n(p) o

Tok rozptylené viny je potom
- hk: 1 zh 1 of 0 . th 1 of 0 .
o = Syl o (25 - RS s e (a5 - 7.5 ),

2M r3sin 6

Pro velka r je tok ve smérech 6 a ¢ mnohem mensi nez ve sméru r, takze priblizné plati

- hk 1
Jse ™~ |fk|2nra

tj. tok rozptylené viny je prakticky radlalm. Diferencialni a¢inny prifez do (0, @) lze vy-
jadrit jako podil velikosti toku pravdépodobnosti rozptylené viny infinitezimélni plochou
dS = r?df) ku velikosti toku dopadajici viny

[JocldS

(), -~ 1h6.0
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Stacionarni rozptylovy stav, Lippmann-Schwingerova rovnice

Stacionarni rozptylovy stav ¢ je feSenim bezcasové Schrédingerovy rovnice pro celkovy
hamiltonian (19.1). Oznacime

rovnici (19.1) pak upravime do tvaru
(A + k) op(Z) = U(Z)p(2).
Tato diferencialni rovnice je ekvivalentni integralni Lippmann-Schwingerové rovnici
(%) = Yp(7) + /G,;(f— f’)U(f’)qﬁE(f’)d%', (19.3)
R3

kde G (%) je Greenova funkce (resp. fundamentalni feSeni) bezc¢asové Schrodingerovy rov-
nice volné ¢astice

(A + E*)G(7) = 6(). (19.4)
Greenovu funkci a delta funkci vyjadiime pomoci Fourierovy transformace
Geld) = s [ TG
kL - (271')3 € ¥\q q,
RS
(5(2?) _ 1 /eitf-fdiiq
(2m)3 ’
RS

Dosazenim do (19.4) dostaneme algebraickou rovnici pro Fourierovu transformaci Greenovy
funkce

(—¢* + k)G =1,

jeji TeSeni je
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Img Img

Cr, C_i

D ] > Re o D > Re
BN 1 N A 1 1
Obrazek 19.1: Krivky pro poly vg =k a ¢ = —k.
Integral prevedeme do sférickych souradnic a vyintegrujeme pres thly

7y = 1 i q2 / : iqrcosf __ cost =t
Ci@ = i / g / SInPABE™ =\ sin 0do = dt
0

0

0o 1 [e'e)
1 qQ ) 1 q ) .
= d ’Lthdt — wqr iqr d
4#2/k2—q2 q/e 47T2ir/k2—q2(e ¢ ) 4
0 -1 0
1 7 iwqr
= — , / ae dq.
4dr2ir q?> — k?

Zbyvajici integral prevedeme do komplexni roviny a spoc¢itame pomoci reziduové véty.

Integrand A
oqe 1 1 1

ma dva poély v bodech ¢ = +k. Pro pél v ¢ = k krivku uzavieme jako na obrazku 19.1 vlevo,
polomér kruznice posleme limitné do nekone¢na (integral po kruznici v limité vymizi) a
nalezneme

oo . .
qezqr qezqr ik
/qQ—deq: q2_k2dq:me )
—o0 Cr

V tomto pripadé dostaneme rozbthavou Greenovu funkci

1 ikr
) = — (19.5)

Cdmor

8

_l’_
G

kterou lze interpretovat jako amplitudu viny v bodé ¥ vyzarené bodovym zdrojem umis-
ténym v pocatku. Pro druhy pol v ¢ = —k postupujeme analogicky (viz. obrazek 19.1
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vpravo), integrél je roven
oo

ge'r qer
/—q2_k2dQ—f—q2_k2dQ—Trl€ ,

—0o0 C_p

takZe dostaneme sbihavou Greenovu funkei

1 efikr
@O =—&

G;
Pro stacionarni rozptylovy stav s asymptotickym chovanim (19.2) musime pouzit ka(a?)
Po dosazeni (19.5) do Lipmann-Schwingerovy rovnice (19.3) dostaneme

zk\x |
@) = @) = 3 | U@ )o@ (19.6)

Snadno se ukaze, ze Lipmann-Schwingerova rovnice automaticky zarucuje asymptotické
chovéani rozptylového stacionarniho stavu (19.2). Pro potenciél predpokladame, Ze je neza-
nedbatelny pouze pro |7'| =" < R. Pro |Z] = r > R > r’ pak mizeme pouzit odhady

1
|7 — 7|

KZ -7 = kVir2—27- *'+rf2~kr—k— ¥ =kr— k-7

Q

1
r’

kde jsme oznacili K = k% Pro velka r tedy plati

G — &) e i
?
k At 1

a po dosazeni do Lippmann-Schwingerovy rovnice (19.6) dostaneme

— — 1 —ik!7 — — / eikr
o@D = )+ (g [TV |
R3
ikr
_ %eikz_i_ 13 o2 /wk/ op(@)d’ e
CEEMNCHE g

V asymptotické oblasti ma tedy ¢; skuteéné tvar (19.2), pficemz amplituda rozptylu je

rovna 9
47r M

f(K k) = —2n* wk, U(2) () d*a" = ——— (V| V|z)- (19.7)
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Bornova rada

Lippmann-Schwingerovu rovnici (19.3) mtzeme fesit iterativné tak, ze za ¢z(2") v integralu
opakované dosadime pravou stranu, tj.

op(Z) = Pp(2) + /de’Gg(f— VU2 ) (2" +

+ / &3z’ / " GH(E — TV (F)GEHE — &)U ()b (2)

Kazdy dalsi ¢len rozvoje obsahuje o jedna vys$si mocninu potencialu. Pokud je tedy in-
terakce slaba, je mozné cleny od jistého fadu zanedbat a priblizné vyjadrit stacionarni
rozptylovy stav pomoci znamych funkei ¢ a G;I. Dosazenim do (19.7) dostaneme Bor-
novu fadu pro amplitudu rozptylu

FRLR) = — 47T2M<¢k/\w¢k> O )+ FOFR R + ..., (19.8)
kde
FORE = Ml Vg = o [ dEDTy @ (19.9)
FORR) = —4”;"” P BV () / PG E — ) V(3
- / aa! / dl'e " f’V(*')%V(f")eﬂ?f”.

Jednotlivé ¢leny Bornovy fady miizeme interpretovat tak, ze k rozptylu ptsobenim potenci-
alu dojde bodové jednou, dvakrat, atd. 1. Bornovu aproximaci dostaneme prosté tak, ze ve
vztahu pro amplitudu rozptylu (19.7) nahradime stacionarni rozptylovy stav ¢; rovinnou
vlnou 7. V tomto piibliZzeni je amplituda rozptylu az na nasobek rovna Fourierové trans-
formaci potencialu. 1. Bornovu aproximaci lze pouzit, pokud je interakce slaba a kineticka
energie nalétavajici castice dostatecné velika.

1. Bornova aproximace pro sféricky symetrické potencialy
Pro sféricky symetricky potencial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci rovna
P T 0

2rh?
]RS

V()da'.
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Oznac¢ime prenesenou hybnost

velikost ¢ je potom rovna

B 0
q=|k —k| = Vk? —2kk cos 0 + k? = \/2k2(1 — cosf) = 2k sin 7.

Zvolime si lokalni soutadny systém (z/,y/,2") tak, Ze osa 2z’ mifi ve sméru ¢ a integral
prevedeme do sférickych soutadnic (', 60, ¢")

00 g 2
o o M . /
fOE E) = — 57 /T'er/sin H’dﬁ’/dgoe“” st/ (1),
0 0 0
Integral pres thly je roven
T 2m i cosf' T
., , —iqr’ cos 4
/sin Q'dé'/dgoe_“” cost — o [e—,} = —F/sin(qr’).
wqr 0 qr
0 0
Pro amplitudu rozptylu pak dostaneme
- Mo 0
FORE) = ———— [ P'V()sin ( 2kr'sin ) dr' = £V(6). (19.10)
hZk sin 5 2
0

Amplituda tedy zavisi pouze na thlu 0, a ne na ¢. Pro sféricky symetricky potenciél to
plati pro v8echny fady Bornova rozvoje, tj. f(k', k) = fr(0), jak lze vidét z rota¢ni symetrie
ulohy okolo osy odpovidajici sméru dopadajicich ¢astic (osa z).

Metoda parcialnich vin

Pro sféricky symetricky potencial 1ze nalézt jiny typ rozvoje amplitudy rozptylu, ktery
nezavisi na sile interakce. MuZzeme ho vyuzit i v pfipadech, kde poruchovy rozvoj neni
viitbec mozny (napf. pro rozptyl na tvrdé kouli, kdy je potencial nekoneény pro r < R, viz.
cviceni 62) Vyuzijeme toho, ze celkovy hamiltonian je skalar a ma tedy spolecné vlastni
vektory s momentem hybnosti. Stacionarni rozptylovy stav spliujici asymptotické chovani

1 ikr

A7) ~ —— [ e ¢ .
¢z(2) oY ( + fr(0) . ) (19.11)

muzeme rozvinout do sférickych vin. V rozvoji budou hrét roli pouze stavy s m = 0 (pak

plati Yio(0, ¢) = /2 Pi(cosf)). Moment hybnosti je totiz integral pohybu, tj. kvantové
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¢isla [ a m se zachovéavaji, a pro dopadajici ¢astici je m = 0 (je to rovinna vlna §ifici se ve
sméru osy z). Jeji rozklad do sférickych vin je (viz. (10.14))

—~

kde j; jsou sférické Besselovy funkce a P, jsou Legendreovy polynomy. Pouzijeme asympto-

tické chovani sférické Besselovy funkce

sin (kr — l%) 1
kr - 2ikr

gi(kr) ~ (e'thr=ta) — gmithr=ig)) | (19.12)

. = ~ . ~ 2 s .
a vztah ' = ¢z a nalezneme, Ze rovinna vlna se pro velka r chova jako

o it / s1n (kr —1%)
Vp(¥) = Y ;z TPI (cos0) (19.13)
0 etkr . e tkr
~ 322”1%{ — e — }Pl(cosﬁ). (19.14)

=0

V asymptotické oblasti je tedy rovinna vlna superpozici rozbihavé (#) a sbihaveé (ejkr)
viny. Do Legendreovych polynomi rozvineme i amplitudu rozptylu (to lze udélat s kazdou

funkei 0; dodatecény faktor 21 + 1 zjednodusi nasledujici vypocty)

(e 9]

fo(0) = (21 + 1) Fy(k) P (cos ) , (19.15)

=0

kde F;(k) je amplituda rozptylu I-té parcialni viny. Rozvoje (19.15) a (19.14) dosadime do
(19.11) a nalezneme

> ikr —ikr
= 3Z2z+1 Sr | (L 20kFi(F)) — —elm — | Pilcost).  (19.16)
5 N——
Si(k)

Vidime, ze v asymptotické oblasti je stacionarni rozptylovy stav opét roven superpozici
rozbihavé a sbihavé viny. V porovnani s rovinnou vinou (19.14) je v rozvoji u rozbihavé
vlny navic faktor Sj(k) = 1+ 2ikF;(k). Komplexni ¢islo S;(k) méa velikost rovnou jedné.
Pro pruzny rozptyl, kdy nedochézi k absorpci ¢astic, musi totiz byt tok dopadajicich ¢astic
stejny, jako tok vyletujicich ¢astic, tj. koeficienty u sbihavé a rozbihavé viny v (19.16) musi
mit stejnou velikost

[Su(k)| = | — €™ = 1.

Zavedeme si relativni fazové posunuti [-té parcialni viny §;(k) vztahem

Sl (k‘) == €2i5l(k) .
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Stacionarni rozptylovy stav (19.16) lze pak vyjadrit ve tvaru

sin (kr — 12 + 6,(k))
kr

151(19 )

op(Z

P, (cos?) .

V porovnani s rovinnou vinou (19.13) vidime, Ze se argument sinu [-té parcialni viny posune
o 0;(k). Fazové posunuti tedy popisuje vliv potencidlu na [-tou parcialni vinu - pro V=10
je ¢ = ¢y, a tedy Si(k) = 1, resp. 0;(k) = 0. Pomoci fazovych posunuti mizeme vyjadrit
amplitudu rozptylu [-té parcialni viny

Sl(k’) —1 5 sin 51(]{5)
r A S 1 ) Rt AT
k) === K
Celkova amplituda rozptylu (19.15) je pak rovna

1

fu(6) = 1

Z (21 4+ 1)e™ ™ sin §,(k) P, (cos 6) . (19.17)
1=0

Diferencidlni G¢inny prufez

(%), = 1nor

1 o0 oo
= = Z Z 20+ 1)(2I' + 1)e’ i(8 (k) —iby (k) iy, 01(k) sin oy (k) P, (cos 0) Py (cos @),

=0 I'=0

je ovlivnén interferenci ¢lent s ruznymi hodnotami [. V celkovém tu¢inném prifezu tato
interference zmizi kviili ortogonalité Legendreovych polynomii
/ Py(cos @) Py(cosf)sin0dh =

0

T . (19.18)

Pro celkovy u¢inny priifez pruzného rozptylu na sféricky symetrickém potencialu plati

:7@ ] sin 06 (%) j‘; Z(2l—|—1)sm 5,(k) = ial(k‘). (19.19)

=0

Lze ho tedy napsat jako soucet tc¢innych prufezu pro jednotlivé parcialni viny

o1(k) = 42 (20 + 1) sin? 6;(k) = 4= (21 + 1)|Fy(k) . (19.20)

k

Uvazujme nyni imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu

1 [e.e]
Imf(0) = — E (20 + 1) sin? 6;(k) P, (cos 0) .
1=0

N
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Pro Legendreovy polynomy plati P(1) = 1, takze pro nulovy thel dostaneme

k

Ea(k).

1 & )
Tm f (0 EZ@ (21 + 1) sin? &, (k) =

Tento vztah je specidlni pripad tzv. optického teorému.

Amplituda rozptylu (19.17), resp. celkovy tcinny prarez (19.19), jsou dany nekone¢nou
sumou pfres parcialni viny s rtznymi hodnotami [. Pro potencidly kone¢ného dosahu R
staci uvazovat pouze konecny pocet parcialni vin, pricemz [,,,, 1ze odhadnout nasledujici
uvahou. Na ¢astici s momentem hybnosti [ plisobi ve vzdalenosti R odstrediva bariéra

P Pokud je energie ¢astice mnohem mensi, bariérou nepronikne a viibec se nedostane

™~ 2MR?
do oblasti nenulového potencidlu. Z podminky

h21? h2k?
E .
2M R2 DA
plyne, ze pro [ > kR jsou fazova posunuti velmi malé. Stac¢i tedy uvazovat parcialni viny
S | < lnae = kR. Pro malé energie dopadajicich ¢astic tedy dochézi k rozptylu predevsim
v s vlné (I =0).
Lze ukazat, ze pro pritazlivy potencial (V(r) < 0) jsou fazova posunuti kladné. Naopak,
pro odpudivy potencial jsou zaporna.
Z ortogonality Legendreovych polynomu (19.18) plyne, Ze amplitudu rozptylu [-té par-
cialni vlny lze vyjadrit z celkové amplitudy vztahem

Fi(k) = % / F+(60) Py(cos 0) sin 06 (19.21)

Pro slabou interakci a velké energie dopadajici ¢astice pak muzeme fy(0) nahradit 1. Bor-
novou aproximaci (19.10). Fazova posunuti i amplitudy jsou malé, takze priblizné plati

sin0y(k) = &;(k) = kF (k).

Zname-li amplitudu rozptylu v 1. Bornové aproximaci, muzeme z téchto vztahu urcit pfti-
blizny tvar fazovych posunuti.

Presny tvar fazovych posunuti miizeme urcit, pokud umime vyftesit bezc¢asovou Schro-
dingerovu rovnici pro dany sféricky symetricky potencial V' (r) koneéného dosahu. Stacio-
narni rozptylovy stav muzeme zapsat jako superpozici spole¢nych vlastnich funkei H , L2
a [:;;, které muzeme zapsat ve tvaru

¢klm (7’, (930) = Rkl (T)YE,m(ea 90)

V rozvoji budou pouze stavy s m = 0, pro porovnani s (19.16) ho zapiseme ve tvaru

o0

o )% > (20 + 1)i'Ri(r) Pi(cos 0). (19.22)

¢p(T) =
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Funkce Ry, (r) jsou fesenim radialni rovnice s potencidlem V (r)

K @ 2&) ~ (%W) R, 1)) . k;z] P -

drz " rdr h? r

Mimo dosah potenciélu (tj. » > R) se tato rovnice zredukuje na radialni rovnici pro volnou
¢astici (viz. kapitola 10)

> 2d I(1+1)

— 4+ |-+ k|R = 0.
{<d7“2 +rd7") 2 T alr)

Jejim TeSenim je linearni kombinace sférickych Besselovych a Neumannovych funkei

Rkl(’f’) = CLH[(kT’) + bml(kr).

Koeficienty a; a b; urc¢ime tak, abychom dostali spravné asymptotické chovani stacionarniho
rozptylového stavu (19.16) pro r — co. Asymptotika Besselovy funkce je ve vztahu (19.12),
pro Neumannovu funkci plati

1 y ™ . T
n(kr) =~ — %y €08 (k:r - l%) =5 (ihr=15) 4 gmilhr=15))

Dosazenim do (19.22) po upravach dostaneme asymptoticky tvar
o ikr —ikr

= i (= i)~ (a
(ﬁg(l‘)—@ﬂ_) ;(2[—1—1) ik |:(l bl) . <l+ bl)

Py(cos@).

ol

Porovnanim s (19.16) nalezneme vztahy

a; — Zbl = Sl(k‘> = €2i6l(k),

a; + Zbl = 1.
Jejich Tesenim je
a = %™ cosg(k),
by = —e®®ging (k).

Musime tedy nalézt FeSeni radialni rovnice (19.23) pro r < R (feSeni musi byt regularni,
tj. konecné v r = 0), které navaZeme na FeSeni pro r > R ve tvaru

R (r) = €W (cos &;(k)ji (kr) — sin 6y(k)ny(kr)) . (19.24)

Féazova posunuti ¢;(k) pak uréime z navazovacich podminek v r = R.
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Priklady

Cviceni 60. Uvazujte rozptyl na Yukawoveé potencidlu

Urcete diferencidlni icinny prirez v 1. Bornové aproximaci.

Navod: Amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci (19.10) je pro Yukawuv potencial
rovna

KM [ ., 9 OKM [ 1., .,
e = —— / e " sin (Qk;r’ sin _) dr' = -2 emor' L (em _ i ) g
B2 Josin O 2 h2q 2
sin 5 0 ;
——

_ _KM / (e—(a—iq)r' + e_(a”q)T’) dr' = —[,(M ! — = ! :
g WalaTh ot
0 ) 21 ’

2iq
aZ+q2

2KM 1
h? a2+ 4k2 sin? g '

Diferencialni G¢inny prufez je potom

do 2K M\? 1
— ) O =07 = ( ) .
(m)k” 770 ) (a2 + 4k sin? 0)?

V limité a — 0 Yukawtiiv potencial prechazi v Coulombicky. Diferencidlni ¢inny prifez
odpovida klasické Rutherfodové formuli

AN 2KM\* 1 (MK\> 1
), h? 1644 sin4g B 2 pt sin4§'

Dostaneme spravny vysledek, byt postup vypoctu pro Coulombicky potencial neni korektni
- kles& v nekonec¢nu prilis pomalu, takze rozptylové stavy nemaji pozadovanou asymptotiku.

Cviceni 61. Uvazujte rozptyl castic na Gaussovském potencidlu
V(r)=Voe ™, Vo, A>0.

Urcete amplitudu rozptylu a diferenciélni u¢inny prifez v 1. Bornové aproximaci. Na-
leznéte fazova posunuti pro s a p vinu v této aproximaci.
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Navod: Pro Gaussovsky pontecial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci (19.10)
dana integrélem (¢ = 2k sin %)

2MV,

o0 o0

[ MV, . ,
. hzq /reATQ Sln (qr> dr — 2h2q0 /reAr2+lq7"d,r. _ /reAr2’Lqu,,,,

0

MVy ¢
ih%q

e 4x

MVy &
ih%q

e~

MVy _ g2

— e i
ih%q

KMVE] -
1h?q

MVy _
YE Xge

0 0

) — iq

A(r— {42 (22 rorE N
2 dr — [ re 2 dr | = dx = dr

__ g9
0 Y=o

\8
<
™

y
/xe_’\‘r dz +vy /6_’\’”2dm— /e_’\xzdx —|—2/6_)\m2d$

—y 0 0

J/

~~
=0

MY KMV, [7 _#2a2g
oh2 T o Vs

k2 (1—cos )
P2Y

(19.25)

Diferencialni G¢inny prufez je pak roven

do MV 2  K2(1—cos6)
() @=1or = (G) e

Celkovy ucinny prufez je

2w ™
. dU M‘/E) 2 T _k2(17C059> .
o(k) = /dgo/smGd@ <d_Q>k(9) = ( 2h2) E27r/e X sin 6d6
0 0

|

1—cosf ==z

sin 0df = dx
MVy\? 2n? w2
o ) S (1) (19.26)

Amplitudy parcialnich vin v 1. Bornové piiblizeni uré¢ime ze vztahu (19.21). Pro l =0
je Py(t) = 1, takze plati

Fy(k)

- MV
An?

k(l cos 0) M% e 1 _ﬁ
\’)\3/ A 81n9d9——2—h2\/;ﬁ<1—e *).
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o 025}

0y(k
ai(k)

—0.5F

Obrazek 19.2: Vlevo jsou fazova posunuti pro s (modie) a p (Gervené) vlnu. Vpravo jsou
parcialni uéinné prifezy pro s a p viny a celkovy uéinny prifez (Gerné). VSechny parametry
jsou rovny jedné, tj. M =h=Vy=\=1.

Féazové posunuti a parcidlni u¢inny prifez s-viny jsou rovny

B B MVy |n1l K2
MVy\? 472 2
oo(k) = dn|Fo(k)]? = < 2h20> o (1 e ) . (19.28)

Podobné pro p-vinu dostaneme parcialni amplitudu (P (t) = t)

m 2
MV T 7162(1—0058) . MV T 772:[
Fi(k) = _W;”F/e B2 cos@sm@d@:——llh;),/ﬁ e (1 —z)dz
0 0

— _@ Ei 1_%_}_6_% 1_|_%
B 2p% | A K2 k2 k2) )"

Féazové posunuti a parcialni uc¢inny prufez tedy jsou

MV, [r1 2 2 2
§1(k) = kFi(k)=— 2hf\/§; (1—ﬁ+e—’3 <1+ﬁ)>, (19.29)

MV, \? 1272 2\ 52 22\ \ 2
2 0 _k*

Pro ilustraci jsou na obrazku 19.2 zobrazeny fazova posunuti (19.27), (19.29), parcialni
ucinné prutezy (19.28), (19.30) a celkovy u¢inny prifez v 1. Bornové aproximaci (19.26).
Vidime, Ze pro malé energie vyrazné dominuje rozptyl v s-vineé.

0'1(]€)

Cviceni 62. Uvazujte rozptyl na turdé kouli, tj. potencidlu

oo r< R
Vir) =
0 r>R
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Naleznéte fazovd posunuti a ucinny priiez pro l-tou parcidlni vinu. Urcete jejich explicitni
tvar pro s-vinu. Odhadnéte celkovy ucinnyg prifez v limité pro malé, resp. velké energie.

Navod:
_ Radiéln{ funkce Ry(r) je identicky rovna nule pro r < R, pro r > R plati (19.24).
Reseni spojité navazeme v r = R, tj.

k) (cos 6 (k) j1(kR) — sin 0;(k)ny(kR)) = 0.

Touto podminkou jsou urcena fazova posunuti

Ji(kR)
tan d;(k) = . 19.31
an 0;(k) (k) (19.31)
Pro celkovy uc¢inny priifez [-té parcialni viny pak plati
A _ A tan? 6, (k) A J2(kR)
k)= — @20+ 1)sin?§(k) = 521+ 1)———— 2~ = — (2l + 1 : :
oilk) = gz @+ Dsin®ak) = 55 QU+ D = w A ViR )
(19.32)
Sférické funkce pro [ = 0 maji tvar
, sin 2z cos 2
Jo(2) = P no(z) = — P

takze pro s-vinu plati

4 |
do(k) = —kR, oo(k) = ﬁsm2(kR).
Pro malé energie (kR < 1), kdy v rozptylu dominuje s-vlna, je celkovy u¢inny prifez
roven A
o~ op ~ — k2R = AnR?.

L2
Pro velké energie (kR > 1) lze ukézat, ze plati

o(k) ~ 21 R?.

Sumu (19.19) rozdélime na dvé ¢asti

o)=Y ab+ S o),

kde lyae = kR. Pro | > [,,,, aproximujeme sférické funkce pomoci jejich chovani blizko

nuly

& m(z) ~ — 2L DR (19.33)

Zl—i—l

20+ DI
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Pro tangens fazového posunuti pak priblizné plati

~ (kR)**' (kR\?
1
<

Prispévek ¢lent s | > 4. tedy klesa rychle k nule a mizeme ho zanedbat. Pro [ < [,,42
naopak pouzijeme asymptotické chovani sférickych funkci

sin(kR — [Z
Ji(kR) ~ M, nj(kR) ~ —

cos(kR —13)
kR ‘

kR
Tangens fazového posunuti je pak ptiblizné roven
T
tan 0;(k) ~ — tan(kR — ZE)

Féazova posunuti §;(k) a d;41(k) se tedy lisi o Z. Soucet totalnich G¢innych prifezi pro

2
[-tou a [ 4 1-ni parcialni vinu lze nahradit

4 ) 47
O'l(k?) + 0'[+1<k) ~ ﬁ [<2l + ].) SlIl2 (Sl(k) + (2l + 3) 0082 (5[(1{?)] ~ ﬁ(Zl + 2)
Pro [ < ;4. tedy bude priblizné platit
_olk)+oa(k) Am

Pro celkovy u¢inny priifez pak nalezneme odhad

l kR

— 4 47 (kR)* 5

~ N — 1)~ — =2 .
o (k) El:o: (k) ~ 7 ;a R TR

Pro ilustraci jsou na obrazku 19.3 znazornéna fazova posunuti a a¢inné prufezy pro
parcialni viny s [ = 0,1,2,3. Vpravo je ¢ernou ¢arou vykreslen totalni Gc¢inny prifrez. Z
grafu je vidét, ze pro malé energie v rozptylu dominuje s-vlna, a pro k — 0 plati o — 47 R%.
Pro velké energie se totalni i¢inny prifez blizi hodnoté 27 R?.

Cviceni 63. Uvazujte rozptyl cdstice na sférické dutinée obalené §-funkct, tj. potencidlu

V(r) = %5(7» ~R).

Urcete fazovd posunuti a ucinny pritez pro [-tou parcidlni vinu.

Navod: Nejprve musime nalézt radialni vlnovou funkei Ry;(r). Mimo bod r = R je poten-
cial nulovy, takze se jedna o volnou ¢astici. Pro r > R ma tedy feseni tvar (19.24). Uvnitf
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5 (8)
/

Jl(k)/R2

kR kR

Obrazek 19.3: Fazova posunuti 6;(k) (vlevo) a aéinny prifez o;(k) (vpravo) pro [-tou
parcialni vlnu jako funkce kR. Modfe je s-vlna (I = 0), ¢ervené p-vlna (I = 1), zelené
d-vlna (I = 2) a hnédé f-vlna (I = 3). Vpravo je ¢erné vykreslen celkovy tc¢inny prifez
o(k).

slupky je feSenim pouze néasobek sférické Besselovy funkce (musi byt v nule konecné, a
sférické Neumannovy funkce diverguji v nule), tj.

Rkl(T> = Al(/{?)]l(lﬂ‘), r < R.
Regent spojité navazeme v r = R, tj. plati
Ai(k)ji(kR) = €™ [ cos & (k)ji(kR) — sin & (k)ny(kR)]. (19.34)

Druhou navazovaci podminku dostaneme z prvni derivace. Ta neni v r = R spojita, ale ma
skok dany silou o-funkce (viz. kapitola 2)

_ 2Ma
W(RT) — Ru(R™) = oy Ry (R).
V naSem pifpadé dostaneme (oznacili jsme ¢ = 242)

ke ®) [ cos 6, (k)ji (kR) — sin &,(k)nj(kR)] — kA, (k)ji(kR) = }%Az(kr)ﬁ(kR)-

Za pravou stranu dosadime z (19.34), vynéasobime j;(kR) a opét dosadime za A;(k)j;(kR)
na levé strané z (19.34), po algebraickych tpravach nalezneme

— sin 6y (k) \[jl(kR)ng(k:R) — jl’(k;R)nl(kR)l = %jl(kR) [cos 61(k)ji(kR) — sin &, (k) (kR)].

Wi(kR)

(19.35)

Na levé strané je tzv. Wronskian

Wi(z) = det (jl/(z) nfgg) = 51(2)ny(2) — 7, (z)ny(2).

Ji(z) m



Ukazeme, ze W(z) = . Funkce j; a ny spliwjf sférickou Besselovu rovnici (10.10)

L2 I1+1)\
Jz”+;]z/+<1— ( >)Jl = 0,

22

2 (l+1
n2’+—n2+<1— (L+ >>nl = 0.
z

22

Prvni rovnici vynasobime n;, druhou j; a odecteme je od sebe - tim dostaneme diferencialni
rovnici pro Wronskian

. ) 2 . ) 2
Qzﬁnz — giny +;£]l/nl — ]lnfz =0 = W - ;VVl = 0.

w/ -W,

Resenim je W;(z) = <. Zbyva urcit konstantu c. Tu miZeme nalézt napi. z chovani funket
Ji(z) a ny(z) pro malé z (19.33). Pro [ # 0 dostaneme

Wi(z) — 2! d (o @2=-Dr\ /o @=-Dt d 2!
T @I 1) dz A A ) dz (20 + 1)

[+1 1 [ 1 1

N1l T r12 2

d 1 1\ d 1
Wola) =1z, <—;> - (—;) &

V obou piipadech je tedy ¢ = 1. Po dosazeni za Wronskian ma rovnice (19.35) tvar

Pro [ = 0 plati

1 | | |
~ e sin d;(k) = %]12(/?1%) cos (k) — %jl(kR)nl(kR) sin d;(k),

ze kterého vyjadiime tangens fazového posunuti

qj}(kR)

tan 0;(k) = — . 19.36
)= iR (hR) — & 1950
Pro G¢inny prifez [-té parcialni viny pak plati
47 , 4t tan? (k)
k) = —2[+1 200(k) = =2l + 1) ———2—
ai(k) k2( + 1) sin” 0;(k) kQ( + )1+tan25l(l€)
24
qJ; (kR
= L(kR) . (19.37)

@5t (kR) + (¢ (kR)m(kR) — 73)

Na obrazcich 19.4; 19.5 a 19.6 jsou fazova posunuti a u¢inné prufezy pro ruzné parcialni
vlny jako funkce kR pro ruznou silu interakce (¢ = 1, 10,30). Modré ¢ara odpovida s-vIné
(I = 0), ¢ervena p-viné (I = 1) a zelena d-vlné (I = 2). Vpravo je Cernou ¢arou vyznacen
celkovy ucinny prifez.
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Obréazek 19.4: Fazova posunuti a u¢inné prufezy pro ¢ = 1.

0Fr 10+

o1 (k)
oi(k)/R?

Obrézek 19.5: Fazova posunuti a u¢inné prifezy pro ¢ = 10.

o N ]
Lo \ \J

0 2 4 6 8 10

kR kR

or(k)
Jl(k)/R2

o
o
IS
o -
o0
—
S

Obrazek 19.6: Fazova posunuti a i¢inné prutezy pro g = 30.

S rostoucim ¢ jsou na parcidlnich u¢innych prufezech i celkovém patrné ostré piky. Ty
odpovidaji rezonancim, tj. kvazivazanym stavim. V limité pro ¢ — oo (resp. o — 00) vede
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Hladina 1s | 1p 1d | 2s | 1f 2p 1g
Hodnota kR | © | 449 | 5.76 | 2 | 6.98 | 7.73 | 8.18

Tabulka 19.1: Numerické hodnoty kotenu sférickych Besselovych funkei pro kR < 9. Je
pouzito spektroskopické znaceni hladin nl, tj. s <> 1 =0,p<l=1,d< 1 =2, f < | =3,
g l=4

sféricka slupka s o-funkci na neprostupnou kouli, tj. k potencialu

0 r<R
Va—)oo(R) -
oo r>R

Hamiltonian mé pak diskrétni spektrum. Radialni rovnice (19.23) je pro tento potenciél

@ 24 (+1) 2 5  2M
|~(W " ;a) a r2 + knl:| Rnl(T) - 0’ knl = FEnl

s okrajovou podminkou
Ru(R) = 0. (19.38)
Regularni feseni je
Rnl('f’) = jl(/{inﬂ”).
Energie vazanych stavi castice v neprostupné kouli jsou urceny okrajovou podminkou
(19.38), tj.

JilkyR) = 0.
Pro s-stavy (I = 0) je jo(z) = 322, takZe musf platit
kn,oR = nm.
Z této podminky dostaneme
n’m?h?
Enp="0o
2M R?

To souhlasi s energii ¢astice v nekonecné jameé sitky R. Energie stavii s [ # 0 (resp. ky) se
musi urc¢it numerickym nalezenim kotent sférickych Besselovych funkci. Hodnoty kotent
pro k, R < 9 jsou uvedeny v tabulce 19.1. Pro ilustraci je na obrazku 19.7 celkovy Gc¢inny
prifez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky jsou velmi blizko hodnotam k,; odpovidajici rezonancim
uvedenym v tabulce 19.1.
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klO kll k12 k20 k13 k21 k14
k

Obrazek 19.7: Celkovy acéinny priifez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky odpovidaji rezonancim,
tj. kvazivazanym staviim c¢astice uvnitt dutiny. Energie jsou blizké hodnotam pro vazané
stavy Céstice v neprostupné kouli uvedené v tabulce 19.1

210



