Kapitola 18

Propagator a drahovy integral

Prehled teorie

Propagator

Propagator je integralni jadro, které prevadi ¢ (%, to) na (2, ty)

¢(ff7tf) == /d3flf0 K(ff,tf;fo,t(])w(fo,t(]).

R3

Jedna se tedy o maticovy element evoluc¢niho operatoru v x-reprezentaci
K(Zy,t5;To,t0) = (T|U(t g, to)|To)-

Propagéator je feSenim Schrodingerovy rovnice

d o
ZhEK(ff’ tf, .f[), to) = HK(ff, tf, fo, to),
s pocatecni podminkou
K(ff7t0a j:072(:0) = 5(ff - fO)

Vzhledem k tomu, Ze ¢asovy vyvoj zachovava normu, spliuje propagator podminku

/dS.fL' K(f, tf,fo,to)K(f, tf,fg,to) = (S(f(] — fl_f‘é))
R3

Propagator miizeme vyjadrit i v p-reprezentaci

f((ﬁf,tf;ﬁo?to) = <ﬁf|U(tf,to)|ﬁo>-
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Drahovy integral
Propagator 1ze vyjadrit pomoci drahového integralu zpisobem
3(1\f2+1) N N+1

- . M s T L@ A
K(Zp 3 %o,t0) = \lim (mmt) /kHldx’“e . (18:3)

t

= /@f(t)exp %/L(f, /@;p @ns[x

to
kde At = ztv+t(i> Zni1 = T, ty11 = tp a symbolicky jsme zavedli

3(N+1)
(N+1) 2
_ 3
7% hquo (Hd ) (2mh(t — to))

Trajektorie Z(t) spojuje body 7y a @y, tj. Z(to) = oy a Z(tf) = Ty. ZapiSeme ji ve tvaru

T(t) = Za(t) + (1),

kde 7 (t) je klasicka trajektorie, tj. feSeni pohybovych rovnic pro Lagrangian L s piislus-
nymi poc¢atecnimi podminkami, a ¢(¢) spliiuje podminku pevnych konct

y(to) = yl(ty) = 0.
Pokud je Lagrangian maximéalné kvadratickou funkei 7 a 3?, pak lze dokazat, ze plati
S[Za(t) + 7(t)] = S[Za(t)] + S[F()].
Propagétor pak lze zapsat ve tvaru
K(ff7tfa507t0) - ﬁs[xcl(t)] -@y( ) [y(t)] (184)
§(tg)=0
§(ty)=0

pri¢emz zbyvajici integral uz nezavisi na 7, ani Zy. Je to tedy pouze funkce casu F(ty, to).
Jeji absolutni hodnotu lze urcit z podminky zachovani normy (18.2), fazi z poc¢ateéni pod-
minky (18.1).

Matice hustoty termalniho stavu

Propagétor 1ze vyuzit mimo jiné pro urceni matice hustoty termélniho stavu

. I g5
Pth — S€ BH?

Z
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v z-reprezentaci. Pro ¢asoveé nezavisly hamiltonian je evoluéni operator, a tedy i propagator,
funkef rozdilu t; — to, tj.

K(ff,tf;fo,to) = K(ff,fo;tf — Zfo).

Matici hustoty termalniho stavu v z-reprezentaci pak miizeme vyjadrit jako propagator v
imaginarnim cCase

L L 1, 52 ... o .
pun(T1, 7o) = ((T2|pw|71) = Z<$2|@ ) = EK(C"%‘”B —ihf3). (18.5)
Parti¢ni sumu urc¢ime integralem
Z =Tt (e*ﬁﬁ) - / &z K(, 7 —ihp). (18.6)

R3

Piiklady

Cviceni 53. Urcete propagdtor volné kvantové éstice v R® Ko(Z, t; o, to) -

Navod: Zacneme v p-reprezentaci, kde je Ky ur¢eno rovnici

2

Ld~ -
ZHEKO(PJQPOJO) = f—MKo(p,t;po7to), (18.7)

s pocatecni podminkou

Ko(p' to; Do, to) = 6(P — o).
ReSenim rovnice (18.7) je

2

Ko(p, t; po, to) = 6_%%@_%)5(5— P0)-

Propagétor v z-reprezentaci je s f(o spojeny vztahem

Ko(Z,t;Z0,t0) = (Z|U(t, to)|%0) :/dgp /d3p0 (@PY(PIU (¢, to) Do) (5] %5)

R3 R3
1 iz [
= d® d*py enP* D, t; Do, to)e nPOr0
(27rh)3/ P/ Po oD, t; Pos to)
R3 R3
1 Qg gy i P
- G / B eAPE—T0) o~ £ (t-t0)
R3
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Integral na pravé strané diverguje, situaci je mozné zachranit regularizaci M — M + ic a
na konci provést limitu € — 0,

. .2 2
Ko(Z,t; %y, ty) = lim#/d?’p P (F=30) =5 357 (t=t0) =5 5 (t=t0)

220 (2h)?
R3
. - (5+ﬁ2)h<t*t0) (ﬁﬂ' F-Fg )2 (#-70)*
— lim d p e (5+ﬁ)(t_t0> 62ﬁ(€+ﬁ)(f—t0)
e—0 (27Th)3
R3

3 (37 )2
= lim L 2”h ’ 62h(s+1%;,?<t7to)
e=0 (2mh)? \ (e + 17)(t — 1)

3
M 2 iM(F—%)>
= _— 2R(t=to) 18.8

(2m’h(t—t0)) c (18.8)

Cviceni 54. S pouzitim propagdtoru (18.8) urcete casovy vijvoj vinové funkce volné cdstice,
kterda md v case ty tvar

R ,MJFLI;@
(T, ty) = Ce™ 402 TrPT,

Navod: VInova funkce v ¢ase t je urcena integralem

3
2 M (E—7g)? Fo—12 | i
e O e I L e e (18.9)
™ — g
3

To je gaussiiv integral, exponent staci upravit na ¢tverec

) R ) A N a? o1,
M . 15 do = alfy — — Mt v
M1y~ aer TP T el gray A iM e —

kde jsme zavedli

1 .M
a = — i
40’2 2h<t — to)7
. i_,+ 1 M
= —p+—y—1i
T R 202" T — 1)
Integral (18.9) je pak roven
M % T % Y v2 1 2
P )= O [ — (_> M oy iz T1a 18.10
Iz Y) (27r2h(t—to)) al © i ( )
Oznacime si
(t)—1+i(t—t)
XA = 202 M 0



Koeficient pred exponencidlou v (18.10) pak lze zjednodusit do tvaru

M : 3 _3
C(Qm’h(t—to)) (5) =oxt

Do exponentu v (18.10) dosadime za @ a opét upravime na ¢tverec

2 2 1

. 2 . 2
. x Yy ) 1 o 2i0? i, ., o,
\/_Z — _ _ — — R — —7) . [
! 2h(t —tg) 402 i 1" 402 (t) <m Y Py nl Y P

Celkem ma tedy vlnova funkce v ¢ase t tvar
1 20> \* i o2
—)Jt :C _%e - e S +_—»'—»__2 )
(@, t) = Ox 2 exp [ 107X (1) (ar g p) 50— 5P

Cviceni 55. Ukazte, Ze pro Re\ > 0 plati vztah

N+1
-2 rp—xp_1)? v A
/6 & dry...dey = || e M e,
RN
Navod: Dikaz provedeme indukci. Pro N = 1 vztah ovéfime pfimym vypoctem

/GA(xlxo)QA(asgxl) _ x0+a,‘2 Ii %oner /_ ,A (z2— xo

R

Indukéni krok provedeme od N — 1 k N:

N+1

“A Y (zp—zp—1)? P aN-1 A 2 2

k=1 = U —F@EN—z0)?-AaNt1—2N)
/e dry...dzy N)\qu dz N
IR,N
A($O+N$N+1)
— mo ArR i NIV
V AN ¢ N + 1

= —7T e NLH(:BN+1710)2'
(N + 1AV
Analogicky bude platit vztah
N+1 3
A S (F—Fp_1)? N 2 . .

R3N

Cvigeni 56. Urcete propagdtor volné ciastice v R® pomoci definicniho vztahu pro drdhovy
integrdal (18.3).
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Navod: Pro volnou ¢astici ma vztah (18.3) tvar

3 N ) N+1
K Mo\ 2V LMY (@)’
(ff,tf;fo,to): lim ( > /||d3$k€h2At 2 (@ Th .
k=1

N—+oo \ 2mihAL

Integraly diverguji, musime pouzit regularizaci M — M +ie. Poté lze pouZzit vzorec (18.11)

S A= 52;1% a provést limitu e — 0

3 3

M 2 (N+D) (QWiﬁAt)N 2 i M - NN

K(Zy,tp; 7,t0) = i B # SARNFT) (EN+1—T0)
(Zf,tf; To, to) N (2mhm) ((N+1)MN> e

= lim M : 6%%(51\7“—%)2‘
N—+oo \ 2mihAt(N + 1)

Na zavér vyuzijeme toho, ze

TNy =Ty, AN +1) =17 —to,
¢imz se zbavime N a dostaneme vysledek
5 s m2
K(Zg,t; %o, o) = (ﬁ}_to)) 2 eﬁ.
Cvi€eni 57. Urcete propagdtor volné éastice na primce pomoct vztahu (18.4).
Navod: Pro volnou ¢astici 1ze diky vztahu (18.4) propagator zapsat ve tvaru
Ko(zys,ty;m0,t0) = eés[wd(t”F(tf,to).
Nejprve urcime akci podél klasické trajektorie. Volna ¢éstice se pohybuje konstantni rych-
losti, takze

T — X
za(t) = 20 + tf 0

t—1p).
L)

Akce podél klasické trajektorie je tedy rovna

_ (zy — x0)°
9 27ty —ty

to

Absolutni hodnotu funkce F'(t, o) ur¢ime z podminky (18.2), ktera pro volnou ¢astici vede

na
AM(xf—acO)2 ,M(xf—:cé))?

]F(tf,to)\2/dxf e i) o i) 4 d(xo — ). (18.12)
R

184



Po algebraickych tpravach a substituci %3} 7 = y dostaneme na levé strané integralni
vyjadreni d-funkce (exponenciala pied integralem bude rovna jedné diky J-funkei)

Aty —t _ﬂf(w%-%% ' )

LS = ‘F(tﬁto)’Q %6 2h(t ;1) /dy ely(xo*xo)
R

——

276 (zo—1())

2 27Th(tf - t())

= |F(ts,t0)] A Oz — o).
Porovnanim s (18.12) dostaneme
M
F(teto)| = =/
| ( I 0)| 27Th(tf _ tO)

Zbyva urcit fazi funkce F'; kde vyuzijeme podminku (18.1). Spoé¢itame nejprve limitu

i M M p—w0)®
lim ‘F(tf,t0)| eﬁs[wcl(tﬂ = lim e 2h(ty—to) )
t=to t—to 27Th(tf — to)
Pomoci limitniho vyjadieni §-funkce
1 22
d(z) = lim e,
e—0

N

zjistime, ze plati

M iA;f}(me—mo)Q
3 - l(tf—to) — - _
B8 2wty — ) Vidta = )

Abychom dostali spravnou limitu, musime /i podélit. Propagétor volné ¢astice na piimce
je tedy roven

M i]bl(:rf—zo)2
Kolep trvo o) =\ forin, —a) (18.13)

Cviceni 58. Urcete propagdator LHO.

Navod: Lagrangian LHO je kvadraticky v z a &

1 1
L= §M:'c2 — §Mw2x2,

takze muzeme vyuzit vztah (18.4) a napsat propagétor ve tvaru

K(zys,tyxo,ty) = e%s[%l(t”F(tf, to).
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Vypocet akce podél klasické trajektorie, kterou zapiseme jako
14(t) = asinwt + bcoswt,

je pomérné pracny. Lagrangian ma na klasické trajektorii hodnotu

1
L(xg, Tu,t) = §Mw2 ((a® = b*) cos(2wt) — 2absin(2wt))

takz akce je rovna
Slra(t)] = iMw ((a® — b*)(sin(2wt ) — sin(2wty)) + 2ab(cos(2wt ) — cos(2wiy)) . (18.14)

Ve vztahu musime vyjadrit a a b pomoci pocatecniho a koncového bodu trajektorie zy a
x ¢, pro které plati

za(to) = xo = asinwty+ bcoswty,

zq(ty) = x5 =asinwt;+ bcoswty.

ReSenim soustav rovnic dostaneme

Ty Coswty — xgCcoswly
a = ,
sinw(ty — to)

Tysinwty — xosinwty

sinw(ty —tp)
Po dosazeni do (18.14) vyjadiime akci podél klasické trajektorie LHO ve tvaru

1 22+ x2) cosw(ty — tg) — 2x0x
Slaa(t)] = 2o TRl o) By

sinw(ty —to)

Zbyva urcit funkei F(ty,to). Jeji absolutni hodnota je dand podminkou (18.2), ktera pro
LHO vede na

(1?+¢(2)) cosw(tf7t0)72w0wf iM (1;+L62> cos w(tffto)72w6:cf |

F t ,to 2 dl‘ e_iMw 2ﬁsinw(tf7t0) e w 2hs‘mw(tf7t0) = 5 o — :L,/ .
f f 0

) (18.15)

Po algebraickych tpravach a substituci

Muwzy hsinw(ty —to)
= der; = dy,
hsinw(t; — to) v ! Mw Y
upravime levou stranu (18.15) do tvaru
_Meted i) coswlty —to) foiny (¢, — ¢ , ,
LS = [|F(ts,to)e 2hein e ;o) ]\(Jc}; 0) /dy e (@o—p)
R
—_——
276 (zo—1())
2rhsinw(t; — to
= [Pt to)f TR 20 s )

Mw
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Porovnanim s pravou stranou (18.15) nalezneme

Mw
F(tg tog) = .
[E(ty:t0)] \/Zthinw(tf—tO)

Pro urceni faze vyuzijeme toho, Ze pro w — 0 musime dostat propagator volné castice

(18.13). Spocitame limity

. . Mw M
lim |F(t;,t)] = lim : Y
w0 w=0 \/ 2hsinw(ty — to) 2rh(ty — to)
(12+zg)cosw(tf—t0)—2101f M(z —zo)2
i i Mw—1 - 0
lim eﬁS[:ccl(t)] — lim 61 w 2 w(t f—tg) _ 62 2h(t;—tg) :
w—0 w—0

a porovnanim s (18.13) zjistime, ze ve vysledku chybi faktor 1/4/i. Celkem tedy pro pro-
pagator LHO dostaneme vztah

(x?+1(2)) cos w(tf—to)—QacOxf

Mw iMw :
Ko te an ta) — 2hsinw(ty—to) : 18.16
(g, t 5570, t0) \/2m’hsiHW(tf - to)e | |

Cviceni 59. Urcete matici hustoty termdlniho stavu LHO v x-reprezentaci. Naleznéte pii-

slusnou particni sumu.

Navod: Vyjdeme ze vztahu (18.5) a vysledku (18.16)

1 )
pen(z1,22) = EK(ZE27$1§—Z7W)

1 Mw (23 4 2?) cos(—ihwf) — 22129
B _\/ ) P (ZM“’ T hsin(ihwd) > |

Z \| 2mihsin (—ihwf

Nahradime sinus a cosinus exponenciilou

hwB _ ,—hwp hw —hwp
sin (—ihwp) = %, cos (—ihwf) = %,
i

a po upravach dostaneme

1 Mw exp [~ Mu (23 4 23)(e™P + e ™P) — dayay |
mh( —hwp) 2h(ewB — e=hwh)
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Parti¢ni sumu urcime ze vztahu (18.6)

7z = /dx K(x,x; —ihp)

R

Mw 22 (WP 4 e=hwh — 2)
= _M
\/wh<ew <y [ 4 e (M )

R

\/ Mw wh(eMh — e~hwh)

mwh(eMh — e=wB) \| Mw(eMh + e=~B — 2)

_hwB

1 1 e 2

hoB hwB .
\/(hwﬁ hwﬁ)Q e2 —e 2 1 —ewp
€2 —e 2
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