Kapitola 17

Nahla a pomala zména hamiltonianu

Prehled teorie

V této kapitole se pro jednoduchost omezime na hamiltoniany s prostym cisté bodovym
spektrem. Budeme uvazovat zménu hamiltonianu z Hy na Hl, kterou obecné nelze pova-
Jovat za malou. Hamiltonian Hy ma vlastni vektory |t,) a vlastni ¢isla E,, tj.

Holton) = Enltn),  (@nlthm) = pan, an (| = 1. (17.1)

Vlastni ¢sla a vlastni vektory Hy oznacime jako |¢,) a &, tj. plati

H|¢n) = Enldn),  (Dnldm) = mn, Z|¢n (dn] = 1. (17.2)

Bude nas zajimat, jak se zméni stav systému, ktery je na poc¢atku v néjakém vlastnim stavu
Hy. ZaméFime se na dva limitnf pripady rychlosti zmény - bud bude probihat velmi pomalu,
nebo okamzité. Pii velmi pomalé (adiabatické) zméné bude stav ¢astice neustale vlastnim
vektorem okamzitého hamiltonianu. Na konci tak bude ve vlastnim stavu hamiltonianu
H, casovym vyvojem pouze ziska néjakou fazi. Pfi ndhlé zméné se stav ¢astice nestihne
zménit a muzeme ji nalézt v raznych vlastnich stavech nového hamiltonianu.

Adiabatickd zména

Uvazujme hamiltonian H (9) zavisly na parametru g (muze jich byt i vice) a oznacime
|¥n(g)) jeho vlastni vektory

H(9)|Yn(9)) = Ea(9)|¥n(9))s  @a(9)m(9)) = - (17.3)

Predpokladame, Ze vlastni ¢isla E,(g) jsou vSechna rizné a nekiizi se. Parametr g budeme
ménit s ¢asem ¢(t) tak, ze pro t =0 je

H(g(0)) = Ho,



a pro t =T plati
H(g(T)) = Hi.

Pro vlastni vektory a vlastni ¢isla plati

[¥n(9(0))) = [¥n),  En(9(0)) = En,
[Wn(9(T))) = |dn),  En(g(T)) = &
Oznacime jako G kiivku {g(¢)|t € (0,T)}.

Chceme vyfesit Schrodingerovu rovnici

H(g(t)[(1)) = Zﬁ 10(), (17.4)
s ¢asove zavislym hamiltonianem H(g(t)). Budeme hledat feSeni ve tvaru

=D eal)e™ Da(g(t)), (17.5)

n

kde 6,,(t) je tzv. dynamicka faze
0ut) =~ [ Eulottar. (17.6)

Pokud se hamiltonian H(g(t)) s ¢asem neméni (tj. g(t) = g(0)), pak

En(9(t) = En(9(0)) = En,  [¢n(9(t)) = [¢n(9(0))) = [¢n)

a dynamicka faze je

E
0,(t) = —F"t.

V takovém piipadé dosazenim (17.5) do Schrodingerovy rovnice (17.4) dostaneme

z ¢ehoz plyne
n G(t) =0 = c,(t) = cu(0).

Tim dostaneme obvyklé feseni Schrodingerovy rovnice pro ¢asové nezéavisly hamiltonian

() =3 ea(0)e 1),

n

kde ¢,(0) je poc¢ateéni podminka v case t = 0.
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Predpokladejme nyni ¢ # 0 (pro lepsi prehlednost vyrazi ted nebudeme vypisovat
zévislost na case). Dosazenim (17.5) do (17.4) dostaneme diferencialni rovnici

. d . ‘
> ™ Enlg)lnls —th(cnwn )+ cudl g (0)) + el (0) ) €. (177

n

Pro dynamickou fazi z definice (17.6) plyne

takze posledni ¢len na levé strané (17.7) se odecte s pravou stranou dostaneme
S e 6(9)) = —4 S ene® L g)).

Rovnici skalarné vynasobime s [i,,(g)), pouzijeme (17.3) a nalezneme

i = =G0n (Un0)| 5o n9)) = 3 e (Il (178)

n#Em
Prvni braket na pravé strané je ryze imaginarni, protoze

d d

d d
dg < ( )ij( )> = <@¢m(9)’¢m(g)> + <¢m(9)|d—g¢m(9)> =2 Re<¢m(9)|d—g¢m(g)> =0

Oznacime ho jako ;
(%(9)@%(9)) = iom(9);

kde ¢,,(g) je ryze realna funkce. Druhy braket na pravé strané (17.8) vyjadiime z bezcasové
Schrodingerovy rovnice (17.3), kterou zderivujeme podle g a skalarné vynéasobime s |1,,(g))

<wm<g>\H<g>|§g¢n< )+l >|ig (9)n(g)) = %&m n En<g><¢m<g>rdigwn<g>>.

.

-~~~

Em(9)(¥m(9)| 75 ¢n(9))

Pro m # n odsud plyne

(m (9| H(9)0n(9))
En(9) — Em(g) .

d
Rovnici (17.8) pak zapiSeme ve tvaru

@A
b= iewn 5 3 cortorto LoD

n#m

168



Zatim jsme neuvazovali zadné priblizeni a rovnice (17.9) plati pfesné. Nyni pouzijeme tzv.
adiabatickou aproximaci, kdy zanedbame druhy ¢len na pravé strané (17.9). To lze udélat,
pokud plati

lmax|.|r<wm<g>|%ﬁ<g>|wn<g>>|
7Y B () = En(g)?

Doba potfebna pro adiabaticky prechod z Hy do H, tak musi byt radove T ~ é, kde A

< 1

A

je nejmensi spektralni mezera mezi vlastnimi ¢isly H(g)
A =min Ay;(g) = min |Ei(g) — E;(g)] -
G,i,j G,i,j
V adiabatické aproximaci se rovnice (17.9) zjednodusi na

Cm = —1CmPm (9)97

a jejim reSenim je
t

en(t) = e (0) exp | —i / omlg(t))a(t))dt

Pokud je na pocatku Gastice ve stavu [1(0)) = [t,), ktery je vlastni vektor Hy, pak
¢m(0) = dpn. P adiabatické zmeéné je tedy ¢éstice neustale ve vlastnim stavu okamzitého
hamiltonianu H(g(t)) a plati

(1)) = e DO, (g(t)),
kde 7, (t) znagi tzv. geometrickou (Berryho) fazi

t t

lt) == [ enla)ae)i =i [ twnla@Sonlat))ate)ar.

0 0

Adiabatickou zménou z hamiltonidnu Hy na H; za ¢as T se ¢astice dostaneme do vlastniho
stavu H;

(1)) = e DemDg,), (17.10)
a ziska dynamickou fazi
0,(T) =~ [ Eulalt))ar (17.11)
a geometrickou fazi
. r d ) . d
(T =i / (o) vl i) = g/ (09) o tnla))dg = (@), (17.12)

Vidime, Ze je urc¢ena kiivkovym integralem po kfivce G v prostoru parametri. Zavisi tedy
na jeho geometrii - odtud nazev geometricka faze. Na rozdil od dynamické faze nezavisi na
case T', ale pouze na kiivce G.
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Nahla zména hamiltonianu

Reknéme, ze pro t < 0 je ¢astice v n&jakém vlastnim stavu |¢,,) hamiltonianu H;. Pokud
zména hamiltonidnu na H; probéhne nastane v ¢ase ¢ = 0 okamzité, pak se stav c¢astice
nezmeéni

[¥(0)) = [¥n)-

Pro t > 0 to uz ale nenf stacionarni stav, a vyviji se s ¢asem podle Schrédingerovy rovnice
s hamiltonidnem H;

() =Y (Gmltn)e 75 | frm).

m

Pravdépodobnost naméteni energie &, je tedy

Wy & = [(Smlton) |-

Priklady

Cviceni 50. Uvazujte castici v nekonecné potencialové jamé sirky 2a v zakladnim stavu

= o (3 (2 1),

1. Siika jamy se pomalu zdvojndsobi za cas T' konstantni rychlosti

o= (1)

Jakd je vinovd funkce a energie ¢dastice po této adiabatické zméné? Urcete dynamickou
a geometrickou fdzi findlniho stavu.

2. Sirka jamy se ndhle zdvojndsobi. Jaké hodnoty energie cdstice miZeme namerit a s
jakou pravdépodobnosti?

Navod: Vlastni funkce hamiltonianu ¢astice v jameé sitky 2a jsou

1 nw o/x

olen) = sin (5 (2 -1)).

1 nrh\ 2
E, (o) = — [ — ] .
(@) =337 ( 2% )
1. Pri adiabatické zméné bude ¢astice v kazdém okamziku na zékladni hladiné okam?zi-
tého hamiltonianu

4 . : < 1 m™( T
z,t) = WMy (2 a(t)) = el ———sin <— (— - 1>)
e (i, (1) (5 (o

odpovidajici energie jsou
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Na konci tedy bude mit energii

a jeji stav bude
) ) ) ) 1
z,T) = 1D (2) = D@ __—__gin (— (— - 1)) .

Dynamicka faze (17.11) je rovna

==t [ ot () =~ () () =525

Pro uréeni geometrické faze (17.12) spocitame nejprve

gt == o (5 (1)) e (5 (5-1)),

-~

iwl (:E,a)

Skalarni sou¢in s 1 (a) je nulovy

ot o) = - feon (3 (5 1)) o 5 (5 1))

Geometricka faze je v tomto pripadé nulova

2. Pri nahlé zméné se vlnova funkce ¢astice nezméni. Vlastni funkce hamiltonianu pro

N A

¢astici v jameé sitky 4a jsou

a prisluseji energiim



Musime urcit pravdépodobnosti prechodu

a 2

1 nw s
W, = , 2= sin(—x—2a>sin<—x—a>
ot =600 = oz | [sin (o = 20))sin (o~
—a
Pro ilustraci jsou vlnové funkce ¥y a ¢,, n = 1,2, 3, znazornény na obrazku 17.1.
Vinové funkce s lichym n jsou sudé, vlnové funkce se sudym n liché. Zakladni stav 1,
tak muze prejit pouze do stavi ¢,, s n lichym, tj. miZzeme namérit pouze nékterou z
energii Eoy 1. Skalarni soucin ¥y a ¢op 1 lze vyjadrit ve tvaru
8 (cos %’T + sin %’r)

(2k +3)(2k — )’

(¢2k+17¢1> = -

Pravdépodobnost naméreni energie 11 je potom

. - 64
P1—=¢akr1 (2k + 3)2(2k‘ —_ 1)271'2'

Pravdépodobnost rychle klesa s rostoucim k, pro prvni tfi hladiny dostaneme

64
le_>¢1 = ﬁ ~ 072,
64
Wd,lﬁ(ﬁg 252 ~ 026,
64
Ww1_>¢5 14172 ~ 0.015.

Cviceni 51. UvazZujte cdastici se spinem % v pomalu rotujicim magnetickém poli
By (t) = Byii(t) = By (sin 6 coswt, — sin @ sin wt, cos ) ,

a hamiltonidnem

H(A(t) = —fi-Bi(t) = —wifi(t) - S = —wiSug
_ hwi [ cos®  sinfe™ _ pB
- 2 \sinfe® —cosf )’ 1T
V case t = 0 je castice ve vlastnim stavu H(7(0)) s energit B, = —1 Urcete dynamickou

a geometrickou fdazi za dobu jedné periody magnetického pole él(t), t). T = Qf Porovnejte
vysledek ziskanij v ramci adiabatické aproximace s presnym postupem z kapitoly 15.

Navod: V adiabatické aproximaci bude c¢astice neustale ve vlastnim stavu okamzitého
hamiltonianu H (7i(t)). Vlastni ¢isla H (7i(t)) jsou na Case nezavisla
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Obréazek 17.1: Porovnani vlnové funkce zakladniho stavu ¢4 (z) jamy sitky 2a (Cerna céara)
a prvnich ti{ stavi ¢, (z) jamy Sitky 4a (¢arkované ¢ary, ¢ernd - n = 1, modré - n = 2,
Cervend - n = 3). Stavy s lichym n jsou sudé funkce, se sudym n liché funkce.

Vlastni stavy [+ (7i(t))) odpovidaji kladné a zaporné projekei spinu do sméru 7i(t)

0 .0
. B cos 5 . [ —sing
et = (08, o) oo = (e, ).
Pocatecni stav odpovida kladné projekei spinu do sméru 7(0), tj.
cos &
%(0)) = [¢+(7(0))) =
sin ¢

2

Za jednu periodu T' = 2;” magnetického pole B se v adiabatické aproximaci (17.10) ¢astice
dostane do stavu

(1)) = " @Dy, (A(T))) = e D Dy (7(0))).

Dynamicka faze (17.11) za jednu periodu je

0.(T) = —

St =

/E+(ﬁ(t))dt =4l = (17.13)

Pro vypocet geometrické faze (17.12) nejprve uréime skalarni soucin

(1o (1i(t)) iIer(ﬁ(t)» =1 (cos Q, ™! sin Q) ’ = wsin® = = E(1 —cos ).
dt 2 2 iwe 2

—iwt iy O
Sln2
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Geometrické faze je potom rovna

(0 () S (1))t = (1 — cos)

2
vo(t) =1 nill =7(1 — cos®).
w

St~

Vidime, Ze na rozdil od dynamické faze vysledek nezéavisi na case (ve vztahu neni T ani w).
Ke stejnému vysledkt se miizeme dopracovat o néco slozitéjsi cestou s pouzitim kiiv-

kového integralu piimo bez parametrizace kiivky casem. Prostor parametri hamiltonianu

H () je jednotkova koule, tj. prostorové thly 6 a ¢ jednotkového vektoru

it = (sin 6 cos @, sin 0 sin o, cos ). Vlastni stav H(7) s energii B (i) = — 1 m4 kladnou

projekci spinu do sméru 72, tj.

0
. ( cos3
|77Z)+ (TZ)> (eup sin g :
Pii vypoctu geometrické faze pak ve vztahu (17.12) musime nahradit

- -0 .1 0
a0 Vit aaan

dg — dn= 0d6 + Fsin Odp,

kde 6 a @ jsou jednotkové vektory ve sméru 6 a ¢. Geometricka faze po kiivce G je potom

14 (G) =i / (s () [V 1. () - i

g

Uréime nejprve braket v integrandu

- 0 _. O\ [1-/ —sin? 1 0
S - - _ M R - ] 2 5 .
<¢+<n) |Vn|¢+ (n)> (COS 2 , € Sl 2) |:29 <€’L<P CcOS g) + SOSin 2] (ielﬁa sin g):|

Cely integrand je potom
(V4 ()| Valy (7)) - dil = —sin idgo = —5(1 —cosf)dp.

V naSem konkretnim piipadé 7i(t) odpovida 6 = konst. a ¢(t) = —wt, t € (O,%”), tj.
G je uzaviena kiivka na jednotkové kouli (kruznice) orientovana proti sméru hodinovych
rucicek. Geometricka faze je potom

v+(G) = —j{%(l —cos0)dyp = (1 — cosb),
g
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coz je stejny vysledek jaky jsme obdrzeli pti parametrizaci kiivky pomoci ¢asu. Vysledek
Ize interpretovat tak, ze geometrické faze odpovida poloviné prostorového tthlu vymezeného
uzavienou kiivkou G

Ptejdéme k porovnani s presnym vypoctem - evoluéni operator pro tento systém jsme
uréili v (15.7), kde polozime By, tj. wyp = 0 a A = w. Presny stav ¢astice po ¢ase T =
bude

— cosg (Cos ( ) +1¢5* sin (%7‘(‘))
[W(T)) = : (17.14)

—sin g (cos (%TF) + 195 sin (%ﬂ'))

kde €2 je Rabiho frekvence (15.4)

Q= \/w% — 2wiw cos b + w?. (17.15)

Pro porovnani s adiabatickou aproximaci musime predpokladat, ze w; > w. Pak pfiblizné

plati
w) w

Q

Presny stav (17.14) pak miZeme aproximovat pomoci

~ 1.

N

COS

(T)) ~ €3 —exp (im (142 ) oo, (17.16)

sin

D

kde jsme pouzili €™ = —1. Rabiho frekvenci (17.15) lze aproximovat

2
Q:wl\/l—Zicosﬁ—i—(i) ~ W (1—icosﬁ).
w1 w1 w1

V tomto piiblizeni je celkova faze stavu (17.16) rovna sou¢tu dynamické a geometrické faze

Q
W(1+—) %7r<1—|—ﬂ—COSQ> :Wﬂ—kﬂ(l—cose).
w w W —_—m_—
y (1)
0+(T) R

Cviceni 52. Uvazujte linedrni harmonicky oscilator s hamiltonianem

X P2 1 . R dz 1
H - —M 2)(2:___ M 2 2
0= g9y TgMw oM daz 2

a vlastnimi funkcemsi

wn(x):(H—Q)4 ! Hn(mx)e’%”%Q, K= @ (17.17)



LHO je v zikladnim (vakuovém) stavu

Wo() = (i?)Q e (17.18)

V case t = 0 dojde k ndhlé zmeéné potencidlu:

1. Ndhle presuneme stred potencidlové jamy z xo = 0 do xo = —@ a soucasné snizime
potencidl o o*hw. Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni energii nového hamiltonidnu
Hy ve stavu (17.18)?

2. Ndhle zménime frekvenci oscildtoru na w' = %, s > 0. Vyjddrete stiedni kvadratické

odchylky polohy a hybnosti vakuového stavu pivodniho LHO (17.18) pomoci s a k' =
\/Lg/-i, a porovnejte je se strednimi hodnotami vakuového stavu nového hamiltonidanu.

Navod:

1. Hamiltonian po zméné je

Oznacime y = z+ %, hamiltonidn v nové proménné je pak shodny s hamiltonidnem
LHO s energii posunutou o konstantu

Energie nového hamiltonianu jsou tedy

&= (n—l—%—oﬂ) hw.

Prislusné vlastni funkce ¢, jsou stejné jako pro LHO (17.17), tj. ¢n(y) = ¥n(y).
Pfevedeny do nové proménné je vakuovy stav puvodniho LHO (17.18) roven

o) = o <y - @> — (R—Q)Qeé“%yﬁay = pa(y)-

K ™

Je tedy shodny s koherentnim stavem nového LHO s amplitudou a € R, pro ktery
rozdéleni energii zndme

(0%
Wan: n7a2:_7a-
= ) = S

Koherentni stavy nového LHO lze tedy chéapat jako posunuty vakuovy stav ptivodniho
LHO.
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2. Novy hamiltonian je LHO s jinou frekvenci w’

- h? d? 1
H -~ _M 12 2
LT ToMde T2
Jeho vlastni funkce ¢, jsou stejné jako pro puvodni LHO (17.17), kde nahradime
, 1
K — K = —k.

Na

Vakuovy stav puvodniho LHO (17.18) zapsany pomoci £’ je

2 %
wo(il}) _ (SH ) 67%;42352 EBS<SL'),

™

pro s # 1 se nejedna o vlastni vektor nového H;. Hustota pravdépodobnosti nalezeni
oscilatoru v bodé x mé tvar Gaussova rozdéleni

1

12\ 2
|5s(1’)|2: (SK ) 6_85/2962'

™

Stredni kvadratickd odchylka polohy je tedy
1
V2sk!

Funkce f¢(z) je realna, takze stfedni hodnota hybnosti je nulova. Pro varianci hyb-
nosti pak plati

Azx

@ = (P = (PR PA) = 125?22 (a)]

R

1
sk”?\2 s/ wm\3 1 sk"?h?
220 _
T sk2/)  2sk/? 2

Stredni kvadratickd odchylka hybnosti je tedy

Ap = \/glflh.

Stav (35 samoziejmé minimalizuje Heisenbergovy relace neur¢itosti (je to zakladni
stav ptvodniho LHO, coZ je soucasné i koherentni stav)

AxAp = g

Vakuovy stav ¢y nového LHO odpovida s = 1, takze jeho stfedni kvadratické od-
chylky polohy a hybnosti jsou

Lo,
NI A N
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Je tedy vidét, ze pro s > 1 ma [, mensi neurcitost v poloze a souc¢asné vétsi neurcitost
v hybnosti, nez vakuovy stav ¢y. Pro s < 1 se naopak v porovnani s ¢q zmensi
neurcitost v hybnosti na tkor zvétSeni neurcitosti v poloze. s 1ze chapat jako tzv.
stlaceny vakuovy stav ¢o. Kombinaci posunuti stiedu potencialu, snizeni potencialu
(viz. bod 1) a zmény frekvence oscilatoru bychom z vakuového stavu pivodniho LHO
pripravili tzv. stlaceny koherentni stav nového LHO.
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