Kapitola 16

Nestacionarni poruchova teorie

Prehled teorie

Uvazujeme hamiltonian tvaru

H(t) = Hy + eV (t),
kde H, nezavisi na case (volny hamiltonian). Nasim cilem je urcit pravdépodobnost pie-
chodu ze stavu [¢;(tg)) = |1;) do stavu |¢s(ty)) = |¢f) Casovym vyvojem z Casu ty do
ty
Wissy = [(r (o) [i(tr)) P = (s U (85, to) [} . (16.1)

Interakéni élen £V (¢) povazujeme za malou poruchu.

Dysontiv rozvoj evolu¢niho operatoru v Diracové obraze

Budeme pracovat v Diracové obraze, ktery se v case ty shoduje se Schréodingerovym. Pra-
vépodobnost prechodu (16.1) je potom

Wissg = [(WF (to) [0 (t) P = (515 (g to) 1) . (16.2)

Evoluéni operator v Diracové obrazu S(ty,to) se ¥idi diferencialni rovnici

LS (k) = VPOS(ta), Sltanta) = I (16.3)

Jeji feSeni hledame ve formé mocninné (Dysonovy) fady
S(trto) = Sty 1) (16.4)
n=0

Dosazenim do (16.3) dostaneme postupné vztahy pro jednotlivé ¢leny

n=20:
ih—S50 =0 = SO@t) =1, (16.5)
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ty
S0 = VRS0 VP — W) =~ [T, (160)
to
n=>2
ty
D = TPSW = 5Oty 10) = 1 [ daV P (12)8 1 1)

to

St =

:(_

ty to
2
) /dtz/dtlvD(t2)VD(t1), (16.7)
to to

takze pro n-ty ¢len plati

i n tf tn to
SO (L4, ty) = (—%) /dtn/dtn_l.../dtlvD(tn)VD(tn_l)...f/D<t1). (16.8)
to to to

Zavedeme operaci ¢asového uspofadani souc¢inu operatori (predpokladame, ze ve stejném
¢ase t; = ty operatory komutuji)

- A(t)B(ty) t >ty
T [A(tl)B(tg)} - R R )

B(ta)A(ty) t1 <ty

analogicky pro libovolny pocet operatori. n-ty ¢len rozvoje evoluéniho operétoru v Dira-
cové obraze pak muzeme zapsat pomoci T-soucinu ve tvaru

ty ty tr

R 1 i\" R R R

§ty,10) = (_ﬁ) /dtn/dtn_l.../dtlT V()07 (1) VP(0)] . (169
to to to

kde v8echny integraly maji stejné meze. Dysonovu fadu (16.4) pak lze formalné zapsat jako
¢asové usporadanou exponencialu

ty ty ty
. =1/ i \" - - -
S(ty,ty) = Zﬁ (—ﬁe) /dtn/dtn_l.../dtlT [VD(tn)VD(tn_l)...VD(tl)]
n=0 " to to to
. tf
= T |exp —%5/0[1517’3(15) . (16.10)

to
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Piechod mezi vlastnimi stavy volného hamiltonianu
V dal$im se omezime na prechod mezi vlastnimi stavy volného hamiltonianu, t;j.
Holyyy) = Efly),  Holvi) = Eily).

Pro jednoduchost predpokladejme, ze H, ma &ists bodové spektrum, tj. vlastni vektory
|¥) tvori ON bazi

]:IOW)m) = Eme)? <¢m|¢n> = Omn, Z |¢m><¢m| = j (16~11)

Maticové elementy rozvoje evolu¢niho operatoru v Diracové obraze (16.4), tj. amplitudy
prechodu v n-tém fadu poruchového rozvoje, oznacime jako

SE(t g, t) = (W ST (1, to) i) (16.12)

Pravdépodobnost prechodu (16.2) je potom rovna

- |g© (0) 2.(2) 2
Wlﬁf = Sfi (tf,to) +e8 i (tf,t0> +e sz‘ (tf,to) + .. . (1613)

Pro nulty fad s pouzitim (16.5) nalezneme
Sty to) = o5 (16.14)

V 1. fadu ze vztahu (16.6) a prechodem do Schrédingerova obrazu (14.20) dostaneme

. tf . tf
i . i . . .
Sj(‘i)(tfatO) = —ﬁ/dtlwaD(tl)WO = —ﬁ/dt1S¢f|Ug(t1,tolv(t1)Uo(thto)wz'z
to fo 11 | e Pty
ty

— _ﬁ/dhe h tl<¢f|v(t1)|wi>‘

to

Oznac¢ime si maticové elementy interakéniho ¢lenu ve Schrédingerové obraze V() v bazi
vlastnich vektoru Hy

an(t) = <¢mlv(t) |¢n>a

a vlastni frekvence odpovidajici preskoku mezi stavy |¢,,) a [1),)

Em _En
Wmn = —— -
h

Maticovy element evolu¢niho operatoru v 1. fadu pak zapiSeme ve tvaru

. tf
50 — 2 [ aterty, 16.15
b (trito) w | dhe ilt1). (16.15)

to
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Ve druhém tadu s pouzitim (16.7) a baze (16.11) analogickym postupem nalezneme

.2 ty to
st = (1) [t [ anto i) X o) m V@)1

ty to
N2
N (_%) Z/dtQ/dtlvfml(tz)eiwfmlbVmu‘(tl)ewm”tl- (16.16)
mi to to

Pro amplitudu prechodu v n-tém radu pak plati

Mmnp—1

< n ty t2
Si (. to) = (—%) o> /dtn.../dtlvfmnl(tn)eiwfmnlt"...lei(tl)eiwmlitl
mi to to

Prechody v 1. rAdu poruchového rozvoje

V dalsim budeme pracovat v 1. fddu poruchového rozvoje a polozime ¢ = 1, {5 = 0 a
ty = T. Pocatecni a finalni stav musi byt rtzné, jinak dostaneme pro pravdépodobnost

prechodu nesmyslny vysledek (Wzg)f > 1). Pravdépodobnost pfechodu v 1. fadu je potom
7 2
(1) 6 > 1 it
w(T) = ‘s bt 0)‘ = o5 | [ dter V)| (16.17)
0

Porucha nezavisla na case

Pro interakei nezavislou na case V # V(¢) mitzeme (16.17) upravit do tvaru

AWVl o (B = BTN _ [Vl
W}Bf(T)zwf _fE‘)Q sin? (fT = =5 Ir(wy), (16.18)

kde Ir(w) je funkce
2

T
: 4 T
Ir(w) = /dte“t = psin2 (%) : (16.19)
0

1. 74d poruchového rozvoje lze pouzit pokud plati
Vil < |Ep — Eil.
Pravdépodobnost prechodu (16.18) jako funkce T" je zobrazena na obrazku 16.1 pro rizné

hodnoty wy;. S rostoucim wy; vyrazné klesa amplituda a oscilace se zrychluji. Je zde vi-
dét rezonancni charakter - pravdépodobnost prechodu je vyrazné vétsi pro malé wy;, tj.
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blizké energetické hladiny. V limité wy; — 0 (pfechod mezi ortogonalnimi stavy v ramci
degenerované hladiny E; = E;) plati

Obrézek 16.1: Pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchové teorie (16.18) jako funkce T’
pro rizné hodnoty wy;. Cerna ¢erchované cara odpovidd wy; = %, Cervena carkovand cara
wy; = 2 a modra ¢ara wy; = 2.

Prubéh funkce I7(w) pro razné hodnoty 7" je znazornén na obrazku 16.2. S rostoucim 7'
je pik okolo w = 0 stale uzsi a vyssi. Polositka maxima I7(w) v nule je piiblizné 2%, mimo
tento interval je funkce v podstaté nulova. Za ¢as T tak miuze dojit s nezanedbatelnou
pravdépodobnosti k prechodim pouze do této oblasti, tj.

Ef —E| _AE _2
h T h T

|wyi| =

Odsud plynou "relace neurcitosti mezi ¢asem a energii"

AESQ,
T

které tikaji, ze za ¢as T jsme schopni uréit energii s presnosti maximalné %

Harmonicka porucha

Uvazujme nyni harmonickou poruchu

V(t) = e ™ + plet, (16.20)



wlu!

Obrazek 16.2: Funkee Iy (w) (16.19) pro rizné hodnoty T'. Cerna Gerchované ¢ara odpovida
T = 2u, Cervena ¢arkované cara T' = 3u a modra ¢ara T' = 4u.
kde w > 0. Jeji maticové elementy jsou
Vfi (t) = <¢f|@€—iwt + @Tei“’t|@/}i> = vfie_i“’t + @ifeiwt.
Amplitudu prechodu za ¢as T v 1. fadu (16.15) postupné upravime do tvaru

T T

SENT,0) = —% / dte™r" (vpe ™" + ;") = —% / dt (vpie™ " + 0,4
0 0
1 w_T W, T
=~z (UfielTAT(w_) —l—@erTAT(er)) : (16.21)
kde jsme oznadili wy = wy; £ w a Ap(w) je funkee
2 T
Ar(w) = = sin (“7) = /Ir(w). (16.22)
w

Pravdépodobnost prechodu je v 1. fadu rovna

1
(T) = 7
roli tak hraje i interference piispévki od e~ ™! a oTe™!. Ta je podstatna na kratké casové
skale, pro velkd T je mozné ji zanedbat. Divodem je, ze Ar(w) ma dominantni maximum
v nule hodnoty

w_T 2

W(l) 2= _ zﬂ
. vpe' 2 Ap(wo) + 05" 2 Ap(wy)

i—f )

AT(0> =T,

polositka piku klesa jako 7. Ap(ws) tak maji hlavni piky v bodech wy; = Fw, které se s
rostoucim ¢asem zuzuji a prestavaji prekryvat. Prabéh funkei Ap(wy) v zéavislosti na wy;
je znézornén na obrézku 16.3 pro T = 2 (vlevo) a T' = L2 (vpravo).
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Obrazek 16.3: Funkee (16.22) pro riizné éasy - T' = 2 (vlevo) a T = 22 (vpravo). Ar(w,) je
Cervend ¢arkovana Cara, Ap(w_) ¢erné ¢erchovana ¢ara. S rostoucim ¢asem se dominantni
piky zvétsuji, zuzuji a oddéluji.

Vlivem harmonické poruchy dochézi dominantné ke dvéma procestim. Clen dfet pii-
spiva zejména k prechodiim s Fy ~ E; —hw (stimulovana emise), ¢len de~“* zptisobuje pie-
chody do Ef ~ E;+hw (stimulovana absorpce). Siika intervali (Eithw—~2E, Ei+hw+2E),
kam miZze £y s nezanedbatelnou pravdépodobnosti patfit, klesa s casem jako AE ~ %
Tyto intervaly se pro velkd T' neptekryvaji, takze ve vypoctu pravdépodobnosti stimulo-
vané emise muzeme amplitudu absorpce zanedbat a dostaneme podobny vysledek jako pro

konstantni poruchu

emsi (% 2 U
i) = Bl p ) = B ), (16.23)

Analogicky pro pravdépodobnost stimulované absorpce plati

vl? vy
Wla_b;c(T) = %[T(UJ) | ;; | [T(sz — w) (1624)
Neporuchové rovnice pro evolu¢ni operator

Mizeme se také pokusit fesit pohybovou rovnici pro evolu¢ni operator v Diracové obraze
(14.23) exaktné. V bézi vlastnich vektora volného hamiltonianu dostaneme pro maticové

elementy evolu¢niho operéatoru

Skm(ta O) = <wk|g(t7 0) |¢m>>
pohybové rovnice

d W
Zhdtskm (t,0) kaz] Jm (t,0) Ze kjtvkj Jm(t 0),

s pocatecni podminkou
Skm(0,0) = dgm.
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Alternativné muzeme stav v case t rozlozit do baze vlastnich vektort volného hamiltonianu
(pro dalsi postup je vhodné z ¢asové zavislych Fourierovych koeficientit odseparovat volny
¢asovy vyvoj zpusobeny Hy)

)= di(t)e i o). (16.25)
J
Schrédingerova rovnice

i 0) = Al0) = (o + 7 (0) [9(0),

po dosazeni tohoto tvaru |¢(t)) a s vyuzitim (16.11) prejde na

iRy dy(t)e 75t ;) Zd e BV (1)),
J

Skalarnim souc¢inem s elﬁEkt<wk| pak dostaneme pohybové rovnice pro koeficienty rozvoje
(16.25)

ihdy(t) =) 'V (t)d; (¢), (16.26)
J
s pocatecni podminkou
d(0) = di-

Presna amplituda prechodu ze stavu [¢;) do stavu |¢f) je

Spi(t,0) = dg(t).

Neporuchové rovnice pro dvouhladinovy systém

Pro dvouhladinovy systém lze v nékterych piipadech najit analytické feseni pohybovych
rovnic (16.26). Nejprve je piepiSeme do maticového tvaru. Vlastni vektory volného hamil-
tonianu |1 o) zvolime tak, ze plati £y < E», a oznacime
Ey,—F
w21:—w12:—2h ! =w > 0.

Zavedeme d(t) jako sloupcovy vektor koeficientii rozvoje
dy(t)
d(t) =

VP(t) = (Vlv;(lt ()Zwt Wﬁgzj”) . (16.27)

a matici

Operator V(t) je hermitovsky, takze Vi1 (t) a Vay(t) jsou realné funkce. Rovnice (16.26) pak
Ize ekvivalentné zapsat maticové

ihd(t) = VP (t)d(t). (16.28)
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Konstantni porucha pro dvouhladinovy systém

V piipadé konstantni poruchy V(t) = V je matice VP (t) (16.27) rovna

YR Vii Ve ™t
VZ(t) = (Vglew Vi ) (16.29)

Ma podobny tvar jako matice hamiltonianu (15.1) pro spin v rotujicim magnetickém poli
z kapitoly 15 (aZ na opa¢né znaménko w). Postup feSeni rovnice (16.28) je analogicky -
¢asovou zavislost odseparujeme unitarni transformaci (rotaci)

VD(t> — eféwtagvD<O)e%wt03'

V rotujici soustavé je matice efektivni interakce V.2 of rovna

Fiw V= v
VD —_ VDO—— _ 11 P 21
ef <) 203 ( Vau ‘/22—1-%
Vit + Voo Vit — Voo — hw

= T I+Re‘/21 Jl +Im‘/21 0-2 + 2 0-3'

Néasobek jednotkové matice je v ¢asovém vyvoji irelevantni (zptusobi dodateénou globalni
fazi, ktera nemé zadny fyzikalni vyznam). Zbylou ¢ast lze zapsat ve tvaru (15.3)
/ h — —
V;,? = §Qng -0,

pomoci Rabiho frekvence Q a jednotkového vektoru iig (15.4)

/ Vi — Vi
Q = A2+—|V21|2 A:%—w, (16.30)

. 1 /2 2
o = o (ﬁRe‘/Qla ;_LITHV%A) :

Evoluéni operator v Diracové obraze je potom roven (viz. (15.10))

S(t,O) — e—%wtoe—%ﬂtﬁgﬁ'
(eos(5) 1= (5) ) ( ( ) (3)m2)
= (cos|—|I—isin|— |o3) | cos — ¢sin
2 2 2
eos (%) — B ()] et 23 s (2) =i
22}%1 sin (%) eawt [cos ( ) + Z sin (%)} eavt



je feSenim rovnice (16.28) (viz. (15.11))

[cos (&) — i5 sin ()] e~ 3wt
d(t) = S(t,0) d(0) =

_s2Vo1 Qt Lot
i54sin () e2

Odsud urc¢ime presné pravdépodobnosti prechodu mezi stavy volného hamiltonianu za cas

T (viz. (15.12))
Wi (T) = cos® (%T) + (%):w (QTT)

UV |* ., (QT
Wio(T) = 2 S | 5 |- (16.31)

Vzhledem k (16.30) plati
OT A2 4 Var |? OT
Wioal) + W) = o () + =g () =
1

Presny vysledek (16.31) pro prechod mezi stavy [1) a |2) mizeme porovnat s porucho-
vym vysledkem (16.18). Pokud lze V' povazovat za malou poruchu, tj.

[Vau| Vi1 — Voo
n < w, 7 < w,
pak je Rabiho frekvence 2 (16.30) srovnatelna s w. V takovém piipadé je pro kratké casy
< %’r presny vysledek velmi blizky poruchovému

4Voql? . wT
W1_>2(T) =~ 7‘12211! 1n2 (7

) = Wil

Porovnani presnych vysledka W;_,;(T"), Wi_2(T") a poruchového vztahu v 1. fadu Wl(l_)ﬂ(T)
je na obrazku 16.4.

Harmonicki porucha pro dvouhladinovy systém, rotating wave aproximace

Prechodovou frekvenci systému preznacime na

Ey, — Ey
h

a uvazujme harmonickou poruchu tvaru (16.20). Matice interakéniho ¢lenu v Diracové
obraze je

Wo1 = —Wi2 = = Wo,

VP (t) = v (€ +e7) Vg HWtwolt | 7, etwmwo)t
= Ume—i(w—wo)t +ﬁ126i(w+w0)t Voo <€iwt + e_iwt) .
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Obrazek 16.4: Exaktni pravdépodobnosti pfechodu Wi, (t) (modra ¢ara), Wi_,o(t) (Cer-
venéa Carkovanéa ¢ara) a pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchové teorie W1(1_)>2(t)
(Cerna Cerchovana Cara). V obrazku je zvoleno Vi — Vay = 0.1 fw, |Va1] = 0.3 fw. Rabiho
frekvence je potom ptiblizné 2 ~ 1.08 w.

V tomto piipadé obecné neumime vyftesit pohybové rovnice (16.28) analyticky. Pokud jsme
ale blizko rezonance, kdy
A=w—wy=D0,

Ize pouzit tzv. "rotating wave approximation" (RWA). Spoc¢iva v tom, Ze ve VP(t) pone-
chame pouze ¢leny tmérné e*!. Ostatni ¢leny rychle osciluji a na delsi ¢asové gkale se
jejich vliv vyrusi. V. RWA je pak interakéni ¢len v Diracové obraze roven

0 T eiAt

D 21

Vawal(t) = (U21€—iAt 0 ) :

Ma tedy stejny tvar jako pro konstantni poruchu (16.29) s Vj; = Vo = 0 a zaménou
w — —A. Postup feSeni je analogicky, efektivni interakce je v tomto piipadé

hA h ( A %621> h

V3 =VEya0) + —o3 == 2, A ) = %7

2 2 \ 2 2

Rabiho frekvence €2 a jednotkovy vektor 7ig jsou

4 . 1 /2 2
Q=1/A%2+ ﬁ‘vmz’ ng = Q (ﬁRe Va1, ﬁlm 1121,A> :

Pro harmonickou poruchu v RWA jsou tedy pravdépodobnosti prechodu VVSJVCVA) (T') dany
vztahy (16.31) s A = w — wy.

Pro ilustraci je na obréazku 16.5 vlevo porovnani vysledki v RWA s 1. fddem porucho-
vého rozvoje (16.24). Poruchovy vysledek lze pouzit jen pro kratké ¢asy. Vpravo je srovnani
vysledku v RWA s numerickym feSenim rovnic (16.28).
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Obrézek 16.5: Vlevo jsou pravdépodobnosti piechodu v RWA (modré a ¢ervena ¢arkovana
¢ara) a pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchového rozvoje (16.24) (Gerna cerchovana
¢ara). Vpravo je porovnani pravdépodobnosti prechodu v. RWA s numerickym fesenim
pohybovych rovnic (16.28). V simulacich je zvoleno w = 1.01 wp, v;; = 0.1 fawy

Prechody do kontinua, Fermiho zlaté pravidlo

Zaméime se nyni na pfechod do stavu s finalni energii Ey, kterd bud lezi ve spojitém
spektru volného hamiltonianu Hy, nebo v jejim blizkém okoli lezi fada dalsich diskrétnich
hladin, které od sebe neumime odlisit. V takovém piipadé nemé smysl hledat pravdépodob-
nost prechodu do presného finalni stavu. Muzeme ale zkoumat pravdépodobnost prechodu
M/i%Z(Ef)(T) do malého okoli Ef

AFE AFE AFE
I(Ey) = (Ef—T,EerT), E—F<<1,

za dlouhy cas T
Pracujme nejprve neporuchové, stav ¢astice po ¢ase T je |¢;(T')). Oznacime (zobecnéné)
vlastni vektory volného hamiltonianu jako |a)

Hyla) = B(a)|),

kde « souhrnné oznacuje vSechna spojita i diskrétni kvantova cisla popisujici stav. Prav-
dépodobnost nalezeni ¢astice v néjakém malém okoli Z(ay) v ¢ase T je

Wiy (T) = / dal{ald(T)P.
Z(ay)

Zajima nas energie finalniho stavu, a proto prejdeme od a k F a (3, kde [ zahrnuje vSechna
dalsi kvantova ¢isla nutna k popisu stavu. Integrél pak mtuzeme prepsat do tvaru

Wsl®) = [ pE)E [ 8105, Bl (16.32)
Z(Ey) Z(By)
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kde p(E) je hustota kvantovych stavii s energii £. Napiiklad pro volnou ¢astici hraje roli
a hybnost p. Prechodem do sférickych soufadnic dostaneme

d*p = p*dpdQ = p(E)dEdS).

Pro nerelativistickou ¢astici, kdy E(p) = %, je hustota stavi rovna

p(E) = jE _ oy pdV2ME T = MV2M

V dalsim budeme uvazovat infinitezimalni interval Z(/;) a omezime se na 1. fad poru-
chového rozvoje, tj. skalarni sou¢in v (16.32) nahradime pomoci (16.17) a zapiSeme ve

zkratce )

T
| 4813 Bl = W, (1) = 5| [ e Vo, )]
Z(By) 0

e wp = 552 Vig, i (0) = (87, EIV ()14

Konstantni porucha

Pro konstantni poruchu v 1. fadu s pouzitim (16.18) dostaneme

1 E—E;
W) =5 [ Woeloe)te (552 a
Z(Ey)
Pro funkei Ir(w) plati asymptotické chovani
I
i ) o5, (16.33)
T—o0

které plyne z limitniho vyjadfeni d-funkce ve tvaru

=0(x).

Ma pak smysl zavést rychlost prechodu (pravdépodobnost piechodu za jednotku casu)
vztahem

sin?(xt)

lim

t—ooo T2t

wb (T
Ty = % (16.34)

Pro velka T pak s vyuzitim (16.33) plati
1 2m
Loy = 35 [ WonmnPp(BY2mnd(E — E)E = T WViolEs = B), (1035
Z(Ey)

kde jsme ve zkratce oznacili Vy; = Vi3, k). Vztah (16.35) se nazyva Fermiho zlaté pravidlo.

Riké, Ze pro Casoveé nezéavislou poruchu je rychlost pfechodu v 1. fadu poruchové teorie
konstantni pro dostatec¢né dlouhy casovy interval 7.
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Harmonicka porucha

Fermiho zlaté pravidlo plati analogicky i pro harmonickou poruchu. Vime, ze v ptipadé
diskrétnich prechodi pro dlouhé ¢asy plati pro pravdépodobnosti stimulované emise a
absorpce vztahy (16.23) a (16.24). Pro prechod do malého intervalu okolo E; pak plati

. 1 E — E; + hw
D) = g [ e PoE) (SR g,

I(Ey)
. 1 E—FE; — hw
Ll e o e e
I(Ey)

Pro velkad T" pak obdobnym zptsobem jako v pripadé ¢asové nezavislé poruchy dostaneme
konstantni rychlosti emise a absorpce

ems QW’UZ' ’2
rem = 20l -,
abs 2m|v i 2
resy = 2l g~ o)

Pro harmonickou poruchu tvaru (16.20) plati tzv. princip detailni rovnovahy

e Ty,

p(Er)  p(Ei)

Rychlosti pfechodu pro diskrétni hladiny

Rychlosti prfechodu miizeme zavést i pro preskok mezi diskrétnimi hladinami. Pro ¢asové
nezéavislou poruchu z vysledku (16.18) a asymptotického chovani (16.33) pro velka T" plyne

W) on
Loy = % = E|Vfi|25(Ef - E;),

kde é-funkce predstavuje zakon zachovani energie. Podobné pro harmonickou poruchu z
(16.23) a (16.24) dostaneme

: 27w, ¢
Pg;_.l%i&@—&+m¢
27| v s |2
revs, = l%%L&Eﬁ—a~Jwy (16.36)

o-funkce zde vyjadiuje to, ze ke stimulované emisi nebo absorpci dochazi pouze v rezonanci,

kdy E; = E; + hw.
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Priklady

Cviceni 47. Uvazujte linearni harmonicky oscildtor s ndabojem q v prvnim excitovaném
stavu |1). V case to = 0 zapneme homogenni elektrické pole

Elt)=Vee s, >0, Vo< 1.

Urcete, do jakych stavi volného hamiltonidnu miiZe oscilator vliivem poruchy prejit v 1.
radu poruchového rozvoje, a urcete pravdépodobnost prechodu v limité T — oo.

Navod: Hamiltonian LHO mé vlastni vektory |n) a vlastni ¢isla
~ 1
Hy|n) = (n + §)ﬁw|n>

Operétor poruchy je R A
V(t) = —¢XE(t).

Amplituda prechodu ze stavu |1) do stavu |n) za ¢as T v 1. fadu je podle (16.15) rovna

S(l d 7ffo*)nlt‘/

:rl®
o\ﬂ

Maticové elementy operatoru poruchy
Vi (t) = —qVoe = (n| X |1),

jsou nenulové jen pro n = 0 nebo n = 2. Pro tuto poruchu je tedy mozny pouze preskok o
jednu hladinu nahoru nebo doli. S pouzitim posunovacich operatori

nalezneme

O =i @RI =[5

Pravdépodobnost prechodu na zakladni hladinu je potom

2 2v2 holT 22
W= s (o, 0 = Tt o | [ dee v il
0

n T 2Mhww? + 1/72

Pravdépodobnost prechodu na 2. excitovanou hladinu je dvojnasobna

q2‘/02 1
Mhww? +1/712

1 1
Wle = = 2W1(—)>0

161



Cviceni 48. V RWA naleznéte pravdépodobnost excitace atomu za ¢as'T pro dvouhladinovy
atom interagujici s klasickou elektrickou vinou ze cuviceni 46. V case t = 0 je atom v
zakladnim stavu.

Navod: Interakéni ¢len v Diracové obraze je ve vztahu (14.27). V. RWA ma potom tvar

0 et
D = — .
VRWA(t) =—h (aezAt 0 > )
kde A = w — wy. Efektivni interakéni ¢len v rotujici soustavé je tedy

hA h( A —26) h

Ve = Viwa0) + —-o3 = 5 Con A ) = %a 0

2 2 2

Rabiho frekvence 2 a jednotkovy vektor 7iq jsou rovny

1
Q= +/A%2+4|al?, 7g=—=(—2Rea, —2Ima, A).
Q

Pravdépodobnost excitace atomu v ¢ase 7" bude podle (16.31) rovna

4la? ., (QT
RWA _ 2
WEVA (T = 2 Sin < 5 > :

g—e

Cviceni 49. Uvazujte jednoelektronovy atom interagujici s klasickou elektromagnetickou
rovinnou vinou popsanou vektorovym potencidlem

A(@, 1) = Ag(@)e ™t + A(F)e™t = Aog(ei@-f*wt) + e*“'?-f*wt)) , (16.37)

kde € je jednotkovy vektor. Urcete rychlosti stimulované absorpce a emise (16.536).

Navod: Volny hamiltonidn elektronu v atomu ma tvar

A

HO = W + ‘/()(ZL‘)

Vlivem vnéjstho elektromagnetického pole dostaneme hamiltonian
e? A2
2M

N 1 2, N 2 . N e - &% o
H—W<P+6A) +V0(x)—Ho+m<2A-P—th-A>+

Posledni ¢len zanedbame a budeme pracovat v Coulombové kalibraci
V-A=0.

Hamiltonian méa pak tvar
H = Hy+ V(t),
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kde interakeni c¢len je roven

Vi(t) = M%T(t) .P.

Pro porovnani s plné kvantovym vypoctem (ktery si ukaZeme na konci semestru) upravime
nejprve vektorovy potencial a vyjadiime Ay pomoci hustoty energie na jeden foton ﬁv“’ (cely
systém bereme v konecném objemu V). Coulombova kalibrace pro rovinnou vinu (16.37)
znamena

—

k2=0,

tj. A lezi v rovinné kolmé na smér $ifeni viny k. Vlna je feSenim d’Alembertovy rovnice
A =0,

takze k = “. Hustota energie rovinné viny je

1 S 1 -
U= - <50|E|2 + —|B|2) .
2 Ho

Urcéime elektrickou intenzitu a magnetickou indukci

. 0A . e B}
E = 5 = iwAoE (ez(k'm_“’t) - e_l(k"’”_“’t)> = —2wA(Esin (k T = wt) ,
3 S 1T (e (R 1k =
B = VxA=i(kx&A (ez(km—wt) _ 6—z(k-:c—wt)> =~ x i

c

Hustota energie je potom (= = goc?)

1o
u = 4eg Ajw? sin® (E T — wt) .
Vystiedovanim za dlouhy c¢as T dostaneme

fuw
(u) = 2e9A2w? = v

Ag lze tedy vyjadrit jako

Interakéni ¢len je pak roven

~ e h
Vit) = M 2Veqw

kde jsme oznacili




Interakee je tedy harmonicka porucha a pro rychlosti stimulované emise a absorpce z (16.36)
plyne

: 27| v; p|? me? it S’
emi 2Ol p g = (e e Pli)| 6(By - it hw),
e . §(E; + hw) Ve (fle7™* & Pli)| o(Ey + hw)
abs 277—‘1) i|2 7T62 k&2 54 ’
By = TR0 = B ) = qpu (16 Pl oy - Bi— i)
(16.38)

Pokud je klasického pole nulové A = 0, pak Hy je celkovy hamiltonian, i) a |f) jsou
stacionarni stavy a k zddnym prechodiim nedochazi. V realnych situacich ale dochazi k tzv.
spontanni emisi, kdy elektron z excitované hladiny za typicky velmi kratky cas preskoci na
nizsi hladinu i bez pritomnosti vnéjsiho pole. Semiklasicka teorie interakce latky a zareni
(atom je kvantovy, elektromagnetické pole klasické) spontanni emisi vysvétlit nedokaze.
Jak uvidime, spontanni emise je diisledek kvantovani elektromagnetického pole.
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