Kapitola 15
Spin v rotujicim magnetickém poli

Pro dvouhladinovy systém, jako je spin %, je v urcitych pripadech mozné exaktné vytesit
Schrédingerovu rovnici i pro ¢asové zavisly hamiltonian. Jednim z nich je spin v rotujicim
magnetickém poli, ktery si nyni probereme. Tento model predstavuje zakladni fyzikalni
princip nuklearni magnetické rezonance. Ukazeme si i jeho vyuziti v precizni spektroskopii.

Hamiltonian spinu v magnetickém poli
Uvazujme spin % v magnetickém poli

—

B(t) = By + Bi(t),
které lze rozlozit na statickou ¢ast 50 ve sméru osy 2z
BO = (Oa 07 BO)a

a Casové zévislou cast B, (1), ktera svira s osou z thel 6 a rotuje kolem ni thlovou rychlosti
w, tj.
By (t) = (Bysinf coswt, — By sin 0 sinwt, By cos ).

Hamiltonian spinu je na c¢ase zavisly

~ ~ o Ba B ~ ~ N
H(t) = —ji-B(t)= —%Sg — % [sin@ <51 coswt — Sy sinwt) — S5 cos 9}
= —(wo+w; cos0)Ss — wy sinf (5‘1 coswt — Sy sinwt) , (15.1)

kde jsme zavedli pfechodové frekvence spinu v polich intenzity By a B;

pBo Wy — pBy
— 1=

V redlnych aplikacich je By < By, takze 1 w; < wy.
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ResSeni Schrodingerovy rovnice prechodem do rotujici soustavy

Vyuzijeme toho, Ze ¢asové zavisla ¢ast hamiltonianu lze napsat jako S; otoceny o thel —wt
okolo osy z

S1 coswt — Sy sinwt = ens Gy e 1S — R.(—wt)S Rl (—wt).

Protoze §3 komutuje s operatorem rotace okolo osy z, mizeme hamiltonian (15.1) zapsat
ve tvaru

A

H(t) = Ro(—wt) (—(wo + w1 c080)Ss — wy sin eél) R (—wt) = R (—wt) H(0) R (—wt),

tj. ¢asovou zavislost lze separovat jako dodatecnou rotaci. Pfejdeme do rotujici souradné
soustavy

[0/ (1)) = BL(—wt)[(1)).

Ze Schrodingerovy rovnice pro [1(t)) dostaneme rovnici v rotujici soustavé
. d / . d A.‘_ A-l— . d
th— (1)) = ih{ S R(=wt) | [)(t)) + R(—wt) ih (1))

dt
Y
H(t)|4(1))

— ih (-%wﬁg) RI(—wt) (1)) + RZ(—wt)ffv(t)Rz(—wt) RL(—wt)[y(1))

i

H(0)
= (HO)+wS) /(1) = Heflt (1), (15.2)

s efektivnim hamiltonidnem nezavislym na cCase

~

H,p = H(0) + wSs5 = (A — w; cos0) S5 — wy sin 05, = Qitg - S.

Zde A (detuning) znadi rozdil frekvence rotujictho magnetického pole a prechodové frek-
vence spinu wy
A=w-— wo-

Dale jsme zavedli Rabiho frekvenci ) a jednotkovy vektor nq vztahy

1
0= \/A2 — 2Aw; cos? 0 +wi, g = 5(—w1 sind,0, A — wy cosf). (15.3)

V rotujici soustavé snadno nalezneme fesSeni Schrédingerovy rovnice (15.2 ) (v ¢ase tg =0
se laboratorni a rotujici soustava shoduji, tj. [¢'(0)) = |¢(0)))

(1)) = e~ H At |y (0)) = e FUTS |y (0)) = R () 10(0)), (15.4)

1ze ho napsat jako rotaci poc¢atecniho stavu okolo osy 7ig o thel 2f. Do laboratorni soustavy
se vratime dodate¢nou rotaci okolo osy z, tj.

[(8)) = Re(—wt) R (U)[1(0)) = 15 e=i5S|s(0)) = D (1, 0)[(0)).  (15.5)
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Zde jsme zavedli evolu¢éni operétor U (t,0), ktery odpovida ¢asovému vyvoji z tp = 0 do
t. Protoze hamiltonian (15.1) zavisi na ¢ase, je evolucni operator zavisly na koncovém i
podatednim case, ne jen jejich rozdilu. Ve standardni bazi tvofené vlastnimi vektory S,
miZeme matici evoluéniho operatoru U(t,0) s vyuZitim rotacnich matic pro spin 1 (3.3)
zapsat ve tvaru

Ut,0) = RZ(—wt) B2 ()

o

w o (w
= <cos (7> I+ ¢sin (—
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(15.6)
Rotujici pole kolmé na statické
V dalsim predpokladame, ze vektor él(t) rotuje v roviné zy, tj. 0 = 7 a
Bi(t) = (Bj coswt, — By sinwt, 0). (15.7)

Rabiho frekvence a jednotkovy vektor 7 se pak zjednodusi na

1
Q= /A24+w? o= 5(—w1,0,A). (15.8)

Matice evolu¢niho operatoru (15.6) pro 6 = 7 je

[cos (F) — i sin (F)] €' i sin (%) '
v = . (15.9)
Z% sin (%) e i5t [cos (%) + @'% sin (%)] et

Pravdépodobnost preklopeni spinu, 7- a $-puls

Uvazujme nyni pocatecni stav

cos (%) — i sin ()] '3
b(t) = U@(0) = (20 . (15.10)



Pravdépodobnost naméreni kladné nebo zaporné projekce spinu do osy z v case t je

v - (3)-(3) ()

2
W_(t) = %sinQ (%):%Siﬁ (%) (15.11)

Vidime, ze pravdépodobnost pieklopeni spinu osciluje s Rabiho frekvenci (2. Maximalni
hodnoty dosédhne po case 7; #A), ktery odpovidéa délce tzv. w-pulsu, kdy

QT™ = 7.

Prabéh W_(t) s ¢asem je znazornén na obrazku (15.1) pro A = 0, wy, 2w;.

1F

Obrazek 15.1: Prubéh pravdépodobnosti preklopeni spinu (15.11) v rezonanci A = 0
(modréa ¢ara), A = w; (Cervena Carkovana cara) a A = 2w; (Cerna ¢erchovana ¢ara).
Maxima je dosazeno po m-pulsu pro dané A.

Maximalni pravdépodobnost preklopeni spinu je rovna

2
maa:_wl_ 1
W == e
1+(w—1>

Wmer mg jako funkce Aw; vyrazné rezonantni charakter, viz. obrézek 15.2. V rezonanci,
kdy w = wp a tedy A =0, je W™ = 1. Tomuto jevu se Fikd magnetickd rezonance.

Rabiho frekvence se v rezonanci shoduje s frekvenci w; a délka m-pulsu je tedy T = o

Pokud puls trva poloviéni dobu (3-puls), dojde k pieklopeni spinu do roviny zy. Vektor

(15.12)
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Obréazek 15.2: Maximéalni pravdépodobnost pieklopeni spinu (15.12) jako funkce A.

fig (15.8) mifi v zaporném sméru osy x, g = (—1,0,0). V rotujici soustavé (15.4) bude
spin po §—pulsu mifit ve sméru osy y

@) = (3l =5 (1) (0) = 55 (1) = e

V laboratorni soustavé musime udélat dodatecnou rotaci okolo osy z

. wo o)

~ Ly 0 1 1 1 e

TOWY — B (a2 ) Oy = (¢ P —())=— o
¥ 2 2 7T2w1 i 2 ) 0 e ) 2\ V2 \ie i

1 im0 —ir 20 —
= () 4 ez ) = 17

V2

Vysledek odpovida ¢istému stavu s vektorem polarizace p'= (COS <7T2“’701> , — sin <7T2‘"T°1> , O> :

Matice evolu¢niho operatoru od ¢asu ty = 0 (15.9) se pro - a m-puls zjednodusi na

- 1 eimia (1 — z%) i%e”ﬁ
U (TE ,0) - , (15.13)
2 _ W
V2 (X e~maa (14 z%)
AN SN w1 iT AL
ige'me  ile'm20
U (T™,0) =
z‘%e’”% Z'%efwr%
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V rezonanci dostaneme
0. P R
0 1 e 4w 1€ 4wq
U(T@,O) e e
> \/§ ie o e Ly

P ad |
U (r0.0) - ( e )
1€

2wq O

Nuklearni magnetickd rezonance

Nalezena odezva spinu na rotujici magnetické pole zachycuje zékladni fyzikalni princip
nuklearni magnetické rezonance, které lze vyuzit napt. v zobrazovani a diagnostice (mag-
netic resonance imaging - MRI), nebo ve spektroskopii. V medicinskych aplikacich MRI se
vyuzivéa spinu jadra vodiku (protonu) v molekule vody. Za béznych teplot a bez magnetic-
kého pole jsou spiny orientovany nahodné. Silnym statickym polem By se dostatetns velka
¢ast spind orientuje ve sméru osy z, vznikne tzv. longitudinalni magnetizace. Nésledné se
aplikuje rezonanéni Z-puls, ktery spiny preklopi do roviny xy. Po skoncent pulsu spiny déle
rotuji v této roviné s frekvenci wy a vytvari oscilujici magnetické pole, které je zazname-
nano detekéni civkou. Sila signalu je tmérna hustoté spint - je tedy mozné urcit mnozstvi
molekul vody v daném misté a tak rozlisit rizné tkané. Signél navic exponenciélné klesa v
duasledku vzajemné interakce spinu s ¢asovou Skalou 75 (stfedni doba poklesu signalu na 1/e
puvodni hodnoty). Uréenim 75 lze napt. detekovat abnorméalni akumulaci tekutin v daném
misté (otok). Spiny se také postupné vraci do rovnovahy s okolim, tj. znovu se orientuji ve
sméru osy z a dojde obnoveni longitudinalni magnetizace. Tento proces probiha na casové
skale T7 (fadové jedna sekunda), ktera se lisi pro ruzné tkané a je mozné ji dale ovlivnit
napi. pouzitim kontrastnich latek. Typické MRI piistroje pouzivaji statické magnetické
pole By intenzity v jednotkach T'. Dalsi tzv. gradientni magnety lokalné ovliviuji hodnotu
By, a tedy i frekvence wy - tim lze dosdhnout prostorového rozliseni fadové v desetinéch
milimetru.

Precizni spektroskopie

Magnetické rezonance lze vyuzit k velmi pfesnému urceni vlastni prechodové frekvence
wy. Z predchoziho vime, Ze pravdépodobnost pieklopeni spinu zavisi na rozdilu frekvenci
rotujiciho pole a spinu A, a také na dobé pusobeni pole. Maximalni pravdépodobnost
preklopeni lze dosahnout pro A = 0. Pfesnost urceni wy pak zavisi na sifce maxima ¢ okolo
rezonance (tzv. full width at half maximum - FWHM). Ukazeme si zakladni principy dvou
metod méfeni wy. V obou postupech ¢astice prolétavaji pristrojem rychlosti v magnetickymi
poli. V bezinterakéni oblasti je pouze statické pole ve sméru osy z EO, v interakéni oblasti je
navic pole B, (t) rotujici v roviné xy (15.7). Doba ptisobeni pole zavisi na rychlosti ¢astice
a délce oblasti.
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Rabiho metoda méreni wy

V Rabiho pristroji mame pouze jednu interakéni oblast délky L. Dobu, kterou v ni ¢astice
stravi, oznac¢ime jako 7 = % Pravdépodobnost preklopeni spinu po priletu Rabiho pri-
strojem je dana vztahem (15.11). Délka interakéni oblasti se zvoli tak, Ze je rovna m-pulsu

pro hledanou rezonanci, tj.

L
i SO (15.14)

v T w1

Pravdépodobnost preklopeni spinu jako funkce A/w; je potom rovna

2
Jy Rabi = % sin? g 1+ (wé) . (15.15)
() 1

Pribéh této funkee je na obrazku 15.3 vlevo. Sitka maxima & je Gmernd w; ~ %, jak lze
vidét z grafu vpravo pro ruzné hodnoty w;. Presnost urceni frekvence wy lze tedy zlepsit
soucasnym prodlouzenim délky interakéni oblasti (zvétsi 7) a sniZenim intenzity rotujiciho
magnetického pole (zmensi wy; ~ By) tak, Ze stale plati podminka (15.14). Ve skutecnosti
tu hraji podstatnou roli dalsi faktory (Castice maji néjaké netrivialni rozdéleni rychlosti,
rotujici magnetické pole neni dostateéné homogenni v celé interakéni oblasti), které sitku
maxima zveétsuji. VIiv téchto poruch roste s délkou interakéni oblasti. Presnost urceni wy
tedy nelze zlepSovat prodluzovanim interakéni oblasti dle libosti. Existuje néjaka optimalni
délka L, pro kterou dosdhneme nejlepsi presnosti.

1 1

Whe o W 05

—4 -2 0 2 4 -1 —0.5 0 0.5 1

AJw, AJu”

Obrazek 15.3: Vlevo je znézornéna pravdépodobnost pfeklopeni spinu v Rabiho pfistroji
(15.15). Vpravo je stejné funkce pro wy = wgo) (Gerchovana ¢erné c¢ara), w; = w§0)/2 (¢ar-
kovana Cervena ¢ara) a w; = w§°)/5 (modra ¢ara). Sifka maxima klesé s klesajicim wy, je
amérnd wy ~ %

Ramseyho interferometr

Lepsi presnosti uréeni wy lze dosdhnout pomoci Ramseyho interferometru, ktery se sklada
ze tif oblasti. V 1. a 3. je zapnuté rotujici magnetické pole, ve 2. je pouze statické pole ve
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smeéru osy z. Délka interak¢énich oblasti je stejna, oznacme ji opét L. Voli se tak, ze doba
pritletu interak¢ni oblasti 7 odpovida Z-pulsu pro hledanou rezonanci

Délku bezinterakéni oblasti oznac¢ime Ly, dobu priletu 7' = Lf UkéZeme, zZe $ifka maxima
okolo rezonance bude nepiimo tmérna 7'.

Celkovy evolu¢ni operator pro Ramseyho interferometr Ur lze zapsat jako soucin tif
evoluc¢nich operatoru pro jednotlivé oblasti

Up=U(T + 21, T +7) Uy(T 4 7,7) U(r,0).

Operétor U (7,0) mame v rovnici (15.9). Uy je evoluéni operator v bezinterakéni oblasti,
kde je pouze statické magnetické pole By ve sméru osy z, tj.

A N P 4 <o
Uo(T +7,7) = Up(T) = e HoT — iwoSsT — (6 5 ei(leT) (15.16)

Evolu¢ni operator U (t,t0) s libovolnym pocateénim ¢asem ¢y uréime s vyuzitim vlastnosti
(14.4) a unitarity X ) A R )
U(t,to) = U(t,0) U(0,to) = U(t,0) U'(to,0).

Z tvaru evoluéniho operatoru U(t,0) (15.5) pak dostaneme
(j(tto) — Q%thS 6—%Qt7—ig~5 e%QtoﬁQ-S 6—%&)15053 — e%wt& e—%ﬂ(t—to)ﬁgus 6_%Wt053. (1517)

Matice tohoto operatoru ve standardni bazi je

1 1

U(t,to) = R (—wt) R (Qt — to)) B (wto)

Q

—

|:COS <M> _ Z% Sin <Q(t2—t0)>:| ei%(tfto) 7/% Sin <Q(t2—t0)> ei%(t+t0)
i sin (Q(tz—to)> =% (t+to) [COS (M) +i8 sin (Q(t;to)ﬂ —i%(t—t0)

(15.18)
vSimnéme si, ze v exponencialach na antidiagonale je soucet ¢asu t — tg.
Urcéime nejprve amplitudu pravdépodobnosti preklopeni spinu po prichodu interfero-

metrem

A_ = (z,—|Uglz, +) = (2, =|U(T + 21, T +7) Ug(T 4 7,7) U(7,0)|2,+).
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Vypocet rozdélime na dvé ¢asti, uréime zvlast Uy(T + 7,7) U(7,0)|2,4) a (z, —|U(T +
27, T + 7). Pro prvni ¢ast s pouzitim matice (15.16) a vysledku (15.10) dostaneme

Uo(T +7,7) U(1,0)|2,+) = Us(T) U(r)1b(0) = Up(T)e(7)

GET [cos (F) — i sin (F)] %"
- ( 0 e—i“;‘)T) i%sin(&)eﬂf
2
eon () — i in (5] 4737

= . (15.19)

Druh4 ¢ast je diky (15.18), kam dosadime ¢t = T + 27, to = T + 7, rovna
(z,=|U(T + 21, T +71) =

Wi & —i% (2T+37) & é . & —i%7
(ZQ sm( 5 )e »feos {5 —i—ZQ sin | = e . (15.20)

Vynéasobenim vektort (15.19) a (15.20) dostaneme amplitudu pieklopeni spinu

A = z% sin (%) e '3 (2T+37) {COS (%) — z% sin (%)] 5Tl T T
wi . (AT e, _earp Qr A Q7 e
—I—zﬁ sin (7) e 2'e "2 [cos (7) + Zﬁ sin (7)} e 2
wi . QTN s e Qr A Q7 AT
= Zﬁ sin (7) e e 2 (|:COS (7) — Zﬁ sin (7)} e 27+
Qr A QT AT
ol () +5m (5)) )
= 21’ﬂ sin (&> e~ wTeisT <COS (&) cos (g) — é sin (&> sin <£)> )
Q 2 2 2 Q 2 2

Pravdépodobnost pieklopeni spinu po priuchodu Ramseyho interferometrem je pak

APt (Y i (07 oo (27 Y e (AT 2 o (97 o (AT ]
W,—].A,|—4<Q> sm(z)[cos(z)cos(2 qsin | o )sin | = :

_p0) _ = - . .. .
Pro = Tg = gor lze pravdépodobnost preklopeni spinu upravit do tvaru

4 A2 A2 AT
yy Ramsey ——— sin? il 1+ (—> cos | Ty /1 + (—) cos (—) —
1+ (A) 4 w1 4 w1 2
_ 1 o [T i (A ) e (AT 15.21)
—2 Sin Z w—l Sin 7 . ( .
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Priabéh této funkce pro T' = 57 je na obrazku 15.4 vlevo. Jsou zde vidét typické tzké ostré
piky (Ramsey fringes). Blizko rezonance lze vztah (15.21) aproximovat pomoci

AT
Ax0 = WY x cos? (T) : (15.22)

Stika piku okolo A = 0 je tedy nepiimo tmérna dobé priletu bezinterakéni oblasti T
(viz. graf vpravo pro rizné hodnoty T'). VySsi pfesnosti urceni wy tak 1ze dosdhnout jejim
prodlouzenim, coz je technicky jednodussi, nez v pfipadé Rabiho pfistroje.

1 1

vanmsw s VVRamsey 0.5

—4 -2 0 2 4 —0.4 —0.2 0 0.2 0.4

AJwy AJwy

Obrazek 15.4: Vlevo je znézornéna pravdépodobnost preklopeni spinu po priuchodu Ram-
seyho interferometrem (15.21) jako funkce A/wy pro T = 57 = 257”1 Vpravo je pak okoli
rezonan¢niho maxima pro ruzné délky bezinterakéni oblasti - 7" = 7 (Cerchovana Cerna
ara), T = 27 (Garkovana cervena ¢ara) a T = 57 (modra ¢ara). Siika maxima klesa s
rostoucim 7.
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