Kapitola 14

Rizné obrazy casového vyvoje v
kvantové mechanice

Prehled teorie

Schrodingeriv obraz

Dosud jsme pracovali s kvantovou mechanikou v tzv. Schrodingerové obraze, kdy se s Casem
vyviji stavy a operéatory pozorovatelnych jsou typicky na case nezavislé (maximélné se
mohou ménit s ¢asem podle né&jakého predepsaného zptsobu, ale ne v dusledku dynamiky).
éasovy vyvoj stavi je dan Schrodingerovou rovnici

N 0
A1) = ihoc1), (14.1)

s pocatedni podminkou [¥(ty)) v n&jakém case to. Casovy vyvoj stavil lze alternativné
popsat pomoci evoluéniho operatoru U(t, ty)

() = U(t, to) [ (to)), (14.2)
ktery je lineadrni, unitarni
Ut to) = U (to, t) = Ul (to, 1), (14.3)
a spliuje vlastnost R R R
Ults, t1) = Ults, t2)U(ta, t1). (14.4)

Evoluéni operéator ve Schrédingerové obrazu je urcen fesenim diferencialni rovnice

A A

0 ~ N A
V pripadé, Ze je hamiltonian na ¢ase nezavisly ma evoluéni operator tvar

U(t, to) = e whli=to), (14.6)

V dalsim budou pozorovatelné a kety bez horniho indexu znacit Schrédingeriv obraz. V
néjakém case t; (nemusi byt nutné roven ty) se rizné obrazy budou shodovat.
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Heisenbergtiv obraz

V Heisenbergové obraze je ¢asovy vyvoj preveden ze stavii na pozorovatelné. Stavy v Hei-
senbergové obraze jsou definovany predpisem

[t 1)) = Ut t)[(1) = [p(h), (14.7)

tj. vektory se s ¢asem neméni. Vztah mezi pozorovatelnou v Heisenbergové a Schrodingeroveé
obraze je

" N ~ N T N - N

AR (1)) = ULt 1) A(t) (U—l(t, m) = Ut (t, ) AUt 1) (14.8)
Predpovédi vysledkt méreni, jako napt. stfedni hodnoty, jsou v obou obrazech ve vSech
¢asech shodné

(A) iy = (AT (t:41)) o). (14.9)

Casovou derivaci rovnice (14.8) a pouzitim rovnice pro evolu¢ni operéator ve Schro-
dingerové obrazu (14.5) dostaneme pohybovou rovnici pro pozorovatelné v Heisenbergové
obrazu

d - 171, - ~ OA(t) ~
— A (1) = — |AT ;¢ HHt] Tt ¢ t,t 14.1
dt ( ) 1) ih ( ) 1)7 ( ) +U ( ) 1) ot U( ) 1)7 ( 0)
s poc¢ateéni podminkou R X
At 1) = A(ty). (14.11)
Tato rovnice je analogii Hamiltonovy pohybové rovnice v klasické mechanice
da da
— ={a,H} + —. 14.12
e H} (1412

Pokud je hamiltonian H nezavisly na ¢ase, pak komutuje s U(t, t;) a tedy

A

HY(t)=H. (14.13)

V takovém piipadé miuzeme pohybovou rovnici (14.10) zapsat ve tvaru

d ; - L., 21 0A@)) -
— AR (1) = Ut 1) | — |A@), H| + =2 | U(t, t1). 14.14
ZA (1) U<,1>(Z.h[<>,}+ at)Uuo (14.14)
Pokud A je integral pohybu, t;j.
1., »1 0A(t)
— |A(t),H| + —— = 14.1
7 (A0 ] + =52 =0 (14.15)
pak je v Heisenbergové obraze konstatni
Afl(t: ) = A(ty). (14.16)
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Diractv (interakéni) obraz

Diraciv (interakéni) obraz je kombinaci Schréodingerova a Heisenbergova obrazu, kde na
Case zavisi stavy i pozorovatelné. Uvazujeme hamiltonian tvaru

H=Hy+V, (14.17)
kde H, je hamiltonian nezavisly na case, pro ktery zndme operator ¢asového vyvoje
Uo(t, 1)) = e~ itholt=t), (14.18)

Operator V' popisuje napt. interakci s vnéjsim polem, které muze byt zavislé na case.
Stavy a pozorovatelné v Diracové obraze jsou definovany vztahy

WP (tt)) = Ut b)), (14.19)
AP(t:ty) = Ug(t, 1) AUy (t, 1), (14.20)

Pohybové rovnice pro stavy v Diracové obraze je
VP (t; 1) [P (t; 1) = iho Wj(t t1)). (14.21)

Stavy se tedy vyviji podle interakéniho ¢lenu v Diracové obraze. Pohybova rovnice pro
pozorovatelné v Diracové obraze

d . AD AD /. & T
SAP () = — [A (t,m,Ho} Uit 1)

DA(t)
ot

Uo(t, 1), (14.22)

ma stejny tvar jako v Heisenbergové obraze s ¢asové nezavislym hamiltonianem H, (14.14).
MiZzeme také zavést evoluéni operator v Diracové obraze UP (t,to;t1) = S(t, to; t1) vzta-
hem

[P (8:11)) = S(t,t0; t1)[0" (to; 11)). (14.23)
S(t,to;t1) je FeSenim rovnice
L od g ~ D A
s pocatecni podminkou X A
S(to,to;tl) =1. (1425)

Porovnanim (14.2) a (14.19) vidime, Ze evolu¢ni operator v Diracové obraze muzeme zapsat
jako soucin

S(t to;ty) = Ul(t, ) U(t, to)Us(to, t1), (14.26)

kde U(t, tg) je evoluéni operator pro celkovy hamiltonian (14.17).
V Heisenberové a Diracové obrazu je parametr tq, ktery urcuje, kdy se obrazy shoduji
se Schrodingerovym. V praxi se setkdme se dvéma piipady. Bud zkouméame ¢asovy vyvoj
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o koneény cas, pak se typicky voli t; = 3. V takovém pripadé ¢, v predchozich vztazich
nemusime vypisovat. Evolu¢ni operdtor v Diracové obraze se zjednodussi na

S(t,te) = Ul(t, to)U(t, to).

Ve druhém ptipadé, ktery odpovida rozptylu, uvazujeme ty — —o0, t — +00, a t; se typicky
voli rovné nule a opét se explicitné nevypisuje. Evolu¢ni operator v Diracové obraze v limité
definuje tzv. operdtor S-matice

S= lim S(tt)= lim Ul 0)U(t to)Up(to,0)
tg — —o0 tg — —o0
t — 400 t — 400

Priklady

Cviceni 44. Naleznéte XH(t) a PH(t) pro LHO. Urcete casovy vijvoj stiednich hodnot
polohy a hybnosti v libovolném stavu |(t)). Cemu je rovno a™ (), resp. a*'i(t)? Z tvaru
atl (t) urcete casovij vijvoj koherentnich stavii. UvaZujte, Ze v ¢ase to = 0 se Schridingeriiv
a Heisenberguv obraz shoduyt.

Navod: Hamiltonian LHO je

. P2 1 .
=2 © -MueXe
on T2t

Pro komutéatory X a P s hamiltonidnem nalezneme

o . P2 P
X H] — X, | =ine
[ ’ oM | T M
A A ~ 1 ~ N
[P,H] - {X,EMMX?} — _ihMWX.

Pohybové rovnice pro operatory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze pak maji tvar

d . 1 onTw A1~ PH
LxH _ —UT[XH]U:—
it ih ’ M
d .

—pH

1 o Ta a7 X
—TPH} — _Muw?XH.
di mU[’ v w

Postup Teseni téchto rovnic je stejny jako v klasické mechanice, jen integracni konstanty

budou operatory. Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %PH ze druhé

d? .
@XH = —w? X",
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Resenfm rovnice je . R .
XH(t) = Acoswt + Bsinwt,

kde A a B jsou na Case nezavislé operatory. Pro PH (t) pak dostaneme
PH(t) = —MwAsinwt + MwB cos wt.

Operatory A a B uré¢ime z pocatecnich podminek

A ~

XH0) = X =4,
P1(0) = P=MuwB.

Pro LHO jsou tedy operéatory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze rovny

A

5 A P
XH(t) = Xcoswt+ msinwt,

PH(t) = —MwXsinwt+ P coswt.

Tyto vysledky jsou presnou analogii FeSeni klasickych pohybovych rovnic (duvodem je, Ze
hamiltonian LHO je kvadraticky v poloze i hybnosti). Diky vztahu (14.9) odsud snadno
nalezneme casovy vyvoj stfednich hodnot polohy a hybnosti v libovolném stavu

A~

(X)pw = <XH(t)>zp(0) = xgcoswt + % sin wt,
(Pypiy = (P"(t))yp0) = —Mwzgsinwt + po cos wt,

kde xg a py znaci pocatecni stfedni hodnoty polohy a hybnosti

A ~

2o = (X)u0):  Po = (P)u(0)-

Stredni hodnoty polohy a hybnosti LHO sleduji klasickou trajektorii, jak ostatné plyne i z
Ehrenfestova teorému.
Pro posunovaci operéatory plati komutacni relace s hamiltonianem

[Ha] — _hwa, [ﬁ,aﬁ] — hwa!
Pohybovéa rovnice pro anihila¢ni operator v Heisenbergové obraze je tedy

d 1 - T
Lat — gt [aH} U = —iwal.
dt ih
Jejim fegenim s pocatecni podminkou a?(0) = a je

af(t) = ae ™"

Kreac¢ni operator dostaneme hermitovskym sdruzenim

af''(t) = ate™".
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Koherentni stav v Heisenbergové obraze je nezavisly na case
o) = Ulla(t)) = |(0)),

a plati pro néj ' '
a (t)|a") = ae™*'a(0)) = a(0)e™"|a’).

Ve Schrodingerové obraze dostaneme
dla(t)) = UUaUUa(t)) = Ua"(t)|a") = Ua(0)e™*"a(0)) = a(0)e™|a(1)),
tj. koherentni stav ziistava koherentni v kazdém case, vlastni ¢islo a se s ¢asem méni
at) = a(0)e ™",

Stejny vysledek jsme obdrzeli v zimnim semestru feSenim Schrédingerovy rovnice, ale k
tomu jsme potiebovali nejprve nalézt rozklad koherentniho stavu do baze vlastnich vektori
hamiltonianu.

Cviceni 45. Spin % s magnetickym momentem p je v homogennim magnetickém poli ve
SMEry 0sy z B = (0,0, By). Urcete casovy vijvoj operdtori sloZek spinu v Heisenbergové
obraze SjH(t). V case ty = 0 se Schrodingeriv a Heisenbergiv obraz shoduje.

Navod: Hamiltonian pro spin % v magnetickém poli je

A A o By - A
H:—ﬁ-B:—%ng—WQS&

Komutatory slozek spinu s hamiltonianem jsou

—gla il = —wyihe 13259 = ihwoSs,
-SE, il = —woBoyihegs Sy = —ihwySh,
S, H] = 0.

Tteti slozka spinu je integrél pohybu, v Heisenbergové obraze je stejna jako ve Schrodin-
gerove . R

SH(t) = Ss.
Pohybové rovnice pro prvni dvé slozky v Heisenbergové obrazu jsou

d » A
H H
e WOSQ 9

%m EN:E

1 - A AT A N
S5 = U [SQ,H}U:—WOSF.
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Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %SQH ze druhé

d2
OH __ 2 OH

dt?

ReSenfm této rovnice je R X R
SH(t) = Acos(wot) + B sin(wot).

Pro druhou slozku spinu v Heisenbergové obrazu dostaneme
SH(t) = — Asin(wot) + B cos(wt).
Operatory A a B ur¢ime z pocatecnich podminek
57(0) = Si=A4

(=]
~—r

Slozky operatoru spinu v Heisenbergové obraze jsou tedy

SH) = 8 cos(wot) + Sy sin(wot),
SH) = =8y sin(wot) + S cos(wot),
SH(t) = 8.

Casovy vyvoj odpovida rotaci okolo osy z o thel wqt.

Cvi€eni 46. Uvazujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |e) (excitovany stav) a |g)
(zdkladni stav), které odpovidaji energiim +FE. Hamiltonidn volného atomu md tvar

fuso
2

T

Hy = Ble){e| - Blg)g| = :

e)(el = —~19){gl,

kde wy = % je prechodovd frekvence atomu (odpovidd uhlové frekvenci fotonu vyzdieného
pFi preskoku z excitované hladiny na zdkladni). Atom je v klasickém harmonickém elektric-
kém poli o frekvenci w (hvézdicka znaci komplezni sdruzeni)

E(t) = Eye™™" 4 Eje™.

V' dipolové aproximaci je interakce atomu s polem popsand operdtorem

~

V(t) = —d- E(t),
kde operdtor dipolového momentu atomu je
d'= dle)(g + d*|g) e|-

Naleznéte interakeni ¢len v Diracové obraze VP (t). V case to = 0 se Schridingeriv a
Diraciv obraz shoduygi.
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Navod: Nejprve upravime interakéni hamiltonidan ve Schrodingerové obraze

— (dle) (gl + gl ) - (Eoe™" + Eye™)
= — (@ Boe ™+ d- By ) ley(g] — (& - Boe ™ + d* - Ege') |g) e,

V(t)

Oznacime si
S5 19 - o
*
d . EO — ﬁ’ d . 0 et

IRy

Interakéni ¢len je potom

~

V(t) = —h (ae™™" + ae™’) |e)(g] — h (a*e ™" + a*e™") |g)(e].

Evoluéni operator pro volny atom je

A~

Uy(t) = e i = e e (e] + €2 '] g) (g] = e "2 (Je) (el + ¢“"lg)(g]) -

Interakéni hamiltonian v Diracové obraze je potom roven

VE(t) = TV (O)Uo(t) = (le)(el +e“*|g){gl) V(¢) (le)(e| +e™*|g){gl)
|

— —h (&e—iwt + &eiwt) zwot’ ><g| ( * _—iwt + a*ezwt) —iwot|g><e
Oznacime-li A = w — wy, pak lze VD(t) zapsat ve tvaru

VD(t) — _h (ae—iAt + e i(w+wo) ) | ><g| (a*e—z(w—i-wo) + a*ezAt) |g> <€|

0=(o). lo=(3)

je interakeéni ¢len v Diracové obraze reprezentovan matici

0 &*efi(w#»wg)t + a*ezAt
D —
V (t) - _h (O[GiAt + &ei(erwo)t O . (1427)

Ve standardni bazi
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