Kapitola 11

Matice hustoty

Prehled teorie

Zavedeni matice hustoty

Matice hustoty predstavuje obecnéjsi popis stavu kvantové ¢astice. Obecné se definuje jako
operator p, ktery hermitovsky, pozitivni a méa jednotkovou stopu, t;j.

p=pl, p>0, Trp=1. (11.1)

Stopa operéatoru A je rovna souctu diagonélnich maticovych elementt v libovolné bézi, tj.
je rovna sumé jeho vlastnich ¢isel a;

Tr A= Z(zmm = Za (11.2)

Stopa je linearni
Tr <A+QB> =Tr A+aTr B,
a neméni se pii cyklické zaméné operatort
Tr (AE) =T1r (BA) ,

pricemz tato rovnost plati i pokud operatory zobrazuji mezi jinymi vektorovymi prostory.
Matice hustoty mé tedy nezédporné vlastni ¢isla p; > 0, jejichz soucet je jedna

Trp=>» p=1 (11.3)

MiiZeme je interpretovat jako pravdépodobnostni rozdéleni. Oznac¢me pfislusné vlastni vek-
tory p jako [¢;). Vlastni ¢islo p; ma vyznam pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu
|1;). Lze ukazat, Ze matici hustoty lze vzdy diagonalizovat, ma maximélné spo¢etné mnoho
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vlastnich ¢isel a jediné vlastni ¢islo, které mtze mit nekonecnou nasobnost, je 0. Vlastni
vektory [1;) tvori ortonormalni bazi. Kazdou matici hustoty lze zapsat ve tvaru

p= sz|¢z><¢z| (11.4)

Ketu |¢), ktery jsme dosud pouzivali k popisu stavu kvantové ¢astice, odpovida matice
hustoty p = |¥){(1|, tj. ortogonalni projektor na jednorozmérny podprostor v H uréeny
vektorem [¢). Takové stavy se oznacuji jako ¢isté. Ostatni matice hustoty popisuji smiSené
stavy. Snadno se ovéri nésledujici tvrzeni:

Tr p*> < Tr p, (11.5)

kde rovnost nastava praveé tehdy kdyz p je Cisty stav.

Piedpovédi vysledki méreni

Uvazujme ¢astici ve stavu popsaném matici hustoty p (11.4). Pravdépodobnost, Ze ji na-
lezneme v ¢istém stavu |p), je pak rovna

Wi = ZPiW\WH\@) = ZM(S@WHQ = (p|plp). (11.6)

Pravdépodobnost naméteni vlastni hodnoty a pozorovatelné A je dana vztahem

W[),a = Zpivvh/)i),a =Tr <paﬁ> ) (117)

kde P, je ortogonalni projektor na podprostor s vlastni hodnotou a, tj.
P, =>"la,k)a k|- (11.8)
k

Zde kety |a, k) tvori ortonormalni bazi v daném podprostoru. Pokud a je nedegenerovana
vlastni hodnota, pak P, = |a){a| a vztah (11.7) se zredukuje na

Wia =T (Pula){al) = (alpla) = Wy, (11.9)
Pro stfedni hodnotu A ve stavu p plati

(A), = Z aWpy o = Z aTr <Pa/3) =Tr </1,6> (11.10)

aco(A) aco(A)
Po méreni s vysledkem a se stav zméni na

paApa paApa PaAPa
Piza = Pre = fao__ o (11.11)
Tr <PaﬁPa> Tr <Pa;3> Wia
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Méreni bez rozliseni vysledki

Pokud pozorovatelnou A zmétfime, ale nezndme vysledek méfeni, pak je stav ¢astice popsan

matici hustoty
=Y piWoa= Y Puplu (11.12)
aca(A) aco(A)

Takovymto mérenim se obecné z ¢istého stavu stane smiSeny, jak si ukazeme na nasledujicim
prikladu. Uvazujme pro jednoduchost pozorovatelnou A s ¢isté bodovym spektrem

Alj) = a;5)-
Pred méfenim bude ¢astice v néjakém cistém stavu

Y) = Z%’U% a; = (jl¥).

Predpokladame, ze alespon dvé «; jsou ruzné od nuly, tj. |¢)) neni vlastni vektor A. Matice
hustoty, ktera tomuto ¢istému stavu odpovida, je rovna

p= )| = Zajaklj (11.13)

Operator p ma tedy v béazi vlastnich vektoru A maticové elementy
(Jlplk) = a;au, (11.14)

takze matice p je v této bazi nediagonalni. Udélame nyni méfeni A bez rozlisovani vysledkii.
Stav po takovémto méfeni je podle vztahu (11.12) roven

pa= Y INGIAN G =D ey Plid il (11.15)
J J

Tento stav ma nenulové jen diagonélni maticové elementy, protoze

(1P alk) = laj*aju. (11.16)
Protoze predpokladame ze |¢)) nebyl vlastni vektor 121, plati pro vSechny ¢ nerovnost 0 <
;]2 < 1 a tedy

Trps=Y ol <1
J

Méfenim bez rozliseni vysledku se tedy z ¢istého stavu |¢)) stal smiSeny stav p ;. Pozname-
nejme, ze pravdépodobnosti naméteni hodnoty a; jsou stejné ve stavu [¢) i p4

Wigpa: = () = lail® = (il p4l0) = W, a0, (11.17)
Vice informaci uz ale ve smiSeném stavu p; neni, je zavisly pouze na |ai|2. SmiSeny stav
p 4 je tzv. nekoherentni superpozice bazickych ket |i), tj. jejich klasicka statisticka smés,
kdy nevime nic jiného, nez e s pravdépodobnosti |og|? najdeme ¢éstici ve stavu |i). Cisty
stav [¢) obsahuje v urcitém smyslu vice informaci nez smiSeny stav p;, protoze [¢) je
urcen komplexnimi ¢isly «;. Clsty stav [1) je tzv. koherentni superpozice bazickych ket

|7) (resp. kvantova superpozice), kde zname i relativni faze mezi bazickymi kety |7).
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Entropie kvantového stavu

Mnozstvi informaci ve stavu mizeme kvantifikovat pomoci von Neumannovy entropie
S(p)=—Tr (plnp). (11.18)
Z rozkladu (11.4) dostaneme

S(p) = — Zpi Inp; = S({p:}), (11.19)

tj. von Neumannova entropie stavu p je shodna s Shannonovou entropii pravdépodobnost-
niho rozdéleni {p;}. Cim vétsi je entropie tim mensi je mnoZstvi informaci obsazené ve
stavu p. Pro ¢isté stavy je jen jedno z p; = 1, ostatni jsou rovné nule, a tedy

Sy () = 0. (11.20)

Cisté stavy obsahuji maximalni mozné mnozstvi informaci. Poznamenejme, Ze kazdy Cisty
stav lze chéapat jako vlastni vektor né&jaké uplné mnoziny pozorovatelnych. Smisené stavy
maji kladnou entropii. Pokud ma Hilbertav prostor kone¢nou dimenzi N, pak existuje stav
s maximalni entropif - tzv. maximélné smiseny stav

1

= 1] 11.21
= ( )

Pro tento stav je p; = +, takze jeho entropie je rovna

1
N>
S(p) =InN, (11.22)

coz je maximalni mozna hodnota pro pravdépodobnostni rozdéleni N prvki. V tomto
stavu maji v8echny vysledky méfeni stejnou pravdépodobnost (rovnou %) pro vSechny
pozorovatelné s prostym spektrem. V tomto smyslu maximalné smiSeny stav nenese zadnou

informaci o vysledcich méfeni.

Dekoherence

Nenulové mimodiagonalni prvky matice hustoty se ¢asto oznacuji jako kvantové koherence.
Proces ztraty téchto nediagonélnich prvki se nazyva dekoherence. Diisledkem dekoherence
je ztrata kvantovych efektti jako napf. vymizeni interference. Uvazujme dvoustérbinovy
experiment. Stav ¢astice po pruchodu §térbinou j oznacime jako [¢);) (pfedpokladame, ze
(Yily;) = d;5). Kdyz neni mozné rozlisit, kterou §térbinou ¢astice prosla, je jeji stav popsan
koherentni superpozici

) = = (1) + 14a)),

coz je ekvivalentni matici hustoty

p= 1)l = 5 (1)l + i) il + [ (] + 9wl )
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Pravdépodobnostni rozdéleni dopadi ¢astice na stinitko je rovno (jde samoziejmé snadno
urcit i ze vztahu w(z) = |(z]¥)]?)

wie) = {alple) = 5 ({ehin) (o) + (altbn) Wola) + {aluo) (eanlz) + o) ) )
= 2 ()P + a(2)Tala) + T o) + o))

Prostredni dva ¢leny zpiisobuji interferenéni maxima a minima. V piipadé, ze dojde k
dekoherenci, napf. interakci s okolnim prostfedim nebo vlivem méfeni trajektorie ¢astice,
bude stav ¢astice popsan klasickou statistickou smési stavi [i1) a |¢s)

7= 5 (W)l + 12} ()

tedy jejich nekoherentni superpozici. Pravdépodobnostni rozdéleni dopadi ¢astice na sti-
nitko bude prumér pravdépodobnosti dopadu, kdy je oteviena vzdy jen jedna Stérbina

w(z) = (@lfle) = 5 ({eln) Gl + (el (ola) ) = 5 (r (@) + o))

V dusledku dekoherence dojde ke ztraté interferenéniho obrazce.

Casovy vyvoj matice hustoty pro uzavieny systém

Pro uzavieny systém se Cisté stavy vyviji s ¢asem podle Schrodingerovy rovnice

L0 3
iho [W(0) = HIW(t). (11.23)
Hermitovskym sdruzenim dostaneme vyvoj bra
L0 -
— ih ()] = (WO (11.24)

Pro matici hustoty, ktera ma v case t = 0 tvar (11.4) plati
pE) =D pilun()) (wa(t)]. (11.25)
Uréime ¢asovou derivaci, vyuzijeme Schrodingerovy rovnice (11.23), (11.24) a nalezneme

@'% - Yo (m (a%f»)<¢i(t)|+ih!¢i<t>> (a@gt(tﬂ))

= > (B O) W) = [ () o) )

. [H p} . (11.26)

To je tzv. von Neumannova rovnice. Je kvantovou analogii Liovillovy rovnice z klasické sta-
tistické mechaniky, ktera popisuje ¢asovy vyvoj pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru

ow _Z(aHﬁw OH Ow

gw _ _ — {H w}. 11.2
Bt 9z, Op;  Op; 8:61-) {H,w} (11.27)

7
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Matice hustoty pro spin %

Jako priklad si ukdZeme matici hustoty pro ¢astici se spinem %, kdy H = Span (|z,+), |z, —)) ~
C?. Stejny popis lze pouzit pro jakykoli kvantovy systém s dim H = 2, ale pro spin % je
interpretace nejnazornéjsi. Budeme pracovat v bazi vlastnich vektoru S, tj.

7, +) = (3) o) = <(1)> . (11.28)

Operator p je pak reprezentovan 2 x 2 matici p. V prostoru 2 x 2 matic lze zvolit bézi
tvorenou jednotkovou matici I a Pauliho maticemi o;. Matici hustoty p tak urcité¢ mazeme
zapsat ve tvaru

p = al + bjo;. (11.29)
Pripomenme, ze pro Pauliho matice plati vztahy
o = of, Tro;=0, (11.30)
oi0; = 0] + ig;j,0y. (11.31)
Z (11.30) plyne
bjeR, a= % (11.32)

St¥edni hodnoty Pauliho matic ve stavu p jsou diky (11.31) rovny
<U>p ="Tr (Up) =Tr (aai + b]O'ZO'j) = blTI' I = 2b1 (1133)
Zavedeme-li vektor polarizace p’ se slozkami

pi = (0i)p; (11.34)

pak plati b; = %pi. Obecna matice hustoty pro spin % ma tedy tvar
1 L L[ 1+ps pr—ips
=-U+p-0)=2 . . 11.35
pp) =5 (I +p-0) 2<p1+zp2 1—ps (11.35)

Vlastni ¢isla matice (11.35) jsou

1+p
Ay = — 0 P= \/P3 + p3 + p3. (11.36)

Aby p byla legitimni matice hustoty, musi byt pozitivni, tj. jeji vlastni ¢isla musi byt
nezaporna. To je splnéno pokud

p2 :p%+pg+p§ < 1. (11.37)

Tato nerovnost definuje tzv. Blochovu sféru. Povrch sféry odpovida ¢istym staviim, protoze

2

1
p*° = — |1+ 2po;+pipjoio; (L+p*)I+2p-5) (11.38)
4 N——

e

p2I
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a tedy
21 N 2 _
Tr p —2(1+p)—1 — p’=1 (11.39)

Vnitrek Blochovy sféry tvori smiSené stavy.

f{eknéme, ze budeme mérit projekei spinu do sméru ur¢eného jednotkovym vektorem
fi. Jsou dva mozné vysledky, projekce miZe byt bud kladna nebo zaporna. Vysledkum
odpovidaji stavy |7, +), pro které plati

~

Salfl, £) = 27t - G|t £) = £ |, £). (11.40)

N | St

Vektory polarizaci téchto ¢istych stavi jsou +7i. Z definice (11.34) totiz plyne
n-p=np; = n (N, £|oy|n, £y = (i, £|n - d|n, £) = £1. (11.41)

Protoze oba vektory 7 a p'maji velikost 1, musi byt p'= +7i. Projektor na stav |77, £) tedy
odpovida matici hustoty (11.35) s p'= £7

Py = |it, &) (i, £| = p(il) = - ([ £ 7). (11.42)

Pravdépodobnosti naméreni kladné nebo zaporné projekce ve stavu p(p) (11.7) jsou diky
(11.30) a (11.31) rovny

. 1 _) o
Wop e = Tr (Pﬁ,:t ]5')> = 7Tr < . &) +p.0)>
1
= T (Iiﬁ F+p- G+ ﬁ]izswknzp]ak>
1
= F(£1-p). (11.43)

Pro stfedi hodnotu projekce spinu do sméru 7 pak nalezneme

A A h L. oL h s o o .
(Sia)pm = Tr (Sﬁp(ﬁ)> = ZTr (i-d(I+p-0)) = ZTr (M0 +n0-p 1+ i pnpiox)
h., | h

S = §(Wp(ﬁ),ﬁ+ — Wy ,a-) | - (11.44)
Ze vztahu (11.43) je vidét rozdil mezi ¢istymi a smiSenymi stavy pro spin % Pro cisty stav
(p = 1) existuje smér 7, do kterého s pravdépodobnosti 1 naméfime kladnou projekei -
je samoziejmé identicky s vektorem polarizace stavu p. Pro smiSené stavy (p < 1) takovy
smér 7 neexistuje, protoze 7 - p < 1. Ve smiSeném stavu tak muzeme s nenulovou prav-
dépodobnosti namérit kladnou i zapornou projekeci spinu do libovolného sméru. Specialné,

pro p'= 0 je pravdépodobnost naméfeni kladné i zaporné hodnoty do libovolného sméru 7

stejna
1

Woo)ix = =

1 (11.45)
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Matice hustoty pro p’= 0 je nasobkem jednotkové matice
p(0) = =1, (11.46)

a je to tedy maximélné smiSeny stav, ktery nenese zadnou informaci o hodnoté projekce
spinu.

Na matici hustoty lze vidét analogii mezi stavy Céstice se spinem % a polariza¢nimi
stavy svétla. Cisteé stavy odpovidaji iplné polarizovanému svétlu, smiSené ¢asteéné polari-
zovanému svétlu a maximélné smiSeny stav odpovida zcela nepolarizovanému svétlu. Neni
to ndhoda, polarizace svétla je na kvantové trovni uréena projekci spinu fotonu na jeho
smér Sifeni (tzv. helicitou). Foton m4 sice spin 1, ale protoZe se jedna o ¢astici s nulo-
vou klidovou hmotnosti, helicita miize nabyvat jen hodnot +1. Kladna helicita odpovida
pravotoc¢ivé polarizaci, zaporna levotociveé.

Uvazujme nyni spin % ve stavu p(p) (11.35), na kterém provedeme méfeni spinu do osy
z. Pravdépodobnosti vysledki méteni jsou podle (11.43) rovny

1
Wow .+ = 5(1 £ ps). (11.47)

Reknéme, 7e naméiime kladnou projekei, stav po méfeni bude podle (11.11) odpovidat
¢istému stavu |z, +)

P. . pP. )
By = PPer 2, +><z,+|/f|z7+><z,+! oo 4] = (1 0)‘ (11.48)
Tv (PH;’;PH) (z, +plz, +) 00

Pokud provedeme méfeni ale nemizeme rozlisit vysledek, pak stav je podle (11.12) roven

ﬁz = I5Z7+,6]32,++p7,/3]5,,:|z,+><z,+\,@\z,+>(z,+|+|z,—><z,—\,ﬁ\z,—)(z,—]
1 /1+ps 0
= Wogpacle e 4 4 Wl el =5 (57 0, ). arao

Na zavér tohoto piikladu uvazujme ¢asovy vyvoj matice hustoty (11.35) s hamiltonia-
nem danym matici

0 B = I+ os. (11.50)

H_(El 0)_E1+E2 Ey — Ey
B 2 2

(Pro spin % v homogennim magnetickém poli ve sméru osy z by platilo H = poBos, tj.
Ey = poB a Ey = —poB.) Z von Neumannovy rovnice (11.26) dostaneme

- FE
% = =B

ot
E,—FE
= %(Plaz—z?chl)a (11-51)

[037171'07:]
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coZz mizeme maticové zapsat ve tvaru

: D3 P1— D2 0 p1— ip2
A . .. ) = (k] — E . . 11.52
! <p1 +ip2  —p3 > (B 2) (—(Pl — ipy) 0 ) ( )

Ihned vidime, Ze tfeti slozka vektoru polarizace je konstantni
ps = 0= p3(t) = ps. (11.53)
Oznaéime si z = p; — ipy, rovnice (11.52) jsou pak ekvivalentni
ihi = (B — Ey)z —> 2(t) = z(0)e #(F1-F2)t, (11.54)

Matice hustoty v ¢ase t je pak rovna

1 1+ ps (p1 — ipa)e™ HEI= Bt _
t) == : = t)), 11.55
o(t) =5 <(p1 ¢ ioetiE—en . p(F(1)) (11.55)
kde vektor polarizace v ¢ase t mé tvar (zavedli jsme o = %)

pi(t) = picosat — posinat,
pa(t) = pisinat + pycosat,
ps(t) = ps. (11.56)

éasovy vyvoj odpovidé rotaci vektoru polarizace o thel at okolo osy z

cosat —sinat 0 D1 p1cos at — posin at
P (t) = R.(at)p’ = | sinat cosat O [p2]| = | pisinat +pacosat | . (11.57)
0 0 1 D3 D3

Matice hustoty slozeného kvantového systému, redukované stavy

Uvazujme kvantovy systém slozeny ze dvou ¢astic A, B, s Hilbertovymi prostory Ha a
‘Hp, tj. celkovy Hilbertiv prostor je H = Ha ® Hp. Oznacime ON bazi v H, pomoci ket
|m) a ON bézi v Hp pomoci |u). Baze v ‘H je potom tvofena vektory |m) ® |u) = |m, u) .
Pripomenme nejprve popis Cistych stavii slozeného systému. Obecny stav lze zapsat v béazi
{|m, 1)} jako superpozici

|¥) = Zam,u|mau>a U = (M, | 0).
mp

Rekneme, 7Ze stav |W(seP)) je separovany (faktorizovany), pokud existuji [11) € H 4 a [ths) €
‘Hp takové, Ze plati
[WEP) = J4h1) @ [tho).

Pokud |¥) nelze zapsat v tomto tvaru, pak se stav nazyva provazany (anglicky entangled).
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SmiSené stavy rozdélime analogicky. Obecny smiSeny stav je matice hustoty p na H, tj.
pozitivni hermitovsky operator s jednotkovou stopou. V bazi {|m, u)} ma tvar

Z Pmu,nu,m7 N> <n7 V|7 Pmpmny = <m, M|/3!n, V>‘ (11~58)
m,p,n,v

Pokud existuji matice hustoty p; a po ptisobici na H 4 a Hp takové, ze plati
PP = P ® po, (11.59)

pak smiSeny stav p*?) je separabilni. Pokud takovy rozklad neexistuje pak stav p je pro-
vazany.

Uvazujme nyni otazku, jak popsat stav castice A, resp. B, pokud zname stav slozeného
systému p. Oznac¢me tyto tzv. redukované stavy jako pa, resp. pp. Redukované stavy jsou
uréeny pozadavkem, aby vysledky méfeni vSech lokalnich pozorovatelnych na ¢astici A (B)
byly v redukovaném stavu p4 (pp) stejné, jako ve stavu p, tj.

V CW=Cy®lp, (CHY,=(C)p,, (11.60)
analogicky pro pg. Pro maticové elementy lokdlni pozorovatelné na ¢astici A plati

cW = <m7M|C'A ® fB|n7V> = (m]CA’A|n>5W = CamnOur-

mL,ny

Ze vztahu pro stfedni hodnotu pozorovatelné (11.10) dostaneme

(CD)y = Tr (CDp) =Tr | D D prpwCoarilm. ) {n, vk, a) (L, o

m,p,n,v k,l o S pdva

Z pm,u,nuCAn,m- (1161)

m,p,mn

Podobnym zptisobem upravime stfedni hodnotu Ca

A

(Cadp = T (Capa) =T ZZpAmncmm <n|k><l|

m,n  k,l

- Z pAm,nCAn,m~ (1162)

Porovnanim (11.61) a (11.62) nalezneme maticové elementy redukovaného stavu pg

Timto vztahem se definuje Castecna stopa pres systém B

pa=Trg p=3 (me,w) m) (. (11.64)

m,n
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Analogicky redukovany stav ¢astice B dostaneme ¢astec¢nou stopou pres systém A

pp=Teap=> (Z pmm> |2} (v]. (11.65)
v m

V pripadé, Ze je smiSeny stav p separabilni (11.59), pak

P = (s, plpln, v) = (s, plpy @ paln, vy = (mlpuln)(plpalv) = primupe,, — (11.66)

a pro redukované stavy plati

ﬁA = Zplmn<zp2p,p,) |m Tl‘ Zplmn‘m

———
Tr po=1
[)B = Zp2u’y <Z p1m7m) |,Ll,><1/| = Zp2u,l/‘lu><y =
"% m kv
———
Tr p1=1

Separabilni stav je tedy roven tenzorovému soucinu redukovanych stavi

ﬁ(sep) = léA ® ﬁB-

V separabilnim stavu jsou vysledky méfeni lokadlnich pozorovatelnych na sobé zcela ne-
zévislé, tj. nejsou mezi nimi zadné korelace. Naopak, provizané stavy ple™) nejsou rovny
tenzorovému souc¢inu redukovanych stavi a vysledky métreni lokalnich pozorovatelnych jsou
néjakym zpusobem korelovany, jak uvidime na nésledujicim ptikladu.

Dva spiny % v singletnim stavu

Uvazujme dva spiny % v singletnim stavu

1
)=—FUsH)®z,—)— |z, 7)® |z, +)).
|¢>\/§(| )® |z, =) =1z -) @z, 4))
Urcime nejprve matici hustoty tohoto stavu a redukované stavy p4 a pp. Budeme pracovat
v bazi{|z,+) ® |z,+) = |z, £; z, =)} analogicky jako v (11.28), t;

|Za+>®’27+> = |Z7+;Z7+>E ) |Z,—|—>®|Z,—>E |Z,—|—;Z,—>

|Z7_> ® ’27+> = |Z,—;Z7 +> = ) |Za _> ® |Z7—> = |Z7_;Za_>

O R OO OO O
_0 O O O o+ O
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Matice hustoty singletniho stavu je projektor

W] = 5 (242 —Me iz =] =l 52 =) =2 -
—|Z ,Z,+><Z,+;Z,—|+’Z,—;Z,+><Z,—;Z,+|)

00 0 0

_1]o 1 -10

~ 200 -1 1 0

00 0 0

Redukované stavy obou castic jsou stejné

R . 1. 1/1 0
pa=tn =g (It o)1) =57 =5 (5 ).

jsou rovny maximalné smiSenému stavu. Projekce spinu jednotlivych ¢astic tedy nejsou
viibec uréené - do vSech sméri jsou pravdépodobnosti kladné i zaporné projekce rovné
1. Slozeny systém je ale v Cistém (provdzaném) stavu, takZze obsahuje maximélni mozné
mnozstvi informaci. Ty jsou ve vzajemnych korelacich mezi vysledky méreni projekei spint
jednotlivych ¢astic. Pokud naméfime kladnou projekci spinu prvni ¢astice do osy z, pak
stav obou ¢astic bude
ﬁgguz%ﬂ = |z, +; 2, =)z, +; 2, —|,

coz je Cisty stav kdy druha c¢astice mé zapornou hodnotu projekci spinu do osy z. Pokud
vysledek méreni na prvni ¢astici bude zaporné projekce, pak stav bude

/ag§1>:_h/2 = ‘Za 3%, +><Za %, —H

To je opét cisty stav, kde druhé castice mé kladnou projekei spinu do osy z. Vysledky
méfeni projekei spinu 1. a 2. ¢astice do osy z jsou tedy perfektné antikorelovany. Stejné
perfektni antikorelace plati pro méreni projekce spinu do jakéhokoli sméru 7 stejného pro
obé Castice. Singletni stav je totiz rota¢né invariantni, tj.

R @ ROy = |¢v7),

kde RY) jsou stejné rotace spinu ¢astice j. Singlet je vlastni vektor celkového momentu
hybnosti s vlastnimi ¢isly j = m = 0, takZe pro vSechny slozky celkového momentu hybnosti
plati Ji|ty™) = 0. Odsud skute¢né plyne rota¢ni invariance (i je libovolny jednotkovy
vektor)

R @ RO|y™) = Rlg™) = e #7 ) = fv7) = [47).
Ozna¢me R(7) rotaci, kterd zméni |z, &) na |, +)

~

R(R)|2,+) = |7, £).
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Diky rotac¢ni invarianci pak singletni stav miizeme zapsat ve tvaru

pro libovolny smér 7. Projekce spinii 1. a 2. druhé ¢astice do stejného sméru jsou tedy vzdy
perfektné antikorelovéany.

Korelace jsou samoziejmé pritomné i v klasické fyzice, resp. v klasické teorii informace,
ale kvantové korelace mohou byt mnohem silnéjsi. Situace jako u singletniho stavu, kdy jsou
veskeré informace obsazeny v korelacich, nemiize v klasické fyzice nastat. Uvazujme dvé
klasické nahodné veliciny A a B s hodnotami a,, a b,, které nalezneme s pravdépodobnosti
DPm,u- Pak miZeme zavést marginalni rozdéleni veli¢in A, resp. B, jako

quz = me,/m pf = me,u-
m m

Pokud jsou veli¢iny A a B nezavislé, pak p,,, = pépf , v opacném pripadé mohou byt
néjakym zpusobem korelované. Lze ukazat, ze v klasickém piipadé plati pro Shannonovy
entropie pravdépodobnostnich rozdéleni nasledujici nerovnosti

max {S({py}), SU{pE })} < SUpmu}) < SHpin}) +SH{pl ).

Spole¢né rozdéleni {p,, ,} musi tedy mit alespon takovou entropii, jakou maji marginalni
rozdéleni {pﬁ}, {pf}. V kvantové mechanice to ale neplati, jak je vidét na prikladu sin-
gletntho stavu, kdy

S(v™)w D = 0
S(pa) = S(pp) = In2.

Pro von Neumannovy entropie matice hustoty slozeného systému p a redukovanych stavi
pa.p 1ze odvodit tzv. Araki-Liebovy nerovnosti

15(pa) = S(ps)| < 5(p) < S(pa) + S(ps)-

Casovy vyvoj otevieného systému

Pod pojmem otevieny kvantovy systém se mysli systém interagujici s néjakym okolnim
prostiedim, rezervoarem. Celkovy Hilbertuv prostor je H = Hg ® Hgr. Hamiltonan se da
zapsat ve tvaru

H=Hs®Ip+Is® Hgr + Hgp, (11.67)

kde jednotlivé ¢leny postupné popisuji hamiltonidn systému, rezervoaru a jejich interakci.
Reknéme, 7ze v ¢ase t = 0 je systém pripraven ve stavu 1)g a rezervoar je ve stavu |¢g).
Slozeny systém je pak v separabilnim ¢istém stavu

(W (0)) = [vbs) @ |vor).
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Evoluce slozeného systému je unitérni, tj. z ¢istého stavu [W(0)) se za ¢as t stane jiny ¢isty
stav |¥(t)) dany vztahem )
(W (t)) = Ut)[¥(0)),

kde U (t) je operator ¢asového vyvoje pro celkovy hamiltonian HV pripadé, kdy H nezévist
na Case, je U (t) = e~ wHt, éasovy vyvoj systému nebo rezervoaru ale unitarni neni, protoze
U(t) # Us(t) ® Ug(t) (pokud je interakéni hamiltonian Hgp netrivialng). Vlivem interakce
totiz dojde k provazani systému a rezervoaru a stav slozeného systému |¥(t)) nemusi byt
separabilni. Redukovand matice hustoty systému v ¢ase t pg(t) je obecné smiSeny stav.
Vlivem interakce s okolim dochézi k dekoherenci stavu systému.

Schrodingerovu rovnici pro sloZeny systéme s hamiltonianem (11.67) vétSinou neumime
vytesit. Nicméné, pro redukovany stav systému pg lze za jistych predpoklada (slaba in-
terakce systému a rezervoaru, Markovovska aproximace) odvodit tzv. fidici rovnici (v Lin-
dbladovském tvaru)

U= g ] e o (Lot =3 {ithoss}) .

Prvni ¢ast odpovida unitarnimi vyvoji s hamiltonidnen H 5 (je obecné ruzny od H s), druha
predstavuje neunitarni ¢ast, kterou muzeme popsat napt. dekoherenci nebo disipaci energie.
L; jsou tzv. Lindbladovy skokové operatory.

Priklady

Cviceni 35. Kvantovy LHO je v tepelné rovnovdze s okolim o teploté T'. Naleznéte matici
hustoty termdlniho stavu a urcete stiedni hodnotu energie a pravdépodobnost namérent
hodnoty energie E,, = (n + 3)hw.

Navod: Termalni stav je kvantovou analogii pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru pro kanonicky soubor

1 1
— 76H(:B,p) — 76H(:B>p) —
w(z,p) = —e 2= [ e dzd = —.
(z,p) =~ ) / p. B=1%
r
Matice hustoty termalniho stavu mé tedy tvar
Tr e—BH

Budeme pracovat v energetické reprezentaci, tj. bazi vlastnich vektori hamiltonianu LHO

Hn) = E,|n).

A~

Pr

Pro hamiltonian, resp. libovolnou funkci H, mame spektralni rozklad
H=Y Eln)n| = f(H)=)_ f(E)n)nl|.
n=0 n=0

104



Odsud dostaneme

[e.9]

—-BH _ —BEn

e = > e Prn)(nl,
n=0
o ad e‘%

Y _ _ Bhw _

Tr e PH = E e P — =% E e Phm — _— ~ _ —
1 — e Phw

n=0 n=0

Matice hustoty terméalniho stavu LHO je tedy rovna

o0

pr=(1—e ™) Z e~ Phenin) (n).

n=0

Pro stfedni hodnotu energie LHO v termalnim stavu dostaneme

(e = T (Hpr) = (1= e T {3037 e nm 4 ) sl) gl

n=0 m=0 EN
- N B 1 - 1 1 N ghon
= (1= e <n+§>m=(1—eﬁ“)m<§m+;ne “‘”)
hw 0 1 hw 1
_ = _ B 7 S
= 5 U e s o

Energii F,, naméfime s pravdépodobnosti

1
WﬁT7E7L = <n|ﬁT|n> — (1 _ 6—1371/«1) e—ﬂﬁwn _ —G_BE",
z

Cviceni 36. Uvazujte LHO sw = % v ¢istém stavu popsaném superpozici viastnich vektori

hamiltonidanu
) = 202
/3 gt

Jakd je stiedni hodnota energie a polohy LHO v tomto stavu? Provedeme méfeni energie
bez rozliseni vysledki. Jaké budou stredni hodnoty energie a polohy po tomto méreni?

Navod: Pro stfedni hodnotu energie v ¢istém stavu |¢) plati

A 1 2 7
H),=-F —F = —hw.
(H)y 3t + 3= 5

Operator polohy rozepiSeme pomoci posunovacich operatori

X = i (ar +a_), axzln)=ar|ln£1).
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Pro stfedni hodnotu polohy pak najdeme

© = 0110 +%2 ((1110) + O1F1) + 2 1151y

1 _ 2
5(043+041) =3

Matice hustoty ¢istého stavu pred méfenim energie je

CIUE <f|o \[u)( 0|+\/§<1|>

= §|o><0| + §<|0><1\ +[1){0]) + §I1><1|-

_ %(<1|a+|0>+<0|d_|1>>:

>
I

Po méteni energie bez rozliseni vysledku je LHO ve smiSeném stavu popsaném matici
hustoty

N 1 2
P =D PupPu = _[n)(nlpln)(nl = 510)(0 + 31)(1].
n=0 n=0

Stredni hodnota energie se nezméni

. . 1 2 7
), —Tr (H) — By + 2B = ‘hw,
< )pH P 3 0 3 1 6
protoze zavisi jen na diagonédlnich maticovych elementech, které jsou pro p a py stejné.
Stredni hodnota polohy naopak zavisi na nediagonalnich maticovych elementech, protoze
operator polohy je v energetické reprezentaci nediagonalni. Stfedni hodnota polohy ve stavu

pgr je tedy nulova (vyuzijeme invarianci stopy vaéi cyklické zamené)

(X), = T (Xﬁﬁ) _ <X (%yo><0| +§\1><1|)) =Ty (é(oyfqm +§<1|fq1>)
_ %<0|X|o> + §<1|X|1> ~0.

Cvic€eni 37. UvaZujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |g) a |e), které popisuji zd-
kladni a excitovany stav s energiemi E, a E.. Atom interaguje s okolim a miiZe dojit ke
spontdnni deexcitaci. Tato interakce je popsand vidici rovnici s jedinym Lindbladovym ope-
ratorem L (v > 0)

aﬁ . Z ol ~ 2 A’*T ]_ ATA ~
=== [H,p} 4y (LpL -3 {L L,p} , (11.69)
kde ) R )
H = Eglg){gl + Ecle){el, L=lg)el, L'=le)(gl. (11.70)

Najdéte stav atomu v case t, nejprve pro obecny pocdtecni stav a pak pro ¢isty stav |e).
Jaky je limitni stav prot — oo ?
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Navod: V bazi {|g), |e)} jsou operatory (11.70) reprezentovany maticemi

_(E; 0O (0 1 i (00
i=(% 5) 1=(0) =0 0)
Obecnou matici hustoty napiseme jako

p:(z 2), a,deR, bceC, a+d=Trp=1.

Ridici rovnici (11.69) lze po roznasobeni upravit do tvaru

a by _i (0 Ab_  _(d -3
¢ d) " n\~ac 0) 7T\ —¢ —aq)

kde jsme oznacili A = E,— E,. Pro jednotlivé ¢leny matice hustoty dostaneme diferencialni
rovnice

d = ’}/d,
- _A —
] Y
= —=Ac—
¢ ¢ 56
d = —~d.

b(t) = ende2'h(0),
c(t) = e‘lﬁAte_%tc(O),
d(t) = e d(0).

Vidime, ze maticové elementy b, ¢, d exponencialné klesaji k nule. Pro a pak najdeme reSeni
a(t) = a(0) + (1 — ") d(0).

Obecna matice hustoty v ¢ase t je pak rovna

~ [a(0)+ (1 — et d(0) enttem3th(0)
plt) = ( e~ ilie=3lc(0) e 7td(0) ) '

V limité t — oo bude matice hustoty
t—o0

lim p(t) = (é 8) = |g)(gl,
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nezavisle na poc¢atecnim stavu. Atom tedy vzdy skonéi v zakladnim stavu |g). Pro pocatecni
stav |e) je a(0) = b(0) = ¢(0) = 0 a d(0) = 1. Stav atomu v ¢ase t je potom

p(t) = <1 —Oth egt) :

Pravdépodobnost nalezeni atomu v excitovaném stavu s ¢asem klesa exponencialné (p, =
e "), pravdépodobnost jeho nalezeni v zakladnim stavu naopak roste k jedné (p, = 1 —

e ).
Cviceni 38. Uvazujte otevrenou dynamiku spinu % s Tidici rovnict tvaru (11.68)

1. s jednim Lindbladovym operdtorem (v > 0)
L= ‘Za +><27 +|7

2. se dvéma Lindbladovymi operdtory (y1 =72 =7 >0)
[31 = |Z’ +><Z> _| + |Z, _><Zv +|>
Ly = |z,4){z ==z, =)(z |-

V obou pripadech je hamiltonidn spinu roven H = E|z,+)(z,+| — E|z, =)(z, —|. Naleznéte
resent Tidici rovnice s pocdtecni podminkou p(p(0) tvaru (11.85). Jak se s casem meéni
vektor polarizace spinu p(t) ¢ Jakd je jeho limitni hodnota pro t — 0o ?

Navod: Budeme pracovat v bazi vlastnich vektori S, (11.28). Hamiltonian je pak repre-
zentovan matici
_F 1 0
- 0 —-1/)°

Matici hustoty v ¢ase t zapiSeme ve tvaru (11.35)

L+ps(t)  pi(t) —ipa(t) 1+ ps(t) 2(t)

1
_'t = — R = — _ .
plptt) = 5 <p1<t> Fips(t) 1 pa(t) ) 2 ( (1) 1 —p3<t>)
Pro unitarni ¢ast fidici rovnice dostaneme

?

ol = _’% (—Oz S) '

1. Matice Lindbladova operatoru je

10
It =
L=1L _<O 0)'

Ridici rovnici lze upravit do tvaru

_Llfps 2\ _ E/f0 z\ 7(0 z
P=2\z —p)” w2z 0) 1\z 0)
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Vidime, ze p3 = 0, tj. tTeti slozka vektoru polarizace se s casem neméni

Ps(t) = p3(0)'

Pro z mame diferencidlni rovnici

jejim TeSenim je
- 2F
2(t) = e " te™312(0).

Protoze z = p; — ipy, dostaneme pro slozky vektoru polarizace feseni

pi(t) = M = cos (%t) e_%tpl(O),

2
() = 20 g, (%t) e~ ¥pa(0).

Prvni dvé slozky polarizace s ¢asem exponencialné klesaji k nule. Limitni stav ma
vektor polarizace p(oco) = (0,0, p3(0)), coz odpovida matici hustoty

1/1+ 3(0) 0
P =3 ( g 1 —Ps(o)) '

Dekoherence tohoto typu je tzv. rozfazovani (dephasing) slozek polarizace kolmych
na osu z.

. Matice Lindbladovych operatori jsou

0 1 0 1
leLiz(l 0)’ L2=—L;:(_1 o)‘

Ridicf rovnici lze upravit do tvaru
. 1 /(ps 2 E (0 =z 2ps =z
2\ % D3 h z 0 Z 2p3
Diferencialni rovnice pro treti slozku

p3 = —4vyp3

ma reSeni
ps(t) = 6_47tp3(0).

: .2E+2
Z=—\1— z
h, 7 )
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jejim TeSenim je
- 2F
2(t) = e "R e 21 2(0).

Prvni dvé slozky vektoru polarizace jsou tedy
2F
pi(t) = cos (Ft) e 1 (0),
. (2K _
po(t) = sin (Ft) e 2y(0).

Vidime, Ze vektor polarizace klesa s ¢asem k nule, tj. limitou je p(oo) = (0,0, 0), coz
odpovida maximalné smiSenému (nepolarizovanému) stavu

=349

Tento typ dekoherence se nazyva depolarizace.
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