Kapitola 10

Souradnicova, hybnostni a sféricka
reprezentace

Souradnicova reprezentace

Pod pojmem souradnicové (resp. ) reprezentace se mysli vyjadieni stavi a pozorovatel-
nych v béazi zobecnénych vlastnich vektorti operatoru polohy |Z). Ty spliiuji vztahy

#Xil0) = ayldlo) (vesp. Xjld) = ajla)).,
(@7 = o ),
/d% 2z = I, (10.1)
IRS

které jsou analogiemi rovnice na vlastni vektory, relaci ortogonality a relaci tplnosti pro
pozorovatelné s ¢isté bodovym spektrem. S pouzitim (10.1) stav |¢)) do z reprezentace
rozepiseme zplisobem

) = / o (#6) (7] = / &z $(@)|7),
R3 W(@) R3

tj. identifikujeme vlnovou funkei () s "Fourierovym koeficientem" (Z|1)). To je v souladu
s Bornovou interpretaci vlnové funkce, protoze (Z|t)) ma vyznam amplitudy pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice ve stavu |¢)) v bodé Z.

Pozorovatelné (pfipadné i jiné operatory) rozepiSeme v x reprezentaci analogickym

postupem
/d3 /d3 ! |A|:U /d3 /d?’x’ AT, 7)|7) (7). (10.2)
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Vyhodou x reprezentace je, ze pozorovatelné bézné pouzivané v nerelativistické kvantoveé
mechanice jsou lokalni. Takové operatory jsou v x reprezentaci diagonalni, tj. jejich mati-
cové elementy jsou umérné 6(" — ). Pro operator polohy zjevné plati

(Z|X;|7) = 2,;6(F — T).
Podobny vysledek dostaneme i pro kazdou funkei polohy, tj. i pro (lokalni) potencial V=
V(X) A
(@|\V|Z) =V (2)o(Z — T).
Diky d-funkei pro brakety V plati

wivley = wi | [e 2@ | V| [eiaa@ ) o)

R3

— /d3;1:]R/ B’ (Y| 7YV (T VD) (Z|p)
_ / P / P D@V (@) — D)o(F) = / dx B(E)V (2)9().

U operatoru hybnosti vime, jak ptisobi na vinové funkce

~ — . a,l?D
Py (Z) = _Zhé_xj'
To odpovida maticovym elementtim
(:E’\P|a?)—/d3 5@ — i) (=i 65— ) = 6@ — 7) (—in-2-
= J ey Y\, ) W0 = oz, )
R3

Slozky operatoru hybnosti jsou v x reprezentaci diagonalni, a stejné to plati i pro kinetickou

energii
—f p2 — — — hz

A~
—

Hamiltonian H = ;TZ + V(X)) je také diagonalni

(Z|H|Z) = 6(F — T) (—%A + V(f)) .

Rovnice na vlastni ¢isla hamiltonianu
H{y) = El),
prejde v x reprezentaci na parcialni diferencialni rovnici

B s ;
— o AU(E) + V(@(F) = By ().
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Hybnostni reprezentace

V hybnostni (resp. p, nebo impulsova) reprezentaci pracujeme v bazi zobecnénych vlastnich
vektort hybnosti [p), opét normovanych k §-funkei, tj, kety spliuji

@B16) = piAle) (resp. Blp) =pilp)).
@R = o — ).
[eving = 1 (10.3)

R3
Vlnové funkce zobecnénych vlastnich vektort hybnosti v x reprezentaci jsou rovinné viny

Up(T) = (Z]p) =

_enP T, (10.4)
(2mh)z

Stav [¢) rozepiSeme pomoci (10.3) ve tvaru
v = [ @ @yl = [ & oI,
—~
R3 b (P) R

kde z@(ﬁ) je vlnova funkce v p reprezentaci. Ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti namé-
reni hybnosti rovné p. Prechod mezi vinovou funkei v o a p reprezentaci je dan Fourierovu
transformaci

$@) = (1) = / &z (AT () =

R3

ot | 2 IP@ = ) )

V opa¢ném sméru se jedna o inverzni Fourierovu transformaci

0@ = @) = [ d @) = o R/ () = (F 1) (@),

R3

Operatory muzeme v p reprezentaci rozepsat podobnym zpusobem jako (10.2)

A= [ /dﬂ' A = [ & /ddp'Ap P (.
R3 (p ) R3
Vztah mezi maticovymi elementy operatoru v x a p reprezentaci je

AF.5) = AP = @ / a2 7)) | A / a7 | 15)
_ / & / & (|| AR )

dPo [ da e T AR, 7)ei?7
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Operator hybnosti méa v p reprezentaci jednoduchy tvar, protoze jeho maticové elementy
jsou diagonalni

(@517 = d’z

B e 7T §(F — §) (—zhi) P

- (27T7”l) /d?’“ TR = pio ('~ ),

R3
coz muzeme zapsat alternativné ptusobenim na vlnovou funkci v p reprezentaci
Pyp(p) = i (p)-

Toho jsme vyuzili napt. pfi feSeni Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢astici, ktera v p
reprezentaci piejde v obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu

i) = Loi) = in .

Z operétoru polohy se v p reprezentaci stane derivace podle slozek p, protoze pro maticové
elementy nalezneme

> 1 - i ==
PIXND = o [ o [0 T Dl
R3 R3

Operator potencialni energie v p reprezentaci diagonalni obecné neni, jeho maticové ele-
menty jsou

- ]. = .
GV = G / e / By T (T — BV (F)ehP
R3 R3
1 i = 1 -
= BPx e TPV () = V(-
(27rh)3]R[ (7) (27rh)% (7" —p)
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Sféricka souradnicova reprezentace

Casto je vyhodné pracovat ve sférickych soufadnicich misto v kartézskych (zejména kdyz
fesime bez¢asovou Schrodingerovu rovnici pro ¢astici ve sféricky symetrickém potencialu).
Vyjadiime polohovy vektor ve sférickych souradnicich

r1 = rsinfcosp,
Ty = rsinfsing,
r3 = rcosb,
a prezna¢ime zobecnéné vlastni vektory polohy |Z) = [rf¢) (r,0 a ¢ budou vzdy znacit

sférické soufadnice vektoru ). Pro tyto kety pak plati relace

1
(r'o'd'Irop) = —0(r' —r)d(cosd —cos0)d(¢ — @),
”
00 IS 2
/r2dr /sin@d@ /dcp\T,Q,@)(T,Q,%D’ = I
0 0 0

Rozkladem stavu [¢) do |rfy) je vinova funkce ve sférickych souradnicich
U(r, 0, 0) = (roely).
Hilberttuv prostor H = L* (R?, d3z) lze rozlozit na tenzorovy soucin
H~H, @ Ha,
kde H, je prostor kvadraticky integrabilnich funkci na polopiimce
H, = L* ({0, 00),rdr),
a Hq je prostor kvadraticky integrabilnich funkci na jednotkové kouli
Hao = L* ({0, 7) x (0,27), sin 0dOdy) .
V prostoru Hq znadme ortonormalni bazi tvorenou spole¢nymi vlastnimi vektory L?a L,

Lim) = RA(I+1)|im),
Ls|lm) = mhllm),

kterym ve sférickych soutadnicich odpovidaji kulové funkce
Yim (0, @) = (Oplim).
Z rozkladu jednotky v Hq

> " Jim)(im| = I,
Im

85



plyne identita
ZYlm 0 )Y (0, ) = §(cos 0" — cos0)d(p’ — ).

Rozsifenim o |r) dostaneme béazi H tvorfenou zobecnénymi spoleénymi vlastnimi vektory
7, L?, Ls, pro které plati

1
(r''m/lrlm) = —0(r" —71)0u O, (10.5)
r
/r2dr Z|rlm)<rlm] = I (10.6)
0 lm

Pro skalarni souc¢in ket |rim) a |7") dostaneme
= nt ./ ]' / / /
(@rtm) = (r0'@rim) = 560" = 1)Yim (0", ¢').

Odtud plynou ptevodni vztahy mezi |¥) = |rfg) a |rim)

0o T 2

|rlm) = /d3x’ (@|rim)|z') = /T’QdT /sin@dG’ /dgp’(r’@'gp’]rlm}\r’@’gp’)
R? 0 0 0
71' 27
= /sin&dé’/ /dgp’Ylm(G/,gol)Vﬁ/go').
0 0

Inverzni vztah ma diky (10.6) tvar
|T) = /T’Zdrl Z(r Im|rép)|r'lm) ZYlm ©)|rim).
0 lym

Uvazujme nyni bezcasovou Schrodingerovu rovnici se sféricky symetrickym potencidlem
V(7). Hamiltonian je tedy skalar, ma spole¢né vlastni vektory s L? a Ls. Ozna¢me j je jako
kety |Elm), ve sférickych soufadnicich jim odpovidaji funkce

Rpu(r)Ym(0p) = (rop|Elm).
Rovnici na vlastni ¢isla vynasobime zleva (r'lI'm/|

(r'I'm!|H|Elm) = E(r'I'm/|Elm) = ERgy(r )0 Sy (10.7)
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a levou stranu upravime s pouzitim (10.6) do tvaru

U | H|Blm) = (| / r2dr 3 LMY (rLM| | |Elm)
0 LM
2 170 1| T
= /7‘ dr Z (r'l'm/|H|rLM) (r LM|Elm,)

0 LM

Hy (r',r)0 6, RE1(T)dnidam

[e.9]

= /rzdr HZ(T'/,T)REZ(T)dll/(Smm/.
0

Dosazenim do rovnice (10.7) dostaneme

[e.9]

/r2dr H(r',7)Rp(r) = ERg(r"). (10.8)

Urc¢ime maticové elementy hamiltonianu, ktery ma ve sférickych souradnicich tvar

N . R [9*  2 1.
H= P2+V:——(a - 8)+ L* +V(r).

T 2M oM \or2 " rar) " 2Mr?

S pouzitim (10.5) nalezneme

h2(82 28) RISV

o po L [ R 20
<rlm|H|rlm>_HZ(T7’f’)—r25(r T)|: IM \ Or2 ror 2Mr?

Dosazenim do (10.8) pak dostaneme diferencialni rovnici pro radialni funkei Rg(r)

W o(d 2dY  RAI+1)
{‘m (d— + ;5) etV <r>] Ria(r) = ERpi(r), (10.9)

kterou jsme minuly semestr fesili napt. pro izotropni oscilator nebo ¢éstici v coulombickém
poli. Pfipomenme, Ze radialni funkce Rp;(r) musi byt omezena (pro vazané i rozptylové
stavy). V okoli nuly se musi chovat jako

Rp(r) ~7r', r<1.

Asymptotické chovani pro r — oo zavisi na tvaru potenciélu.

Podivejme se na bezcasovou Schrodingerovu rovnici pro volnou c¢éstici. Vime, Ze spek-
trum hamiltonianu je ¢isté spojité a odpovidé intervalu (0, 00). V kartézskych soutadnicich
se za zobecnéné vlastni funkce hamiltonidnu voli spole¢né vlastni funkce s hybnosti, tj. ro-
vinné viny (10.4), pro které plati

p2

Pps = piby, Hipy= mdfﬁ-
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Muzeme ale také hledat spoletné¢ zobecnéné vlastni funkce s momentem hybnosti. K tomu
vyuZijeme rovnici pro radialnf funkei (10.9). Zavedeme vinovy vektor k = 55 a pfeznacime
Ry na Ryy(r), pak z (10.9) dostaneme

Z? 2d I(l+1
(s ra) = ] mat =

Rovnici vydélime £? a udélame substituci kr = z, Ry (r) = Ry(z), vysledna rovnice bude
mit tvar (¢arka znac¢i derivaci podle z)

I(1+1)

" 2 !/

) Ri(z) = 0. (10.10)

Toto je tzv. sféricka Besselova rovnice. Jeji obecné feseni ma tvar linearni kombinace sférické
Besselovy funkce j;(2) a sférické Neumannovy funkce n;(z)

Ri(z) = arji(z) + bimu(2),

které jsou definovany vztahy

gi(z) = (=2) (1&)1511127

zdz z
1d\'cosz
m(z) = —(=2) (;E) —

Rozvojem % a €% do mocninné rady lze ukazat chovani funkei v okolf nuly
!
. z (20 — 1!
AReE T

Pro velka z pak plati asymptotické chovani

1 1
Ji(z) ~ —sin (z— %T) , my(z) ~ —=cos (z— %r) , 2> 1

z z

Pro ilustraci jsou na obrazku 10.1 zobrazeny sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické
Neumannovy funkce (vpravo) pro ! =1,2,3.

Sférické Neumannovy funkce diverguji v nule. Protoze radialni funkce Ry (r) je omezena,
musi byt amérna sférické Besselové funkei j;(kr). Pro sférické Besselovy funkce plati relace

ortogonality
oo

T
(k) (K'r)r?dr = —=6(k — k).
[athr)iryar = St~ 1)
0
Zobecnéné vlastni stavy hamiltonidanu volné ¢astice, které maji soucasné ostré hodnoty

momentu hybnosti, a jsou normalizované k d-funkci, pak maji tvar

wklm(rv 07 @) = \/gkjl(kr>yim(67 90)
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Pttt

-0.51

-0.51

z z

Obrézek 10.1: sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické Neumannovy funkce (vpravo) pro
[ =1 (plnd modra ¢éara), | = 2 (¢arkované ¢ervend ¢ara) a | = 3 (Cerchované ¢erna ¢ara).

Plati pro né vztahy
. h2k2
Hpm = wklma
LYy = h %zm, Lytgim = mhgm,
<wk’l’m’> wklm) - 6<kl - k>5ll’(5mm’ .
Pro zobecnéné vlastni funkce 1, lze navic ukazat, ze tvori bazi Hilbertova prostoru.
Muzeme do této baze rozlozit i rovinnou vinu (10.4). Lze ukézat, ze plati vztah

(7 — E 2 +1 Pl — 10.11
wk(x) (2%71)36 2%71% g Jiilkr) < kr > (10.11)

=

kde P, (t) = P(t) jsou Legendreovy polynomy. Ze vztahu pro piidruzené Legendreovy
polynomy pro m = 0 nalezneme
Legendreuv polynom lze rozlozit do kulovych funkei

Bi(t) =

l

iy 1) = 5= > Vi (71) Vi (173), (10.12)

m=—

kde 77; jsou jednotkové vektory s prostorovymi thly 0;,¢; a Y, (7;) = Yin(0:, ¢;). Vzorec
(10.11) pak muzeme piepsat do tvaru

Vp(2) \/Tgi i 51 (kr)Y i, (k:/k> m (Z)1) (10.13)

=0 m=

o0

_ hidz i% m (E/k) uim(r, 6, 2),

=0 m
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kterému se fika rozklad do parcidlnich vin. Ten vyuzijeme v teorii rozptylu. Ve specidlnim

Omo-

pripads, kdy k = (0,0,k) a tedy k- % = krcosf, plati
20+ 1
e (£8) - 0 2

Rozklad rovinné viny pak ma tvar

[e.9]

Zzl (20 4 1)gi(kr) P, (cos @) =

=0

3
2

V(@

90

Z "2+ 1ji(kr)Yio (0, ) -



