Kapitola 6

Ireducibilni tenzorové operatory,
Wigner-Eckartiv teorém

Prehled teorie

Ireducibilni tenzorové operatory
Ireducibilni tenzorovy operétor :JT(k) (ITO, casto pouzivany nazev je také sféricky tenzor)
fadu k je sada 2k +1 operatoru T'(k, q), g = k, k—1, ..., —k, které splhuji komutaé¢ni relace
|:j37T<k>q):| = th(k7Q)7
[ T(k,)| = aff T(kg1). (6.1)
Misto komutac¢nich relaci s posunovacimi operatory miizeme I'TO definovat podle komutace
se slozkami momentu hybnosti

k

Tk = 30 (1Y) T(kd).

q=—k

kde J]Ek) jsou matice momentu hybnosti velikosti k, viz. (3.1). Divod pro nazev ireducibilni
tenzor je, ze pii rotacich se ITO transformuji podle Wignerovych D-matic, které tvori
ireducibilni reprezentace Lieovy grupy SO(3). Plati tedy vztah

k
T'(k,q) = RT(k,q)R = Y_ D

q'=—k

ITO se tedy pii rotacich transformuji stejné jako kety |7, m), viz. (3.8).
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Vztahy mezi sférickymi a kartézskymi tenzory

Skalarni operéatory jsou soucasné ITO 0. ¥adu. Ze slozek kartézského vektoru V = (Vl, Vs, Vg)
Ize vytvorit ITO 1. fadu VO ge slozkami

VLY =5 (A+ils). VL0=T V-)=—(h-i%). (©2

1
V2
viz. priklad 19.

Libovolny kartézsky tenzor 2. fadu mizeme rozepsat jako soucet tii ¢lent

T, = Dy+Ay+ 5y, (6.3)
Dij = é v T 6y = % <T11 + Ty + Tsz) dij,

Ay = 5 (BT,

Sy = % (Tza + Tﬂ) Dij,

kde ﬁij je nasobek jednotkového tenzoru, Aij je antisymetricky tenzor a S’ij je symetricky

tenzor s nulovou stopou. 7Z téchto tenzoru lze sestavit ITO 0., resp. 1., resp. 2. fadu.

Pripomenme, ze kartézsky tenzor spliiuje komutacéni relace s momentem hybnosti (3.11).
Dij je nasobek jednotkového tenzoru a je to tedy skalar, tj. ITO 0. fadu

A ~ 1 ~
T =17(0,0) = ST T (6.4)

~

A;; je antisymetricky tenzor, ma jen tii nezavislé slozky

R 1 /. . .
Ags = 5 <T23 - T32> =W,
~ 1 /7~ ~ ~
Az = 3 <T31 — T13> = V4,
R 1 /. . .
A = 5 <T12 - T21> = V.

Pomoci komutac¢nich relaci (3.11) lze odvodit, ze Vi jsou slozky vektorového operatoru, tj.
plati

[jk, ‘71] = ihepaVi.

Z nich uz umime sestavit ITO 1. fadu T® podle pievodnich vztahi (6.2)

- 1

T(1,1) = 2\/— <T23 - T32 + ZT31 - ZTlS)
A 1

T(1,0) = 5 <T12 - T21>

T(l, —1) = T23 - T32 - ZT31 + ’ZT13> (65)

2\/_(
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Podobné lze sestavit ITO 2. fadu T® 7 péti nezavislych slozek symetrického tenzoru 5',-]-
nésledujicim zptisobem

: 1 ofa a U
7(2,2) = 7 <511 — Sog + 21512) = NG <T11 —Thy + T2 + ZT21> ;
. 2 /4 A 1 /- - - s
T2,1) = —\/g (531 + ZS32> = —% (T:n + T3 + 159 + ZT23) ;

~

A A 1 A
T(Q, 0) = 533 = T33 - gTI‘ T,

. 2 /4 A 1 /.- A s -

T2,-1) = \/; (531 — ZS32> = % ( 31+ T3 — 39 — ZT23> ;

. 1 /4 A A 1 /.- A - -

T2,-2) = % <511 — Sog — 22512) = % <T11 — Ty —iT19 — ZT21) : (6.6)

Wigner-Eckarttiv teorém
Transformacni vlastnosti I'TO pfi rotacich zjednodusuji vypocet maticovych elementi
<CZ, jla mq ’T(k7 Q) ’ba j27 m2>7

kde a, b predstavuji sady kvantovych ¢isel (muze jich byt i vice, tj. a = (aq,...,a,),
b= (by,...,b,)) pozorovatelnych kompatibilnich s momentem hybnosti. Wigner-Eckartiv
teorém lze formulovat vztahy

(@i [Pl zma) = (00 (BB (g 19 ) 60

—mi q Mg
-1 J1+k—j2 R

:—k7.77 .7 (7.
27, 1 (k. g2, ¢;mal g1, ma) (@, j1

kde (a,jy
vou stranou pro jednu hodnotu ¢, my, ms, kdy je CG koeficient nenulovy. Diky Wigner-
Eckartovu teorému staci spocitat jeden maticovy element ITO, ostatnich (2j; + 1)(2k +
1)(2j2+ 1) uz lze dopocitat s vyuzitim CG koeficienttt, resp. Wignerovych 3j-symboli. Vy-
bérova pravidla pro CG koeficienty (4.5) plati stejnym zptisobem i pro maticové elementy
ITO, tj. (a,j1,m1|T(k,q)|b, jo,ms) = 0 pokud neplati

T(’“)H b, j2> predstavuje tzv. redukovany maticovy element. Ten je urceny le-

my=my+q, |k—7jof <ji <k+jo

Specialné tedy plati )
<a7j17m|T(kaQ)|b7j27m> =0 pro Q% 0.

Odsud snadno vidime, Ze stfedni hodnoty 1. a 2. slozky vektorového operédtoru jsou ve
stavech |a, 7, m) nulové

(a,§,m|Vila, j,m) = (a, j,m|Va|a, j,m) =0, (6.8)
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protoze inverzi vztahu (6.2) dostaneme

v, = % (T(1, 1) - 71, 1)) S T

a (a,§,m|T(1,+1)|a, j,m) = 0.

(T(L 1)+ 71, 1)) ,

Sl

Maticové elementy skalart a vektoru

Pro skalarni operator S se Wigner-Eckarttiv teorém zjednodusi na

. A (—1)r—2 . . A .
<a7]1>m1\5’b,]2,m2> = —(07]2,077712’]1,”111(@7]1HSHb>]2)

251 +1
b7j2>

6j1j26m1m2

1 )
T onsbns (0.7
= f(jh a, b)5j1j26M1m2'

S

Redukovany maticovy element skalarniho operatoru je tedy

(aajl b7j2> = f(jla a, b) V 2]1 + 15j11j2'

Pokud jsou navic vektory {|a, j1,m1)} a {|b, jo, m2)} stejné ortonorméalni béaze, pak plati

f(jb a, b) = g(jh a)(sa,b‘

Pro vektorové operatory plati projekéni teorém (pro j # 0)

g

v
S

1

TV 5 m) =
S G

. / :’ . o . /
<a,j,m|V|b,j,m>—<a,j,m| j2

Tenzorovy soucin ITO
7 dvojice ITO Uk a V(#2) 1ze tenzorovym soucinem zkonstruovat ITO fadu k
W = [ g )] w

kde |k — ko| < k < ki + ko. Tenzorovy soucin je definovan po slozkiach vztahem

" @ VU@)] (k,q) = W(k> q) = Z (K1, k2, g1, g2l Kk, q) U(kb QI)V(kQa q2)- (6.10)

q1,92
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Specialné pro k1 = ky a k = 0 dostaneme

W(0,0) = Z£k1>k1>Q1> ~q1]0,0)U(k1, 1)V (k1, —q1)

q1

<—1>’“1+q1

\/2k1+1

mz k1 %)V(/‘Ch—(h)-
1

Na zakladé tohoto vztahu se definuje skalarni souc¢in I'TO stejného fadu

Uk . yk) = (—=1)F\/2k; + 1W(0,0) = Z(—l)qllj(kh%)v(kl, —q1). (6.11)

q1

Pro maticové elementy skalarniho souc¢inu dvou ITO plati vztah

(@, j1,mi[UP - V®b gy my) = Wéjljzamlmz <a7j1 HU(’“) -V(k)H b, ]2)
1
(_1)j1 i . (k .
= 0j1ja0mims 5= Z<_1)] (avjl o® C?j) X
2+ 14
><<c,j V““)‘ ) (6.12)

Prvni rovnost plyne pfimo z Wigner-Eckartova teorému, protoze Uk . y® je ITO 0. radu
a pro prislusny CG koeficient plati

(O ]2a 0 m2|]1>m1) 5]1]2577117712'

Pro ditkaz druhé rovnosti vyuzijeme rozklad jednotky

I=le.jm){c,j.ml,

C7]7m

ktery vlozime mezi operatory U(k, q) a V(k, —q) ve skalarnim soucinu ITO, tj.

<a7j17m1|®(k) ’ V(k)‘@j%m? (l jhml, Z qU k q (kv _Q)|b7j27m2>
- Z (_1) <a,j1,m1‘U(k,q)|c,j,m><c,j,m‘V(k,—q)‘b,jQ,mQ)

q?c?j7m
c, j> X

=) (=1 (_‘77';11 ’; 731 > (a,j1
). (613)

q’c?j?m
_1\j—m J k J2 ( : H 3 (k)’
x (—1) (_ — 2) c, ||V
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Wignerovy 3j symboly upravime s vyuzitim symetrii (4.14) a (4.15) do tvaru
ook gy (—1)7he J kN
—my ¢ m moq —m

gk g2 L (—1)itk+de J kg
—m. —q M2 m o q —my)’
1

Suma pres ¢, m je potom rovna (pro fazové faktory plati (—1)?" = 1)

Z(_l)Q+jl+j_m1_m(_1)j1+k+j (j k jl ) (_1)j+k+j2 (] k j2 ) _
1

m q —m m q —My
q,m
j—k+m j—k—+m
S e G (1t

T (4, ,m,qul,ml)—2j2+1 (4, k, m, q| ja, m2)

q?m
(—1)72t 4 . . .
- 7k:7 m’ 7m 7k7 m? 7m
V@i 122 + 1) q; (j ql j1,m1) (j ql j2, mo)

J/

~~

11125”117”2

5
—1)it+i
= %@nﬁmlmg
kde ve druhém radku vyuzijeme toho, ze CG koeficienty jsou nenulové jen pro m + q =
my = ma, a posledni rovnost plyne z relaci ortogonality pro CG koeficienty (4.8). Dosazenim

(6.14) do (6.13) dostaneme hledany vztah (6.12). A
Specialnim pifpadem vztahu (6.12) pro k = 1 a UM = JO je

(6.14)

RS

e (CVINR VACOIT A - 5
<a’j7m| |7]7m> 2]_|_1 J

vOes)

kde jsme vyuzili redukovany maticovy element momentu hybnosti (6.16) spocitany v pii-
kladu 21.

Priklady

Cvic€eni 19. Ukazte, Ze vztahy (6.2) definuji ITO 1. Fddu.

Navod: Musime ovéfit platnost vztahi (6.1). Vyuzijeme komuta¢nich relaci vektorového
operatoru s momentem hybnosti

[J;-, ‘A/j} = ihaijkf/k.
Pro V(1,0) = Vs ihned dostaneme
[jg,f/(l,())] - [jg,f/g} —0,
[ji,f/(l,())] - [jl,f/g} + [jQ,Vg] - F (Vl + zvz) = VERV(1, 1) = o,V (1, £1).
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Podobné pro V(1,1) = % <V1 + ﬂ/g) nalezneme
h

[jg, V(l, 1) = <2h8312‘/2 + Z(ZFLng)V) — \/_

(%2 + V) =nV(1,1),

ERGRIEE —%([fl,if/g}nt[ij%f/l]):—T( heresVs — hema¥s) =0
e = _%([jl,zvz}_[zj%v@) VaRY; = oy, V(1,0).

Stejnym zpusobem pro V(1,—1) = \/Li (Vl — 2‘72) najdeme

V-] = % (ihesuaVs — ifihzgen)V3) = % (i, V) = 71, ),
7o) = % (= [Fi¥a] + [, 3] ) = V3RD; = af ¥ (1,0),
ey = % (= [hiv] ik 7] ) =o0.

Cviceni 20. Slozky operdtoru kvadrupslového momentu Qij = quXj (XZ gsou slozky
operdtoru polohy) tvori dohromady kartézskyj tenzor 2. fddu. Urcete jeho rozklad na ITO
0., 1. a 2. Tddu.

Navod: Kvadrupoélovy moment nejprve rozdélime podle vztahu (6.3). Tenzor Qij je syme-
tricky, takze dostaneme

o 1 o q -
Dij = gTI‘ Q 5ij = §X2 5ij
AZ] - 07

N A N A A q
Sz‘j = Qij - Dij = qXZXJ — §X2 51]
ITO 0. fadu je tedy

N0 — 152
Q 3% -

ITO 1. fadu je pro kvadrupélovy moment nulovy. Slozky operatoru Q® uréime z (6.6),
miizeme je upravit do tvaru

0(2,2) = (X1 n 2X2>2,

Q(2,1) = —Q\/>X3 X1—I-ZX2
7(2,0) = <2X2 X2 X2>

T(2,-1) = \[Xg X1—2X2

Q2,-2) = %(Xl—z'XQ) .
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Cviceni 21. Urcete redukovany maticovy element (a’,j’ Hj](l) a,j), kde a, a' jsou sady

kvantovijch cisel prisluSejici stejnygm pozorovatelnym kompatibilnim s momentem hybnostu.

Navod: Zvolime slozku jJ(l, 0) = Js, z Wigner-Eckartova teorému pak plyne

(1)
27 + 1

Pro m = m’ = j pak s vyuzitim CG koeficientu z prilohy A dostaneme rovnost

<a’/7j/7 m/’j3|a7j7 m> - mh(sj,j’ém,m’éa,a’ - j(l)

a,j).

(1,4, 0,ml §',m') (',

1 .
B0 10y e (1,5,0,4]],7 ( /7 AINO) 7 ) 6.15
Jhoj,jr0a, 2j+1(] ;IJJ)@J a,j (6.15)
_\/j(JJ'+1)
— J </ |5 )
- s B a,]j 'J] a,j|,
ViG+1D25+1)
takze plati

(j’ JJU)H j> = /50 + D)(2) + 10,00 (6.16)

~
=

Cviceni 22. UvaZugme sloZeny moment hybnosti J = J 4 J2 4 jeho vlastni stavy
|71, j2, j,m). Cemu je rovna stredni hodnota Jél) v tomto stavu?

Navod: Pro j # 0 vyuzijeme projekéni teorém (6.9)

(1 . ¢ T T = C LD
< ?E)>j,m = <Jlaj27]7m|’]f§ )|j17]2737m> = )<jl7j?7]7m|J'ﬂl)|jl7j?7jam>'

m
hj(j+1
Skalarni soucin vyjadiime pomoci kvadratii moment hybnosti

o7 - gty o - % (j2+ jw2 _ j(2)2>

kde jsme vyuzili vztah (4.1). Pro stfedni hodnotu jél) tak dostaneme

- mh
(I iam = s G0+ 1) + 510G+ 1) = Ja(ia + 1))

ST 25(j 4 1)
Piipad j = 0 = m je mozny jen kdyz j; = js. Jediné nenulové CG koeficienty jsou (4.16),
takze plati

J1 ;
o —1)tm ‘
|71, J2,0,0) = Z (zzﬁbhmﬁ ® |j1, —ma).

mi=—ji

Stfedni hodnota jél) je v tomto stavu nulova

. _1 71 J1
(oo = \/(2j1)+ : D (FD)™Mmah=o.

mi=—ji
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Cviceni 23. Operdtor celkového magnetického momentu elektronu v atomu je roven souctu
orbitdlniho a vlastniho magnetického momentu

fi = fir + s = —% ( LL +955> gr=1, gs =2, (6.17)

kde 1o je Bohriv magneton. Urcete diagondlni maticové elementy (l, s, j, m|ﬁ|l, S, J,m).

Navod: Prvni dvé slozky maji stfedni hodnoty nulové diky (6.8). Pro tfeti slozku vyuZijeme
projekéni teorém (6.9)

Ml

<ﬂ3>j,m = (l,s,j,m\ﬂg\l,s,j,m> = _md S jam"] :u’l S j? >
mio 5 oa 5o ,
= —— (1, L l .
= (J+1)< s,§,mlgrJ - L+ gsJ - S|l s, j,m)

Skalarni souciny vyjadiime stejnym zptisobem jako ve cviceni 22

~
—

JL=g(Pei?-8), J-§= (P+s-17).

Pro stfedni hodnoty i3 pak nalezneme

Ghin = =i gyl d o+ 95) + (B = 8) (o0 = gs)lts.3.m)
= iy (e +99)iG + 1)+ (92— 95) (U + 1) = s(s 1)

Vysledek miizeme prepsat ve tvaru
(f13)jm = —gjmito, (6.18)
kde g; je tzv. Landého g-faktor

gr+gs l(l+1)—s(s+1)
g; = 7 + 237+ 1
j(j+1)

(92 — gs)-

Pro elektron je s = % a v priblizeni g, = 1 a gg = 2 dostaneme
. 1

2 25D (6:19)

95 =
2, =0

Stredni hodnota s maximalni projekci m = j se nazyva magneticky moment Céstice
= (t3)jj = —9jjHo-

Cviceni 24. Definujme operdtory ?(k, q) jako operdtory ndsobeni kulovou funkci Yy, (6, ).
Ukazte, Ze Y (k,q) tvori slozky ireducibilniho tenzoru vddu k Y*). Naleznéte redukované
Y *) l). Urcete maticové elementy (N’,l’,m’\)ﬁN,l,m}.

maticové elementy (l’
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Navod: Nejprve musime ovéfit platnost komutacnich relaci (6.1). Komutatory nechame
pusobit na kulovou funkci Y;,,

(L Vi Vi = La(YigVin) — YigLYion = haVigYis + YighmYiy, — YighmYi,
= hq?quim

(L Vig| Vi = La(VegYim) = YigLYin
= akiqykqil}/lm + qualjfnylmil — qu&ﬁ,ﬁfzmﬂ

IS
- Oéququl:lylm7

a protoze kulové funkce tvori ON béazi tak vztahy (6.1) plati. Pro redukovany maticovy
element z Wigner-Eckartova teorému dostaneme

(_ 1)l’+k—l

V20 +1

Levou stranu muze vyjadfit pfimo pomoci (4.37)

U, m' |V (k, q)|l, m) = (1, q,m|l',m) (z’

v® H z) .

2 T
W[V (k, @)l m) = / dp / i 08 Vi (0, 2) Vi (0, 2) Yo 6, )
0 0

2k+1)(2l+1
- \/( 471'(2[)’(—|— 1) )<k7laOuoyl/70)<k,l,q,m‘l/,m/)

Redukovany maticovy element Y ®) je tedy roven

(v Y<k>H 1) = (—1)”’“4\/(% FDCHD o 01,0).

4
Pro vypocet maticovych elementii operdtoru polohy nejdiive napiseme slozky x; ve sféric-
kych soufadnicich, vyuzijeme pfevodnich vztahii (6.2) a najdeme pifslusny ITO 1. fadu
XM ktery ma slozky

A 1 1 )

X(1,1) = ———=(z1+izy) = ——=rsinbe'?,
V2 V2

X(l,()) = w3 =rcosb,

A 1 1 .
X(1,-1) = E (x1 —ixe) = Er sin fe™"*.

Vysledek je mozné prepsat pomoci kulovych funkci s [ = 1 v kompaktnim tvaru

. 47
X(lvq) = ?r}/’lq(‘97 ¢)7
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tj. platf X1 = ,/%”TY(’“). Pro maticové elementy X(l, q) nalezneme

o 4 N
(N, U, m'| X (L, q)|N, l,m) = (N',I',m| %rY(l,q)U\f,l,m)

20 +1
= 2l,—:_1(1,l,O,O]l/,O)(l,l,q,m\l',m’)(N’,l’|r|N,l>7
(6.20)
kde jsme oznacili
<N/’l/’7”N, l> = /TSFN’Z’<T)RNI(T)d7°- (6.21)
0

Zde Ry (r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, 1, m), tj.

UNm(r,0,0) = (r,0, ¢|N,l,m) = Ryi(r)Yim(0, ¢).

Diky vybérovym pravidlim pro CG koeficienty vidime, Ze maticovy element (6.20) je ne-
nulovy jen pokud
Am = m'—m=q=1,0,—-1,
Al = I'=1=1,0,-1.

Ze symetrie Wignerovych 3j symbolt vié¢i zaméné znamének m; (4.15) navic plyne, Ze
(1,1,0,0|1,0) = 0, protoze

(1,1,0,0[1,0) = (—1)1—1\/2z+1(é ; é):<—1)l—1\/2z+1<—1)ﬂ+l ((1) ; é)

— —(1,1,0,01,0) = 0. (6.22)

Maticové elementy jsou tedy nenulové jen pro Am = +1,0 a Al = +1.

Cviceni 25. Uvazujte dva vektorové operatory ff, B a k nim pridruzené ITO 1. Tddu A(l),
BW . Ukazte, ze plati

s

AW .BW = A.B, (6.23)
L0 & BW _ (i B
[A © B }(1,q) \/§<A><B> (1,q). (6.24)

Navod: Ve vztahu (6.23) vyuzijeme definici skalarniho souc¢inu ITO (6.11) a pfevodnich
vztahi (6.2). Postupné nalezneme

AW BY = 3" (=1)7A(1,q)B(1, —q) = A(1,0)B(1,0) — A(1,1)B(1,-1) — A(1, -1)B(1, 1)

qg=—1

A A 1 o o o N 1 o o ~ N
= A3Bs+ 3 <A1 + iAQ) (Bl — iBQ) + 3 <A1 — iAQ) <B1 + iB2>
= A;B,=A-B.
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Pro dikaz (6.24) vyjadiime nejprve pravou stranu, kde opét vyuzijeme pievodni vztahy
(6.2)

ol [N 1 ~ - .
(A B) (1,1) = —EAZ'BJ'(&ﬂ + igij2),
(fi‘ g) (1 0) = Aiéjgijg,

2, 1 ~ - '
< ) 1 —1 = ﬁAlBJ(gl]l — 251‘]‘2).

Levou stranu vyjadiime z definice tenzorového sou¢inu (6.10) a pouzijeme CG koeficienty
z tabulky v priloze A. Pro slozku ¢ = 1 najdeme

[AU) @]fs(l)} (1,1) = (1,1,1 0|1 1) A(1,1)B(1,0) + (1,1,0,1] 1,1) A(1,0)B(1,1)

V2
1 A .
L (hia) 5 b (sin)
1/~ A N A PN
= §<AB ABg+ZAng A 3
= —2121 B(Ell—i-lé“zg):L(Z)X é) (1 1)
2 J J \/E ’

Podobné pro ¢ = 0 dostaneme

405 5] (1.0

(1,1, 1,=1]1,0) A(1, 1) B(1,=1) + (1,1, =1, 1] 1,0) A(1, =1) B(1,1)
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A konecné pro slozku ¢ = —1 nalezneme
[A“) ®]T3<1>] (1,=1) = (1,1, =1,0[1,—1) A(1, =1)B(1,0) + (1, 1,0, -1 1, =1) A(1,0) B(1, —1)
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