Kapitola 4

Skladani momentt hybnosti

Prehled teorie

Skladani dvou nezavislych momentti hybnosti

Uvazujme systém slozeny ze dvou rozlisitelnych podsystémii s momenty hybnosti velikosti
71 a Jo, kterym prislusi Hilbertovy prostory

Hilbertv prostor slozeného systému HU172) = HU1) @ H2) ma dimenzi (27; + 1)(27 + 1).
Jedna z bazi HU172) je dané tenzorovym soudinem kett |ji,m,) & |ja, ms). Tyto vektory
splhuji vztahy

11+ DR? |1, m1) @ |2, ma)
2(jo + )R |j1,m1) @ |fa, m2)
=mih |j1,m1) @ |2, m2)

~1)2, . .
Jb |71, m1) @ |72, M2
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J(2) |.]17m1
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j§1)|j1,m1 ® |j2, ma
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T d1,ma) @ |ja, ma) = mahi |ji,ma) @ |ja, ma).
Slozkam celkového momentu hybnosti odpovidaji operatory

Jo= 004 O,

N D A D Al A
Operatory JM ™ J@7 J2 J5 jsou kompatibilni a maji spoletné vlastni vektory |5y, ja, 7, m),
které splhuji rovnice

A1V2, ... L. L.
T4, do, j,m) = ji(ji + V)R |41, jo, j,m)

S*|j1, gos 4o m) = (3 + DR? |41, o, j,m)

m)
S22, . L. .. ..
J(Q) |jl7]27]am> 232(]2 + 1)h2 |]17]27]am>
m)
j3|j17j27ja m> =mh |j17j27j7 m>
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Kvantové ¢islo j nabyva hodnot j = |71 — jaf, ..., j1 + jo. Pro dané j ma kvantové ¢islo m
hodnoty m = —j, ..., . Vlastni vektory celkového momentu hybnosti jsou i vlastni vektory

operatoru JWU . J@ Platf totiz vztah

T J = L (2 P ) (4.1)
2 ’ '
odkud uz snadno nalezneme
N . hQ
g T4, Ga, g,m) = 5 (j(j +1) =511 + 1) = g2 (j2 + 1)) |71, 32, 3, ™). (4.2)

Clebsch-Gordanovy koeficienty

Mnozina stavi celkového momentu hybnosti {|j1, j2, 7, m)} tvoii dalsi ortonormalni bazi
v prostoru H172), Elementy unitarni matice pfechodu mezi touto bazi a bazi {|j1,m;) ®
|72, m2)} se nazyvaji Clebschovy—Gordanovy koeficienty (CG) a znadi se

(J1, 2, ma, malj,m) = (<j1,m1| ® <j27m2|>|j17j27j7 m).

Pro Condon-Shortleyovu konvenci, kdy

@G =T/ +1) —m(m £ 1) = hy/(j Fm)(j £m+1) >0,

jsou CG realné. Plati tedy

J1 J2
|j17j27.j7 m> - Z Z (j17j27m17m2|j7 m)|j1am1> ® |j2am2>7 (43)

mi1=—j1 ma=—j2
a soucasné
Jitj2 J
i) @ ljasma) = Y > (it oy ma, mali,m) v, o, Gy m). (4.4)
Jj=lj1—ja| m=—J
Pro CG plati vybérova pravidla
(41, 2. ma,ma|j,m) # 0 = my +me =m, |51 — Jo| <5 <1+ Jo, (4.5)

a symetrie vici zaméné j; <> jo, My <> Mo, resp. znamének m; a m

(jl)j?a my, m2|j> m) = <_1)j1+j2_j(j27 jla ma, m1|ja m) (46)
= (_1)]1+]2_] (jIJ j27 —mzy, _m2|j7 _m) (47)

= (j2,j1,—m27—m1’j7—m)-
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Z unitarity matice prechodu mezi ortonorméalnimi bazemi plynou vztahy

> (v dosma, malg, m) (s oy ma, mal i, m) = 80 G, (4.8)

mi,m2

J
Z Z (j17j27m1>m2|j,m)(.j17j27mllﬂm/2|j7m) = 5m1,m'1 5m27m/2'
i om=—j

Specialné tedy plati

Z (j17j27m1)m2|j7m)2 = ]-7

my,ma2
J
ST Grogama,mali,m)? = 1. (4.9)
i m=—j
CG pro maximélni hodnoty m; = j; a minimélni hodnoty m; = —j; jsou rovny jedné
(J1s J2s g1, Jolgi + Jos g1 +d2) = 1, (Ju, Jos =1, —Jalji + Jos —j1 — J2) = L. (4.10)

Dale pro CG plati rekurentni relace

aﬂim<j1’j2’m1’m2’j’m + 1) = Oéj:'iml(jlaj%ml + 17m2’j7 m) +
+a‘;‘;m2(j1’j27m17m2 :F ]-|]7 m)7

kterou muzeme zdménou m — m F 1 a s explicitnim tvarem oz;-tm vyjadrit zptsobem

\/(j Fm+1)(j£m) (41, Ja, M1, ma|j,m) =
= V(1 £m) (G F o+ 1)1, Jo, ma F Lmalj,m F 1) +
+\/(j2 + m2)(j2 F mg + 1)(j1,j2,m1,m2 + 1|j,m + 1),

(4.11)
Tento vztah spolu s fazovou konvenci
(jl?j?ajlaj_j1’j7j) >Oa (412)
umoznuje jednoznacné urceni CG.
Wignerovy 3j-symboly
Misto CG koeficientli se obc¢as vyuzivaji Wignerovy 3j-symboly zavedené vztahem
Ji J2 U3 (—1)mgmms :
= —————— (j1, Jo, m1, M3l j3, —m3) . 4.13
(m1 Mo M3) 273+ 1 (1, g2, ma, mal s 3 ( )
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Jejich vyhodou je vétsi symetrie pfi permutacich sloupci a zméné znamének m;. Pri
sudé permutaci sloupcti se neméni, pri liché permutaci se vynéasobi fazovym faktorem
(_1>J1+J2+J3’ tj.

- . (4.14)

my Mo Mg

<]1 J2 ]3)’ sen = 1,
. . . my Mo Mg
<]7r1 Jrs g ) -

My, Mpy Mapy

Stejny fazovy faktor se objevi pii zméné znamének vSech m;
jl j2 j3 _ (_1)j1+j2+j3 jl j2 j3 (4 15)
—mp —Mmz —Mms3 my mg ms) '

Ze symetrii Wignerovych 3j-symboli muzeme snadno odvodit napt. vztah pro CG
koeficient (7, j, m, —m/|0,0). Vyjdeme z toho, Ze pro j, = my = 0 plati

(7,0,m, 0| j,m)=1 VYme{jj—1,...,—j}.
Z definice (4.13) plyne ’
g0 g\ _ =)
m 0 —m) \2j+1
Prohozenim 2. a 3. sloupce pak dostaneme
e (7 F O\ _ e 0 ) _ (=1
(]7]7 m, m\0,0) - (m —-m 0) _( 1) (m 0 _m) - \/m (4'16)

Poznamenejme, Ze CG koeficienty (j1, j2, m1,ms2| 0,0) jsou nulové pro j; # js nebo my #
—meg, protoze nejsou splnéna vybérova pravidla (4.5).

Maticové reprezentace sloZeného momentu hybnosti, rotac¢ni matice

Pro matice slozeného momentu hybnosti J],(Cj ) (3.1) dostaneme s pouzitim vztahu (4.3)
rekurentni relace

(J](j)> , == Z (jlaj?;mllam?’jam/>(j1aj27m1am2|j7m) <‘H](c]1)> , +
m’,m my,mi

/
my,mi,m2

+ Z (1, J2o ma, M| 3, ) (1, Jo, i, malj, m) (J;j2)> ,
m2,m2

/
mi,my,m2

Uvazujme rotace R slozen¢ho systému, které jsou generovany celkovym momentem hybnosti
F= iy oy

e

R= e—%aﬁ-f: o roi- T ® 6—%aﬁ-ﬂ2> — RV g RO,



Pro maticové reprezentace rotaci pak s vyuzitim (4.3) odvodime nésledujici CG rozklad

DI LR = "> (G oy ma, malj,m) (v, o, miy, mblj,m) DY (R)DSE (R).

! !
mi,mj ma,my

(4.17)

Analogicky vztah plati i pro malé d-funkce

) LB) = 3> (s o masmali,m) (G, ga, mi, mili,m)dS(8)d)(8).

/ /
mi,m} mo,ms

(4.18)
Tyto vztahy umoznuji konstruovat Wignerovy D-matice rekurentné.
S pouzitim rozvoje (4.4) snadno odvodime vztahy pro sou¢in dvou d-funkei
9 (3)d9D(B) = 3" (G gama, mali,m) (v, G, mh mbl g m )dY)(B),
o (4.19)
respektive D-funkeci
D?&i}l?m1<R)D7(nZ7m2 Z Z ]17]27m17m2’j7 )(j17j27m/17m/2‘j7m/)Dfi2,m<R)'
] (4.20)

Piiklady

Cviceni 11. UvaZujte dvé cdstice se spinem % Najdeéte bazické stavy odpovidajici celkovému
momentu hybnosti a urcete nenulové CG.

Navod: Bazickym stavim jednotlivych spinti odpovidaji kety \%, j:%) Stavy celkového
momentu hybnosti |%, %,j, m), kde j muze nabyvat hodnot j = 1 (a pak m = 1,0,—1)
nebo j = 0 (a pak m = 0), najdeme pFimym vypoctem pouzitim posunovacich operatorii.
Kety odpovidajici hodnoté j =1 a m =1, —1 jsou rovny

11 11, 11 11 1 1, 1 1
o LD == 9)Y®]=,2), |55, 1,1 =5, —2)®|=,—=).
‘2727 ) > |272>®’272>7 |2727 Y > ‘27 2>®’27 2>

Stav s 7 =1 a m = 0 dostaneme aplikaci posunovaciho operatoru J_=JW 4 J® na stav
’27 29 1 1> tJ
1

11 (1) L 1L el
Tloog = Lj ——11 Jt - J&

B 1 11>®|1 1>+’1 1>®|1 1>
Va2 \'2727 T 2 Tl 2l il )
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Zbyvajici vektor s j = m = 0 lezi ve stejném dvourozmérném podprostoru (ktery odpovida
m = 0) jako ]%, %, 1,0) a je na n&j ortogonalni, takze (diky fazové konvenci (4.12))

11 1 11 1 1 1 1 11
-z = (12 3Y@=, - —|=. =Y ®|=. =) ). 4.21
3300 =75 (53 ® 53 -5 -3 153 (4.21)

Trojice stavi |%, %, 1,m), m=1,0,—1, tvofi tzv. tripletni podprostor, k nému ortogonalni
stav |%, %, 0,0) se oznacuje jako singlet. Nenulové CG tedy jsou

171 = 17 1717 _17_1 17_1 = 17
2°27 27 2

1 111 1 1

— ,0) = — - — =, —=[1,0) =—

Y ) \/§7 (27 27 27 2’ ) ) \/§7

1 111 1 1
- =, = 0,0 = ———5 - = = —=10,0) = —.
<27 27 Y ) \/57 (27 27 27 2‘ Y > \/§

Cviceni 12. Urcete tzv. hyperjemnou strukturu zdkladniho stavu atomu vodiku, kterd je

dusledkem interakce spinu elektronu a protonu. Hamiltonidan popisujici interakci spinid md
tvar

VR
DO | —
DO | —

—_
—_

N
N | =
DO | =
N = N = N =
= N = N =

= B+ 459 . §0),

kde By = —13,6 eV je energie zdkladni hladiny, A je zatim neurcend konstanta a Slew)
jsou operdtory spinu elektronu a protonu.

Navod: Spektrum hamiltonidnu lze snadno urcit pfimym vypoctem. Oznacime-li A = ’Z—Qfl,
pak matice hamiltonianu je

E,+A 0 0 0
0 0 0 Ei+ A
Jeji vlastni ¢isla jsou rovna
E,.=E+A, FE =FE —3A4, (4.22)

pficemz hodnota F; ; je trojnasobné degenerovana. Tento vysledek miZzeme obdrzet s vy-
uzitim teorie skladani momentia hybnosti, konkrétné vztahu (4.2). V naSem piipadé je
J1=7J2= %, takze plati

2 ~ 011 211
Go gok Ly Py —1,0,-1
|2727 7m> 4’2727 7m>7 m ) ) )
2, 5 11 3,11
(e). glp|Z = — _Zp21Z =
st g |2,2,O,O> 47’1]2,2,0,0).
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Vlastni ¢fsla hamiltonianu jsou tedy skutetné (4.22), pfi¢emz kety |3, 5, 1,m), m = 1,0, —1,
odpovidaji hodnoté FE ; a ket ]%, %, 0,0) prislusi hodnoté E o. Vidime, ze pii zapocteni in-
terakce spinti elektronu a protonu se zakladni energie rozdéli na dvé hladiny podle velikosti
celkového spinu atomu vodiki, resp. kvantového ¢isla j. Z méreni spektra vodiku je mozné
urcit hodnotu konstanty A. Preskoku mezi dvéma hladinami hyperjemné struktury odpo-
vida mikrovinné zafenf o frekvenci v ~ 1420MHz (A =~ 21 c¢m), tj. AE = Ey; — By =
4A = hv = 5,9ueV.

Cviceni 13. Celkovy moment hybnosti elektronu je ddan souctem jeho orbitdlniho momentu
hybnosti a spinu ) R )

J, = L + Sp.
1

Najdeéte bazické stavy odpovidajici celkovému momentu hybnosti |I, 3,

I+ 1,m) a urcete
nenulové CG. Cemu je rovno (5’ E) Il %, [+ %, m) ¢ Napiste explicitni tvar vsech stavi pro
[=1.

Navod: V tomto pripadé jde o skladani momenti hybnostis j, =1 € Z, a j, = % Pripad
[ = 0 je trivialni, protoze H® ma dimenzi jedna. Vlastni vektory celkového momentu
hybnosti jsou v tomto pripadé

111
0

1 1

S — —=). 4.23
) 27 27 2 > ( )
Pro [ > 1 méa Hilberttav prostor

11 11 1
>—|0,0>®|§,§>, |Oa§7§7_§>_|070>®|§? 2

1) =140 H(%)’

dimenzi 2(20 4+ 1) a muzeme ho rozdélit na direktni soucet dvou podprostoru lisicich se
velikosti celkového momentu hybnosti, resp. kvantového cisla 7 = [ + %

HbD) = qU=+3) g G=1-3),

Ortonormalni baze v téchto podprostorech tvori vlastni vektory celkového momentu hyb-

nosti |/, %,l + %, m), které rozepiSeme do bazi orbitalniho momentu hybnosti a spinu zpu-

sobem (4.3). Zatnéme s pripadem j = [ + 3, kdy diky vybérovym pravidlim (4.5) plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
|l,§,l—|—§,m> = <l,§,m+§,—§‘l+§,m) |l,m+§>®\§,—§)+

1 11 1 1 11

L= m—= =l+=m)|lm=2)®]|=, ).

+<,2,m 2,2‘ +2,m)|,m 2>®|2,2>

CG uréfme pomoci rekurentntho vztahu (4.11). Dosazenim j = [+ %, j; = I, jo =
my =m+ 3 amy=—3 do (4.11) s hornim znaménkem dostaneme

MEIPE S P o fl=m45 ;1 L1, ! .
Ty T ) T NS P T T )
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Analogicky mizeme vyjadrit CG na pravé strané

1 o1, 1 l—m+3i [l-m+32 /1 3 1], 1
l7_7m+_7__l+_7m - 3 5 l7_7m__7__l+_am_2 )
2 27 2 2 [—m+5\l—m+3 2 27 2 2
1

Tvv

1 11 1 l—m+1 1 1 1 1
Leom+ = ==l =m) =/ ——2 (1=, =, —=|l+ -]
(’Tm+2’2‘+ym> 20+ 1 (’f ’2'+2’ J

Kvili (4.10) je CG na pravé strané je roven 1, takze plati

1 1 1 1 l—m+1
1= S I A = —2 4.24
(’Tm+2’2‘+fm> \ 201 (424)
Koeficient (l 1

s 5y T — 5, 2} [+ 2,m) lekame analogicky pouzitim vztahu (4. 11) s dolnim
znaménkem, kam dosadime j = [ + 1 5o J1 =1, Jo = ;, my = m — % a me = =. Dostaneme
rekurentni relaci

)1 111+1 _l+m4 g ;1 +11l+1 1
A R R s R AT R R

a postupnym zvySovanim m na pravé strané az k maximalni mozné hodnoté l+% dostaneme
s vyuzitim (4.10) vysledek

1 11 1 [+m+ 3
S I = —2 4.2
<l,2,m 2,2‘l+2,m) ST (4.25)

V pifpadé j = [ — 3 diky vybérovym pravidlim (4.5) plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
l,=, 1 — = = |l = — —=|l- l - —=
gi=gm = (Lot go-gli-gom)lm+ Helg -5+
1 11 1 1 11
l,—m——,=|l—= l,m—— —, =)
+«2ml2v‘ 2 )“m 2 ®l3:3)
CG na pravé strané spocitdme podobnym postupem jako v pfipadé j = [ + % Volbou
j=1- %, j1 =1, jo = %, my = m+% amy = —% ve vztahu (4.11) s hornim znaménkem
dostaneme

1 11 1 [l+m+1 1 11, 1
- S —— = - 2l =m-=—l—-=m-1
<172am+ 27 Q)Z Zam) l—i—m—% (l7 7m 7 2“ 27m )
/ 1 1 1 1
= /! +1,—=|l—=,-l+=].
+m+2 < 2’ 5’ +2>

(4.26)
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Analogicky, volbou j =1 —1, j1 =1, jo =%, mi =m — 1 amy = 1 ve vztahu (4.11)
dolnim znaménkem dostaneme
1 11 1 l—m+3 1 11 1
lL=,m——=,=|l—= = f—2 (1, — =|l—= 1
(’2’m 22 2’m) I—m—1 (’2’m+2 2' 2m+)

/ 1 1 1 1 1
- - Zl—1.=ll=Z1=Z2=). (42
—m+ (Z,Q,l ,Q‘Z 2,1 2) (4.27)

CG na pravych stranach (4.26) a (4.27) nejsou rovny jedné. Jejich velikost uréime pomoci
vztahu (4.9) a jiz znamych hodnot (4.24) a (4.25)

1 2
)

J
1= > Y (z,%,—z“,—5

i m=—j
1 1 1 1\2 1 1 1 1\2

— (1.2 —l+1, —Z|1—= —1+= L= 41 =|1+= —]+=
(72’ +7 2‘ M +2> +(727 + 72' +27 +2)

2
1 1 1 1\2 21
= _ — 1—— _ = — — —_—
(z, =+ 1, ‘z > 1+2) +

respektive

J

L= 23 A=,y
J

1 1
= |z, l=1,=|l-
(727 72‘
1

N T
2 21" 2

Pro velikost hledanych CG tedy dostaneme

1 1
S R
27 2
1 1
2

j
|

1 1, 1 1) 1 1, 1, 1\° 1
L=, —l+1,—=|l—=,—l+=) =(l=z1-1,2|] l—=) =——
(’2’ o 2‘ 2 +2) ) ’2‘ 2 2) 20+ 1
Féze je urcena konvenci (4.12) a symetriemi (4.6), (4.7)
1 1 1 1 1 1 1 1
L=, l—1-|l—=l—=] = — |z, =, l—-1|l—<,l—< 0
<727 72' 27 2) (27 727 ‘ 27 2>< )
1 1 1 1 1 1 1 1
L=, —l+1,—=|l—=,—-l+=) = — (=, l-1,Z|l—=,l—=
(727 —"_7 2’ 27 +2) (727 72‘ 27 2)>0
Dosazenim do (4.26) a (4.27) dostaneme
1 11, 1 I+m+ 3
I = - 1= = = ) —2 4.2
<’2’m+2’ 2‘ 2’m> 2A+1 (4.28)
1 11 1 - z
l7_7m__7_ l__am = - m+2 (429)
2 2 2 2 20+1
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Vlastni vektory celkového momentu hybnosti pak diky vysledkam (4.24), (4.25), (4.28) a
(4.29) muzeme zapsat ve tvaru

l$m—|—— lim+— 1
|l li M) =\~ ST ——2|Im \/ ST Z\l,m ®|— —> (4.30)

Krome¢ toho, Ze se jedné o vlastni vektory 12,82 J2a J3, jsou to i vlastni vektory operatoru
S L. Ze vztahu (4.2) plyne

5005 1 1 9 1
@aQH6J+?m>— 4hu q+5om),

5 % 1 1 ) 1
(S D)5t =5m) = —§<z+1>n |z,§,z—§,m>

Operator S.L hraje roli u tzv. spin-orbitdalni vazby, kterd ovliviiuje jemnou strukturu
energetickych hladin vodiku (viz. kapitola (8)).
Pro [ = 1 muze byt j = % nebo j = % Explicitni tvar stavi s j = % je nasledujici

133 11
1,-,—,=) = |1,1 o5
131 1 2 11
1, 55 §> = |1 1)®| 2> \/g|1’0>®|§’§>’
13 1 L1
1.= — 10 1, - 5
L3573 \[l > \/_‘ helyg)
3 3 1
= -1 22y 4.31

Stavy s j = % maji tvar

111 2 1 1 1
1,=,2,2) = 4/2 L)@, —= L0 ®|=, =
it - el - f| )@ 15, 3)
11 1 1 1 1 1
,=,=,—) = —|1,0 -, —=) — —1—1 -, =). 4.32

Cviceni 14. UvaZujte tri rozlisitelné cdstice se spmem =. Oznacme soucet pronich dvou
spini jako

§a2 — g 4 5o
a celkovy spin jako A R . . R R
§= 350 4+ 3@ 4 36 — ga 4 g,

A 2 A «
Najdéte stavy, které jsou spolecné vlastni vektory S 7, S? a Ss. Uvazujte hamiltonidn
castic ve tvaru

i = % (§<1> + 5(2>> . 5O, (4.33)

Jaké jsou hodnoty energie a jejich degenerace?
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Navod: Pro zjednoduseni zapisu oznacme spolecné vlastni vektory S (12)2, 52 a Sy jako
|712, J, m), stavy jednotlivych spint ozna¢ime jako |%, :i:%) = |4). Nejprve slozime prvni
dva spiny, vysledek odpovida cviceni 11. Tyto stavy pak slozime se zbyvajicim spinem - to
odpovida cviceni 13 pro jio =1 =0,1 - tj. stavim (4.23), (4.31) a (4.32).

V pifpadé j = 2 musi byt jio = 1. PouZijeme tedy vektory (4.31), ve kterych tripletni
stavy |1, m) rozepiSeme podle vysledki cviceni 11. Dostaneme celkem 4 stavy

11

11

3
1,
2

3
1.2 2
|727 >

3 3
272
31
7§7§>

) =

3
2

11 11

|§,§>®|§7§>®|§,§>E|+++>,

1‘1 1>®11>®‘1 1>+

V3272 T e Tl

L 21 |1 1>®’1 1>+|1 1>®‘1 1> ®11>
3v2\ 272 2" 2 2" 2 272 272
1

—= (=) [+ =)+ | = ++),

7l )+ )+ )

21 |1 1>®’1 1>+|1 1>®‘1 1> ®’1 1>+
3v2\ 272 2" 2 27 2 272 27 2

+1|1 1>®|1 1>®|1 1>

J3'20 2/ Tl el Tl

1

— (| + =)+ = =)+ = —+)),

7 )+ | )+ | )

1 1 1 1 1 1

g B — V=] —-—=). 4.34

Celkovy spin j = % muzeme ziskat slozenim jio =0 a spinu—%, tj. vyuzijime vztahy (4.23)
kam za |0,0) dosadime singlet (4.21). Dostaneme dva stavy

11

0.- =
|’272>
1 1
0.—. —=
’727 2>

1 11 1 1 1 1 11 11
- E(|§’§>®|§’_§>_'5’_§>®|§’§>)®|§’§>
= S+t ==+,
1 11 1 1 1 1 11 1 1
- E(|§’§>®|§’_§>_'E’_§>®|§’§>> 21573
= S5+ 1=+, (1.35)

Druhou moZznosti jak ziskat j = 3 je sloZenfm ji» = 1 a spinu-1. Vyuzijeme vysledek (4.32)
kam opét za tripletni stavy |1, m) dosadime podle vysledki cviceni 11. Postupné nalezneme
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zbyvajici 2 bazické stavy

2 1 1 1
1 -z - -z Zo_Iy =

|1 1>®|1 1>+|1 1>®|1 1> ®11>
27 2 2" 2 22 22

S = el =),
1i-h) = ff(ﬁ 1>®|2 P+l el55) elz -5 -
Sk hen-held (4.36)

(+ =)+ = +=) = /2= =

3

1
V6
Snadno ovéfime, ze kety |jia,7,m) jsou vlastni vektory hamiltonidnu (4.33), protoze ho
miuzeme piepsat zplisobem

i — %gm 56— % <g2 _ 022 _ g<3>2> _

Odsud vidime, ze plati rovnost

p € 3 S
H|j12,7,m) = ) (J (j+1) = ji2(ji2 +1) - —) J12, J,m) = Ejy, lj12, J,m).
Hamiltonian méa tedy 3 mozné hodnoty energie

9
El,% - 57 EO,% - O, El = —€.

4
Prvni ma degeneraci 4, ostatni 2.

Cviceni 15. Urcete Wignerovu d-matici pro j = 3
Navod: Vyuzijeme CG rozkladu (4.18) pro j; =1, o =1aj=3

é 3 1 3 1 (l)
Wf m Z Z ( m17m2| ) (]-7 57 mllvm/2| §7m,) din'i,ml (6)drrf'2,m2(ﬁ)

mlm mgm

a znalosti d-matic pro j = 1 (3.12) a j =1 (3.14)
28 1 28
1 cos2 —sin8 . va o P Sin 2
dPp) = (. 3 a2 |, dV(B) = smB cosf ——5sinf |,
sing  cosy 2 8 - 2 8
sin® 5§ sin 3 cos” 5
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spoéitanych v piikladu (10) (u dV) jsme rohové koeficienty vyjadiili pomoci vztahii pro

sinus a cosinus polovi¢niho thlu). CG koeficienty jsme uré¢ili v piikladé 13 - vztahy (4.24),

(4.25), (4.28) a (4.29) pro [ = 1, resp. koeficienty ket ve vzorcich (4.31) a (4.32). Primym
3 3 3 3 3 3

vypoctem staci urcit 6 maticovych elementt d(§2)§, d(;)l, d(f)_y d(;)_;, d?) a d(f)_l. Ostatni
272 2’2 27 2 27 2 27 2

odvodime pomoci vztaht (3.5). Postupné nalezneme

1 113 3 1 113 3 (1) (H
e 1— 1 P 1_ 1_ _ 121
( ) ’2’2’2) 8 ( ) ’2‘2’2) X i diy

B

1><1><cos2§><cos§

)
11
2°2

—

3
2

d

W
Njw ~—~

- N

S8
Njw T
M= —

Il

+ VR

-
N | —

—_
N
| W

| wo

= —\/gsingcos2 g,

= (1,=,1,=-|=,= 1,=,-1,=|=,—= d dy?
- (’2’ ’2‘2’2 “\byThal ) T
1 113 3 1 113 1
L= 1, === 1,-,0,—=|=,—=
+(727 72‘272>X( ’2’07 2‘27 2)
1 2 1
= 1xﬁxsin2§xcos§+1x\/;x(—Esinﬁ)x(—sing)

= \/gsin2§cos§,

) 1 113 3 1 113 3 (1) )
= (15122 2) < (12— =2 2 =2 ) ) < dl
a (’2’ ’2‘2’2 b)) e

= 1x1 xsin2§ X <—siné>

(NI

N|w
NI

Q
=
)

wlw
[SIIe]

2

= —sin’ é,
2
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N

Zbyvajici maticové elementy uré¢ime pomoci (3.5). Diky relaci dffg’m = (—1)m'_md(j )
nalezneme

R WAR) W
+(1%0%’g%) x <1% 1—%‘%%) x d) xdf)%Jr
+ (1%0%‘;%) x (1%0%’%%) x d xd() +
+ (1% 1—%‘%%) x (1%0%‘%%) x dY) xd(_%%)%

L (3cos 5 — 1)cos§,

—m/,—m

3 3 3 3 3 3
dh o= dgy, dh L =di dB = —dy
27 2 272 27 2 272 27 2 272
3 3 3 3 3 3
d(_2§) 1= d(ﬁz)_p d(_2§) 3 = _d(’;)_y d(_zl) 1= _d(‘§2)_1'
272 27 2 272 27 2 272 27 2
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Analogicky pomoci vztahu dff)m (=)™ =mdY%)  odvodime

m,m

3 3 3 3
diy = —dp), d?,=dY
213 272 272 27 2
3 3 3 3
d(f)_g = d(_2§) 1, d(_Ql) _3 = d(_gg) _1-
27 2 272 20 2 27 2
Celkem miizeme d-matici pro j = % zapsat ve tvaru
cos® g —/3sin g cos? g /3 sin? g cos g — sin® g
() 3Sin§COS2§ +(3cosf — 1)cos§ —%(3008&4—1)311&% \/_81n2§cos§
d'2’(B) = \/— B 1 B B8 V3sin 2 cos? 8
3 sin? —COS§ 5(3COSB+1)81 5 3(3cosB—1)cosy —/3sin5cos® g
g V/3sin? 8 > oS ﬁ V3 sin g cos? § cos® '8

Cviceni 16. Ukazte, Ze pro integrdl soucinu t7i kulovijch funkci plati vztah

200+ 1)(2l, + 1
/d@/SIDQd‘g Ylm ) l17m1<0 (10)}/2277712(97 90) = \/( 147'('(2)l(—|—21> )(117127070“70)

X (l1, by, my, ma|l, m). (4.37)

Navod: Vyuzijeme vtahu mezi kulovymi funkcemi a D-funkcemi (3.6)

DY (p,0,7) =

a vztahu (4.20) pro j; = ly, jo = lo, j = l3, m = mg, m' = mf a my = my = 0 (suma pres
ms zmizi diky vybérovému pravidlu m; + mo = mg)

DY (2,6,9) Dl (0,6,7) = ZZM,O 0lLs, 0)(h, Lo, mt, mlls, m) DY (9,6, 7).
my

Nahrazenim D-funkei kulovymi funkcemi, preznacenim m) — m; a odstranénim komplex-
niho zdruzeni dostaneme

¥ 2z1+1 )(205 + 1)

Yi,mi (0,0) Y0, m, (0
l1, ( 90) la, 213+ )

(llal27070’l370) (l17l27m17m2‘l37m3)
l3,m3

X}/;3,m3 (07 SO)

Vynésobenim obou stran Y;,,(0, ¢) a integraci pfes prostorové thly dostaneme s vyuzitim
ortogonality kulovych funkei hledany vztah.
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