Kapitola 3

Rotace v kvantové mechanice

Prehled teorie

Rotace v klasické mechanice

V klasické mechanice se vektory z R? pii rotacich transformuji pomoci matic R tvoricich
grupu SO(3) (tj. 3 x 3 ortogonalnich matic s jednotkovym determinantem)

i wn=7 #T=RiT, RT=R"1 detR=1.
Rotacim okolo hlavnich os x,y, z (= 1,2, 3) odpovidaji matice

1 0 0
R.(a) = |0 cosa —sina |,
0 sina cosa

cosae 0 sina
Ry(a) = 0 1 0 ,
—sina 0 cosa
cosa —sina 0
R.(a) = |sina cosa 0
0 0 1

Infinitezimalni rotace (tj. do 1. fadu Taylorova rozvoje) miizeme zapsat ve tvaru
Ri(a) ~ T —iaM;,

kde matice M; jsou rovny

0
My =10
0



Prvky matic M; lze zapsat zplisobem

(M) ), = —igijn,
ze kterého plynou komutac¢ni relace

[M;, M| = iy, M.

Rotace kolem hlavnich os vyjadiime jako exponencidlu matic M;

Ri(a) = e7M:,
Rotace kolem obecné osy dané jednotkovym vektorem 77 je potom

Ra(a) = e M N[ = (M, My, Ms) .

P1i infinitezimalni rotaci okolo osy 77 se vektor 7 transformuje zptsobem

il

r~r+amnxi

Rotace v kvantové mechanice

V kvantové mechanice rotacim odpovidaji unitarni operatory _ﬁi, které predstavuji reprezen-
taci grupy SO(3) na prislusném Hilbertové prostoru H. Stavy se pii rotacich transformuji
zpusobem

) 5 [0') = RJap).

Operéatory rotaci R jsou generovany operatorem celkového momentu hybnosti J. Rotace
okolo osy 77 0 thel « je reprezentovana operatorem

St

Ra(a) = e rofT,

Pii parametrizaci rotaci pomoci Eulerovych uhla «, 8,y (odpovidaji rotacim okolo pevnych
08 z, Y a z) pouzivame znaceni

A

R(a7 57’7) == Rz(a)éy(B)Rz(’y) = e_%aj3 6_%,8j2 e—%’ng

U rotaci zalezi na potadi, operatory rotaci kolem riiznych os nekomutuji, protoze nekomu-
tuji generatory.

Operatory momentu hybnosti, maticové reprezentace

Pripomenme, Ze slozky momentu hybnosti spliuji komutac¢ni relace
[jk, jz} = ilekimJIm-
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Z téchto relact plyne jednak to, zZe J? Jje kompatibilnf se vSemi slozkami J;, a také existence
posunovacich operatoru J. = J; £1Js

iy Ja| = Ends, [0 =0,
Spole¢né vlastni vektory |j, m) operatort Js, J? spliji
Jslj,m) =mhlj,m). J|jm) = B+ Dl m).

Rozsah kvantovych cisel 7 a m je

1.3
= 0,-,1,2,...
] 727 727
m o= j,j—1,...,—J.

Posunovaci operatory pusobi na kety |j, m) nasledujicm zptisobem

Jeljom) = o, lim£1), af, =h/j(j+1) —m(m*1).
Matice operatori Js a J? jsou v této béazi diagonalni

(J3)(j’,m’),(j,m) = <j,7m,|j3’ja m> = mﬁéjj’dmm’7
0

(@RI
|
DO [

o O =
o O O

= (/| J?|j,m) = B2 (5 + 1)8;5 6,
0

(J2) (7" m’),(3:m)
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1
)92
Matice operétort J; o jsou blokové diagonalni

Bloky odpovidaji hodnotdm j = 0, 5, 1,..., kvantové ¢islo m bereme od m = j sestupné.

. . 1 _
<J1>(j'vm')v(j,m) - <j/7 m/“]1|j7 m) = 5jj’§(a;tm5m"m+1 + Oéj,m(sm’,m—l)v
0
0 3
1
3 0 i
J, = h 0 7 0 ’
1 9 L
V2 X V2
0 7 0
.7 NnTo- 1 + —
(JQ)(j/,m/),(j,m) = <]7m J2|j>m>:5jj’2_2~(aj,m5m’,m+l_aj7m5m’7m—1)>
0
o
(o |
Jo = h v A
no VT
0 \/Li 0

Bloky tvori matice J,(Cj ) 5 prvky

(1) = G| Jelj.m). (3.1)

)

Tyto matice tvori iderucibilni reprezentace Jj, na prostoru C¥*1, tj. spliuji komutacni
relace ‘ A
[‘Hl(cj)7 Jl(])] = Zlhffklm(]]%).

J],(j ) jsou matice operatoru slozek spinu velikosti j. Piisobeni operatorit J;, na kety [, m)
miizeme pomoci matic J ,(j ) zapsat ve tvaru

J

Jimy =37 (3) i)

m/=—j ’
Maticové reprezentace rotaci, Wignerovy D-funkce

Matice operatori rotaci jsou v bézi |j, m) rovnéz blokové diagonalni, tj. plati

J
Rijym) = Y (j.m/|R|j.m)|j,m).

m/=—j

19



Oznac¢ime matice rotace okolo osy 7 pro velikost momentu hybnosti j jako Rg)(a), jeji
maticové elementy jsou

RY (@) = (o' | Ra(@) . m).
Pro spin % je snadno urc¢ime explicitné z vlastnosti Pauliho matic
[Oi, O'j] = QiEijkOk, {0'2', Uj} = 251']'11, 0,0 = (57,]][ + igijko—k, (32)

a rozvojem exponenciely do Taylorovy fady. Vysledek je

n

R(?)(a) = cos %]I — isin %ﬁ - 0. (3.3)

P1i parametrizaci rotace pomoci Eulerovych thli se maticové elementy R(a, B, ) oznacuji
jako Wignerovy D-funkce

D7(i27m<a7577) - <j7 m/|R<O[76,’Y)|j7 m>

Dohromady tvoti Wignerovy D-matice, které predstavuji ireducibilni unitarni reprezentaci
grupy rotaci SO(3) na dimenzi 2j + 1. Lze je zapsat zptusobem

Dpble B,7) = (e i e i g, m)
= e (/e 105, m) (3.4)
) (8

dg?m(ﬁ) jsou tzv. malé d-funkce, které jsou ryze redlné. Matice d)(3) je ortogonélni.

Wignerovy D-funkce maji fadu vlastnosti, napt. z unitarity D-matic pro né plati relace
Z Dy, D, B,y) = o,
Z D ( B,7) = O

Déle splhuji vztahy

DY) (a,8,7) = DD, (—a, =B, =) = (~1)}™DY)_ (o, 8,7).

Analogicky pro d-funkce plati vztahy
B (B) = d(=B) = (-1 "d(8) = (-1 Y, (9). (3.5)

Pro celo¢iselné j = [ Wignerovy D-funkce tzce souvisi s kulovymi funkcemi

Y —
D7(rlz),0(a7B77) = ilyl,m<5;a), (36)
v
1 Vm(B:7)-

9
1
l
DY) (o, 8,7) = 57
0
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Wignerovy D-funkce tvori ortogonalni mnozinu funkei Eulerovych thla

. 2
81

/ﬁnmw/ﬁa/ﬁv okl 8.9 D (0.B.7) = BB (3T

0

Ozna¢me jako DU (R) Wignerovu D-matici rotace R pro moment hybnosti j. Kety
|7,m) se pak transformuji zptusobem

R|j,m) §:D R)|j,m'). (3.8)

Transformace pozorovatelnych, kartézské tenzory
Pozorovatelné se pfi rotacich transformuji zptisobem
AR i - AR
Pro infinitezimalni rotace okolo osy 7 o maly thel « plati
. . L
A=A —an, [Jk,A] .

Skalarni pozorovatelné se pii rotacich neméni (takze se neméni jejich stfedni hodnoty),
komutuji se vSemi slozkami celkového momentu hybnosti

A= A, [jk,fl] = 0.

Vektorovy operéator 1% je trojice operatoru ‘7j, ktreré se pri rotacich transformuji podle
predpisu
. 1A
Vj' =R Vi (3.9)
Slozky vektorového operatoru spliuji komutacéni relace
[jk, ‘A/l} = ihaklme. (310)
Jejich stfedni hodnoty se transformuji jako slozky vektoru
(WIVi[0") = Rjx (| Vil¥).
Analogicky muzeme zavést kartézsky tenzorovy operator fadu n jako sadu 3" operédtoru

T, ...i,,» které spliuji vztahy

~

7 =R - .R'T

L1y-eeln 11,71 TnyJn = JlyeJn”

Pro kartézsky tenzor 2. fadu lze pfechodem k infinitezimélni rotaci odvodit komutacni
relace s momentem hybnosti

[jk, ng} =1ih <5kille + 5l~cleil> : (3.11)

Podobny vztah plati i pro tenzory vyssiho radu.
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Priklady

Cviceni 7. Cdstice se spinem % je ve vlastnim stavu S.,. Jakym spinorem 1)’ je popsan stav
po rotaci okolo osy y o uhel a? Urcete vektor polarizace p' = ({o1), (02), (03)) pro vysledny
spinor.

. 1
Navod: Vychozi stav ¢astice je popsan vektorem 1) = <O

;) _ [cosS —sing 1\ [cosg
V=t (a)¢_<sing cos & 0/ \sin2)/-

2 2 2

> . Rotaci okolo osy y dostaneme

stav

Vektor polarizace pro stav ¢’ je roven
P = (sina, 0, cos a),
coz odpovida rotaci ptivodniho vektoru polarizace p'= (0,0, 1) okolo osy y o thel «
cosae 0 sina sin «v

0
P =Ry(a) P = 0 1 0 0ol=1|( o
—sina 0 cosa 1 COS «v

Cviceni 8. Urcete Wignerovy d-matice pro j = % aj=1. Cemu je rovno dY)(2m)?

Navod:
=3 V tomto piipadé diky vztahu (3.3) okamzité nalezneme
W — (05 )
Y N (Siné cosg ) =d'?(f). (3.12)

_igg 1 n
dV(B) = e8> :ZEJS) : (3.13)
n=0

h
I =i—=[1 0 -1
V2o 1 o

Primym vypoctem ur¢ime druhou a treti mocninu matice

|
h2
NSO (Y

. we w010
. 1
~1

0o, 1V =i— 0 —1]=n1".
1 V2o 1 o0

S NN O
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Obecné tedy plati

2n 2 2n+1
JOT = 20307 (s 0), IO = g,
Rozdélenim fady (3.13) na nulty, sudé a liché ¢leny postupné dostaneme
1 (= (=1)" D2 i [ (=D)" 1
d® - 14— ) g | gt 2 T g1 g
(8) T (; I R ; Gne1” 2
cos‘,gfl si?lr,é’
1 2 1
= 1+ ﬁ(cosﬁ — DI - %sinﬁlgl)
s(1+cosB) —Issinf 5(1—cosp)
= % sin 3 cos 3 _\/Li sinfg | . (3.14)
5(1 —cos 3) \%sinﬂ $(1+cos )

Pro g = 27 nalezneme
dV(2r) =1.
Primy vypocet d-matic pro vyssi hodnoty j uz neni pouzitelny.
Cviceni 9. FExplicitnim vypoctem ukazte, jak se transformugi sloZky operdtoru spinu pro
castict se spinem % pii rotaci o uhel o okolo osy z.

Navod: Matice slozek spinu se pii rotaci transformuji zptisobem
s = R (0)S, R (a)
kde

a a 1 a a

)(04) = cos ;I —isin <03, Rgm(a) = cos —I +isin —o3.
2 2 2 2

S pouzitim komutac¢nich relaci a vztahi pro sou¢in Pauliho matic (3.2) pro prvni slozku

operatoru spinu postupné dostaneme

R

N

, h 5 O Lo« L9
S = 5 (cos 501+ isin o cos 5[01, 03] + sin 5030103>
h e , e
= 5 <cos 501 -+ Sin oy — SIn 501)

= cosaS; + sin a.Ss.

Analogickym zpusobem nalezneme

Sy, = —sinaS; + cos Sy,
Sé - 53.
Vysledek odpovida tomu, zZe S; jsou slozky vektorového operatoru, takze plati
R . . cosae  sina 0 Sl cos 045'1 + sin &Sg
ST =R a)ST = R.(—a)VT = [ —sina cosa 0| [ S, | = [ —sinaS; + cosaS,
0 0 1 Ss S,
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Cviceni 10. Uvazujte vektorovy operdtor ‘7, tj. jeho slozky spliugi komutacni relace (3.10).
S pouzitim BCH formule explicitnim vypoctem ovéite, Ze plati vztahy (3.9). UvaZugte rotaci
kolem osy x o whel a.

Navod: Mame explicitnim vypoctem ovérit, ze plati

. . . 10 0 i 14
VT =R M)V = Ry(—a)VT = [0 cosa sina Vol = | cosaly+sinals |,
0 —sina cosa Vs —sinaVs + cos aVs

pricemz slozky operatoru se pii rotaci okolo osy x transformuji zptisobem

~

V! = Ru(a)ViR}(a).

K vypoctu vyuzijeme BCH formuli ve tvaru (1.5), kde

A N A
A: —ﬁO&]l, B:‘/;

PI’OZ':]_jeK():‘A/laKQZ [jl,f/l} :05f(n,n21,tak26
Vi =W
Pro i = 2 postupné dostaneme

~

KO - ‘727 kl = _%Oé |:j17‘72:| = 05‘737

~

R

takze plati A ) X R
Kop = (—=1)"a™ Vs, Kopir = (1) a1V,

Z BCH formule pak dostaneme

() o (e D ) g
Vi = (Z (%)!“k)%*(Zm““)%

k=0 k=0

= cos an + sin af/g.
Analogickym zptisobem pro ¢ = 3 nalezneme

~

Vi = —sinaVs + cos aVs.
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