Kapitola 2

Potencial tvaru o-funkce, Diraciv
hieben

Cviceni 5. Uvazujte cdstici v potencidlu tvaru
V(z) = ad(x).

1. Napiste prislusnou bezcéasovou Schrodingerovu rovnici a naleznéte podminky, které
musi vinovd funkce splnovat.

2. Naleznéte vazané stavy a urcete jejich energie.

3. Naleznéte rozptylové stavy a urcete koeficienty odrazu R(E) a priniku T(E) potenci-

alem.
Navod:
1. Bezcéasova Schrodingerova rovnice ma tvar
h2
— e t(2) + ad (@) (x) = B (z). (2.)

Rovnici zintegrujeme pres maly interval (—¢, ¢)

3 WO — (2]~ av(0) = B [ v,

a provedeme limitu € — 07"
I 0 — 0] + a0) =0,
2M
Resenim bezcasové Schrodingerovy rovnice (2.1) tedy bude spojita funkce ¥ (z), jejiz
derivace ma v nule skok dany vztahem

Y(0%) —9'(07) = 2

¥(0). (2.2)



2. Hledame kvadraticky integrabilni feSeni rovnice (2.1). Pro  # 0 rovnice piejde na

tvar
2MFE

hZ

Jeji obecné Teseni je

(x) = Ae™ 4+ Be ",
Kvadraticky integrabilni feSeni mize existovat jen pro x € R, tj. £ < 0. V tom
pripadé je k > 0 a na zaporné, resp. kladné poloose, mé feSeni tvar

r<0 : ¢Y(z)=Ae™,
x>0 : w[[<.flj') = Be™ "%,

Ze spojitosti funkce v nule plyne rovnost A = B. Z podminky na skok derivace v
nule (2.2)

2M M
U (0) —u5(0) = —24k = %4 & w= Moo

plyne, Ze vazany stav existuje jen pro a < 0, tj. pokud se jedna o potencidlovou jamu.
Energie vazaného stavu je rovna

M 2
B,=-—2
2h?
Prislusna normované vlastni funkce je
Mo _,.,
Q/}a(l') = —Fe | ‘

Pro a > 0 (potencialova bariéra) existuji jen rozptylové stavy.

3. Nezavisle na znaménku « patii energie ¥ > 0 do spojité casti spektra. Rozptylové
stavy lze zapsat ve tvaru

r<0 : Yr(x) = Ae™ + Be ™,
x>0 : (z) = Ce™ 4 De ™,

kde k je urceno energif
2MFE

h?
Podminky spojitosti funkce a skok derivace v nule davaji nasledujici vztahy pro koe-
ficienty A, B,C, D

k:

A+B = C+D, (2.3)
. 2M o
ik(C—D—-A+B) = 2 (A+ B). (2.4)
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Obrazek 2.1: Pravdépodovnosti prichodu (¢erné) a odrazu (Cervené) v zéavislsoti na energii
dopadajici ¢astice.

Uvazujme nyni rozptyl Castice s energii F nalétévajici na potencial tvaru J-funkce
zleva. Na zaporné poloose bude jak dopadajici tak odrazena vina (s amplitudami A,
resp. B), na kladné poloose jen prosla vina (s amplitudou C'), tj. D = 0. Koeficienty
odrazu a pruniku pak jsou

2

B C
R=|= T == 2.5
I (25)
Resenim soustavy rovnic (2.3), (2.4) dostaneme
A A
¢ = Mo’ b=- ikh? *
1= 5 L= ]\]j[ha

Dosazenim do (2.5) nalezneme zavislost koeficienti pruniku a odrazu na energii do-
padajici castice

2
1 1
T(E> - Ma = a?’
L= e 1+ 355
1 ? 1
R(E) = kn2 | M2E
1 - Mo 1 + Mo

Vysledek nezavisi na znaménku «, tj. pravdépodobnost odrazu (nebo priichodu) je
stejna pro potencidlovou bariéru i jamu. Evidentné plati rovnost 7'+ R = 1. Pro
ilustraci je zavislost pravdépodobnosti na energii znazornéna na obrazku 2.1.

Cvi€eni 6. Uvazujte castici v periodickém potencidlu (tzv. Diraciv hieben)

V() =« Z (x —na), a>0,

n=—oo



kde a je mrizkovd konstanta. Naleznéte tvar energetického spektra.

Navod: Hledame feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice

a .
_ m¢ () — « Z d(z —na)(x) = Ey(x). (2.6)

n=—oo

Diky periodicité potencialu lze vinovou funkci hledat ve tvaru Blochovy viny
() = Eu (o), (2.7)
kde u,(z) je periodicka funkce s periodou a. Pro Blochovu vinu plati
Vo — a) = 1Dy (x — a) = e %y, (v) = e M%), (x). (2.8)

Diky tomu stai najit feSeni na intervalu (0,a), na interval (—a,0) ho pfevést vztahem
(2.8), a funkce v nule spojité navazat se skokem v derivaci danym rovnici (2.2).
Na intervalu (0, a) je potencial nulovy a rovnice (2.6) se zredukuje na

vy (@) = =k, (),

kde k zavisi na energii nasledujicim zptisobem

k= MéE | (2.9)
Resenim bezcasové Schrodingerovy rovnice je funkce
€ (0,a) : Y (x) = Ae™ + Be ", (2.10)
Funkci posuneme do intervalu (—a, 0) vztahem (2.8)
Yoz — a) = e 99(Ae*® + Be~ihT),
tj. po pfeznaceni x — a — = dostaneme
z € (—a,0) : Py (x) =e " [Aeik(”“) + Be_ik(””“)} .
Z navazovacich podminek v nule dostaneme soustavu rovnic
A+ B = Aeh=9a 4 Beilktaa (2.11)
iMA—BywmiWA%%J%M%::2%%A+B% (2.12)

kterou lze zapsat v maticovém tvaru

A 1 — ei(k—q)a 1— e—i(k+q)a
) R O e |
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Netrivialni feSeni existuje pokud je matice soustavy singularni, tj.

A 2M
detU = 0 = 2ie™ "™ (2]{: cos(ak) + h2a sin(ak) — 2k cos(aq)) .
To je ekvivalentni podmince

M
cos(aq) = cos(ak) + ETZ sin(ak), (2.13)

kterd urcuje mozné energie ¢astice v Diracové hiebenu. Aby tato rovnice méla feSeni, musi
byt prava strana v absolutni hodnoté mensi nebo rovna jedné

M
t = |cos(ak) + hTZ sin(ak)| < 1. (2.14)

Pribéh funkce ¢ v zavislosti na k je znazornén na obrazku 2.2 pro dvé rizné hodnoty « (ve
v8ech obrazcich uvazujeme M = h = a = 1). Obecné lze vypozorovat nésledujici vliastnosti
funkece ¢:

t t

o

\/\v’\/
! ki ks ks ki Wk !

I I I I I
0 0 k1 ka ks ky ks k

Obrazek 2.2: Prubéh funkce (2.14) v zavislosti na k pro a = 5 (vlevo) a o = 10 (vpravo).
Modfe jsou vyznaceny pasy, kde je podminka ¢t < 1 splnéna. Horni mez pasu je na fixnich

bodech k, = "*.

Pro a = 0, tj. volnou ¢astici, plati vzdy t <1

Pro a > 0 se stiidaji zakazané (t > 1) a povolené pasy (t < 1)

Prok=0jet= |1+ a%a{ > 1, tj. nula lezi v zakdzaném pésu

e Horni meze pésu se nachazi na hodnotach k, = "% nezavisle na «

S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o — +oo prejdou v jednotlivé body k&,
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Obrazek 2.3: Cerna Cara vyznacuje energie v zavislosti na ¢ pro « = 5 (vlevo) a a =
10 (vpravo). Modfe jsou vyznaceny povolené energetické pasy. Cervena ¢arkovana céara

1. .. Lo~ . ﬁ2 2
odpovida energii volné ¢astice (a = 0), kdy k = g a tedy E = Z-.

Dosazenim (2.9) do rovnice (2.13) dostaneme implicitni vztah pro energii (tj. disperzni

relace)
2MFE M 2MFE
cos(aq) = cos (a = ) + ¢ sin (a 7) : (2.15)

2ME
h2,/2ME

Vidime, ze obdobné zavéry jako pro k plati i pro energii:

Pro a = 0 je jsou povolené vSechny energie £ > 0

Pro a > 0 se stfidaji zakazané a povolené energetické pasy

n?m2n?
2Ma?

Horni meze past jsou na hodnotach E, = které odpovidaji energiim ¢astice v

nekonec¢né potencialové jameé sitky a

S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o — 400 bude energetické spektrum diskrétni
a tvoreno vlastnimi ¢isly £,

Pro ilustraci je na obrézku 2.3 znazornéna energie v zavislosti na ¢ pro dvé rizné
hodnoty «. Poznamenejme, ze pokud pro dané k je ¢ feSeni rovnice (2.13), pak je feSenim
i g+ 2" n € Z.V obrazku je pouzita konvence, kdy kazdé¢ hodnoté k € (=2, @)
pritadime ¢ tak, Zze spada do stejné¢ho intervalu. Tim je pro kazdé k£ hodnota ¢ urcena
jednoznacné, a E(q) je rovnéZz jednoznacné definovana funkee.

Z disperznich relaci (2.15) muzeme urcit grupovou rychlost

1dE
9 hdg’

v
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Obrézek 2.4: Grupova rychlost v, v zavislosti na energii £ pro o = 5 (vlevo) a o« = 10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné ¢astice (o = 0), kdy

= V2E.

s 0 ) 54 s 10 54
Obrézek 2.5: Grupové rychlost v, v zavislosti na kvazihybnosti ¢ pro a = 5 (vlevo) aar = 10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné ¢astice (o = 0), kdy

_ hq
'Ug—M.

pomoci derivace implicitni funkce. Grupové rychlost v zavislosti na energii je znazornéna
na obrazku 2.4, resp. v zavislosti na ¢ je na obrazku 2.5. Z grafi je vidét, ze grupova
rychlost pro E, resp. ¢, blizké krajum péasu klesé k nule.

Na zavér jesté uréime vinové funkce pro dané k a ¢. Na intervalu (0, a) ma tvar (2.10).
Diky Blochové teorému ji mizeme na intervalu (na, (n + 1)a) zapsat zptisobem

z € (na, (n+1)a) : hy(x) = 9 (A*@0) 4 Be—iklz—na))

Zbyva urcit koeficienty A, B, které jsou dané soustavou rovnic (2.11), (2.12). Z rovnice
(2.11) vyjadiime A pomoci B

sin (3a(k + q))
sin (3a(k — q))

Budeme uvazovat dodate¢nou normaliza¢ni podminku mezi dvéma d-funkcemi (¢, neni
kvadraticky integrabilni na R, je to zobecnéna vlastni funkce ptislusejici bodu ze spojitého

= (o=

A=RB etk (2.16)
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spektra)
/|¢q(x)|2dx .y (2.17)
0

Normaliza¢ni podminka vede na rovnici

in(ak) — . .
a(|A|2 + |B|2) + Sln;{a ) (ABefw,k + ABelak) -1
Dosadime za A ze vztahu (2.16), _Si“glk)
uprav dostaneme

nahradime pomoci (2.13) a po fadé algebraickych

20(B 1 — cos(ak) cos(aq) + 2 (cos(ag) — cos(ak))? 1
1 —cos(a(k —q))
Analogicky miiZzeme ziskat i vztah pro |A|?
2a|A\21 — cos(ak) cos(aq) + 22 (cos(ag) — cos(ak))? .
1 —cos (a(k +q))
Z téchto dvou rovnic pak muzeme vyjadiit A a B ve tvaru
B = Cy/1—cos(a(k—q)) e
A = s5Cy\/1—cos(a(k+q)) e
1 1
C — )
V2a \/1 — cos(ak) cos(agq) + L (cos(aq) — cos(ak))?
s = sgnlcos(aq) — cos(ak)].

Vlnova funkce na intervalu (na, (n + 1)a) normalizovana na jednu periodu je tedy rovna

V,(z) = Ce'dme (5 V1 —cos (a(k + q)) ehlz=(n=3)e) 4 V1 —cos (a(k —q)) e’ik(’”’("’%)“))

Pro ilustraci je na obrazku 2.6 vlnova funkce pro o = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426)
a jeji rozklad na periodickou funkci u,(z) a rovinnou vlnu €.
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Obréazek 2.6: VInova funkce pro @ = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426) a jeji rozklad na
periodickou funkci u,(z) a rovinnou vlnu €'?*. Realna ¢ast je vyznafena modre, imaginarni
¢ast Cervené. Nahofe je zobrazena cela vlnova funkce v,(z), ¢erné je vyznacena hustota
pravdépodobnosti nalezeni ¢astice. VInova funkce sice neni periodické, ale hustota prav-
dépodobnosti ano, protoze |1,(x)|* = |u,(x)|?. Dole je zobrazena periodické funkce u,(z)
(vlevo) a rovinna vina €“® (vpravo).
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