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Stacionarni poruchova teorie

@ Najit presné feSeni bezcasové Schrédingerovy rovnice je ¢asto nemozné
(nedostatek symetrii)

@ Predpokladame hamiltonian ve tvaru souctu

I:I:I:I0+€/:I/ J

@ Zname vlastni &isla a vlastni vektory Hy, ma prosté spektrum

Foluy”) = EClv) (1)

e H' predstavuje poruchu
@ Chceme urdit viastni &isla a vlastni vektory H

Alvi(e)) = Ex(e)lvr(e)) 2) |
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Stacionarni poruchova teorie

@ Odectenim rovnic (2) a (1) dostaneme

(Fo— E) 18 = (AEc—H' ) [u(e)) ® |

@ Oprava vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru

A= Ei(e) — B, 1A%k) = [9k()) — [0 J

o Skalarni sougin (3) s ("]

(E — EO) 18 = AEWOin(e)) — el O1A hin(e)) @

@ Specialné pro j = k dostaneme

AECO [9r(e)) = (OB pn(e)) )]
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Stacionarni poruchova teorie

@ Dodatecna normaliza¢ni podminka

GO =1 = GO |Age) =0 )

@ Opravu vlastniho vektoru hleddame v OG doplnku
@ [¢k(g)) nemusi mit normu 1, ale to nevadi
@ Rovnice (5) se zjednodu$i do tvaru

AE« = e(w® 1 ux(=)) 6) ]
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Poruchovy rozvoj v parametru ¢

@ Rozvoj vlastnich Cisel a vektorl do mocninné fady

Ex(e) = E +eEV+2ED + .

AE ’

W(e)) = i) +elwl)) + 2w +
[Ag) )

@ Dosadime do (6), ¢len u e° — oprava vlastniho Cisla fadu s

ES = I ) |
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Oprava 1. fadu pro nedegenerovanou vlastni hodnotu

@ Stfedni hodnota poruchy v plvodnim vlastnim stavu

E = W) = (7)o |

e Staci, Ze E,ﬁo) ma nasobnost 1
@ Ostatni vlastni hodnoty mohou byt degenerované
@ Hy miize mit i spojité spektrum
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Oprava vlastniho Cisla 2. radu

E® — (O B}y J

@ Potfebujeme opravu 1. fadu vlastniho vektoru |¢/(<1)>
o Pfedpokladame, ze Hy ma gisté bodové spektrum
° |1/1,((1)> Ize rozlozit do baze {|¢](0)>}

) = 3 @) @) J

J

o Z podminky ({”|Agx) =0 = (V¥ =0, s > 1
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Oprava vlastniho vektoru 1. radu

@ Fourierovy koeficienty <1,Z)/(0)|w,((1)> pro j # k urime z rovnice (4)
@ Dosadime do (4) mocninné rozvoje, ¢leny u ¢
0)( 21, (0
(WO IA ) J

(0),,(My —
<¢/ |¢k >_ Elgo) _ E/(O)

@ Oprava vlastniho vektoru 1. fadu

(0 £r1,©
(1) . <'¢j | W)k > (0)
J#k Tk T
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Oprava vlastniho Cisla 2. radu

@ Dosazenim rozvoje dostaneme opravu 2. fadu vlastniho Cisla

Oy (i | ) 2
ko — 0 (0)
" EO-E

@ Plati, pokud ES’) méa nasobnost 1, Hy ma &isté bodové spektrum
@ Ostatni vlastni hodnoty mohou byt degenerované

@ Pokud Hy ma nedegenerovany zakladni stav — oprava 2. fadu energie zakladniho
stavu je nekladna
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Oscilator v homogennim poli

@ Linedarni harmonicky oscilator v homogennim poli

P P =2 . PN
_ / _ 0 22 I
F=FHotefl, Ho= o+ M2 H =X J
@ Vlastni &isla a vektory Ho
A 1 > n
Bolm) = (- 3 ) Bl 1€ B, (0lm) = G, 3 Il =1 J
n=0

@ Poruchu zapiS$eme pomoci posunovacich operator(
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Oprava 1. radu

@ Maticové elementy operatoru poruchy v energetické bazi

N h . n h _
(miF ) =\ i (mla + 8_11) = 1/ g (@Fbmps + 070ma—1) J

@ Diagonalni maticové elementy A’ jsou nulové
@ Oprava 1. fadu je nulova pro vSechny vlastni hodnoty
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Oprava 2. fadu

@ Opravu 2. fadu uréuji nediagonalni maticové elementy A’

AimP _ h o |2 o |2
£@ _ [(m] n N n
n mz#n £Q _ O " 2Mw \ FO _ O " g0 _

B 1
2Mw?

@ Do 2. fadu poruchového rozvoje plati

2
_ £ 2p@) _ 1 €
En—En +€En —(n*f‘é)hw—m J
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Oscilator v homogennim poli

@ Celkovy potencial Ize upravit na Ctverec

1 5 o 1 5 € \2 g2
§wa +8X_§Mw (X+Mw2) C 2Mw?

@ Zmeénou promeénné y = x + ;= dostaneme hamiltonian LHO posunuty o konstantu
@ Presné hodnoty energie jsou

En=(n+ ! hw — i
" 2 2Mu2
@ Poruchova teorie da presny vysledek
@ Opravy vyS$Sich fadua (s > 2) budou nulové
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Hamiltonian elektronového obalu helia

@ Celkovy hamiltonian

H=FHy+H

@ Hy — 2 neinteraguijici elektrony v poli jadra (Z proton(, pro helium je Z = 2)

A A . P2 zq e?
Hy = H; + H. H=—-—L_—" =
b=Hi +Ha, H; o Q y—

@ Porucha H' — interakce elektrond
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Zakladni stav Hy

@ Vlastni vektory H; — uréené kvantovymi &isly N;, I;, m;

A R Z2Q . n? _
Hi|N;, I;, my) = —ﬁiz|N,-,/,-,m,->, R = Ba 54.4eV, a= ol 0,53-10""m
@ Dva nerozliSitelné fermiony — stav musi byt antisymetricky
@ Musime uvazovat i spiny elektronu, energie na nich nezavisi
@ Zakladni stav neporu$eného hamiltonianu Hy
1
$i”) =11,0,011 @ [1,0,0)2@ = (1)1 @ |-z — =1 @ [+)2) J

@ Odpovida energii E(¥ = 2R = —Z9 =~ _108.8 eV

ag
@ Experimentélni hodnota — E; = —78.9 eV
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Oprava 1. radu energie zakladniho stavu

@ Zakladni hladina je nedegenerovana

1 0), 2.0 0) rp (0
EY = @A) = (w, Al |
@ VInova funkce zékladniho stavu v x-reprezentaci

)z, % v % o At
Y1/ (X1,%2) = P100(X1)P100(X2),  P100(X) = T3

@ Oprava 1. fadu energie zakladniho stavu je ur€end integralem

2z 1 Z\°
E1(1) _ C/d3X1/d3X26 2ptntre) 1 : ngz il
|X1 = X2| s ap
R3 R3
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Vypocet integralu

@ A’ 1ze rozepsat pomoci Legendreovych polynom

1 1 (n) S
= = Z P(cosf), ry <ra, Xi-Xo=riracosf
X1 — Xzl r2 = \ 12

@ Legendreuv polynom Ize rozepsat pomoci kulovych funkci

P?(cos §) =

g Z V(01 01) Yim(02, 02), 63,01 ¢ X J

@ Integraly prevedeme do sférickych soufadnic
@ Integrél pfes r, rozdélime na intervaly (0, ry) a (ry, o0)
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Vypocet integralu

@ Integral pres prostorové thly 6+, o1 (Yoo = \/%)

™

2
/d% /Sin 01d61Yim(01, 1) = Var(Yim, Yoo) = V4T5100mo
0 0

@ Analogicky pro integral pres prostorové ahly 65, ¢
@ Ze sumy zbude pouze ¢len = m =20
@ Zbyva spocitat integraly pres ry a r»

oo n s
_oZ 1 _nZ s Z
E1(1) = C(47r)2/dr1r126 “& (r—/drzfzze zaorz-l-/drzl‘ze Zaorz)
1

0 0 n

— —_ = — syt
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Vypocet integralu

@ Integraly pfes r, pomoci per partes

Iy

5 _za;rz B 1 @ 3 B _galn 22r4 222f12
fae s = {(2)° (1o (14200128
0
yi —2Zp, 1 rag\3 —2Zn 221
/drgrge o' ¢ = Z<7> e o (1+ =
I

@ Integral pfes r; pomoci I'-funkce

1 ap\3 T =l 7 Zn\ -1\ 5 rap\5
I = Z<7) (/drme 0 —/dr1r1 <1+a—0 e * | =15 8<7)
0 0
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Oprava 1. radu energie zakladniho stavu

@ Celkem pro opravu 1. fadu nalezneme

5
E" = c@nr—(2) _22Q__ 5 po J

128(2 8 a 16

@ Do 1. fadu poruchového rozvoje je energie zakladniho stavu rovna

E = EO4EM— 165(0) —74.8 ¢V J
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Prehled

@ Degenerovana viastni hodnota
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

o E© je vlastni hodnota Hy s koneénou nasobnosti N > 1
@ Celkovy hamiltonian tvaru H = Hy + =H’
@ Porucha muze snizit degeneraci vlastni hodnoty

E(e), Efe—0)=E®

@ Hledame vlastni &isla a vlastni vektory H ve tvaru fady

Alyi(e)) = Ei(e)lwi(e))
e = ) +elty+ .
Ei(e) = E(O)+€E/-(1)+...

° |z/;j(°)> nejsou rovnici I:IOWI(O)> = E(°)|1/}j(°)) uréeny jednozna¢né

Martin Stefariak Kvantova mechanika

1. prosince 2023

26/38



Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

@ Dosadime rozvoje do (7), ¢lenu ¢

Foluy )+ F1u”) = EOl ") + £7197%) ®) |

@ Zvolime si n&jakou bazi v podprostoru s energii £(©)

Foley) = EOlg), (@il = 0 J

@ Rovnici (8) skalarné vynasobime s |¢x) - zbavime se |w}1))

(ol A1) = ED (gl |

@ RozepiSeme neznamé |w}0)) do baze {|¢k)}

W) =" aklon),  ak = (ekle”) (10)J
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

@ Dosazenim rozvoje (10) do rovnice (9) dostaneme

N
S exlHlona = EVajk, k=1,...N
=1

@ Lze prepsat v maticovém tvaru

10 _ £ 4(0)
Hy;™ = 57 )

@ Matice operéatoru poruchy ztZeného na podprostor E(0) v bazi {|¢x)}

Hy ) = (x| H'|61) J

o y\% =(a1.....an)7 - vektor [¢{%)) vyjadieny v bazi {|¢k)}
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Poruchova teorie pro degenerovanou vlastni hodnotu

operatoru poruchy zuzeného na pfislusny podprostor

Postup reseni

Zvolime si ngjakou bazi {|¢x)} v podprostoru s energii £
Uréime matici zGZeni operatoru poruchy — Hy , = (ok|H') o))

Opravy 1. Fadu degenerované vlastni hodnoty E(©) jsou rovny vlastnim &islam matice J

Vlastni ¢isla matice H' — opravy 1. fadu Ej(”

Vlastni vektory matice I’ — koeficienty spravnych vlastnich vektoru Hy vzhledem k
poruse H’

N
) =" ajulex)
k=1

Na volbé baze {|¢k)} nezavisi
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Prehled

© Linearni Starkav jev na vodiku
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Linearni Starkuv jev na vodiku

@ Rozstépeni hladin vodiku vlivem homogenniho elektrického pole
@ Dipélovy moment atomu vodiku — d = —e(Xe — X,) = —exX

@ Energie dipélu v elektrickém poli E— U = —d - E

@ Hamiltonian po odecteni pohybu tézisteé

Fi=FHo+eX E Fo

P2
M dreq r

Sféricka symetrie Hy — zvolim osu z ve sméru E — E = (0,0, ¢)

H=FHy+cH, H =eX;=ercost J

Intenzita elektrického pole — parametr poruchového rozvoje
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Oprava 1. fadu zakladni hladiny Hy

@ Vlastni vektory My

FolN, 1, m) = EQ|N, 1, m), E,(VO):—%, R=13.6eV J

@ Zakladni stav |1,0,0) je nedegenerovany

EM = (1,0,0/4/1,0,0) = (100, H'tr100) J

@ Jeho vinova funkce je sféricky symetricka

1
¢100(r79’50): 3e a,
ma

_ A4meoh?
- Me?

@ Energie zakladniho stavu Hy se do 1. fadu nezméni
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Opravy 1. fadu pro excitované hladiny Hy

@ VInové funkce vlastnich stavti o

Yrim(r.0,9) = Bni(r) Yim(0, ) ]

@ Degenerace hladiny E,(VO) je Dy = N?
@ Matice zGzeni operatoru poruchy /' — N2 x N2 matice

Himyrmy = (N, I,m|H'|N,I',m)

= e (/ r3R_,w(r)RN,/(r)dr) X

0

27 by
X (/ dcp/sin 0dOY )Yy cos€d9)
0

0
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Opravy 1. fadu pro excitované hladiny Hy

@ Integral pres uhly Ize vyjadfit obecné

/lg_mg ///2_m2

@ Nenulové maticové elementy jenprom=m'al=1/ +1
@ Radialni integral je komplikované spocitat obecné
@ Dale se omezime na 1. excitovanou hladinu (N = 2)

@ Nenulové maticové elementy operatoru poruchy v podprostoru

(2,1,0H'|2,0,0) = (2,0,0|H'|2,1,0) ]
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Maticové elementy poruchy pro N = 2

@ VInové funkce relevantnich stavl

1 ro .- 3
Yo10(r,0,0) = —e 2 Y;0(0, ), Y1,o(9,<P)=\/4—C059
2,/6a3 2 g
0
Yooo(rbg) = — (2—L>e‘220Y 0,0), Yoolf,e) = ——
2,00\, 0, - 5 238 ao 0,0\0,®), 0,0V, ®) = \/E
@ Integral pres prostorové uhly
27 s
/d /sin&d@Y_ L cos@—L(Y Y. )—L
J <PO 10772 /3 Mo o) =
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Maticové elementy poruchy pro N = 2

@ Radialni integral

e/r3R21(r)R20(r)dr = 8a4\/_ (2——> e adr= ejo_ (2r(s) —r(e))
0
_ ﬂ _
_ 38\/§4I 3v/3eay )

@ Celkem jsou maticové elementy rovny

(2,1,0|H'|2,0,0) = (2,0,0|H'|2,1,0) = —3eay ]
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Opravy 1. fadu pro Eéo)

o Matice A v podprostoru E” (pofadi baze |2,0,0),]2,1,0),[2,1,1),[2,1,—1))

0 -3ea 0 O

, | -3ea 0 0 O
=19 0 0o
0 0 00

w5 = 25(1,1,0,0)7, ¥f3 = 25(1,-1,0,0)7, ¥{3, = (0,0,1,0)7, ¥}, = (0,0,0,1)7 |
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Linearni Starkav jev pro 1.

excitovanou hladinu vodiku

Ey3(e) = Eg)) + 3eas

25(12,0,0) — [2,1,0))
EY Eaa(e) = B
2,1,1), |2,1,—1)
Byi(e) = B — 3eac
25(12,0,0) + 12,1,0))
e=0 =70

Hladina N = 2 se roz&tépi na multiplet 3 hladin
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