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Spin a orbitalni moment hybnosti

@ Splnuji stejné komutacni relace

[[k, [,] = ihegmLm, [ékaél] = ifikimSm, J

@ Pusobi na jinych prostorech

" R N . d
Ly e L (LZ(RS, dSX)) : Ly = eimQPm = —Ihsk/mX/aT
m

h

Sk € L(C?), Sk =50k

@ Jde o rizné reprezentace Lieovy algebry su(2)

Reprezentace Lievy algebry su(2)
@ Jaka je mozna velikost spinu kvantové ¢astice?
@ Jaky tvar maji matice operatoru slozek spinu?
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Ireducibilni reprezentace su(2)

@ Lieova algebra g - vektorovy prostor s Lieovou zavorkou
@ Definice Lieovy zavorky v su(2) (mé dimenzi 3)

Uk, Jil = ihe kimjm J

@ Reprezentace Lieovy algebry g na 57

p X e g — ﬁX € E(%% ﬁ[x,y] = [ﬁXﬂﬁ}/]

v

Ireducibilni reprezentace

@ Operatory nemaji spoleCny netrivialni invariantni podprostor
@ Matice operator( nelze soucasné blokové diagonalizovat

@ S, je ireducibilni reprezentace na €2

@ Ly je reducibilni reprezentace na L2(R3, d®x)
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Obecny moment hybnosti

@ Operatory obecného momentu hybnosti jsou reprezentace su(2)
@ Splnuji komutacni relace

[:/k; «A//} = ihexmIm J

@ Moment hybnosti je generator rotaci

Ri() = exp (—i—liaﬁ- j) J

@ Operatory Ry(«) predstavuji reprezentaci Lieovy grupy SO(3) -
grupa rotaci R3
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

@ Jy — reprezentace su(2) na .# kone¢né dimenze

[flk,://} = ihemdm, Ik = *A//t J

e Komutaéni relace = Js a J? = J2 + J2 + J2 jsou kompatibilni

P = A0, A =pld ), Ap=? |

@ Posunovaci operatory Jy = J; + ido

[:/3, :/j:] = :Izh:/:t, [:/2, :/j:} =0 J

@ J; mé ekvidistantni spektrum, Ay = & (stejné pro Ji)

Je|A, 1) = o A, £ ) ]
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

Vztah mezi A a i
Vi) € A, (| + Be) = |9 ]? + By > 0
0 < (Al B+ J5 N ) = (A pl PN, ) — (A, pl BN, ) = A — i
N——
2
@ Pro dané ) jsou hodnoty 1 omezené — ;2 < X
@ Existuji maximalni a minimalni hodnoty i — pmax @ fmin

Pmumax) # 0, p\a/lmin>750
J—&-’)\:Mmax) = 07 J—’)\ylimin> =0
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

A

IR =R S e e 2 S T J

Hodnota 1imax

0 = J+\)\,MmaX> = 3—g+|>\7umax> = (gz - *73? - h33) | As imax)

= (A - ﬂgnax — Ppimax) |\ hmax) = A= N?nax + Apimax

Hodnota rmin

0 = ‘Aj—|)\aﬂmin> = 3+J—|/\7Nmin> = ('-72 - 332 + hg:i) ’)\7,U«min>

= (/\ - ,U?nin -+ hﬂmin)|)\7 ,Umin> = A= N%qin — Nfmin

Kmin = —[Mmax J
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Algebraicka teorie momentu hybnosti

@ Existuje celé nezaporné k takové, ze plati

:/_If_‘)\, Nmin) Y p‘numin + kh> S |/\,Mmax> J

k
Pmax = Hmin + Kb = —fimax + Kh = pimax = §h J

@ Zavedeme | = g — nezaporné polocelé Cislo

Hmax = —pPmin = fR, A= hzj(j+ 1) J

@ Preznacime vlastni vektory pomoci kvantovych Cisel j, m

Pli,m)y = K3j(j+1)lj,m), Jslj,m) = mhlj, m)
,mlj,m)y = émm', m=jj-1,...—j
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Ireducibilni reprezentace su(2)

@ Fixni j — Hilberttiv prostor s#U) dimenze 2 + 1

AV = [[j,m)m=jj—1,...,—f], ~ C¥ )

@ Matice operatortl J; a J2 jsou v této bazi diagonalni

jh 0 ... 0

. G—-1)h 0 0

J3= | {,mldlj,n) | = . . .
e 0 0 ... —jh

J2 = | (j,m|PPlj,n) | = R3j(j + 1)I
N———

R2j(j+1)8mn
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Matice operator(i J; a J»

@ Zkonstruujeme pomoci posunovacich operatord

h= s (Urd), R=f(-3), L=0 J

@ Pusobeni J. nakety |j, m) zname

Jelj,m) = afpliom£ 1), oy = h/fGHT) —m(m=T) |

@ Matice operator(i J..

Jy = ((j, m|J |, ”>> = (O‘fném’”ﬂ) J

@ J ma nenulové prvky v pasu nad diagonalou, J_ pod diagonélou
@ Matice J tvofi ireducibilni reprezentaci su(2) na .#U)
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j= % — odvozeni Pauliho matic

@ Spin-} — reprezentace su(2) na #(2) = [|1,1), 11, -], = C?
@ Matice S; je diagonalni

o (1 0 _h
3= 2\0 —1) " 27

@ Matice posunovacich operatord Sy

0 aj |, 0 1 00
_ T _ _af _ _
Sy = (0 20 2> h (O 0) hoy, $_ =8, =nh <1 0> ho_

e Matice Sy = 3(5: +S5.)a S = 4(5- - §))

g _h(0 1y _n o _h (0 =i\_h
175\1 0) 27" P27 5\ 0) 2%
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Rozlisitelné a nerozliSitelné Castice
V kvantové mechanice nezname trajektorie ¢astice

RozliSitelné Castice
o Castice rtizného typu - li§i se v néjakém parametru nezavislém na

dynamickém stavu (hmotnost, naboj, velikost spinu, . . .)
e Castice mohu oéislovat jako 1., 2. atd.

v

NerozliSitelné ¢astice
@ |dentické castice

@ Oznaceni Castic ztraci vyznam
@ Predpovédi teorie na ocislovani nesmi zaviset
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Slozeny systém N rozliitelnych Castic

@ Rozlisitelné 8astice s Hilbertovymi prostory 72K k =1,...N
@ Hilbertlv prostor slozeného systému .7# — tenzorovy soucin
Hilbertovych prostor jednotlivych &astic 7K

#=xVex?s.. 0a" ]

@ Nemusi nutné jit o rizné Castice, ale obecnéji o rizné stupné
volnosti

Elektron se spinem

@ Orbitalni prostor — 75, = L2(R3, d®x)
@ Spinovy prostor — 7 = C?
@ Popisujeme oba stupné volnosti souCasné — 77 = o @ s
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Tenzorovy soucin dvou Hilbertovych prostort

@ 2 rozlisitelné &astice s Hilbertovymi prostory #) k = 1,2
@ ON béaze v Hilbertovych prostorech

{9} P =6, 3w =1 J

@ Hilbertliv prostor slozeného systému — tenzorovy soucin

A =0 @ 4P ]
@ Mnozina {WJ,O)) ® \1/1,(2)>} tvofi ON bazi 7

(1@ @w@1) (v @ w2)) = @ WS GP1P) = dmdn J

@ Pokud dim 7K = dj, < co = dim# = d; - db
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Separované stavy

o Castice jsou nezavisle na sobé ve stavech |¢(¥))

[©) = [6) ® [¢®) )
@ Rozpis stavii |¢(k)) do bazi
D) = alut™), 162 = by J
i J
@ Separovany stav slozeného systému ma tvar
[®) = aibylef) @ [v?) J
f.f

@ Vysledky méfeni na 1. Castici nezavisi na méfeni na 2. ¢astici
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Priklad — tenzorovy soucin prostort dimenze 2 a 3

H=C®C%~C° |

@ Stavy 1. a 2. Castice

@ Separovany stav slozeného systému

a b1
ai b,
a; bz

o=¢Ved®= | h
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Obecny stav slozeného systému

@ Obecné vektory z .7 Ize zapsat ve tvaru

)= cilpl) @ [P, denwm ® [yP) J

7./

@ Skalarni soucin vektort

(Vo) = Zc,,d,, J

@ Obecny stav |®) nemusi byt separovany — provazany stav

©) # [61) @ [6@) J

@ Vysledky méfeni na jednotlivych ¢asticich mohou byt korelovany

@ Korelace mohou byt silngjSi nez je mozné v klasické fyzice
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Pozorovatelné slozeného systému

@ Jednocasticové pozorovatelné — rozsifime jednotkou

AV =Axl B®=18B )

@ Spekira A a A jsou stejna

Alef") = ajlaf") = AVjaf") @16?) = alo(”) @ 16@) |

o A a B® jsou kompatibilni, spol. vl. vektory oV} & |5/(2))

" 1 2 1 2 7~ 1 2 1 2
AN 2|87 = alal)e|8®),  BM|a{)0|s?) = blal")s|s! ’>J

@ Interakce Castic — pusobi netrivialné v obou prostorech
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Uloha dvou téles

@ Dvé rozlisitelné kvantové &astice bez spinu v R3

A =2 @ #® = 2R3, d®x) ® L2(R3, d®x) ~ L2(RS, d®x) J

@ Obecny stav sloZzeného systému — vinova funkce ¢ (X(1), x(2))

@ Interpretace stavu — amplituda pravdépodobnosti nalezeni 1.
gastice v bodé X(1) a 2. 8astice v bodé x(@)

@ Interakce — potencidl zavisejici jen na rozdilu poloh

V(X1 @) = v — 3(2) J

@ Hamiltonian sloZzeného systému

p)2  p22

_l’_

H=om T o 7V~ 2w
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Uloha dvou téles

Stejné jako v klasické mechanice Ize odseparovat pohyb tézisté )

v v v

@ Souradnice tézisté a relativniho pohybu

My X1 + Mo X(2)
(0 — 71 2 (N — (1) _ 2(2)
x( — X\ =x X
M; + Mo ' J

@ Pfechod k novym proménnym

(X, %) = (XD (xO, (), 3@ (3D x(Y) J

@ Transformace parcialnich derivaci

0 0 n 0 0 1 Iy 0 Iy 0
= ) = 1 — V22— 1y
an(t) aX]_(U 8)(/-(2) 8Xj(r) My + M, 8)(]-(2) 8X-(1)
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Uloha dvou téles

@ Hamiltonian v novych proménnych

A~ h2 2M1+M2 —
- = V(x()

H (v, + ) T e Ar VT
= /:It‘f'l:lr

v ovw

@ Hamiltonian tézisté

p(12
t — 2M Y

M=M; + M,

@ Hamiltonian relativniho pohybu
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Atom vodiku jako systém dvou téles

v v oavNy 7z sz 4
® Nekonegné tézké jadro — Ey = —1%, R= i

@ Jadro vodiku - proton s hmotnosti m, = 1,67 - 10727 kg = 1837m,
@ Uloha dvou téles — v R nahradit m, redukovanou hmotnosti
MeMp 1 Me

—— P _—m ~ 1--"6)=(1-5.10"*
H Mg -+ My e1+%‘j e mp) ( )me

v

|zotopicky jev
@ Spektrum zavisi na hmotnosti jadra
@ Deuterium - v jadfe je proton a neutron, m, = mp

Me2Mp
"= me +2m, el

Mme . . 4
~(1-2,5-1
2mp) ( 75 0 )me

@ Spektralni line deuteria jsou o malinko krat$i nez pro lehky vodik

v
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