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Prehled

@ Popis stavii kvantové castice
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Kvantova Gastice v R3

@ Okamzity stav je popsan vinovou funkci 1(X) — komplexni funkce
@ Bornova interpretace — +(X) musi byt kvadraticky integrabilni

/ (R dx < oo
R3

@ (X) a cy(X), ¢ # 0 popisuji stejny fyzikalni stav
@ Dodatecna normalizacni podminka

/|¢(z)\2 @¥x = 1 = wy(X) = [$(X)? J
Ra

@ Princip superpozice — ayy + by je také pripustny stav Castice
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Kvantova Gastice v R3

Je superpozice kvadraticky integrabilni? ]

Minkowskiho nerovnost

( / 1 + a2 d3x) < ( / [ d3x) + ( / ol dsx)
]R3 ]R3 RS

v

@ Kvadraticky integrabilni funkce — vektorovy prostor .#2(IR3, d®x)
@ Po jisté Uprave Ize zavést skalarni souc¢in — Hilbertdv prostor

A = L[3(R3, d®x)

Martin Stefariak Kvantova mechanika 6. fijna 2020 5/39



pre-Hilbertav prostor

Vektorovy prostor se strikiné pozitivni formou (-, -) (skalarni soucin) ]

@ Pozitivni forma na .Z2(R?3, d°x)

(,6) = /w )o(%)dx

@ Neni striktné pozitivni — (¢,9) =0 < ¢ ~ 0
@ Vektorovy prostor tfid funkci — L?(R3, d®x) = Z?(R3, d°x) /.
@ Na L2(IR3, d®x) je forma strikiné pozitivni

L2(R3, d®x) je pre-Hiloertav prostor |
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Hilbertlv prostor

Skalarni soucin indukuje
@ normu vektoru — ||| = +/(¢¥, %)
@ vzdalenost vektort (metriku) — p(v, ¢) = ||[v — ||

Hilbertlv prostor .77
Vektorovy prostor se skalarnim soucinem, ktery je Uplny

@ C" se standardnim skalarnim soucinem je Hilberttv prostor
@ [2(RR3, d®x) je Hilbertlv prostor

Separabilni Hilberttv prostor
Obsahuje vSude hustou nejvySe spocetnou podmnozinu
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Prostor stavl kvantové castice

Postulat 1

@ Prostor moznych stavl kvantové Castice je separabilni Hilbertiv
prostor 77

@ Stav kvantové Castice je popsan nenulovym vektorem ¢ € 7

@ Bez Ujmy na obecnosti Ize volit ||| = 1

@ Skalarni soucin uréuje amplitudu pravdépodobnosti prechodu
mezi stavy

Wy_y = 1(¢,9)I?

@ Globalni faze — 1 a ¥y popisuiji stejny fyzikalni stav
@ Relativni faze — () = ¢ + €'“¢ popisuji razné fyzikalni stavy
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Prostor stavl kvantové castice

Volba Hilbertova prostoru
@ Kvantova ¢astice v R® — 7 = L?(R3, d®x)
@ Kvantovy LHO — 7 = L?(R, dx)
o Castice na Usetce (oo potencidlova jama) — 7 = L2((a, b), dx)
@ Spin § — . = C?
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Ortonormalni baze

Ortonormalni baze (ONB)
@ Ortonormalni mnozina B = {¢n} C 7

(1/),,, zﬁm) = 5n,m

@ Ortogonalni doplnék B+ je nulovy vektor

(¢,9n) =0Vn — ¢ =0

A je separabilni = existuje nejvysSe spocetna ortonormalni baze J
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Vlastnosti ortonormalni baze

Necht B = {¢| n€ N} je ONB v 57, ¢ €

FourierQiv rozvoj

Y= (¢n ) v¥n
n=1

e

v

1117 =D " (3, )P
n=1
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Rieszovo lemma

@ Pro kazdy spojity linearni funkcional € s#* existuje prave jeden
vektor ¢ € J# takovy, ze

Vip € A, O(¢) = (6,)

@ J a s* jsou izomorfni
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Diracuv Bra-ketovy formalismus

@ 7 — abstraktni Hilberttv prostor

@ Vektor z 5 — ket |¢)

@ Skalarni soucin |¢), |¢) € H — (Y|9)

@ Lineérni funkcional z s#* — bra (v

@ Rieszovo lemma — [¢)) «— (¢| je navzéjem jednoznacné
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Koneéna dimenze N, 7 ~ CN

Standardni baze 7

(11 = (1,0,...,0),
(2] = (0,1,...,0),

(N| _ (0,0,...,1).
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Koneéna dimenze N, 7 ~ CN

Obecny ket

ai
a

=] . | = @l =) =@ 2. ...3N)

an

FourierQv rozvoj

W) = me Y1), () = g

N
Wl = Y @i, (@l =) =2
j=1

A\
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Ortogonalni projektory

Skalarni soucin

1
0
(111 = (1,0,...,0)| . | =1

1 1 0 . 0

0 0O 0 . 0
‘1><1’ = (1707 ’0):

0 0O 0 . 0
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Ortogonalni projektory

@ |j){j| je ortogonalni projektor na ket |})

~—
1

G138 = Gle) iy, (DGNZ = 1) Gli) Gl = 1) 4l J

@ Obecné |¢)(v] je ortogondlni projektor na ket |1))

Ortonormalni baze

{)li=1,...N} je ONB <
@ Relace ortogonality

@ Relace uplnosti
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2 ma nekonecnou dimenzi

VZzdy existuje nejvySe spocetna ortonormaini baze )

Ortonormalni baze

{I/)lj € N} je ONB <=
@ Relace ortogonality

(ilj) = 0
@ Relace uplnosti

o n=1
j=1
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Prehled

e Pozorovatelné veliciny v kvantové mechanice
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Pozorovatelné v klasické a kvantové mechanice

Klasickd mechanika

@ Stavovy prostor — fazovy prostor I

@ Stav — poloha a hybnost (g, p) € T

@ Pozorovatelné — realné funkce na fazovém prostoru f(q, p)
@ Mozné hodnoty pozorovatelné — obor hodnot funkce f

v

Kvantova mechanika

@ Stavovy prostor — Hilbertlv prostor .7

@ Stav — nenulovy vektor ¢ € 7

@ Pozorovatelné — samosdruzené operatory A na %

@ Mozné hodnoty pozorovatelné — spektrum operatoru o (A)

¢
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Pfifazeni operatort pozorovatelnym pro ¢astici v R3

Poloha a hybnost

(Qu)(®) = x0(®).  (Bu)(®) = —mg—‘”}()

Princip korespondence

flg,p) — f(Q,P)

Celkova energie
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Samosdruzené operatory

@ Zobecnéni pojmu hermitovsky operator pro dim 7 = co
@ Pro dim Z = oo existuji operatory, které nejsou omezené
@ Neomezené operatory nelze spojité rozsifit na cely 7

Sdruzeny operator k neomezenému operatoru A

(W, AX) = (¢, x), Aly=¢, D(A!) = {y[3p}

Samosdruzeny operator

~ ~

A=At (D(A) = D(A")

@ Operatory polohy C)j a hybnosti I5, jsou samosdruzené
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Spektrum operatoru

Definice spektra pro dim 77 = oo

A € 0(A) € C <= A — X neni bijekce D(A) — #

v

Bodové spektrum o,

~

@ A— Aneniprosty = 3 £0, Ay =\
@ ) je vlastni Cislo, ¢ je vlastni vektor

v

Spojité spektrum o,

@ A — X neni na (surjektivni)
o \¢ o—p(ﬁ\), a zaroven 3 posloupnost jednotkovych vektort {¢,},
ktera nema konvergentni podposloupnost, takova, ze

lim (A— \)¢p =0

n—oo

.
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Spojité spektrum

Bodum ze spojitého spektra nelze priradit vlastni vektory )

v 7 . v =~ - d
Hybnost Castice na primce P = —ihZ

@ Formalni reSeni rovnice na vlastni Cisla

Py = pyp = —il) = pp = 1hp(x) = AerP

@ 1p(x) neni kvadraticky integrabilni — [¢(x)[?> = A2

@ P nema z4adna vlastni &isla ani vlastni vektory

@ Hybnost ma pouze spojité spektrum — o(P) = o(P) = R
@ ¢p(x) Ize interpretovat jako zobecnény vlastni vektor

v

Podobng, poloha mé pouze spojité spektrum — o(Q) = 05(Q) =R |
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Pozorovatelné v kvantové mechanice

Postulat 2

@ Pozorovatelnym veli¢inam odpovidaji linearni samosdruzené
operatory na stavovém prostoru %

A=Al

@ Mozné vysledky méfeni odpovidaji spektru operatoru o(A)

Spektrum samosdruzeného operatoru je realné

o(A) C R
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Abstraktni zapis pomoci braketu

@ Operatory Ize reprezentovat pomoci matic
@ ON baze {|j)}

(ilj) = éj, Zli)(i| -1 J

@ Maticové elementy A

Aj = (ilAl) J

@ Abstraktni zapis operatoru

A= Alirl J
i
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Operator s Cisté bodovym spektrem

@ M4 pouze vlastni ¢isla

Aln) = an|n) )

@ Vlastni vektory tvofi ON bazi

(nlm) = 6pm, > _In)(n| =1 J

@ Spektralni rozklad operatoru A
A=3"a|n)(n| J
n

@ V bazi vlastnich vektor( je matice operatoru diagonalni
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Operator se spojitym spektrem

@ Formalni feseni rovnice

Bb) = blb), b e oo(B) )

@ Zobecnéné vlastni vektory — |b) ¢ 7
@ Spojita baze

(blb) = 5(b— b), / dblb)(b| =1 J

@ Spektralni rozklad operatoru B

B / dbblb) (b| J

oc(B)
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Prehled

© Energie harmonického oscilatoru
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Hamiltonian linearniho harmonického oscilatoru

@ Princip korespondence

b Vo 1 520
H—2MP+2MwQ J

@ Rovnice na vlastni ¢isla a vlastni funkce

iy hz " 1 2,2 __

@ Prechod k bezrozmérné proménné

o Mw _ 1/ 2 _ _%
E=\/F ) =86 = ¢" ~ Lo+ Ao =0,A= = J
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Vlastni funkce Hamiltonianu LHO

@ Kvadratickd integrabilita — ¢(£) — 0 pro [¢] — o
@ P¥iblizné feeni pro |¢| — oo

§ 2o — (&) ~ e ¥ ]
@ Ansatz
9(¢) = u()e % |
@ Rovnice pro u
u'=2¢u + (1 - A J

2
@ Kvadratickd integrabilita — u(&) roste pomaleji nez e
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Vlastni funkce Hamiltonianu LHO

@ u ve tvaru mocninné fady

m=0

U(f) = §S Z am£m7 ap 7& 07 s> 0 J

@ Podminky na ¢leny rozvoje

€72 s=0vs=1

& as(s+1)=0
2(m+s)+1-A

m+2+s)(m+1+s)

§m+s . am

Martin Stefariak Kvantova mechanika 6. fijna 2020



Spektrum Hamiltonianu LHO

@ Pokud je co-mnoho am # 0 = u(§) ~ e pro |¢] — oo
@ Kvadraticka integrabilita = u je polynom

IN sudé, 2(IN+s)+1—-A=0 = an.2=0
a=0 = a1 =0

@ Vlastni ¢isla hamiltonianu LHO

2E 1
A:E,N+s:n:>En:(n+§>hw, nez., J
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Vlastni funkce hamiltonianu LHO

@ Vlastni funkce

1
Mw\* 1 2 .
un©) = ()" s Hl) 0%, Hn = Eni J
@ Hermitovy polynomy
dn
Hn(Z) = (—1)”92259_22 J

@ Mnozina vlastnich funkci tvofi ON bazi v /7 = L2(RR, dx)

(¢n7 7ﬁm) = 5n,m J

@ Hamiltonian LHO ma Cisté bodové prosté spektrum

o(H) = op(H) = {En = <n+ %) hw|n € z+}
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|zotropni oscilator

@ Rozlozeni hamiltonianu — tfi nezavislé LHO

Flp — Bt Bt B B T2 A e
3D — I'{ 2 3, — 2M6Xj2 2 wj

@ Vlastni funkce Hsp pomoci vlastnich funkci H

Yy np,ng (X1,X2,X3) = Vn, (x1 )wng (X2)¢n3 (x3)

~ 3
H3Dwn1,n2,n3 = <n1 + n2 + nS + §> hw¢n1,n2,n3

@ Mnozina vlastnich funkci tvofi ON bazi v 7# = L2(R3, d®x)

(lZJm ,M2,N3 5 ¢m1 7m27m3) = 6”1 ,my 5”27"725”3:”73 J
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Spektrum hamiltonianu izotropniho oscilatoru

@ Hamiltonian ma Cisté bodové spektrum

o(Fhp) = op( Flp) = {EN _ <N+ g) hw|N € Z+} J

@ Energie zavisi na hlavnim kvantovém cisle

N=ny+n+ng J

@ Vlastni hodnoty nejsou prosté (kromé Eqy = %hw)

Dy =

(N+1)(N+2) J
2
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Prehled

e Moment hybnosti
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Slozky momentu hybnosti

@ Princip korespondence

Z,‘ = E,jké?j:bk J
@ Rovnice na vlastni ¢isla a vlastni funkce
L = pup ]
@ Zjednodusi se pfechodem do sférickych soufadnic
A 0
L3 = —ih—
3 Ihago J
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Slozky momentu hybnosti

@ Reseni rovnice

%¢:‘”%%=M¢=$¢Uﬁ#ﬁzxvﬁwww J

@ Reseni musi byt spojita funkce - 2r-periodicka ve ¢

u=mh, mecZ J

@ Spektra vSech slozek momentu hybnosti jsou stejna

o(Ly) = op(Ly) = {mhlm € Z} ]

@ Vlastni funkce L3

w(ra 0, 90) = X(f, H)Gim(p J
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