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Obéavame se, ze neni mozno se naucit kvantovou mechaniku ,,poradné a jednou provzdy*,
nybrz ze se jedna o postupny proces. Cilem tohoto textu je predevsim uvedeni do pro-
blematiky a seznameni se s nejdulezitéjsimi priklady a nékterymi disledky kvantove-
mechanického popisu mikrosvéta.

7 tohoto divodu neusilujeme o matematickou rigoréznost na souc¢asné tirovni znalosti,
nybrz zhruba o takovou, kterou pouzivali ,otcové zakladatelé¢‘. To souvisi i s nasim pre-
svédcenim, ze proces uc¢eni musi do jisté miry napodobovat historii vyvoje daného oboru.

Lze jen doufat, ze atraktivita fyzikalnich dusledki a ,,paradoxi‘ kvantové mechaniky
uvedenych v této prednésce bude motivaci ke studiu matematickych struktur nutnych k jeji
presnéjsi matematické formulaci (viz napf. [1]) a tim i k hlubsimu pochopeni.
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Kapitola 1

Charakteristické rysy kvantové
mechaniky

Technicka dokonalost pristroji a metod dosahla na pfelomu 19. a 20. stoleti takové kvality,
ze bylo mozno zkoumat fyzikalni jevy, na které maji podstatny vliv elementarni procesy
na trovni atomi (tj. p¥i charakteristickych rozmérech 107!° m a hybnostech fadu 10724 kg
m/s). Pii jejich zkoumani se objevuji nové fyzikalni objekty jako elektron ¢i foton, které
nemaji ani Cisté Casticové ani Cisté vlnové vlastnosti. Mizeme je nazyvat kvanta
(odtud kvantova mechanika — mechanika kvant) ¢i kvantové Eastice. Teoreticko-fyzikalni
popis takovych objektu je obsahem kvantové mechaniky.

Vzhledem k tomu, Ze s mikroskopickymi jevy a procesy neméame piimou smyslovou
zkuSenost, chybi ndm pro jejich popis prirozeny jazyk. Pomahame si proto pojmy
zndmymi z makrosvéta, které ale nemusi byt vzdy adekvatni. Ptikladem toho jsou napriklad
rizné pokusy vysvétlit pojem spinu analogiemi s momentem hybnosti. Dokonce se zdé, Ze
pri popisu jevu v mikrosvété nékdy selhava i prirozena intuice a tzv. zdravy rozum. To
ale nemusi byt prili§ prekvapivé, nebot i ty jsou extrapolaci a zevSeobecnénim zkusenosti
z makrosvéta. Je proto treba jako vzdy se nakonec uchylit k matematice a konfrontaci
teorie s experimentem.

Hlavnim matematickym néstrojem kvantové mechaniky je funkcionalni analyza, nebot
fyzikalni stavy kvant jsou popsény prvky Hilbertova prostoru a pozorovatelné velic¢iny
linearnimi operdtory na ném. Jakkoliv se zda tento popis pfi prvnim setkani nepfirozeny
a abstraktni, dava spravné predpovédi experimentalnich vysledkii.

Predpovédi kvantové mechaniky maji témér vyluéné statisticky charakter. Predpo-
vidaji pouze pravdépodobnosti fyzikilnich jevi, nikoliv jejich deterministicky vyvoj. Tento
statisticky charakter neni dusledkem matematického popisu predpoklddané nedokonalosti
naSich piistroji, nybrz, jak uvidime pozdéji, je pfimym dusledkem postulati kvantoveé
mechaniky tzn. matematického popisu mikrosvéta.

Cviceni 1. Jakad je hustota pravdépodobnosti nalezeni klasického jednorozmérného oscild-
toru s energii E v intervalu (z,z + dx)? Co potrebujeme zndt, chceme-li tento pravdépo-
dobnostni vyrok zménit v deterministickou ptedpovéd?



Jako kazda fundamentalné nova teorie, i kvantova mechanika méni nase predstavy
o vlastnostech materialniho svéta. Relace neurcitosti, které jsou jejim disledkem, pred-
stavuji fyzikalni zékon, ktery omezuje moznosti poznani piirody a mé nemaly vliv na
filosofické aspekty védy.

Studium kvantové mechaniky a jeji postupné chiapani je ndro¢né nejen kvili nutnosti
naucit se mnoho novych fakti a matematiky, ale i kviili psychologické bariére, ktera vznika,
kdykoliv se setkame s nécim, co nas nuti opustit zazita schemata pramenici z extrapolace
kazdodenni zkusSenosti.



Kapitola 2

Zrod kvantové mechaniky

Zakladni dlohou vSech odvétvi teoretické fyziky (mechaniky, elektfiny a magnetismu, ter-
modynamiky, ...) je popis mnoZiny stavi a urceni casového vyvoje fyzikalnich systémii.
Jinymi slovy to znamena urceni métitelnych velic¢in tzv. pozorovatelnich, které jsou pro
zkoumany systém relevantni, a predpovézeni vyvoje jejich hodnot. Jejich prikladem je po-
loha, hybnost, energie, elektricka a magnetickd intenzita, teplota, objem atd.

Klasicka fyzika popisuje pozorovatelné jako funkce na prostoru stavi. Jejich hodnoty pro dany
stav jsou presné urCeny a fyzikalni zakony urcujici jejich ¢asovy vyvoj jsou popséany diferenciél-
nimi rovnicemi. Timto zplisobem lze popsat Sirokou tfidu jevi, ve kterych interaguji jak hmotné
objekty, tak fyzikalni pole ¢i z&feni. Rozsah téchto jevi je tak velky, Zze na konci minulého sto-
leti se zdéalo, Ze vyvoj fyziky je ukoncen, ze zname vSechny fyzikdlni zakony. Bohuzel ¢ bohudik
se ukazalo, Ze to neni pravda, a Ze klasickd fyzika nedokéze bezesporné popsat nékteré jevy, ke
kterym dochézi v disledku interakci na atomarni drovni.

Cviceni 2. Popiste jednorozmérny harmonicky oscilator Hamiltonovskou formulaci kla-
sické mechaniky. Napiste a vyreste pohybové rovnice. Napiste rovnici pro fdzové trajektorie.
Hodnotou jaké fyzikdIni veliciny jsou urceny?

Zékladni fyzikdlni objekty — hmota a zareni — jsou v klasické fyzice popsany
zcela odliSnym zptsobem. Hmotné objekty jsou lokalizované a ridi se Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi, zatimco zafeni je nelokalizované a 1idi se Maxwellovymi polnimi
rovnicemi. Dochéazi u néj k vlnovym jeviim napf. interferenci a ohybu.

V makrosvété je toto rozliseni plné opravnéné a odlisny zptsob popisu kvalitativné
ruznych objektu zcela logicky. Pokusy provadéné poc¢atkem tohoto stoleti vSak ukazaly, ze
pro popis objekti v mikrosvété jsou piuvodni predstavy neadekvatni, ba dokonce vedou
k predpovédim, které jsou v rozporu s pozorovanimi.

Prikladem takového rozporu je Rutherfordiv planetdrni model atomu, ktery predpoklada, ze
zaporné nabité elektrony obihaji okolo kladné nabitého jadra podobné jako planety okolo Slunce.
Podle této predstavy jsou elektrony klasické, elektricky nabité (na rozdil od planet!) castice.
Problém je v8ak v tom, Ze z teorie elektromagnetického pole pak vyplyva, Ze by pfi pohybu po
zakfivené draze mély produkovat elektromagnetické zafeni na tkor své vlastni mechanické energie.



Predpovédi klasické teorie tedy je, Ze atomy by mély produkovat zareni se spojitym
spektrem energii a mély by mit kone¢nou, dokonce velmi kratkou (cca. 107! s) dobu
zivota. Obé tyto predpovédi jsou v rozporu s pozorovanim. Smifit tento rozpor teorie
a experimentu se podafilo az kvantové mechanice za cenu opusténi nékterych zdéanlive
prirozenych predstav, v tomto pripadé elektronu jako ¢astice pohybujici se po néjaké draze.

Cviceni 3. Spoctéte charakteristickou dobu Zivota elektronu v atomu vodiku, pokud jej
povazujeme za klasickou cdstici pohybugjict se po kruhové draze o (Bohrové) poloméru a =~
1071 m (viz [15], priklad 9.52).

K dalsim klasicky nevysvétlitelnym jeviim, jez staly u zrodu kvantové mechaniky patii
Planckova formule pro zareni ¢erného télesa, fotoefekt a Comptoniv rozptyl elektroni,
které popiseme v pristich podkapitolach. Ukaze se, ze pro jejich vysvétleni se budeme
muset vzdat i pfedstavy o Cisté vinové povaze elektromagnetického zareni.

2.1 Plancktv vyzarovaci zakon

Jednim z problémi klasické fyziky je popsat spektralni rozdéleni intenzity zareni tzv. ab-
solutné cerného télesa, presnéji jeji zavislost na frekvenci zareni a teploté télesa.

Absolutné cerné téleso, tzn. téleso které neodrazi zadné vnéjsi zareni, lze realizovat
otvorem v dutiné, jejiz vnéjsi stény jsou vodivé a jsou ohfaty na jistou teplotu 7. Takto
zahtata dutina vyzaruje elektromagnetické zafeni, jehoz experimentalné zmérené spektralni
rozdéleni je v rozporu s klasickym popisem tohoto jevu.

Oscilaci atomt stén dutiny zahtaté na teplotu 1" se v dutiné vytvaii elektromagnetické
pole (viz [13], kap. 8), jeZ je zdrojem zéareni ¢erného télesa. Jeho slozky E(f, t), g(f, t) musi
spliiovat Maxwellovy-Lorentzovy rovnice beze zdroju

. = 10E
divE =0 tB— ——=0 2.1
iv , TO 25 : (2.1)
— — é
div B =0, rotE—i-aa—t—O (2.2)

a okrajové podminky, které vyzaduji, aby tecné slozky elektrického a normélové slozky
magnetického pole byly na sténach dutiny nulové (viz napt. [13] U9.1 a [14] 1.2), tj.

N-H=0, NxE=0, (2.3)

kde N je jednotkovy vektor sméfujici ve sméru normély ke sténé dutiny. Jako prvni krok
odvozeni Planckova zakona ukazeme, Ze takovéto pole je ekvivalentni systému neinteragu-
jicich harmonickych oscilatori.

Necht E, B vyhovuji podminkém (2.1)-(2.3). Z I serie Maxwellovych-Lorentzovych

—

rovnic plyne, Ze elektromagnetické pole lze popsat ¢tvefici potenciala (¢(%,t), A(Z,t)) zpu-
sobem .
OA

5 B =rot A, (2.4)

E=—grad¢ —

8



Pro Maxwellovy rovnice beze zdroju lze kalibra¢ni transformaci dosdhnout toho, Ze elek-
tromagnetické potencialy (¢, ff) splitujf ¢ = 0,div A = 0 a okrajové podminky N x A = 0
na sténach dutiny.

Kalibrac¢ni transformace

- . o\
H(T,t) = &' (Z,t) — 5@’@ (2.5)
Az t) = A'(Z,t) + grad (7, 1), (2.6)
ktera zaruc¢i splnéni vyse uvedenych podminek, je dana funkci A, ktera spliuje rovnice
o\ ,
i 2.7
ey 27)
AN = —div A’ (2.8)
spolu s okrajovymi podminkami na sténach
N x grad A= —N x A'. (2.9)

Fakt, ze vSechny tyto podminky lze splnit dostatec¢né hladkou funkei A je zarucen rovnici
div £ = 0 a pozadavky na tecné a normalové slozky intenzit na sténach dutiny.
Predpokladejme dale, ze dutina ma tvar krychle o hrané L. Rozlozime slozky vektoro-

vého potencialu do trojné Fourierovy fady (viz napt. [14])
. . MATITY . (Moo . (M3T3T

Ay (Z,t) = Z Q1(m, t) cos( 1L1 )sm( 2L2 )sm( 3L3 >, (2.10)
meLy

Ay(Z)t) = Z Q2 (M, 1) sin <m119f17T) Cos <m2z2ﬂ> sin (m?’zﬂ) : (2.11)
mez.

As(7,t) = % Q3(m, t) sin (mlz;ﬂ> sin <m2[9i’27r> cos <m3}f3ﬂ> : (2.12)
mein

Divod pro tento specialni vybér Fourierova rozvoje je néasledujici: Okrajové podminky
N x A = 0 na sténach krychle implikuji

Al(ZEhl’Q,O,t) = 07 A1($1,07l’3,t> = 0

takze funkci A, lze rozsitit na interval (—L, L) x (=L, L) x (—L, L) jako spojitou funkci
lichou v proménnych x5, x3. O hodnotéach A;(0, x9, 3) zddnou informaci neméme, muzeme
ji nicméné prodlouzit sudé v x;. Fouriertv rozklad liché spojité funkce na intervalu (—L, L)
lze provést pomoci funkci sin (mf”), zatimco rozklad sudé funkce pomoci funkei cos (mz””)
Odtud plyne moznost rozkladu (2.10). Dilezité je, Ze podminka

Al('rlax%[/?t) = 07 Al(x17L7x37t) = O



uz neklade na koeficienty rozvoje zadné dodatecné omezeni na rozdil od piipadu, kdy-
bychom uzili jiné typy rozvoji, napft. pomoci funkei cos (m‘”) pro suda rozsiteni A; v xo, r3.
Stejnou argumentaci dostaneme rozklady funkei Ay, A3 zpusobem (2.11), (2.12).

Z rovnic pro potencidly ve vybrané kalibraci

1 02

i~ A =0, (2.13)

které dostaneme z (2.1), pak plyne, Ze koeficienty Q,ﬁ(t) = @(m,t) pro m € Z% (trojice
celych nezapornych ¢isel) spliji jednoduché rovnice

—

Qi + wh @ = (2.14)
kde
e
Wi = m2 + m2 +m3 (2.15)

a c je rychlost svétla.
Kalibra¢ni podminka div A = 0 prejde na tvar

M- Qm = 0, (2.16)

ze kterého plyne, Ze pro kazdé m € Z3, existuji dvé linearné nezavislé funkce Q% (t), a = 1,2
spliwjici (2.14), (2.16), coz odpovida dvéma polarizacim elektromagnetického zéareni.

Cviceni 4. Ze vzorci (2.10)-(2.12) odvodte formule pro slozky elektrického a magnetického
pole E(Z,t) a B(Z,1).

Energie elektromagnetického pole

1 = 1 =
E== /(50E2 + —B*dV
2 Ho
po dosazeni (2.10)-(2.12) a integraci pfejde na tvar

5°L DI, 2 o), (2.17)

mezd a=12

Z rovnic (2.14), (2.17) vidime, ze elektromagnetické pole v uzaviené dutiné je ekvi-
valentni soustavé nezéavislych harmonickych oscilatori (stojatych vin) ¢islovanych vektory
meZ3.

Elektromagnetické intenzity nejsou plné urceny, nebot nejsou dany zadné pocatecni
podminky a neni tedy ani mozno urcit energii elektromagnetického pole ani energie jed-
notlivych harmonickych oscilatori v sumé (2.17). Na druhé strané vSak vime, Ze elektro-
magnetické pole je v termodynamické rovnovéze se sténami dutiny o teploté T" a 1ze jej tedy
popsat metodami statistické fyziky. Z tohoto hlediska je mozno na elektromagnetické pole

10



v dutin€ pohliZet jako na soubor oscildatori, pricemz kaZdy z nich miZe interakci s termosta-
tem nabyvat rizniych energii. Pravdépodobnost vyskytu oscilatoru ve stavu s s energii €(s)
je dana Boltzmannovou statistikou s rozdélovaci funkei

P(s,T) = A(T)e™ 77, (2.18)

kde k je Boltzmannova konstanta k = 1.38 x 1072*J/K a A(T) je normaliza¢ni konstanta
dané podminkou
> P(s,T)=1.

Nas budou zajimat stfedni hodnoty energif oscildtort s vlastnimi frekvencemi v = 52 =
el
2

~

e(v,T) = Ze(s)P(s, T),
S

nebot energii elektromagnetickych vln, jejichz frekvence lezi v intervalu (v, v +dv), pak lze
spocitat jako soucet stfednich energii oscilatori s frekvencemi v témze intervalu.

Jednotlivé oscilatory jsou cislovany celociselnymi vektory m a smérem polarizace «.
Prifadime-li kazdé dvojici oscilatorti s pevnym m bod v Z3, pak v duasledku (2.15) mno-
zina oscilatort s frekvencemi v intervalu (v, v + dv) lezi v jednom oktantu kulové slupky
poloméru 2Lv/c a tloustky 2Ldv/c v prostoru vektort v Z3. Energie oscilatori s frekven-
cemi v intervalu (v, v+dv) je pak rovna souctu energii (2.17) avsak pouze ptes body v této
slupce, tedy

l——— — /2L\° —_—
d€ =2 ge(l/, T)4rm*dm = e(v,T) (7) midv = Ve(v,T) i—:y2dy, (2.19)

kde V' je objem dutiny a ¢ je rychlost svétla. Hustota energie oscilatoru (elektromagnetic-
kého pole) s danou frekvenci tedy je

p(v,T)=¢e(v,T) 86—21/2. (2.20)

Predpokladame-li, Ze se jedna o klasické oscilatory, jejichZz energie mutze nabyvat libovolnych
kladnych hodnot E(q, p) = ap? + 3¢* a rozdélovaci funkce souboru stavii oscilatoru danych hyb-

nosti p a polohou ¢ je
E(q,p)

P(q,p) =Ae 51,

pak stfedni hodnota oscilatort je nezavisla na v
e(v,T) =kT (2.21)

a energie pole v dutiné pfipadajici na interval frekvenci (v,v 4 dv) je

8T 4
p(v, T)dv = 3V kETdv

11



(Rayleigh-Jeansova formule). Tato rozdélovaci funkce vSak neodpovida experimentalnim hodno-
tam pro velké frekvence v. Navic celkova hustota energie elektromagnetického pole

82/ p(v, T)dv (2.22)
0

diverguje.

Cvi€eni 5. Odvodte formuli (2.21).

Experimentilné namérené hodnoty spektralniho rozdéleni hustoty energie dobfe popi-
suje funkce navrzena M. Planckem ve tvaru

_ 8t S
IO(V, T) = 3w (2.23)
ekT —1

kde experimentalné uréend hodnota konstanty h = 6.62 x 1073* Js (viz obr. 2.1).

p(v,T)
T=1500 K

T=1300K

-----

T=1100K ™,

o
S

v

Obrézek 2.1: Spektralni rozdéleni hustoty energie absolutné ¢erného télesa pro teploty 900
K, 1100 K, 1300 K, 1500 K

Cviceni 6. Napiste rovnice urcujici polohu maxima Planckovy rozdélovact funkce pri dané
teploté. Jak se méni poloha mazxima s teplotou (Wieniv posunovaci zikon)?

Cviceni 7. Urcete priblizné teplotu, pri niZ se spektrdlni rozdéleni hustoty energie zdreni
cerného télesa spoctené na zdkladé Rayleighova-Jeansova zdikona lis7 ve viditelné oblasti od

veliciny mérené o 5 procent. Jak velky je tento rozdil v oblasti maxima p pii této teploté?
Zavisi pomer této odchylky na teploté?

12



Cviceni 8. Napiste rozdélovaci funkci hustoty zdreni cerného télesa podle vinovych délek.
Napiste rovnici urcugici jeji maximum pro danou teplotu.

K odvozeni rozdélovaci funkce (2.23) je tfeba uéinit néasledujici podivny predpoklad
(Max Planck, 1900):

Harmonické oscilatory, jejichz soubor je z energetického hlediska ekvivalentni elektro-
magnetickému poli v dutiné, nemohou nabyvat libovolngch hodnot energie, ale pouze ta-
kovijch, které jsou celym nasobkem zdkladniho kvanta energie €g, tzn. E, = ney. Zdkladni
kvantum energie oscildtoru je umeérné jeho frekvenci.

o = 60(1/) = hv.

Stavy harmonického oscilatoru jsou tedy ¢islovany kladnymi celymi ¢isly n a rozdélovaci
funkce stavi oscilatoru s frekvenci v a energii E, je

1 _ nhv

P,=A e *T .

Hodnotu konstanty A dostaneme z normovaci podminky »_ >, P, = 1. SeCtenim geomet-

rické fady
> nhv 1
A = eiﬁ = —u
Stiedni hodnota energie harmonickych oscilatori s frekvenci v je pak

e(v,T) = ZnhuPn = At Znhue_% =A! [— 3(?1?)} = thV
n=0 n=0

%L exrT — 1

Energii elektromagnetického pole v dutiné ptipadajici na interval frekvenci (v, v + dv) pak
opét spocitame jako sou¢in (2.19) stfedni hodnoty energie oscilatorti s frekvenci v a poctu
oscilatoru s frekvencemi uvniti daného intervalu, z ¢ehoz dostaneme Planckovu formuli
(2.23).

Celkova hustota energie elektromagnetického pole (2.22) spocitané z takto uréené roz-
délovaci funkce nediverguje a jeji teplotni zavislost odpovida Stefanovu-Boltzmannovu za-

konu. ] 00 3 8 k’4T4 00 3
o) = [T =T [T e
c 0 ekt —1 & hoJ, em—1
kde
_87rk47r4
Bh3 15

Zavér: Rozdélovaci funkei zafeni absolutné ¢erného télesa lze odvodit pomoci predpo-
kladu, ze energie harmonického oscildtoru s frekvenci v mizZe nabyjvat pouze diskrétnich
hodnot E, = nhv, kde h je univerzalni konstanta.

Uvédomme si, ze jakkoliv je tento pfedpoklad zvlastni, neni v rozporu s nasi zkusenosti,
nebot diky velikosti Planckovy konstanty h jsou nespojitosti energii Av i pro velmi rychlé
mechanické oscilatory hluboko pod mezi pozorovacich chyb.

Existenci diskretnich hodnot energie se podafilo prokazat i u atomu (konkrétné rtuti)
v sérii pokust Francka a Hertze v letech 1914-1919 (viz [11]).

13



2.2 Fotoefekt

Potvrzenim Planckovy hypotézy o kvantovém charakteru energie elektromagnetického pole
bylo i Einsteinovo vysvétleni fotoefektu — emise elektronii stimulované svételnym zarenim,
pozorované poprvé Lenardem v roce 1903.

Popisme tento experiment v pozdéjsim usporadani, které provedl Millikan v roce 1916
(viz obr. 2.2). Na fotokatodu zapojenou do elektrického obvodu dopad4 monochromatické
svétlo s frekvenci v, ktera se postupné méni. Svétlo produkuje elektricky proud. Zdroj
stejnosmérného napéti je zapojen tak, Ze vytvari elektrické pole, které vraci elektrony
emitované svételnym zafenim zpét.

~ Monochromatické svétlo s frekvenci v

Fotokatoda

Obrézek 2.2: Millikanovo zapojeni pro méreni fotoefektu

Pri jisté velikosti napéti U, = Us(v) proud prestane prochéazet. Experimentalné zjisténa
zavislost napéti Ug na frekvenci svételného zéfeni je linearni.

h
U, = g(y — 1)

Einsteinovo vysvétleni faktu, Zze od jisté frekvence niZe nejsou fotokatodou emitoviny
zadné elektrony (neprochézi proud), spo¢iva v tom, Ze v procesu emise elektronu pusobi
vzdy pouze urc¢ité celistvé kvantum zareni — foton, jehoz energie je ve shodé s Planckovou
hypotézou amérna frekvenci £ = hv. (,,...the energy of a light ... consists of a finite number
of energy quanta ... each of which moves without dividing and can only be absorbed and
emitted as a whole’*) Kinetickd energie emitovaného elektronu je

Ekin = GUS(V) = h(V — Vo) = Efoton — Eion- (224)
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Pro frekvence nizsi nez vy = Eion/h, kde Ei,, je ionizaéni energie materialu fotokatody,
k emisi elektronti nedochazi ani pii zvétsovani intenzity zafeni (tim se pouze zvétsuje pocet
netspésnych pokust piekonat ioniza¢ni bariéru), zatimco pro v > vy ziskavaji elektrony
energii (2.24). Konstanta amérnosti h, zméfena z fotoefektu, se shodovala s konstantou
urcenou ze zareni cerného télesa.

Zaveér: Existuji kvanta svételného zdreni — fotony, ktera pusobi v elementarnim pro-
cesu uvolnujicim jeden elektron. Energie jednoho fotonu je hv kde v je frekvence odpovi-
dajictho zareni a h je konstanta urcena z Planckova vyzarovaciho zakona.

Cviceni 9. Kolik fotoni za vterinu emituje stowattovd sodikovd vijbojka magici 30 procentni
svételnou ucinnost? Kolik z nich se dostane do oka pozorovatele ve vzddlenosti 10 km?
(Polomeér cocky oka je asi 5 mm.)

2.3 Comptoniv rozptyl

V roce 1923 provedl A. H. Compton pokus, ktery mél odhalit, zda se kvanta elektromag-
netického zareni chovaji jako ¢astice, tzn. zda vedle energie maji téz definovanou hybnost.
V tomto pokusu byl méten rozptyl elektromagnetického (rentgenového) zafeni na grafitu,
v jehoz krystalické mrizi jsou elektrony relativné volné.

Podle klasické teorie je elektromagnetické zareni pohlcovano latkou a pak opét vyzareno. Pri-
tom dochézi k predani hybnosti latce (tj. vSem elektrontiim soucasnég), coz se interpretuje jako
tzv. tlak svétla. V klidové soustavé elektronu pak dojde k emisi z&feni se stejnou vlnovou délkou
a nulovou stfedni hybnosti. V laboratorni soustavé, ve které maji elektrony hybnost B a energii
F., pak pozorujeme podle Dopplerova principu zménu vlnové délky zafeni

P,
(AX)kias = Ao c

JoR ) (1 —cos®), (2.25)

kde Ag je délka dopadajici viny, © je thel, pod kterym pozorujeme emitované zafeni, F,, P, jsou
velikost energie a hybnosti elektronu, které s délkou ozafovani rostou.

Podivejme se jak bude tento jev probihat, pokud se fotony na atomarni arovni chovaji
jako ¢astice s danou energii a hybnosti (viz obr. 2.3).

V tom pripadé je treba elementarni proces rozptylu zareni popsat jako sréazku dvou
Castic, fotonu a elektronu (,,... when an X-ray quantum is scattered it spends all of its
energy and momentum upon some particular electron), pii které se celkova energie a
hybnost zachovava.

€y +Mec® = ¢, + E, (2.26)

ﬁl/o +0= ﬁu + ﬁea (227)
kde

MU, MeC?

e = = o= /=,
P V1—=v2/c? V1—=v2/c?

e, =hv, |p,|=hv/c=h/A

—
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<

Odrazeny elektron
Dopadajici foton

Rozptyleny foton

A

Obrézek 2.3: Rozptyl elektromagnetického zareni na elektronu
a v, je rychlost odrazeného elektronu. Ze zakona zachovani hybnosti plyne

2
(Pro — Do) = §<V2 + 1§ — 2upp cos O©) =

2,2
meve
— . 2/.2

1—v2/c

Pouzijeme-li jesté zakon zachovani energie, pak algebraickymi ipravami dostaneme

=2 2/ 2 2 2
Do = = E./c* —mic.

A— X =

h (1 —cos®), (2.28)
MeC
coZ je vzorec pro vlnovou délku emitovaného zafeni v zavislosti na thlu emise pro poca-
te¢ni nulovou hybnost elektronu. Veli¢ina miec se Casto nazyva Comptonova vinovd délka
elektronu. Jeji hodnota je 2.4 x 1072 m.

Predpokladame-li, Ze opakovanym rozptylem EM zéafeni ziskaly elektrony hybnost rov-
nobéznou se smérem dopadajictho zéfeni velikosti P,, pak vzorec pro Comptonovsky rozptyl
se zméni na

. ()\Ope + h)C

/m2ct + P2c?2 — P.c
Pro P, > h/\ dostavame klasickou formuli (2.25). Comptonovy vzorce (2.29) resp. (2.28)
se vSak experimentalné potvrdily i pro kratkoviné rentgenovské zéareni.

Zavér: Kvanta svételného ¢i obecnéji elektromagnetického zareni maji nejen definova-
nou energii, ale i hybnost, jejiz velikost je nepfimo tumérna vlnové délce zareni ||p]| = h/A.

A—Xo

(1 —cosO). (2.29)

Cviceni 10. Urcete hybnost fotoni viditelného svétla a Rontgenova zdreni.

Cviceni 11. Jakou vinovou délku md elektromagnetické zdrent, jehoZ zdrojem je elektron
— pozitronovd anthilace
et +e - y+y

v klidu?
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2.4 Shrnuti

Z vyse uvednych vysvétleni experimentalnich fakt plyne, Ze v mikrosvété, tj. pii zkoumani
atoméarnich jevi:

1. Existuji fyzikalni objekty — kvanta, kvantové ¢astice — majici jak vlnovy tak ¢asti-
covy charakter.

2. Mnoziny hodnot nékterych fyzikalnich veli¢in, napf. energie ¢i momentu hybnosti,
mohou byt diskrétni tzn. tyto veli¢iny se mohou ménit pouze o konecné prirustky.

Tato podivuhodna experimentalni fakta se nepodarilo vysvétlit metodami klasické fyziky,
ale bylo nutno vybudovat novou fyzikalni teorii a pouzit nové matematické struktury a
techniky. To vedlo ke zrodu kvantové teorie, ktera se obecné zabyva Sirokou tfidou mikro-
skopickych fyzikalnich systéma.

Z pedagogickych divodu za¢neme jeji vyklad popisem jedné kvantové ¢astice bez vazeb,
jejimz typickym reprezentantem je napiiklad elektron. Pti studiu kvantové teorie je tfeba
mit na mysli, Ze jako u kazdé fyzikdlni teorie se nejednad o odvozeni ve smyslu, na
které jsme zvykli z matematiky, nybrz o sérii rozumnych navrha a predpoklada
vedoucich k predpovédim, jejichZ spravnost musi provérit experimenty. Ostatné,
klasickou mechaniku Newton také neodvodil, nybrz postuloval.

2.5 De Broglieova hypotéza a Schrodingerova rovnice

Z vysvétleni experimentalnich fakt v predchozich kapitolach plyne, Ze pfi zkouméni ato-
marnich jevi zafeni prestava mit Cisté vinovy charakter a chova se v nékterych aspektech
jako soubor Castic. Zda se tedy uzitecné zavést novy fyzikalni pojem — kvantové céstice
— popisujici fyzikalni objekty vyskytujici se na atomarnich a nizsich trovnich.

Pod vlivem poznatki o dudlnim c¢ésticové-vinovém charakteru svétla De Broglie v roce
1923 usoudil, Ze tento dualismus je vlastnosti vSech mikroskopickych objekti a Ze nejen
elektromagnetické zareni, ale i hmotné objekty (napf. elektrony) se mohou chovat bud
jako vlna nebo jako Céstice, podle toho jaké jevy, v nichz se tucastni, zkoumame. Vyslovil
hypotézu, ze pro popis jevi na atomdrni drovni je treba priradit volnym kvantovym casticim
s hybnosti p’ a energii E — nikoliv bod fazového prostoru, nybrz rovinnou monochromatickou
vinu Yz g, jejiz frekvence je (stejn€ jako pro foton) imeérnd energii a jejiz vinovd délka je
neprimo umérnd hybnosti cdstice, presnéji funkci

Vyp(T,t) = AehPE-EY) (2.30)

kde A je zatim neuréena konstanta a hi := h/27 = 1.054572 x 10734 Js.

Abychom plné docenili hloubku a smélost této hypotézy, je tieba si uvédomit, ze v té
dobé nebyly znamy zadné pokusy dokazujici vinové vlastnosti hmotnych ¢astic jako je ohyb,
¢i interference. Ty se objevily az o nékolik let pozdéji, pii zkouméani rozptylu elektronu na
krystalech.
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Cviceni 12. Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieovy viny pro molekulu kysliku ve
vzduchu vaseho pokoje a pro castici o hmotnosti 10 ug pohybujici se rychlosti zvuku.

Cviceni 13. Podle de Broglieovy hypotézy urcete ohyb zpusobeny priletem tenisového
micku (m = 0.1 kg) obdélnikovitym otvorem ve zdi o rozmérech 1 x 1.5 m.

Cviceni 14. Na jakou rychlost je treba urychlit elektrony aby bylo mozno pozorovat jejich
difrakci na krystalové mrizi s charakteristickou vzddalenosti atomi 0.1 nm ¢

J eii vztah mezi hybnosti kvanta a jeho energii stejny jako u klasické volné castice
E = & (pfipadné £ = \/p?c? + m?c* pro kvantum pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti
svétla), pak to znamena ze de Broglieova vlna nespliuje vinovou rovnici (2.13), ktera plyne
z teorie elektromagnetického pole. Otazkou tedy je, zda a jakou rovnici spliuje. Tuto rovnici
nasel v roce 1925 E. Schrédinger a nese jeho jméno.

K odvozeni rovnice pro de Broglieovy vlny je nejsnazsi vyjit z vyse uvedenych klasickych
vztahil mezi energii a hybnosti, které vlastné predstavuji disperzni relace, a pouzit identity

., 0 0
it = =i, B = i (2.31)

plynouci z popisu kvant prislusnou de Broglieovou vlnou. Odtud jiz celkem piimocaie
dostaneme rovnici pro de Broglieovu vinu

. 3 2 . 3 82
= _gL ::______ _R2L
at hz:: o h;( h aﬁ)w (2.32)

J

E. Schrodinger postuloval platnost rovnice

o) E
5 = —Zgw (2.33)

i pro kvantovou ¢astici, kterd se pohybuje pod vlivem sil danych potencidlovym polem
V(#). Diferencialni rovnice pro vlnovou funkci takovéto kvantové ¢astice se obvykle pise ve

tvaru
. 2 S,
ih%e = — - Ap + V()W) 2.0

a nazyva se Schrodingerova rovnice. Linedrni operator na pravé strané Schrodingerovy
rovnice

2

X B -

se nazyva hamiltonidn. (Pouzili jsme zde obvyklé konvence u¢ebnic kvantové mechaniky,
ze symboly pro operatory jsou oznaceny stiiskou.)

Resenfm Schrodingerovy rovnice (2.32) pro ,,volnou kvantovou ¢astici‘ (coz muze byt
napt. elektron pohybujici se mimo elektromagnetické pole) neni pouze de Broglieova vina,
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ale i mnoho jinych funkei ¢tyf proménnych. Diky linearité Schrodingerovy rovnice je fesSe-
nim (2.32) i linearni superpozice de Broglieovych vin odpovidajicich raznym hybnostem

(T, t) = @(@e’i(ﬁf‘%) d®p. (2.36)
R3

To je velmi dilezité, nebot monochromatické vlna (2.30) mé jenom nékteré vlastnosti od-
povidajici volné ¢astici, totiz rovnomérnou a piimocarou rychlost sifeni, ale nedavéa zadnou
informaci o jeji poloze. Chceme-li do vinového popisu ¢astice zahrnout i dalsi jeji vlastnosti,
napt. lokalizovatelnost v urcité ¢asti prostoru, pak musime pouzit jiny typ feSeni nez je
¢ista de Broglieova vina.

Cvi€eni 15. Necht'V(Z) = 0 (volnd cdstice) a vinovd funkce éastice ma v case ty ( Jokalizovany“)
tvar

9(%) = Cexp {—A:i‘z + éf} (2.37)

Pomoci Fourierovy transformace urcete reseni Schrodingerovy rovnice (%, t), které v case
to md tvar g(T), tj. spliiuje pocdtecni podminku (T, ty) = g(T), kde Re A >0, B € C3, C €
C.

Cvic€eni 16. Necht funkce (x,y, z,t) je fesenim Schrodingerovy rovnice pro volnou édstici.

Ukazte, Ze
~ M t3 t2
U(x,y,2,1) = exp {—iTg (zt + %) } W (x,y,z + 97725)

je tesenim Schridingerovy rovnice pro éastici v homogennim gravitaénim poli (Avronova-
Herbstova formule). Je mozné tuto formuli a jeji pouZiti néjak zobecnit?

2.6 Bornova interpretace vlnové funkce

Jakmile se objevila Schrédingerova rovnice, ktera vedle de Broglieovy viny pfipousti i
mnoho dalsich feSeni, vznikla prirozené otazka, jaky je jejich vyznam, neboli problém fyzi-
kalni interpretace veSeni Schrodingerovy rovnice.

Zatimco TeSeni pohybovych rovnic klasické mechaniky jsou snadno a pfirozené interpre-
tovatelna jako drahy hmotnych bodu v prostoru, fyzikdlni vyznam feSeni Schrodingerovy
rovnice je na prvni pohled nejasny. Problém interpretace jesté navic komplikuje fakt, ze
Schréodingerova rovnice je rovnici v komplexnim oboru, takze jeji feSeni jsou komplexni
funkce. Podotazkou tohoto problému pak je, zda vSechna TeSeni jsou fyzikdlné upotiebi-
telna.

Po mnoha marnych pokusech interpretovat feseni Schrodingerovy rovnice jako silové
pole obdobné elektromagnetickému ¢i gravita¢nimu byla navrzena jeho statisticka inter-
pretace (Max Born, 1926):
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Reseni Schrodingerovy rovnice udava ¢asovy vyvoj pravdépodobnosti nale-
zeni astice v riznych oblastech prostoru: Je-li ¢(z,y,z,t) feSeni Schrédinge-
rovy rovnice popisujici kvantovou c¢astici, pak kvadrat jeji absolutni hodnoty
|Y(x,y, z,t)[* je amérny hustoté pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v okamziku
t v misté s kartézskymi soufadnicemi (z,y, z). (Borniv postulat)

Cviceni 17. Cemu je umeérnd pravdépodobnost nalezeni castice popsané de Broglieovou
vinou (2.30) v oblasti (x1,x2) X (Y1,y2) X (21,22) 7

Cviceni 18. Cemu je umérnd hustota pravdépodobnosti pro Teseni

B 2
x‘ﬂ)

W(T,t) :C’eﬁx(t)_:iﬂexp —A< D)

(2.38)

20AR

X(t) =1+ (£ —to)

z prikladu 15 pro A > 07 Jak se méni poloha jejiho maxima s casem? Cemu je rovna jejr
stredni kvadratickd odchylka? Jak se méni s casem? Za jak dlouho se zdvojndsobi ,Sirka“
vinového baliku pro elektron lokalizovany s presnosti 1 cm a pro hmotny bod o hmoté 1 g,
jehoZ tézisté je lokalizovdno s presnosti 1076 m?

Jaka omezeni klade Bornuv postulat na feseni Schrédingerovy rovnice? Pravdépodob-
nost nalezeni ¢astice v oblasti G C R? je timérna

/ [ (2, y, 2,t)Pdedydz.
G

Koeficient imérnosti je mozno nalézt z pozadavku, aby pravdépodobnost nalezeni ¢astice
»kdekoliv' se rovnala jedné. Tuto podminku lze snadno splnit, polozime-li hustotu pravdé-
podobnosti rovnou

w(z,y, 2, 1) = AW) (@, y, 2 DI, (2.39)
kde
AW) = | [¢(x,y, 2 t)*dedydz, (2.40)
R3

pokud tento integral existuje.
Fyzikdlné snadno interpretovatelnd jsou tedy takova feSeni Schrédingerovy rovnice,
ktera spliuji

/ (2,5, 2, t)*dzdydz < oco. (2.41)
R3

Témi se budeme v nésledujicim textu zabyvat predevsim.
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1) 2) 3)

?

Obrazek 2.4: Tl varianty experimentu - 1) pouze Stérbina S, 2) pouze Sterbina Sy, 3)
obé Sterbiny oteviené. Z predstavuje zdroj klasickych c¢éstic, vinéni nebo kvantovych ¢as-
tic. V posledni konfiguraci zavisi prubéh intenzity na stinitku na tom, s ¢im experiment
provadime.

2.7 Dvoustérbinovy experiment

Na zavér této uvodni kapitoly si rozebereme dvousterbinovy experiment, na kterém lze
krasné ilustrovat rozdily mezi chovanim klasickych ¢astic, klasické viny a kvantovych ¢astic.
V tomoto experimentu méfime intenzitu na stinitku po prichodu sterbinami v prekazce.
Budeme uvazovat tii konfigurace experimentu (viz. obrazek 2.4): 1) jen Sterbina Si, 2) jen
Sterbina Sy, 3) obé Sterbiny oteviené. V situacich 1) a 2) bude intezita na stinitku v bodé
x dana né&jakou funkei [;(z), j = 1,2, nezavisle na tom, s ¢im experiment provadime. V
posledni konfiguraci, kdy jsou obé stérbiny oteviené, tomu uz tak nebude.

a) Klasické castice
Predpokladéame, ze zdroj Z vysila ¢astice ndhodné a rovnomérné v rozmezi néjakého
thlu tak, aby mohly projit obéma Sterbinami. V konfiguraci 1) a 2) je intenzita
I;(z) amérna pravdépodobnosti dopadu p;(z) jedné ¢astice do mista x po prichodu
Stérbinou §;. Pokud jsou oteviené obé Stérbiny, je pravdépodobnost dopadu do z
rovna souctu pravdépodobnosti p;(z) a po(z). Intenzity se tedy scitaji

Tvar vysledné intenzity je na obrazku 2.5 vlevo.

b) Klasicka vina

Vlnéni po pruachodu Sterbinou S; mizeme popsat néjakou komplexni funkei (am-
plitudou) A;(x), intenzita na stinitku je pak dana kvadratem absolutni hodnoty z
amplitudy, tj. [;(z) = |A;(z)|?. Ve tieti konfiguraci experimentu je amplituda viny
déna souc¢tem amplitud

As(x) = Ay (x) + Aa(x).
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a) klasické b) klasicka
) o ) ®

Castice vina

Obrazek 2.5: Vlevo: Dvoustérbinovy experiment s klasickymi ¢asticemi. Intenzity dopadi
se sc¢itaji. Vpravo: Dvoustérbinovy experiment s klasickou vlnou. Séitaji se amplitudy, ne
intenzity.

Vysledné intezita pak neni souctem intezit [,(z) a Io(x), ale lisi se o interferencni
¢len

Ii(x) = |As(2)]* = Li(z) + Ly(z) + Ay (2) Ay (2) + Ay (2) Ay().

Ten muze byt kladny nebo zaporny, v zavislosti na vzajemné fazi amplitud A;(z).
V nékterych bodech tedy dojde ke zvySeni intenzity (konstruktivni interference), v
nékterych ke snizeni (destruktivni interference), viz. interferenéni obrazec na obrazku
2.5 vpravo.

Kvantové castice

V pripadé kvantovych ¢astic jsou intezity timérné pravdépodobnostem dopadu do
daného bodu, stejné jako pro klasické castice. Ta je dle Bornova postulatu déna
kvadratem absolutni hodnoty vlnové funkce, tedy I;(z) ~ [¢;(z)]?, kde v;(z) je
vlnova funkce popisujici stav ¢astice po prichodu sterbinou S;. Pokud jsou oteviené
obé sterbiny, je vinova funkce ¢astice dana superpozici

Y(x) = i () + Pa(w).

Stejné jako v pripadé vlnéni se sc¢itaji amplitudy a vysledna intezita dopadi vytvari
interferenc¢ni obrazec

(@) ~ [1(2)]* + [ (@)]” + ¥y (2)a(@) + Pr (@), (@),

podobné jako na obrazku 2.5 vpravo. To plati i v pFripadé, kdy tok kvantovych
¢astic (napf. elektront) bude velmi slaby, tj. kdy v experimentu je kaz-
dém okamziku maximalné jedna ¢astice. Na stinitko budou dopadat jednotlivé
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elektrony ndhodné podle pravdépodobnostntho rozdéleni [¢)(x)|? a interferenéni obra-
zec se objevi po dostatecné dlouhém sbirani dat. Kvantova ¢astice tedy ,, interferuje

sama se sebou “.

Podstatné pro ziskani interferen¢niho obrazce je to, ze v této konfiguraci experimentu
neni mozné urcit, kterou ze Sterbin S; nebo S, ¢éastice prosla. Pokud se to poku-
sime urcit (resp. pokud je byt jen v principu moZné informaci o trajektorii ziskat),
experimenty ukazuji, Zze interferen¢ni obrazec zmizi. Uvazujme ¢tvrtou konfiguraci
experimentu, kde mezi Sterbiny umistime zdroj svétla. Elektrony budou se svétlem
interagovat a u Sterbiny S7 nebo S5 uvidime zablesk. Timto méfenim mizeme urcit,
kterou Sterbinou elektron prosel. Stav elektronu pak uz ale nebude popséan superpo-
zici Yy () +1(x), ale jen vlnovou funkei ¥ (x) nebo 15(x). Intezita dopadu elektronii
na stinitko pak bude dana souctem intezit, stejné jako v pro klasické céstice.

Zavérem miizeme Tici, ze mikroskopické objekty maji jak vlastnosti ¢astic, tak vlastnosti
vinéni. Tyto vlastnosti jsou ale komplementarni - podle typu experimentu se chovaji bud
jako cCéstice, nebo jako vlny, nikdy oboje naraz. Pokud se snazime urcit ¢asticové vlast-
nosti (jako napft. trajektorii v dvoustérbinovém experimentu) tak vlnové vlastnosti (jako
interference) zmizi.
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Kapitola 3

Stavy a pozorovatelné v kvantové
mechanice

Schrodingerova rovnice mé v kvantové mechanice stejnou roli jako Newtonova rovnice v me-
chanice klasické, popisuje ¢asovy vyvoj fyzikalniho systému. Matematicky jsou vSak
typy obou rovnic odlisné. Zatimco Newtonovy rovnice jsou soustavou obycejnych diferen-
cidlnich rovnic, Schrédingerova rovnice je parcialni diferenciélni rovnici. Z tohoto rozdilu
plyne i odlisny zptisob popisu stavu v daném okamziku v klasické a kvantové mechanice.

3.1 Stavovy prostor

Stav klasického systému v daném okamZziku je urcéen hodnotou vSech poloh a rychlosti ¢i poloh a
hybnosti jednotlivych hmotnych bodi. Znalost okamzitych hodnot pak jednozna¢né urcuje feSeni
pohybovych rovnic. Pfirozena otéazka je, jak popsat stav kvantové ¢astice.

Schrodingerova rovnice je parcidlni linearni diferenciélni rovnici 1. fadu v case a jeji
feseni je (pfi danych okrajovych podminkach) uréeno volbou pocateéni podminky (%, t =
to) = g(Z), tj. funkei g. Pfijmeme-li pfedpoklad, ze Schréodingerova rovnice (2.34) popisuje
casovy vyvoj kvantové cCéstice, pak dochazime k zavéru, ze okamzity stav kvantové
Castice v R? je uréen komplexni funkci t¥i proménnych (Jak zvlastni!). Této funkei
se obvykle 11k vinovd funkce cdstice.

Bornova interpretace feseni Schrodingerovy rovnice klade na vlnové funkce jista ome-
zeni. Podminka (2.41) plati pro libovolny ¢as ¢ a musime proto pozadovat, aby kazdéa funkce
g(Z) popisujici stav kvantové ¢astice splitovala podminku (7 = (z,y, 2)T)

/R3 l9(2)]2d®z < oo. (3.1)

Tyto funkce nazyvime kvadraticky integrovatelné (na R3 s mirou d®z) a znacime g €
Z?(R3,d3z). Mimo to funkce g a ag, kde a € C je libovolné nenulové komplexni ¢islo
déavaji stejnou pravdépodobnostni interpretaci a popisuji tedy tentyz stav kvantové ¢astice.
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Cviceni 19. Jakd je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve vzddlenosti
(r,r +dr) od jadra, je-li popsdn (v case to) funkei

IRV
g<x7y7z) = Ae “0 Y (3'2)

kde ag = 0,53 x 107 ¢m je tzv. Bohriv polomér vodiku? Viz [2].

Diky Minkowského nerovnosti

213 % 213 % 213 %
(/Rsmmdx) S(/Rglﬂd:v) +(/Rs|g|dx) ,

jez plati pro funkce spliwujici (3.1), tvori kvadraticky integrovatelné funkce linearni prostor.
Odtud plyne tzv. princip linedrni superpozice stavii kvantové mechaniky jedné
Castice: MuzZe-li se cdstice nachdzet ve stavech popsanich funkcemi 1y, 1o, pak existuje
stav popsany funkci ay 4+ bibs, kde a,b jsou libovolnd nenulovd komplexni ¢isla.

Cviceni 20. Lezi minimalizujici vinovy balik ve vySe uvedeném prostoru? Presnéji, je
funkce g ze cviceni (15) kvadraticky integrovatelnd?

Cvic€eni 21. Lezi de Broglicova vina (2.30) ve vyse uvedeném prostoru?

Na linearnim vektorovém prostoru vinovych funkei spliujicich podminku (2.41) je
mozno zavést jesté bohatsi matematickou strukturu, kterd mé pro konstrukci kvantové
mechaniky zasadni vyznam. UkaZeme totiz, ze tento prostor (po jisté faktorizaci) je Hil-
bertiv, coz pak pouzijeme k predpovédi vysledku méreni fyzikalnich veli¢in provedenych
na kvantovém sytému v daném stavu.

3.2 Matematicka vsuvka 1: Hilbertovy prostory

Vice ¢ méné zevrubné pouceni o Hilbertovych prostorech je mozno najit v mnoha ucebni-
cich (viz napf. [1] a citace tam uvedené). Zde uvedeme jen zakladni definice a fakta, ktera
budeme pouzivat v této prednasce.

Definice 3.1. Sesquilinedrni formou na kompleznim linedrnim vektorovém prostoru V (ne
nutné konecné rozmérném) nazveme zobrazeni F : V. x V — C spliugict

F(f+g,h) = F(f,h) + F(g,h), F(f,g+h)=F(f,9)+F(f,h),

F(af,g) = a"F(f,9), F(f,ag) = aF(f,g),

kde a« € C f,g,h € V a hvézdicka znaci komplexni sdruZent.

Priklad: Na linearnim prostoru kvadraticky integrovatelnych funkei na RN lze zavést sesquiline-
arni formu pfedpisem

Plona) = () = [ gi(@n@)da. (33

25



Definice 3.2. Zobrazeni F : V x V. — C nazveme symetrickou formou pokud pro vsechna
f,9€V plati

F(g,f) = [F(f,9)]" "= F*(f.9) (3.4)
Cvieni 22. Ukazte, Ze sesquilinedrni forma je symetrickd tehdy a jen tehdy, kdyz F(f, f) € R.

Definice 3.3. Zobrazeni F : V x V. — C nazveme pozitivni formou pokud pro vSechna f € V
plat?

F(f, f)>0. (3.5)

Pokud navic
F(f.f)=0e f=0, (3.6)
pak tuto formu nazveme pozitivné definitni, resp. striktné pozitivnd.
Piiklad: Sesquilinearni forma (3.3) je pozitivni (a tedy i symetricka).

Tvrzeni 3.1. Pozitivng sesquilinedrni forma spliiuje pro kazdé f,g € V Schwarzovu nerovnost

\F(f.9)]> < F(f. f)F(g,9)- (3.7)

Pritom rovnost nastdvd, prdvé kdyz existuje o € C tak, Ze
F(f+ag, f+ag) =0nebo F(af +g,af +g) =0. (3.8)

Diikaz. Necht f,g € V. Pak z pozitivity a sesquilinearity dostaneme pro kazdé g € C

0 < F(f+Bg, f+Bg)=F(f f)+BF(f.9) + BF(f, 9" +|8>F(g,9) (3.9)

Pokud F(f, f) = F(g,9) = 0 pak volbou 8 = —F*(f, g) dostaneme (3.7). Ze striktni pozitivity
absolutni hodnoty komplexniho ¢isla plyne F'(f,g) = 0 a snadno dokdZeme i druhou ¢ast tvrzeni
(a=0).

Bez tjmy na obecnosti miaZzeme nadéle predpokladat, ze napt. F'(g, g) # 0. Volbou 8 = Flg.f)

- Flg.9)
v (3.9), pak dostaneme nerovnost (3.7). Druhou ¢ast tvrzeni dokédzeme takto: Necht plati prvni

rovnost v (3.8). Z nerovnosti

0<|a*F(g,9) + F(f,qg)

pak plyne |F(f,g)|*> > F(f, f)F(g,9), coz spolu s (3.7) davé |F(f,g)|* = F(f, f)F(g,g). Pokud

naopak tato rovnost plati, pak pro a = —?EZ ’g ; je splnéna prvni rovnost v (3.8). O

Definice 3.4. Sesquilinedrni pozitivné definitni forma na komplexnim linedrnim vektoro-
vém prostoru V' se nazyvd skaldrni soucin. Linedrni vektorovy prostor vybaveny skaldarnim
soucinem se nazyvd unitdrni nebo téZ pre-hilbertiv.

Piiklad: Na prostoru CV lze zavést skalarni soucin zpiisobem

F(z,y) = (v,9) == 3 _ a5, (3.10)
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Ze cviceni (22) plyne, ze skalarni sou¢in je symetricky a pouzitim Schwarzovy nerovnosti
je snadné ukézat, ze indukuje na prostoru V normu ||f|| := +/(f, f) a metriku p(f,g) :=
If = gll

Definice 3.5. Unitdrni prostor, ktery je (v indukované metrice p) iplny se nazyjvd Hil-
bertiv.

Priklad: Prostor CV se skaldarnim souc¢inem (3.10) je Hilberttiv.

Sesquilinearni forma (3.3) na prostoru kvadraticky integrabilnich funkei neni striktné pozitivni.
Povazujeme-li vSak funkce lisici se na mnoziné miry nula za ,stejné*, tzn. provedeme-li jistou fak-
torizaci (viz [1]), dostaneme opét linearni prostor oznacovany obvykle L2(RY,d¥x), na kterém
pak (3.3) definuje skalarni sou¢in. V normé urcené timto skalarnim soucinem je navic tento pro-
stor tplny, a tedy Hilbertiv. Je tieba rozlisovat Z2(RY,d"z) (obsahuje funkce) a L2(RY,d"x)
(obsahuje t¥idy ekvivalence).

Priklad: Prostor tiid kvadraticky integrovatelnych funkci na intervalu (a,b) C R, kde
a i b mohou byt i +o00, tj. L?((a,b),dz) “Z" L*(a,b) se skalarnim souc¢inem

b
(f.9) = / F*(@)g(x)da

je Hilbertiv.

V dalsim textu obvykle nebudeme rozlisovat mezi kvadraticky integrabilnimi funkcemi a
jim odpovidajicimi tfidami funkei lisicimi se na mnoziné miry nula. MiZeme tedy shrnout,
7e funkce (3.1) popisujici stavy kvantové astice v R® tvori nekoneéné rozmérny
Hilbertiv prostor H = L?(R3 dz).

Tvrzeni 3.2 (Rieszovo lemma). Necht ® je spojity linedrni funkciondl na H. Pak existuje
prdaveé jeden vektor ge € H takovy, Ze pro vsechna f € H plati

(f) = (9o, f)-

Toto tvrzeni znamené Ze prostor linearnich funkcionali na H je izomorfni H, presnéji,
existuje kanonicka antilinearni bijekce H* <+ H, tj. H* = H. Tento fakt je zdkladem
tzv. ,,bra-ketového formalismu“, ktery je v kvantové mechanice ¢asto pouzivan, a se kterym
se podrobnéji seznamime v kapitole 8.1.

Diilezitym pojmem v teorii Hilbertovych prostorii, ktery mnohokrat vyuzijeme, je tzv. or-
tonormalni baze.

Definice 3.6. Vektory x,y v Hilbertové prostoru H nazveme ortogondlni pokud (z,y) = 0.
MnozZinu M C H nenulovych vektori nazveme ortogondlni mmnoZinou pokud kaZdé dva jeji
rizné proky jsou ortogondlni. Pokud navic pro kaZdy prvek z mnoZiny M plati ||z|| = 1 nazveme
ji ortonormdlnd.
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Definice 3.7. Vektor x € H nazveme ortogondlni k mnoziné M C H, pokud (x,y) = 0 pro
kazdé y € M. MnoZinu vSech takovych vektori nazjvdme ortogondlnim dopliikem mnoZiny
M a znacime ji M+,

Je snadné ukazat, ze ortogonalni doplnék libovolné podmnoziny H je linearni podprostor H,
tj. M- cc H.

Tvrzeni 3.3. Je-li G uzavieny podprostor H, pak pro kaZdé x € H existuje prdvé jedno y € G a
z € Gt tak, Ze x = y+z,tzn. H=G Gt (direktni soucet).

Disledkem tohoto tvrzeni je existence linedrniho operatoru Eg : x +— y, ktery se nazyva
ortogondlni projektor na G.

Definice 3.8. Ortonormdlni bdzi nazveme ortonormdlni mnozinu B, jejiz ortogondlni
doplnék je nulovyj prostor, tj. B+ = {0} C H.

Pozor! Poznamenejme, Ze ortonormalni baze neni bézi v obvyklém smyslu, totiz ze libo-
volny prvek prostoru je mozno zapsat jako konecnou(!) linedrni kombinaci prvkia béaze. Jak
uvidime, obecny prvek budeme vétsinou schopni zapsat pouze jako ,nekonec¢nou linearni
kombinaci‘ prvka ortonormalni baze, kterd je definovana pomoci konvergence ve smyslu
normy || := (£, f).

Priklad: Necht (a,b) je omezeny interval v R, ¢ := b — a, m € Z. Funkce f,,(x) :=
c~2e2mime/c jsou ortonormalni bazi prostoru L2(a,b).

Definice 3.9. Necht B je ortonormdlni bdize v Hilbertové prostoru H. Fourierovymsa
koeficienty vektoru f € H pro bdzi B nazveme skaldrni souciny (b, f), kde b € B.

Hilbertovy prostory, se kterymi v kvantové mechanice pracujeme (napt. L*(R3, d3x)),
jsou separabilni - maji nejvyse spocetnou ortonormalni bazi B = (e;)52,. V takovychto
prostorech plati pro kazdé f € H

F= (e, fle;, (3.11)

oo
=1

LF11* = ZI(%f)IQ- (3.12)

Tyto vztahy se nazyvaji Fourieriv rozvoj a Parsevalova rovnost.

V kvantové mechanice hraji diilezitou roli ortonormalni béze, jejichz elementy jsou
vlastni funkce néjakych operatoru. Priklady ortonormalnich bézi v nekone¢né rozmérnych
Hilbertovych prostorech ukazeme v dalsich kapitolach.

Cvigeni 23. Najdéte ortonormdlnt bazi v C?, jejiz proky jsou vlastnimi vektory matice

0 1
”1‘:<1 o)
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Obecné muzeme shrnout popis moznych stavii kvantové ¢astice do nésledujiciho postu-
latu:

Postulat 1. Stavovy prostor kvantové castice je separabilni Hilbertiv prostor H. Stav kvan-
tové castice je popsan nenulovym vektorem 1 € H.

Striktné vzato stavu kvantové Céstice odpovida paprsek, tj. jednorozmérny podprostor
v H (viz. postulat ql-b v [1]). Kazdy paprsek je ale jednozna¢né uréen né&jakym nenulo-
vym vektorem . Vzhledem k pravdépodobnostni intrepretaci stavu v kvantové mechanice
budeme (az na vyjimky, kde to explicitné zminime) uvazovat normalizované vektory, tj.
] = 1.

Volba Hilbertova prostoru zéavisi na konkretnim problému. Budeme ji provadét "in-
tuitivné", napf. pro ¢astici v prostoru je p¥irozené zvolit H = L*(R3 d3x), protoze pak
miZzeme piimo interpretovat vinové funkce () € H jako amplitudy pravdépodobnosti
nalezeni ¢astice v daném bodé prostoru. Analogicky, pro ¢astici na pfimce (napf. linearni
harmonicky oscilator) volime H = L*(R,dx). V nékterych piipadech bude mit Hilbertiv
prostor kone¢nou dimenzi, napf. pro spin %, ktery ma dva jednoznacné rozlisitelné stavy
(spin nahoru/dolit do pevné zvoleného sméru), je H = C2.

3.3 Pozorovatelné a jejich spektra

V klasické mechanice je mozno ze znalosti stavu predpovédét vysledek méreni okamzité hod-
noty libovolné mechanické veli¢iny (energie, momentu hybnosti,...). Stav systému (napf. jedné
¢i vice ¢astic) je uréen bodem fazového prostoru (polohou a rychlosti, nebo polohou a hyb-
nosti, podle toho zda pouzivime Newtonovu (Lagrangeovu), ¢i Hamiltonovu formulaci) a
fyzikalni veli¢iny — pozorovatelné — jsou definovany jako realné funkce na fazovém pro-
storu. Hodnotu kazdé mechanické veli¢iny pro systém v daném stavu dostaneme vyhodno-
cenim piislusné funkce v odpovidajicim bodu fazového prostoru. Mozné hodnoty, které pro
klasickou ¢astici miizeme namérit, jsou dany oborem hodnot této funkce. Napf. kineticka
energie stavu (7, q) je

a jeji obor hodnot je R*.

Tento popis je nezavisly na dynamice, tj. na ¢asovém vyvoji systému, a je tak nazorny,
ze se mu v klasické mechanice nevénuje témér zddna pozornost. Uvadime jej zde proto, aby
bylo mozné sledovat jak podstatné odlisné matematické struktury se pouzivaji pro popis
téchze kinematickych pojmi v kvantové mechanice.

Otéazka, na kterou chceme odpovédét v tomto paragrafu zni: Jaké matematické objekty
pritadime v kvantové mechanice pozorovatelnym? Jak bylo konstatovano v minulém pa-
ragrafu, stavovy prostor kvantové ¢astice je mnozina kvadraticky integrabilnich funkei t¥{
proménnych. Pokud bychom pozorovatelnym piirazovali funkce na tomto (nekone¢né roz-
mérném) prostoru, dostali bychom klasickou teorii pole, ktera se pro nas cil — popis objekti
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mikrosvéta — ukézala neadekvatni. Misto toho kvantova teorie prirazuje pozorova-
telnym samosdruzené linearni operatory na prostoru stavovych funkci. Zpiisob
prifazeni operatori konkrétnim fyzikalnim veli¢inam je dan fyzikalni intuici, dlouholetym
vyvojem a naslednym experimentalnim ovérovanim teorie.

Pro sledovani analogii s klasickou mechanikou jsou samoziejmé dilezité operatory po-
lohy a hybnosti. V kvantové mechanice hmotné ¢astice v R? je kartézskym slozkam
polohy cCastice prirazen operator nasobeni nezavislou proménnou

(Qi)(X) := 2;%(T) (3.13)

a kartézskym slozkdm hybnosti Castice je prifazen operator parciilni derivace

(Pj)(F) = —m%@ (3.14)

Definici operatoru hybnosti uz jsme de facto pouzili pii odvozovani Schréodingerovy rovnice
(2.32) z de Broglieovy hypotézy.

Existuje mnoho zdtvodnéni pfifazeni (3.13), (3.14). V kazdém z nich je v8ak tieba
vyslovit n&jaké predpoklady, které jsou vice ¢i méné ekvivalentni (3.13), (3.14).

Operatory odpovidajici ostatnim fyzikalnim veli¢indm majicich klasickou analogii jsou
konstruovany podle principu korespondence, tzn. jsou formélné stejnymi funkcemi opera-
toru F' (Qj, ]5]) jako odpovidajici funkce F'(x;, p;) na fazovém prostoru v klasickém piipadé.
Napf. operator celkové energie ¢astice v silovém poli potencialu V' je

h2

3
kde A=Y 2.
=177
Cviceni 24. Napiste operdtory pritazené sloZkdm momentu hybnosti.

Vzhledem k tomu, Ze L*(R3, d3z) je nekone¢né rozmérny prostor, diileZitou sou¢asti
definice operatoru je i stanoveni jejich defini¢nich obort, coz je obecné dosti delikatni
problém. Je samoziejmé nutné, aby piislusné operace byly na funkcich z defini¢niho oboru
definovény a jejich vysledek lezel v L?(R?, d3z) (takZe napiiklad funkce z defini¢ntho oboru
operatori ]5] musi byt (skoro vSude) diferencovatelné a jejich derivace musi byt kvadraticky
integrabilni). Mimo to je v8ak tfeba defini¢ni obory operatori zvolit tak, aby byl splnén
jesté dalsi pozadavek kvantové mechaniky, totiz, ze spektrum linearniho operatoru
prirazeného fyzikalni veli¢iné musi byt shodné s mnozinou hodnot, které lze
pro danou veli¢inu namérit.

Problémt s defini¢nimi obory operatort se v tomto textu dotkneme jen obcas a nesys-
tematicky. Nejnutnéjsi zaklady jsou shrnuty v néasledujici vsuvce. Matematicky zalozenéjsi
¢tenafe opét odkazujeme napft. na [1].
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Cviceni 25. Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové cdstice pohybujici se v jednoroz-
meérné konstantni ,nekonecné hluboké potencidlové jamé“, tj. v potencidlu V(x) = 0 pro
|z] < a aV(x) =00 pro|z| > a.

Ndvod: Predpoklddejte, Ze vinové funkce jsou vSude spojité a nulové pro |x| > a.

Cviceni 26. Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové cdstice pohybujici se v jednoroz-
meérné konstantni potencidlové jameé tj. v potencidlu V(x) = =Vy pro |x] < a a V(z) =0
pro |x| > a.

Ndvod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou spojité a maji spojité derivace pro x € R.

3.4 Matematicka vsuvka 2: Operatory v Hilbertoveé pro-
storu

Teorie operatort v Hilbertové prostoru je téma samoziejmé velmi Siroké a nelze sem vmést-
ktera budeme potiebovat.

Pod linearnim operatorem v Hilbertové prostoru H budeme rozumét linearni zobrazeni
T : DomT — H, kde Dom 7 CC H. Defini¢ni obor zobrazeni T' budeme znaéit Dom T,
obor hodnot Ran 7". Je-li Hilbertav prostor kone¢né dimenze, pak je teorie linearnich zobra-
zeni relativné jednoduché a redukuje se na teorii matic. V kvantové teorii se vsak vyskytuji
predevsim nekone¢né rozmérné prostory, coz prinasi mnoho technickych problému. Nékteré
z nich lze Tesit, pokud budeme pouzivat pouze husté definované operatory, tj. takové pro

které DomT" = H, kde pruh znaci uzavér mnoziny ve smyslu topologie indukované metrikou
‘H plynouci ze skalarntho soucinu.

Ttidou operatorii, kterd ma mnoho podobnych vlastnosti jako operatory na konecné
rozmérném prostoru, jsou omezené operatory.

Definice 3.10. Linearni operdator B:DomB — H je omezeny, pokud existuje ¢ > 0 tak,
Ze pro vsechna g € Dom B plati R
1Byl < cllgll

Normou ||g|| samoziejmé rozumime normu indukovanou skalarnim sou¢inem |g|| :=
(g, 9). Omezené husté definované operatory lze spojité rozsirit na celé H.
Piiklad: Fouriertiv-Planchereltiv operator!

i) = (Fo)(7) = s || e o@aa

je omezeny operéator na L?(R3, d®z). Navic je bijekei.

!Tato definice vyhovuje pouze pro g €L?(R3,d3x) N LY(R?, d3x). Pro ostatni funkce je t¥eba jej spojité
dodefinovat [1].
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Definice 3.11. Necht B je omezeny operdtor na H. Operdtor Bt nazveme sdruZenym
k B, pokud pro vsechna f,g € H

(f, Bg) = (Bf,9)

7 Rieszova lemmatu je snadné ukéazat, ze k danému omezenému operdtoru existuje
pravé jeden sdruzeny operator a plati

(BT =B (3.15)
Omezené operatory na H tvoii komplexni algebru a plati
(aB+C) =a*Bf +Cf, (BO) =BT (3.16)

Cviceni 27. Necht Mj;, jsou proky matice odpovidagict linedrnimu operdtoru M na konecné
rozmérném prostoru. Jakd matice odpovidd operdtoru MT?

Definice 3.12. Operdtor BnaH nazyvdme hermitovsky, pokud je omezeny a platz’BT =
B.

Piiklad: Operétor () na prostoru L?(a,b), kde b — a < co, definovany
(Qf)(x) = f(x)
je hermitovsky. (Pro nekoneény interval Q neni omezeny.)

Tvrzeni 3.4. OpAem’torAEA je ortogondlni projektor (na Ran E) prave tehdy, kdyz je hermsi-
tovskyj a spliuje E? = F.

Rozsiteni hermitovskych operatorti na mnozinu neomezenych, ale husté definovanych
operatori predstavuji samosdruzené operatory. Jejich definice vychazi z nasledujictho faktu:

Tvrzeni 3.5. Je-li T hust¢ definovany operdtor na H, pak pro kazdé f € H existuje nejvyse
jedno h € H takové, Ze pro vsechna g € DomT plati

(f,Tg) = (h,g) (3.17)
Odtud plyne, Ze ma smysl zavést nasledujici pojmy:

DeﬁniceA3.13. NechtT je husté definovanyj operdtor. Definicni obor operdtoru Tt sdruze-
ného kT je mnoZina vsech f € H, pro které existuje h spliiugici (3.17), piicemZ TTf := h

Definice 3.14. Operdtor T je samosdruzeny, pokud je husté definovany a T = T,
Je dilezité odliSovat samosdruzené operatory od symetrickych.

Definice 3.15. Operdtor S je symetricky, pokud je husté definovany a pro vSechna f, g €
Dom S plati (f,Sg) = (Sf,g), tj. Dom S C Dom ST.
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Je zfejmé, Ze kazdy samosdruzeny operator je symetricky; opak neplati.
Pfiklad: Operator @ definovany bodové (Qu)(z) := z1)(z) s definiénim oborem Dom Q :=
{v € L*(R,dx) : [ #*|¢(x)|*dr < oo} je samosdruzeny.

Doplnime-li definici (3.14) operatoru ]% vhodnym vymezenim defini¢niho oboru, pak i
operatory slozek hybnosti jsou samosdruzené (viz [1], 7.2.7).

Husté definované operatory netvoii algebru, nebot Dom T # H. Vztahy (3.16) musi byt
proto pro neomezené operatory nalezité modifikovany, stejné jako i (3.15).

Dilezity pojem, ktery jsme jiz zminili, je spektrum operatoru, coz je rozsifeni pojmu
vlastnich hodnot matice.

Definice 3.16. Spektrum U(T) operdtoru T je mnozina komplexnich cisel \, pro které
operdgtor (T — M) nend bijekei Dom T — H.

VSimnéme si predevsim, Ze do spektra operatoru spadaji vSechna vlastni ¢isla, nebot
existuje-li nenulovy vektor ¢ takovy, ze T Y = M\, pak operator T — M neni injektivni.
Mnozinu vlastnich &sel operatoru 7' nazyvame bodovym spektrem a znacime ap(T)
Mimo téchto bodit vSak do spektra patif i komplexni ¢isla, pro kterd operator T — M neni
surjektivni. Ty tvori tzv. spojité spektrum O'C(T) (obor hodnot operatoru T—\ j je husty
v H) a rezidualni spektrum o,(T") (obor hodnot operatoru T — AI neni husty v ). Pro
samosdruzené operatory je rezidualni spektrum prazdné.

Diivod, proé¢ v kvantové teorii poZzadujeme, aby pozorovatelnym byly prira-
zeny samosdruzené operatory tkvi v tom, Ze plati:

Tvrzeni 3.6. Spektrum samosdruzeného operdtoru je podmnozZinou R.

To odpovida tomu, Ze miizeme namérit jen reidlné hodnoty pozorovatelnych.
Popis pozorovatelnych v kvantové mechanice miizeme shrnout do nasledujici postulatu:

Postulat 2. Pozorovatelngm wvelicindm v kvantové mechanice odpovidaji samosdruZené
operdtory na stavovém prostoru H. Mozné vysledky méreni pozorovatelné tvori spektrum
prislusného operdtoru.

Spektrum (¢isté spojité) kazdého z operatort (3.13), (3.14) je R (viz [1]), coz odpovida
experimentalnimu faktu, Ze ani pro kvantovou ¢astici nebyla zjisténa zadna omezeni na
mnozinu hodnot souradnic a hybnosti. Na druhé strané jsou pro hodnoty energie harmo-
nického oscildtoru podle Planckovy hypotézy omezeni podstatné, a je proto velmi dulezité
zjistit, jak vypada spektrum energie kvantové castice v silovém poli harmonického oscila-
toru.
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Kapitola 4

Jednoduché kvantové systémy

4.1 Enmergie harmonického oscilatoru

Ukéazeme, 7Ze piirazeni (3.13), (3.14) a princip korespondence vysvétluji Planckiv predpo-
klad o diskrétnosti spektra energie harmonického oscilatoru, coz byl vedle vypoctu spektra
vodiku (viz 6.5) jeden z hlavnich argumenti pro spravnost takto budované teorie. Ope-
rator energie — hamiltonian kvantové céastice pohybujici se v silovém poli harmonického
oscilatoru je podle principu korespondence
- h? 1
H=———A+-Muw*2" 4.1
2M + 2 (4.1)
UkéZeme, Ze omezime-li definiéni obor tohoto operatoru na kvadraticky integrovatelné
funkce, pak mnozina vlastnich hodnot, tj. ¢isel E pro ktera existuje funkce (&) spliiu-
jici
Hi = By, (4.2)
je diskrétni a odpovida (az na jistou aditivni konstantu) Planckové hypotéze.
Operéator (4.1) je souctem t¥{ operatort

H = H, + H, + H;,

a muzeme se pokusit hledat vlastni funkce operatoru (4.1) ve faktorizovaném tvaru

U(Z) = Y1 (21)va(22)s(xs3). (4.3)
Rovnice (4.2) pak pfejde na tvar
(Hypr )bt + o1 (Hatba) s + thrtbn(Haths) = Evriat)s. (4.4)
Nalezneme-li vlastni ¢isla E; funkce (formalné stejnych) operatort H j
Hy; = Epy,
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pak ziskdme i vlastni ¢isla operatoru (4.1)
E=F + Ey+ Es. (4.5)

Pozdéji ukazeme, ze timto postupem jsme ziskali vSechna vlastni ¢isla.
Zkoumejme tedy napfed jednorozmérny piipad, tedy operator

2 S L 1 2,.2
H——W@+§MWCE’ . (4.6)

Tento operator 1ze povazovat za operator energie jednorozmérného harmonického oscildatoru
tj. kvantové ¢astice pohybujici se pouze v jednom rozméru (na piimce).

Tvrzeni 4.1. MnoZina vlastnich ¢isel operdtoru (4.6) pisobictho v prostoru kvadraticky

integrovatelnych funkci jedné promeénné je tvorena redlnymi cisly | E, = hw(n + %) , kde

n € Z,. Pro kaZdé n existuje aZ na multiplikationi konstantu pravé jedna vlastni funkce

Un(x) = Ane™ 2 Hy (), (4.7)

M
kde & = wa a H, jsou Hermitovy polynomy

!
Ho(z):= Y (—)F@a)m 2 4.
()= S e e (15)
kde |r] je dolni celd cdst redlného ¢isla r.

Diikaz. Napred je tfeba nalézt ¢isla E, pro ktera existuji kvadraticky integrabilni feSeni
1 : R — C diferencialni rovnice

- P = By (4.9)

Tato rovnice je linearni ODR 2. fadu a v oboru spojité diferencovatelnych funkei mé resent
pro kazdé E. Ukazeme, zZe podminka kvadratické integrability je splnéna jen pro

1
En—hw(n+§) , N E Ly. (4.10)

M
Prechodem k nové (bezrozmérné) proménné & := 4/ —wx (&) := ¥ (z) dostaneme rovnici

ve tvaru
" =P+ Ap=0 (4.11)
kde \ :=
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Z teorie TeSeni linearnich diferenciélnich rovnic plyne, Ze jediny bod, ve kterém mohou
mit FeSeni rovnice (4.11) singularitu, je nekone¢no. Snadno se lze presvéd¢éit, Ze pro & — +o00
se TeSeni této rovnice chové jako

$(&) = =2, (4.12)

Je zfejmé, ze kvadraticky integrabilni feseni muze odpovidat pouze rychle ubyvajici funkci,
tedy zapornému znaménku v exponenté (4.12). Zvolime tedy ansatz

9(6) = ¢ Pug) (4.13)
a budeme se zajimat o feSeni rovnice
' =28u" + (1 - Nu (4.14)

kter4 v nekonecénu rostou pomaleji nez et¢”/2.

Rozsitime-li rovnici (4.14) do komplexni roviny, pak jeji prava strana je holomorfni
funkei &, u a v’ a jeji feSeni je holomorfni funkei & v celé komplexni roviné. Muzeme je tedy
hledat ve tvaru rady

u(€) =& amg™, ag £0, s €L, (4.15)
m=0

Jejim dosazenim do (4.14) a porovnanim ¢lenii se stejnou mocninou &, dostaneme podminky
pro s a a,

s(s—1)=0, s(s+1)a; =0
2(m+s)+1—A
am
m+s+2)(m+s+1)

Pokud ¢itatel na pravé strané (4.16) je nenulovy pro vSechna m, pak se rfada (4.15) pro
& — oo chova jako exp(€?) a feSenf rovnice (4.11) nenf kvadraticky integrovatelné. To lze
usoudit napf. z porovnéani rekurentni formule (4.16) pro dosti velkd m se stejnym vztahem
pro koeficienty fady exp(£?). Kvadraticky integrabilni ¥egeni mohou existovat pouze tehdy,
pokud tada (4.15) je konec¢né, tj. existuje N takové, ze a,, = 0 pro m > N. To nastane
tehdy a jen tehdy, kdyz

a2 = 7 (4.16)

ap =0, 2(N+s)+1—X=0, N sudé nezaporné. (4.17)

V tom piipadé se nekonefné fada stane polynomem stupné n = N + s a funkce (4.13) je
kvadraticky integrabilni.

Z podminky (4.17) plyne, Ze rovnice (4.14) méa kvadraticky integrovatelné feseni tehdy
a jen tehdy, pokud A = 1 + 2n, takze rovnice (4.9) ma kvadraticky integrovatelné feseni
tehdy a jen tehdy pokud plati (4.10).

Koeficienty thf ) polynomu stupné n

H, () = hlem (4.18)



jez fesi rovnici (4.14) jsou pak urceny rekurentnim vztahem

m—n
i, =2 h{® 4.19
" T m+2)(m 1) ™ (4.19)
pfi¢emz pro suda ¢i licha n (tj. s = 0 ¢ s = 1) jsou nenulové pouze koeficienty se sudym
respektive lichym m.
Zvolime-li normalizaci polynomu zptsobem A = 2", pak FeSenim relace (4.19) je

h(n_)% — (_ 1>k2n72k

n

n!
Y k=01,...,[n/2 4.20
R — g = 0L /2], (4:20)

O]
Cviceni 28. Napiste explicitni tvar Hermitovyjch polynomi pron =1,2,3,4.
Cviceni 29. Ukazte, Ze Hermitovy polynomy lze definovat téZ zpiisobem
d" _»
H,(2) = (=1)"" —e %", 4.21
() 1= (-1 = (1.21)
Ndvod: Ukazte Ze pravd strana (4.21) spliiuge rovnici (4.14).

Cviceni 30. Ukazte, Ze

n!

Z Hn(x)fn _ exp{962 — (ZL' - 6)2}

Dtusledkem tvrzeni 4.1 je, Ze energie kvantového jednorozmérného harmonického osci-

latoru s potencialem V(r) = LMw?2? muze nabyvat pouze hodnot z diskrétni mnoziny

2
{hw(n+3) | neZy}.

Tento zavér je ve shodé s Planckovou hypotézou pouzitou pro odvozeni spektralni zé-
vislosti intenzity zareni absolutné ¢erného télesa az na clen %hw, predstavujici tzv. ,,nulové
kmity*. Jeho pfispévek k energii je mozno povazovat za aditivni konstantu, kterou (ve
shodé s tzv. renormaliza¢ni procedurou kvantové teorie pole) je mozno odeéist, coz odpo-
vid& stanoveni nulové trovné energie.

Cvic¢eni 31. Odhadnéte amplitudu nulovych kmiti matematického kyvadla délky 1m a
hmotnosti 1kg.

Nyni se miZeme vratit k pivodnimu problému vlastnich hodnot operatoru (4.1). Z roz-
kladu (4.4) je zFejmé, ze funkce

wnhng,ng (‘rla Zo, LU3) = ¢n1 (x1)¢n2 (x2)¢n3 (LU3)7 (422)
kde 1, (x) jsou dany vzorcem (4.7), jsou vlastnimi funkcemi operatoru (4.1) s vlastnimi
Cisly

3 3
EN:En1+En2+En3: n1+n2+n3+§ hw = N+§ hw,N:nl—i—ng—l—ng.
Je treba jesté ukazat, ze zadnéa dalsi vlastni ¢isla neexistuji. To plyne z nasledujicich

dvou tvrzeni (viz napt. |1, 4.3.4, 4.3.5]).
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Tvrzeni 4.2. Mnozina vlastnich funkci operdtoru (4.6)

K mw.» Mw M\ V4

je ortonormdlni bazi v Hilbertove prostoru kvadraticky integrovatelnyjch funkci L*(R, dz).

Tvrzeni 4.3. MnozZina funkci (4.22), kde 1, (x) jsou ddny vzorcem (4.23) je ortonormdlni
bdzi v Hilbertové prostoru kvadraticky integrovatelnijch funkei L*(R3, d3x).

Z tvrzeni 4.2 a 4.3 rovnéz plyne, Ze spektra hamiltoniani (4.6) a (4.1) jsou ¢isté bodova
([1, 7.3.9]). Nejsou v8ak stejna. Mnozina vlastnich hodnot hamiltonianu (4.6) — operatoru
energie jednorozmérného harmonického oscilatoru — se lisi od spektra trojrozmérného
oscilatoru. Obsahuje navic hodnotu %hw Neni to v8ak jediny rozdil. Zatimco pro jednoroz-
mérny oscilator kazdé vlastni hodnoté odpovida pravé jedna vlastni funkce az na multipli-
kativni konstantu, pro tifrozmérny oscilator zavisi dimenze podprostoru vlastnich funkei
na hodnoté vlastniho ¢isla. Napiiklad podprostor vlastnich funkci operatoru (4.1) s vlast-
nim ¢&islem Ey_o = Thw je tvofen linedrnim obalem funkei (4.22), kde trojice (nq, no, n3)
nabyvaji hodnot (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,0,2), (0,2,0), (2,0,0). Rozmér tohoto pod-
prostoru je Sest. Jednoduchou kombinatorickou tivahou lze zjistit, Ze rozmér podprostoru
vlastnich funkei operatoru (4.1) s vlastnim &slem Ey = (N + 2)hw je w

Stav s nejnizsi energii se obvykle nazyva zdkladnim stavem, zatimco ostatni stavy se
nazyvaji excitované.

Cviceni 32. Jak vypadd zdkladni stav klasického harmonického oscilatoru a jaky je rozdil
mezi mnozinou kvantovych a klasickyjch excitovanijch stavi?

Cviceni 33. Pouzitim vytvorujici funkce ze cviceni 30 ukazte, Ze
/ H,(2)Hyp(z)e ™ dz = 2"nI/T6pm.

Ukazte, Ze odtud plyne ortonormalita funkci (4.23).

4.2 Slozky momentu hybnosti kvantové Castice

Dalsi pozorovatelné jejichz spektrum lze snadno vySetfit jsou slozky momentu hybnosti.
Podle principu korespondence jim odpovidaji operatory

0
8$l '
Vysettovani vlastnich hodnot téchto operatoru se zjednodusi prechodem do sférickych sou-
fadnic (r,0, )

[A/j = 5jk:lepl = —ihéjklﬁk (424)

x=rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosd (4.25)
(x,y,2) = V(. 0,0) (4.26)
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Cviceni 34. Jak vypadaji operdtory Qj, If’j, j =123 =ux,y,2z ve sférickych souradni-
cich?

Operatory ﬁj maji ve sférickych souradnicich tvar

L, = ih (cos @ cot 9% + sin go%) , (4.27)
o T 0 0

L, = ih (sm © cot 6% — cos g0%> , (4.28)
. 0

L. = —ih—. 4.2

Vzhledem k tomu, Ze osy z,y, z jsou zcela rovnocenné musi mit i vSechny operatory f/j
stejné vlastni hodnoty. Technicky nejjednodussi vSak je hledat spektrum operédtoru L.,
nebot to znamené fesit jednoduchou diferencialni rovnici

—inLw(r,0,) = (s, 0, ¢) (4:30)
e
Jeji feSeni je _
U(r,0,¢) = x(r,0)ert?, (4.31)

kde x je libovolna funkce a p je libovolné komplexni ¢islo. Defini¢éni obor operéatoru L,
je tvoren spojitymi funkcemi v R? (jinak bychom je nemohli derivovat) a ¢ je azimutalni
soutradnice bodu t¥irozmérného prostoru. Musi tedy platit

U(r,0,0=0)=V(r,0,¢=2m).

Z této podminky plyne, Ze vlastni hodnoty sloZek momentu hybnosti mohou nabyvat pouze
hodnot
= mh, kde m € Z. (4.32)

Cviceni 35. ,Kvantové tuhé téleso“ (napr. dvouatomovd molekula) s momemtem setrvac-
nosti I, volné rotuje v roviné. Najdete jeji mozné hodnoty energie.
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Kapitola 5

Priprava stavu kvantové castice

yd

5.1 Stav kvantového systému a méreni

V Hamiltonové formulaci klasické mechaniky je stav ¢astice urcen jeji polohou a hybnosti.
To jsou pozorovatelné veli¢iny, které je mozné zmérit v experimentu. Stav klasické ¢éastice
je tedy sam o sobé pfimo pozorovatelny.

V kvantové mechanice uz to ale neplati. Stav ¢astice je popsan nenulovym vektorem z
néjakého Hilbertova prostoru H, zatimco pozorovatelnym veli¢inam odpovidaji samosdru-
zené operatory na H. Jedné se o matematicky zcela jiné objekty. Kvantové ¢astici musime
stav pfifadit na zakladé vysledki méfeni néjakych pozorovatelnych veli¢in. Otézkou je,
jakd méreni musime pri pripravé stavu provést, aby byl urcen jednoznacné.

Uvazujme nyni kvantovy linearni harmonicky oscilator, ktery jsme studovali v kapi-
tole 4.1. Vime, Ze spektrum hamiltonianu, tj. mozné hodnoty vysledkii méfeni energie, je
tvofeno vlastnimi ¢isly F, = (n + %) hw. Kazdé vlastni hodnoté odpovida jeden vlastni
vektor 1, presnéji, jednorozmérny podprostor komplexniho Hilbertova prostoru. Jevi se
tedy prirozené Tici, ze pokud namérime energii oscilatoru rovnou E,,, jeho stav bude popsan
vlnovou funkei ¢, (z).

Cviceni 36. Jakd je hustota pravdépodobnosti nalezeni kvantového jednorozmeérného osci-
latoru s energii hw(n + %) v bodé x? Spocitejte a nakreslete grafy této hustoty pro n =
0,1,2,... a srovnejte je s hustototu pravdépodobnosti vyskytu klasického oscildtoru v da-
ném miste.

Tento princip mizeme obecnéji formulovat v nasledujicim postulatu (pro jednoduchost
se zatim omezime na pozorovatelné s ¢isté bodovymi spektry):

Postulat 3. Po meéreni pozorovatelné A s vysledkem a; je stav kvantové cdstice popsdn

vektorem %, kde 1 je mormovany stav cdstice pred mérenim a 15]- je ortogondlni pro-
J

jektor na podprostor odpovidagici vlastni hodnote a;. Pravdépodobnost vysledku a; je rovna

1Bl
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Pro pozorovatelné s prostym spektrem, kdy kazdé vlastni hodnoté a; odpovida (az na
fazi) jeden normovany vlastni vektor 1;

Ay = ajiy,
pusobi ortogonalni projektor ﬁ] na vektor 1 zptisobem
Py = (¢, ¥)¢;.

Stav ¢astice po méfeni s vysledkem a; je pak popsan vlastnim vektorem ;, protoze

Py (W)
Bl o)=Y

a fazovy faktor € je irelevantni. Pravdépodobnost tohoto vysledku mé¥eni je

1 P|? = |(5, ).
Cviceni 37. Je stav klasické castice na primce urcen energii jednoznacné?

Logickym dtsledkem postulatu je to, ze stav Castice se miize aktem méfeni nevratné
zménit. Uvazujme opét LHO, ktery je ve stavu superpozice

1
Y = ﬁ(%‘“ﬁ)- (5.1)
Tento stav neni vlastni vektor hamiltonidnu, takze energie oscilatoru neni jednoznacné ur-
Cené. Z postulatu 3 pak plyne, Ze pokud budeme méfit energii oscilatoru ve stavu (5.1),
muzeme dostat pouze hodnoty Fy = %hw, nebo By = %hw Obé moznosti maji pravdépo-
dobnost 50%, protoze

1Bl = |, )P =
0, n#0,1

Po méfeni musime zménit popis stavu - podle vysledku bude stav LHO popséan bud vlast-
nim vektorem 1)y, nebo ;. Na tomto prikladu je vidét dalsi rozdil mezi stavem castice
v klasické a kvantové mechanice, pokud jde o vysledky méfeni pozorovatelnych. V kla-
sické mechanice kazdy stav jednoznac¢né urcuje hodnoty vSech pozorovatelnych, méfeni
pak pouze odhali jejich objektivni hodnotu. Naproti tomu, stav kvantové ¢astice urcuje
potencialni moznosti vysledkti méreni pozorovatelnych. Pokud stav neni vlastni vektor
dané pozorovatelné, jeji hodnota neni jednoznacné urcena. Méfeni ndhodné vyberu jednu z
moznosti a popis stavu musime zménit odpovidajicim zptisobem. Kvantova mechanika ndm
umozni urcit pravdépodobnosti jednotlivych vysledki, ale nedokaze predpovédét vysledek
jednoho konkrétniho méreni. Jedinou vyjimkou je, pokud stav ¢astice je vlastni vektor po-
zorovatelné, kterou mérime. V takovém pripadeé je vysledkem méreni s jistotou odpovidajici
vlastni ¢islo a stav Céstice se nezméni.
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5.2 Kompatibilni pozorovatelné

V pripadé LHO jsou vlastni funkce 1, uréeny jednozna¢né vlastnim ¢islem FE, (aZ na
multiplikativni konstantu, kterd nema pfi jejich interpretaci zadny vyznam). VSechny or-
togonalni projektory B, jsou tedy jednorozmérné. To znamené, Ze po méfeni energie je
stav kvantového LHO urcen jednoznac¢né - je popséan vlastnim vektorem 1, bez ohledu na
predchozi stav oscilatoru. Pro izotropni oscilator uz to ale neplati. Az na zakladni stav
je spektrum energii degenerované - energii Fn odpovida Dy = (NHZM linedrné nezé-
vislych vlastnich vektort ¥, n,ns, pro které plati ny + no +ng = N. Dy je i dimenze
podprostoru, na ktery projektuje ortogonélni projektor ]5N, jenz odpovida hodnoté méreni
energie s vysledkem Fy. Projektor Py piisobi na vektor v zpusobem

Py w = Z <¢n1,n27n37 ¢> wm,nz,nS'
ni,n2,ns
ni+ng+ng=N

Stav izotropniho oscilatoru po méfeni energie ale stale ¢astecné zavisi na jeho stavu pred
méfenim, ktery obecné nezndme. Pro urceni stavu kvantové Castice ve vice rozmérech
musime mérit vice fyzikalnich veli¢in. Pti jejich vybéru je vSak tfeba byt opatrnéjsi nez u
¢astice klasické. Je predstavitelné, Ze i minimalni interakce mikroobjektu s pfistroji nutna
pro méfeni muze zménit jeho stav, ktery byl vyhodnocen z méfeni predchozich. Vysledky
méreni tedy mohou zalezet na poradi, v jakém méreni jednotlivych veli¢in provedeme, coz
je z hlediska popisu stavu nepiipustné.

Aby byla pfiprava stavu kvantové ¢éstice s vice stupni volnosti jednozna¢na (tj. neza-
visld na stavu pred méfenim), musime méfit vice fyzikalnich velic¢in. Pfi jejich vybéru je
tfeba byt opatrnéjsi nez u ¢astice klasické. V analogii s klasickou mechanikou by pfiro-
zenym postupem pii kinematickém popisu kvantové castice, napt. elektronu, bylo zjistit,
jakou vlnovou funkci popsat stav s danou polohou a hybnosti. A¢ se to na prvni pohled
bude zdat podivné, nepochopitelné ba protifecici zdravému rozumu (ve skutecnosti viak
pouze nasi makroskopické zkusenosti), takovy kvantové mechanicky stav neexistuje. Duvod
je zhruba Teceno ten, Ze méfeni hybnosti zméni podstatné polohu kvantové ¢astice a méfeni
polohy jeji hybnost (coz odpovida napf. experimentalné potvrzené difrakei elektront).

Pro pripravu stavu kvantového systému je proto tfeba napred zjistit, méreni kterych
veli¢in 1ze provést, aniz by vysledek jednoho znehodnotil platnost predchozich méreni ostat-
nich. Fyzikalni veli¢iny — pozorovatelné, pro které je toto splnéno, nazyvame kompatibilni.
Vysledky jejich méfeni, provedené v jednom ¢asovém okamziku (¢i aspon kratkém sledu
¢ast), pak lze pouzit k popisu stavu.

Priblizme si kompatibilitu na pfikladu dvou pozorovatelnych A a B s cisté bodovymi
spektry. Reknéme, Ze zméfime pozorovatelnou A a dostaneme néjakou vlastni hodnotu a;.
Poté zmérime pozorovatelnou B a dostaneme hodnotu b;. Pozorovatelné budou kompati-
bilni, pokud pfi opakovani méfeni A nebo B dostaneme vzdy tytéz hodnoty a; a b;. To
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zjevné plati, pokud AaB maji spolecné vlastni vektory

Awm,n = amwm,m
me,n = bn'@bm,na (53)

které jsou pro kazdou dvojici vlastnich ¢isel a,, a b, urceny jednoznacné a tvori ortonor-
méalni bazi stavového prostoru. Po prvni sadé méfeni AaBs vysledky a; a b; je stav
castice podle postulatu 3 popsan spoleénym vlastnim vektorem 1); ;. Opakovani méreni A
nebo B vzdy zreprodukuje puvodni vysledek a stav ¢astice se nezméni. Lze tedy fici, Ze
kompatibilni pozorovatelné maji soucasné dobie definované (,ostré) hodnoty - ve stavu
1; ; mé& pozorovatelna A hodnotu a; a pozorovatelna B hodnotu b;. V tomto smyslu je
muzeme ,,mé&rit soucasné”.

Zatim jsme uvazovali pozorovatelné s ¢isté bodovymi spektry, pro které kompatibilita
znamena existenci ortonormalni baze tvorené jejich spoleénymi vlastni vektory. Snadno to
ale prevedeme na ekvivalentni podminku, kterou lze pouzit i pro pozorovatelné se spoji-
tym spektrem. Pokud na rovnici (5.2) aplikujeme operator B, na rovnici (5.3) aplikujeme
operétor fl, pak jejich odectenim dostaneme identitu

<AB — EA) Ymn =0, VYm,n. (5.4)

Protoze vektory ), , tvori ortonormélni bazi, znamena to Ze, operator na levé strané 5.4
je roven nule. Kompatibilni pozorovatelné jsou tedy takové, Ze jim prifazené operatory
komutuji
[A,B]= AB—BA=0. (5.5)
Zatim jsme uvazovali dvé kompatibilni pozorovatelné. Rozsifeni na K veli¢in je primo-
garé. Rekneme, Ze pozorovatelné (AD . ATK)Y jsou kompatibilni pravé tehdy kdyz jim
prifazené operatory vzajemné komutuji

[AD AW =0, jk=1,.. . K. (5.6)

V klasické mechanice jsou vSechny pozorovatelné kompatibilni, protoze kazda veli¢ina ma
v kazdém stavu jednoznac¢né uréenou hodnotu. V kvantové mechanice tomu tak ale neni.
Napftiklad, pokud hybnostem a poloham ¢astice piifadime operatory (3.13) a (3.14), pak
dochéazime k zavéru (ktery je t¥eba experimentalné ovéfit), ze méfeni polohy a hybnosti
v jednom sméru nejsou kompatibilni, nebot

Q;, Py] = ihdjy.. (5.7)

To je mimo jiné divod, pro¢ v kvantové mechanice neexistuje obdoba klasického stavu
¢astice — stav s danou polohou a hybnosti. Z relaci neurcitosti se dozvime, ze kazdy
kvantovy stav zaujima ,,fazovy objem* alespoii (27h)3.

Dalsim prikladem nekompatibilnich pozorovatelnych jsou slozky momentu hybnosti,
pro které plati komutacni relace
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Slozky momentu hybnosti tedy nemaji spole¢né vlastni vektory. Pokud zméiime hodnotu
projekce momentu hybnosti do sméru osy z, pak hodnoty projekce do os z a y urcené
nejsou.

Cviceni 38. Jsou kompatibilni slozky polohy v ruznyjch smérech?

Mnoziné kompatibilnich fyzikalnich veli¢in, jejichz méfeni jednoznacné uréi kvantovy
stav, fikdme iplnd mnozZina pozorovatelnijch a jim odpovidajici mnozina operatoru se na-
zyva uplny soubor komutugicich operdtori. Pro operatory s ¢isté bodovymi spektry plati
nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5.1. Operdtory (A(l), e ,A(K)) s ciste bodovymi spektry tvori uplny soubor ko-
mutujicich operdtori tehdy a jen tehdy, pokud pro kaZdou K-tici jejich vlastnich cisel

(ozl(-ll), e ,aE?) je rozmeér podprostoru spolecnyjch vlastnich vektori roven jedné.
Diikaz. Dikaz je proveden v [1], Véta 14.2.2. O
Po zmeéreni pozorovatelnych tvorici aplnou mnozinu s vysledky ozgll), e ,agj)
je stav ¢astice popsan spole¢nym vlastnim vektorem v);, ;. operatori A(l), e ,A(K),
ktery splhuje rovnice
A(j)wil,...,m = a§j)wh,...,m, j=1...K. (5.9)

Vysledny stav nezavisi na pofadi, v jakém jsou pozorovatelné AY) méfené, ani na stavu
Castice pfed méFenim. Z kompatibility pozorovatelnych AW totiz plyne, Ze ortogonalni

projektory P ¢ pro ruznd j komutuji. Protoze je to tplna mnozina, je projektor
i

POZE;),--‘,O&E};) = Pag? e Pazgg),
ktery odpovida jejich spolecnému méreni, jednodimenzionalni.

Poznamenejme, Ze tplnd mnoZina pozorovatelnych pro dany fyzikalni systém (napii-
klad jednu ¢astici) a ji odpovidajici uplny soubor komutujicich operatori nejsou uréeny
jednoznaé¢né a jejich vybér se ¥idi typem fyzikalniho jevu, ktery chceme popsat. Dilezity je
pak zpiisob pfechodu od jedné mnoziny ke druhé a odpovidajici reinterpretace vysledki.

Pro experimentélni tcely jsou velmi dilezité tiplné mnoziny pozorovatelnych obsahu-
jicich energii, nebot pro vétsinu mikrosystému je to relativné snadno méfitelna velic¢ina.
Dilezitym ptikladem vhodného vybéru tplné mnoziny pozorovatelnych pro popis stavu
kvantové ¢astice v poli centralnich sil je energie, kvadrat momentu hybnosti a jedna jeho
slozka.
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Kapitola 6

Kvantova c¢astice v centralné
symetrickém potencialu

Mnohé diilezité fyzikalni systémy je mozno popsat pomoci centralnich sil, pfesnéji potenci-
alu vykazujicim sférickou symetrii. Prikladem je ¢éastice v Coulombové poli, ¢i harmonicky
oscilator ve tfech rozmeérech.
Operator energie pro kvantovou ¢astici v centralné symetrickém potencidlu méa obecny
tvar
. 2

A .

[V (r)ele,y,2) =V (Va2 + 52+ 22) v(a,p, 2). (6.2)

Ukézeme, Ze pokud hamiltonian (6.1) ma ¢isté bodové spektrum, pak stavy castice
v centralnim poli je mozno jednoznacné urcit hodnotami jeji energie, kvadratu momentu
hybnosti a jednou jeho slozkou. Jinymi slovy, tyto tfi pozorovatelné tvori iplnou mnozinu
pozorovatelnych.

kde

Cviceni 39. Spocitejte komutdtory

[LJ7Q/€]7 [Lj7pk]7 [LjaLkL (6 3)
kde ) o
Lj = gjlekf)l‘ (64)

Cviceni 40. Ukazte, Ze vzdjemné komutuji operdtory (6.1), Lsy=1,a
Fo _ F2 | F2 | F2
L*=L,+L,+L;. (6.5)

Pro kvantové mechanicky popis je dulezité zjistit, jakych hodnot mohou nabyvat vyse
uvedené veli¢iny.
Pro vypocet vlastnich hodnot je vhodné prejit do sférickych souradnic. Operatory

L,, L?a H pak maji tvar

- 0

L, =—ih— 6.6
ihy (6.6)
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c o 1 2? 1 0/(. 0
Lr==h [sin26’6g02+sin0(90 5111980 (6.7)

. h? 92 29 1 1 92 1 0 0 -
A=—" (£ 429) 4 = 9 (singZ v 6.8
20 KW i 7“5’7‘) TR <sm2ea<p2 T 609 (Sm ae))} Vi) (68)
Cviceni 41. S pouZitim vzorci (4.27)-(4.29) ukazte, Ze operdtor L? md ve sférickyjch sou-
Fadnicich tvar (6.7).

Cvi€eni 42. Dokazte formuli (6.8).

6.1 Moment hybnosti, kulové funkce

Ukézeme, ze existuji funkce, které jsou feSenim rovnice pro vlastni hodnoty
L2 =\ (6.9)

a zaroven vlastnimi funkcemi operatoru L, 7 vyjadreni operatoru L? ve tvaru (6.7) plyne,
Ze feSenim rovnice (6.9) budou kvadraticky integrovatelné funkce W(r, 0, ¢), které spliuji
parcialni diferencialni rovnici

1 0*w 1 8( 6\1/) A

A singl=) + 2
52002 smooo \"" a0 ) T 2

U =0 (6.10)

Vzhledem k tomu, Ze hledame feSeni (6.9), ktera jsou zaroven vlastnimi funkcemi operatoru
L, a ty jsme v podkapitole 4.2 nasli ve tvaru

U(r,0,p0) =x(r,0)e™, mcZ, (6.11)

budeme hledat feseni rovnice (6.9) rovnéz v tomto faktorizovaném tvaru.
Rovnice (6.10) prejde faktorizaci (6.11) na oby¢ejnou diferencialni rovnici

d dF A m?

— (1 =#)— ————|F=0 6.12

o] (o) e
kde t = cos@, F(r,t) = x(r,0) a proménna r v této rovnici vystupuje pouze jako (napf. pre-

dem zvoleny) parametr. To je diisledkem toho, Ze oprator L? ve sférickych soutradnicich
nezéavisi na r. Podminka integrability (2.41) pro F' v tomto pfipadé zni

/ [Y(z,y, 2)Pdedydz = / U (r, 6, ¢)|> r? sin Odrdfde =
R3 (0,00) % (0,7) x (0,27)

o 1
= 27r/ Ix(r,0)|?sin Odrdd = 27?/ / |F(r,t)|*r*drdt < cc. (6.13)
(0,00) % (0,7) 0 -1

Defini¢ni obor operéatoru L? viak tvoii pouze funkce koneéné na jednotkové kouli, takze F
pro dané r musi byt rovnéz kone¢na na (—1,1).
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ReSeni rovnice (6.12) je pomérné pracné (viz napi. [3], str. 70-72). Da se vyjadiit

zpusobem

F(rt) = (& = )20, 0, (6.14)

kde U je funkce na intervalu (0, 1) spliwjici Gaussovu diferenciélni rovnici

x(r — 1)%(7@ z) + (a+ b:c)i—g(r, x)+cU(r,x) =0, (6.15)
kde \
r=(t+1)/2, a=—-1—|m|, b=2(1+|m|), ¢ = |m|+m? — =
Obecné feseni Gaussovy rovnice lze zapsat jako linedrni kombinaci
U(r,xz) = Ry(r)Uy(x) + Ra(r)Us(z), (6.16)

kde Uy, Uy jsou dveé linearné nezavisla reseni, jez lze vyjadrit pomoci tzv. hypergeometric-
kych funkci. Pro obecné A\ a m vSak tato feSeni nejsou kone¢na v okoli koncovych bodi
intervalu (0, 1). Podminku kone¢nosti funkce F' lze splnit pouze kdyz U je polynom v x.
Podobnym postupem jako pro harmonicky oscilator pak dostaneme podminky

A=I11+1)R* 1€ Z,, me€Z, |m| <. (6.17)
Reseni rovnice (6.12) v tomto piipadé ma tvar
F(r,t) = R(r)P"(t), (6.18)

kde P/™ jsou pridruzené Legendrovy funkce definované zptsobem

. (1 _ t2)m/2 ditm l
P(t) = STRETET (t* — 1) (6.19)
Cviceni 43. Ukazte, Ze funkce f,,(0) := P"(cos ) jsou polynomy v sinf a cosb.
Funkce
Yim(0, ) := Cpp P (cos 0)e™? | (6.20)

které jsou fesenim (6.10) a tedy spole¢nymi vlastnimi funkcemi operatori L2, L, s vlast-
nimi ¢isly A = I(I + 1)A%, u = mh se nazyvaji kulové funkce. MnoZina v$ech kulovych
funkci
Yim:l€Zy, meZ, |m|<l},
kde
(2l +1)(l —m)!
A7 (l +m)!

1Cim|? = , (6.21)
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tvori ortonormalni bazi v prostoru funkci kvadraticky integrovatelnych na jed-
notkové kouli, presnéji v Ly((0, 7) x (0, 27), sin 0dfdyp). Odtud plyne, Ze spektrum operd-
toru L? je ¢isté bodové a je tvoreno mnoZinou

A

o(L?) = o, (L*) = {l(l+ 1)R*: 1 € 7, }. (6.22)

Cisla [ a m se obvykle nazyvaji orbitdlni respektive magnetické kvantové cislo stavu.
Nebot hodnota energie stavu Casto zéavisi na hodnoté orbitélntho kvantového ¢isla, maji
stavy s danym [ ustalené spektroskopické znaceni s, p,d, f, g, h, i,k,l,... prol =0,1,2,...

Z kulovych funkei je mozno pro ¢astici s danym momentem hybnosti, charakterizovanym
kvantovymi ¢&isly (I,m), predpovédét pravdépodobnost nalezeni ¢astice v daném

prostorovém thlu ()
dw = w(f, p)dQ = |Yin (6, 9)*d2 (6.23)

Cviceni 44. Odvodte pravdépodobnosti nalezeni cdstice v daném prostorovém ihlu pro
stavy s, p,d.

6.2 Radialni ¢ast vlnové funkce

Ze vzorci (6.11), (6.18), (6.20) plyne, ze vinové funkce, ktera je soucasné vlastni funkci L.
a L? ma tvar

U(r,0, ) = R(r)Yim(0, ¢) (6.24)

Tato faktorizace vlnové funkce je uziteéna zejména pro vypocet energetického spektra ¢és-
tice v poli centralnich sil, nebot hamiltonian (6.1) ma ve sférickych souradnicich tvar (6.8)
a diky (6.7) jej lze vyjadrit zpusobem

) /o 20 1 .,] -
== [(ﬁ+FE) “ ek ] V. (6:25)

Pouzijeme-li faktorizaci vlnové funkce (6.24), pak pro vypocet vlastnich ¢isel £ a vlastnich
funkei hamiltonianu, které jsou zaroveii vlastnimi funkcemi operatortt L? a L., dostaneme
obycejnou diferencialni rovnici

h? 2
— — |R"(r)+ =R'(r)| + Vee(r)R(r) — ER(r) = 0, (6.26)
2M r
ke K2 0(1+ 1)
+
Véf(?") = V(T’) + m 2 . (627)
Substituci R(r) = x(r)/r se tato rovnice zjednodusi na
2
X" (r) 4+ Ves (r)x(r) = Ex(r) = 0, (6.28)

oM
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coz je rovnice formalné shodné s rovnici pro kvantovou ¢astici na polopiimce v poli poten-
cidlu V. Podminka integrability funkce ¥ prejde na podminku

/R [x(r)[?dr < oco. (6.29)

Vedle této podminky vSak nalozime na funkce x jesté dodatecnou okrajovou podminku

x(0) =0, (6.30)
ktera plyne napf. z pozadavku kone¢nosti a jednoznacnosti funkce ¢(Z) = R( VY (0, )
v bodé 0. Tato podminka rovnéz zaruc¢uje samosdruzenost operatoru (6.8) (viz [1], Véta
8.6.7).

Uvédomme si, ze v kartézskych souradnicich by problém nalezeni spektra operatoru
H, I? L, byl krajné obtizny. Vhodnym vybérem soufadnic se nam podafilo prevést
feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic na feseni ODR. Tomuto postupu se iik4 separace
proménnych a je mozny, pokud pivodni problém ma néjakou symetrii, v tomto pripadé
sférickou.

Uplna specifikace rovnice (6.28) je mozna az tehdy, zadame-li konkrétni tvar potencidlu
V(r).

6.3 Matematicka vsuvka 3: Degenerovana hypergeome-
tricka funkce

Pro hledani vlastnich hodnot operatoru energie budeme potiebovat feseni diferenciélni
rovnice

zy"(x) + (ax + b)y'(x) + cy(x) =0, a # 0. (6.31)
Transformaci y(x) = w(—ax) lze tuto rovnici prevést na tvar
2w (2) + (v — 2)w'(2) — aw(z) =0, (6.32)

kde o = ¢/a, v =b.
Z teorie diferencialnich rovnic v komplexnim oboru (shrnuti viz [3], dodatek D) plyne,
7Ze TeSeni (6.32) lze v okoli nuly zapsat jako fadu

=2z° Zanz", ag # 0. (6.33)

n=0

Dosazenim (6.33) do (6.32) a porovnanim koeficientd u mocnin z dostaneme
s(s—=14+7)ag=0 (6.34)
(n+s+1)(n+s+75)ans1 = (n+ s+ a)a,, n>0. (6.35)
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Déa se ukazat, ze fady s takto urcenymi koeficienty konverguji pro vSechna z a definuji
tzv. degenerované hypergeometrické funkce.
Pros=0a~y # —n € Z_ ma fada (6.33) tvar agF(a,~, 2), kde

ala+1) ,

o
Fla,v,2) =14 —z+ z 6.36
(@,7,2) 1y T2 (y+ 1) (6.36)
Pros=1—~v, v—=2#ne€Z,
w(z) =2"TFla+1-75,2—7,2). (6.37)
Pro necela ~ je obecnym feSenim rovnice (6.32)
w(z) = AiF(a, 7y, 2) + A2 7TF(a+1—7,2 — 7, 2), (6.38)
takZe obecnym FeSenim rovnice (6.31) pro necela b je
y(x) = C1F (E, b, —ax) + Cox' ™' F (E +1—10,2-0, —a:z:) : (6.39)
a a
Vzhledem k tomu, Ze a:’z - = %, chovaji se degenerované hypergeometrické funkce pro
z — 00 jako e* presnéji (viz [17])
r
F(a,v,z = +00) = ) 22714+ O(|z| ). (6.40)
I(c)
Pro z = —o0
o _ F(7> L\« -1
Fla,y,z = —o0) = (=2)"* [+ O(lz[7)]. (6.41)

(v —a)

6.4 Isotropni harmonicky oscilator

V kapitole 4.1 jsme fesili problém spektra energie tfirozmérného harmonického oscilatoru
a zjistili jsme, Ze podprostory vlastnich stavii energie jsou vicerozmérné, coz znamena, ze
(na rozdil od jednorozmérného harmonického oscilatoru) jeho stavy nejsou uréeny energii
jednoznac¢né. Diky sférické symetrii potencialu harmonického oscilatoru

1
V(r) = 5Mwr® (6.42)

lze jeho stavy jednoznacné popsat tplnou mnozinou pozorovatelnych tvofenou energii,
kvadratem momentu hybnosti a jeho primétem do libovolného sméru (smér osy z neni
ni¢im urcen).

Zavedeme-li v rovnici (6.28) stejné jako u linearniho harmonického oscilatoru bezroz-

_h

175, dostaneme pro ®(&) = x(r) diferencialni rovnici

mérnou proménou § = =, kde a =

I(1+1)
52

v(©) - (¢+ 52 ) 0 + e —o (6.43)
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Resenf této rovnice se v nekoneénu chova, stejné jako fesSeni pro linearni harmonicky oscilator
(&) = /2 [konst + O(g)]; zatimco v nule je ®(¢) = ™ [konst + O(¢)] nebo &(§) =

¢! [konst + O(€)]. Zvolime ansatz
P(€) = e Pu(e?), (6.44)
a dostaneme rovnici pro w(z), z = £* ve tvaru (6.32)
20'(2) + (7 — 2w () — aw(z) = O, (6.45)

kde a =1/2+3/4— %, v =+ 3/2. Zajimaji nas kvadraticky integrabilni FeSeni této rov-
nice spliwjici podminku (6.30). Obecné feSeni rovnice (6.45) pro neceld v méa tvar (6.38),
takze TeSeni, které vyhovuje podmince (6.30) je dano degenerovanou hypergeometrickou
funkei F'(a, 7, z). V nekoneénu se tato funkce chova jako e* a ®(£) neni kvadraticky inte-
grabilni s vyjimkou piipadu, kdy o = —n € Z_. V téchto pripadech prejde degenerovana
hypergeometricka funkce na tzv. zobecnéné Laguerrovy polynomy

L7Hz) = < n+z -1 ) F(—n,~, z), (6.46)
definované téz zpusobem
1 d"
B - z,,—B -z n+p
LM (z) := Lo (e772""7). (6.47)

Zjistili jsme tedy, ze vlastni hodnoty operatoru energie harmonického oscila-
toru jsou (2n + 1+ %) hw a vlastni funkce, které jsou navic vlastnimi funkcemi

operatori L?, L, s vlastnimi hodnotami /(I + 1)i* a mh, kde n,l € Z,, m €
{=1l,...,l} maji tvar

U 1m(r,0,0) = Cr€le 2LV (£2) P (cos 0) e (6.48)

kde Cpy je (normaliza¢ni) konstanta, & = r4/ MTW, L jsou zobecnéné Laguerrovy polynomy
a P/" jsou pridruzené Legendrovy funkce. Obvykle se tyto funkce zapisuji jako

qjml,m(rv 07 (70) = Knl£l6_§2/2L£L+1/2(§2)Y2m(07 (70)7 (649)
a zvolime-li " 12
2 Mw 2ntp|
Kyl =— [ — 6.50
[l ﬂ“(ii) (@n+m+1w> (6.50)

a Yy, jsou normalizovany k jedné (viz (6.21)), pak tyto funkce jsou rovnéz normalizovany
k jedné.

Cviceni 45. Napiste vsechny vinové funkce pro stavy s energiemi ghw, ghw a %hw, které
jsou zdroven vlastnimi funkcemi operdtori L?, L.
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Kvantové ¢islo n se obvykle nazyvéa radidlni kvantové c¢islo (udava piispévek k energii
od radialniho pohybu ¢astice) a ¢islo N := 2n + [ se nazyva hlavni kvantové cislo.

Z faktu, ze k danému [ existuje (2 + 1) raznych stavi, jednouchou kombinatorickou
uvahou odvodime, Ze degenerace hladiny energie harmonického oscilatoru (N + 3/2)Aw, to
jest pocet stavil se stejnou energii, je %(N + 1)(NV + 2). Tento vysledek jsme jiz dostali
v paragrafu 4.1, kde N = ny 4+ ng + ns.

6.5 Coulombiv potencial
Dalsi velmi dilezity problém je spektrum energie pro potenciél

Vi(r)= —g, Q >0, (6.51)

nebot jej lze pouzit k popisu hladin energii elektronu v obalu atomu vodiku. Uvazime-li
totiz, ze proton je vic nez 1800-krat tézsi nez elektron, je pfirozené ocekavat, ze vnitini
energie (to jest odhlédneme-li od pohybu atomu jako celku) celého systému se bude jen
mélo ligit od energie elektronu v elektrostatickém poli (6.51), kde Q = e?/(4rmey), kde e
je elementarni naboj a g je permitivita vakua. Dosadime-1i (6.51) do (6.27), pak rovnice
(6.28) prejde na tvar

R, Q RII+1)
- - =F : .52
() + | = E 4 gt () = Bx(r) (652)
Substituci
x(r) = rlw(r)er, (6.53)
ke OME
K = — = (6.54)
prevedeme tuto rovnici na tvar
" 2(1+1 ! 2|(l+1 MG =0 6.55
rw'(r) + 20+ 1+ rr)w'(r) +2 |+ 1)k + —5= | w(r) =0, (6.55)

coZ je opét rovnice pro degenerované hypergeometrické funkce (6.31). Resenf splhujici pod-
minku (6.30) je podle (6.39)

M
w(r)=C F (l +1+ hTQ, 20+ 2, —2m’> . (6.56)
K
Podminka kvadratické integrability pak zni
MQ
Kk <0, l+1+h2/'i =-necz._, (6.57)
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odkud diky (6.54) plyne, Ze vlastni hodnoty operatoru energie kvantové Eastice
v coulombickém poli (6.51) jsou

Eyn = FEn) = — gy = — 5, n,l € Zy, NeN|. (6.58)

Cislo n se op&t nazyva radialni kvantove ¢islo. Hlavni kvantové ¢islo urc¢ujici hodnotu ener-
2
gie je N :=n+ [+ 1. Konstanta R = th se nazyva Rydbergova energie a hraje velkou

roli v optické a rentgenovské spektroskopii. Jeji hodnota pro atom vodiku, kde @) = ¢

471‘50

a M je hmota elektronu, je R = 2,184 x 107!8J = 13,6 eV. Degenerovana hypergeomet-
rickd funkce (6.56) pro (6.57) opét pfejde na Laguerriv polynom, takze vlastni funkce
operatoru energle kvantové castice v coulombickém poli, odpovidajici vlastni
hodnoté — NQ, ktera je navic vlastni funkci operatori L2 L, s vlastnimi hodno-
tami [(I + 1)R%, mh

1€{0,....,N—=1}, me{-l,... I} (6.59)
ma tvar
2r 2r
‘IIN,l,m(T7 97 @) = KNl (m) aL?\lf+} 1 (m) Km(ea sp)a (660)
kde a = K je normaliza¢ni konstanta, L jsou zobecnéné Laguerrovy polynomy a

Y jsou iiulove funkce. Konstanta a, majici rozmér délky, se nazyva Bohriv polomér. Pro
vodik je a = 0,53 x 107® cm. Zvolime-li normovaci konstantu jako

K ‘_l (N —1—1)1\"?
MEZ N2 \ @3N+ 1) ’

je mnozina vlastnich funkei (6.60) ortonormaélni, tj. plati
(\I'INlma \IIN’l’m’) = 5N,N’5l,l’5m,m’~

Netvori ale bazi Hilbertova prostoru L*(R, x (0,7) x (0, 27), 72 sin Odrdfdy). Divod
je v tom, Ze hamiltonian pro ¢astici v Coulombové poli méa vedle bodové i spojitou Gést
spektra o.(H) = (0, c0). Prifazeni vinovych funkei této ¢asti spektra se vénuje podkapitola
7.

Cvi€eni 46. Napiste vSechny vinové funkce pro stavy s energiemi —R, —R/4,—R/9.
Cviceni 47. Porovnejte zdkladni stav klasické a kvantové castice v Coulombové poli.

Z vyrazu (6.58) je ziejmé, ze viechny stavy (6.60), pro které (I, m) lezi v mnoziné (6.59)
maji tutéz energii. Degenerace hladiny energie s danym N, neboli pocet stavi s energii
—R/N? je

N-1
Dy=)Y (2+1) =N (6.61)
1=0
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Hodnoty energie (6.58) ¢astice v coulombickém poli predpovézené kvantovou mechani-
kou lze snadno ovérit experimentalné, nebot jak uz bylo feceno v tivodu této kapitoly, je
mo7no timto systémem popsat vodikovy atom. Jeho zafeni méa (v rozporu s klasickou teorif)
¢arové spektrum a empiricky bylo zjisténo, ze frekvence zareni spliuji tzv. Rydberg-Ritziv
kombina¢ni princip

v = konst (% — i?) (6.62)
ny  ny
objeveny jesté pred vznikem kvantové mechaniky. V ramci kvantové mechaniky je snadné
tuto formuli vysvétlit predpokladem, Ze frekvence fotoni emitovanych elektrony v obalu
atomi je dana rozdilem hladin energii elektronu. Pro vodik pak dostavame

(EN2 - ENI) _ MQ2 i i i
o Anhd \N? N2 )

(6.63)

kde Q = e?/4me. Numericka hodnota Rydbergovy frekvence vy = MQ?/(47h?) je v tomto

pripadé 3.3 x 10 s= a pro N; = 1,2, ..., pak dostavame frekvence, jez jsou v dobré shodé
s naméfenymi hodnotami Lymanovy (N; = 1), Balmerovy (NV; = 2), ... serie.
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Kapitola 7

Zobecnéné vlastni funkce

Prikladem zobecnénych vlastnich funkei jsou vlastni funkce souradnice a hybnosti. Problém
vlastnich funkei hybnosti se zda na prvni pohled jednoduchy. Podminka

Pi¢=pi¢ j=1,23 (7.1)
dava diferencialni rovnice 96
—th— =p;90 j=1,2,3 7.2
e pi¢ j=1,2,3 (7.2)
které maji feSeni ‘
Gp(T) = AeiP? (7.3)

Problém je v tom, Ze tyto funkce nejsou kvadraticky integrabilni pro zadné p € C3. To
znamena, Ze slozky operatoru hybnosti v Hilbertové prostoru stavovych funkei L*(R?, d3x)
zadné vlastni funkce nemaji. Neznamena to vsak, Ze jejich spektrum je prazdné. Naopak,
pri nalezitém urceni defini¢niho oboru je tvori vSechna realna ¢isla. Patii vSak do spojité,
nikoliv bodové, ¢asti spektra.

Piifazeni vinovych funkei hodnotam fyzikalnich veli¢in zpisobem (5.9) je mozno provést
pouze pro hodnoty z bodové ¢asti spektra odpovidajiciho operatoru. Hodnotam « ze spojité
¢asti spektra lze priradit pouze tzv. zobecnéné vlastni funkce ¢,, které nejsou kvadraticky
integrovatelné, avsak lze pro né definovat skalarni souciny (¢, %) a (1, ¢,) s funkcemi
lezicimi v husté podmnoziné kvadraticky integrovatelnych funkei.

Prikladem takové husté podmnoziny je Schwartztiv prostor . (R?) obsahujici tzv.
rychle ubyvajici funkce, pro néz plati: ¢ € L*(R3 d%z) a

oF ok o

k1 o k2 o, k3
Ox' Oxy® Oy

J1,.92 .33
T Ty Ty

fl < o0 (7.4)

14157 = sup

pro véechna (7, k) € Z8. Dilezita vlastnost funkef z . (R?) je, Ze Fourierova transformace

50 = (FO)) = ——s | i) o (7.5



je bijekel .7 (R3) na . (R?) (viz |1]). Prislusné inverzni zobrazeni ma tvar

Y(F) = (F9)(@) ey (p) d°k, (7.6)

\/ 27r R3

odkud snadno dostaneme, ze plati

(F, Fo) = (¢, 9) (7.7)

Pro ¢ € % (R?) muzeme definovat ,skalarni soucin® (¢z, 1) stejné jako kdyby ¢z lezely
v L*(R3, d%z)
* —ipz = * 3
(0p.0) = A [ IR d'a = A2} (F0) ), (7.9
R
nebot tento integral je Fourierovou transformaci funkce 1, ktera je definovana pro vSechny
funkce z .7 (R?). Zobecnéné vlastni funkce hybnosti tak mizeme chépat jako temperované

distribuce, tj. spojité linearni funkcionaly na prostoru testovacich funkef .(IR3). Rovnice
pro funkcionaly @5 € . (R?)* ma tvar

(Pi®p) (1) = (P, 00) = (b3, Pb) = pi (85, 00) = p;®p(v0), Vo€ S (R®).  (7.9)

Jeji feSeni méa tvar (7.3). Tyto funkce pak nazyvame zobecnéné vlastni funkce hyb-
nosti. D4 se ukazat, 7e je miiZeme libovolné piesné aproximovat funkcemi z L?(R3, d3x).
To je také duvod pro¢ je s tspéchem muzeme pouzit k popisu tzv. rozptylovych stava (viz
kap. 14), jez jsou urceny pocatecni a kone¢nou hybnosti.

Cviceni 48. Necht

A [Pte ;
Gpe(x) = —/ dp'en?'® = Aehpxg sin % (7.10)
P

Ukazte, Ze plati

lim (g, ¢) = A'V2mhi(p), Vi € S (R).
Z definice Fourierovy transformace (7.5) a jeji inverze lze jednoduchym vypoétem uka-

zat, 7Ze
7 ),
—_— en
(27h)? Jgs

Odtud plyne dilezita vlastnost funkei (7.3), totiz ze je lze ,normalizovat k d—funkci, nebot
pro A = (2wh)~%/?2 plati

St

PEDA3, = (7 — 7). (7.11)

(069 = | 0p(D)05 (D = 65— 7). (7.12)

Pro tuto volbu konstanty A je skalarni souc¢in (7.8) pfimo roven Fourierové transformaci
funkce 1. Muzeme pak odvodit nasledujici identitu

0(@) = [ (050 05(a) .

26



ktera pripomina rozklad vektoru do ortonorméalni baze.
Jesté vyraznéjsi je ,,zobecnénost* vlastnich funkei operétoru polohy ¢astice. Rovnice

Q]dj = a’jl/}7 ]: 17273

mé za FeSeni funkce, které jsou nenulové pouze pro x; = a;. Takové funkce jsou vsak
v L*(R? d3z) ekvivalentni nulové funkci. V ramci distribuci ale rovnice ma Feseni, je jim
Diracova o-funkce

5a() = 6(Z — a), (7.13)

kterd piisobi na testovaci funkce ¢ € . (R?) zpiisobem
(0a, 1) = (@)
Snadno ovérime, ze skutecéné plati
(Qi02,%) = (02, Q) = a;(d2,¥), Vv € .7(R?). (7.14)

Podobné jako zobecnéné vlastni funkce operatoru hybnosti (7.3) i zobecnéné vlastni funkce
operatoru polohy (7.13) lze libovolné presné aproximovat funkcemi z prostoru L?(R3, d3z).

Cviceni 49. Necht
0 pro |z —al > ¢
dac(T) == (7.15)

1
— _al <
5o PO |z —a| <e

Ukazte, Ze plati
lm(d,c, %) = ¥(a), Wi € S (R).

Analogicky vztahu (7.12) plati rovnost

(6ar,0a) = | 0a(D)0a (2)d®x = §(a — @), (7.16)

R3
tedy i zobecnéné vlastni funkce polohy jsou normalizovany k o-funkci. Identity (7.12) a
(7.16) je tieba chapat jako rovnosti na prostoru linearnich funkcionélt na .%(R¥) a zapis
pomoci integrali je ponékud formélni.

Zobecnéné vlastni funkce lze prifadit i hodnotam ze spojité ¢ésti spektra jinych ope-
ratori. Napiiklad vedle vlastnich hodnot energie ¢éstice v coulombickém poli spoc¢itanych
v predchozim paragrafu lezi ve spojité Casti spektra operatoru energie vSechna kladna
¢isla. Stavam ¢astice v Coulombové potencialu s kladnou energii (tzv. rozptylové stavy)
lze pritadit zobecnéné vlastni funkce

Grim (7,0, 0) = R (1) Yim (0, ), (7.17)
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kde k = +Y 22“3, Yim jsou kulové funkce (6.20) a

. M
Ri(r) = Crrle™ F (l 41— ith, 20+ 2, —Qikr> ) (7.18)

Lze ukazat, ze tyto funkce jsou pii vhodném vybéru konstant C; normalizovany k d—funkci,
nebot plati

00 . M M
/O T2lel(k —k)TF* <l +1— Zth,Ql —+ 2, —221{?7’) F (l +1— ZhTS’ 21l + 27 _211{:/7,) T2d7’

= Kud(k — k), (7.19)

kde K}, je konstanta.
7 vySe uvedenych faktu je ziejmé, Ze matematicky popis rozptylovych stavi je mnohem

vvvvvv

v

spojité ¢asti spektra pozorovatelnych je mozno provést pomoci projektori [1].
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Kapitola 8

Bra-ketovy formalismus a posunovaci
operatory

8.1 Bra-ketovy formalismus

V kvantové mechanice ¢asto nepotiebujeme znat explicitni tvar vinové funkce ¢ (z) popi-
sujici stav ¢astice. Staci védét, ze stav je vlastni vektor néjakych pozorovatelnych (resp.
superpozice vlastnich vektorii) a znat prislusna kvantova ¢isla. Vhodny zptisob pro takovy
popis stavu kvantové ¢éstice pfedstavuje Diractv bra-ketovy formalismus, se kterym se
nyn{ seznamime.

Uvazujme abstraktni Hilbertiv prostor H. Vektory z H budeme znacit pomoci tzv.
ket - [¢). Skalarni sou¢in dvou vektori |1)) a |¢) zapiSseme ve tvaru (¢|p). Prvky duélniho
prostoru H* (spojité linearni funkcionaly) oznacime jako tzv. bra - (¢|. Diky Rieszové
lemmatu je kazdy bra (| jednoznacné spojeny s ketem |¢)) pomoci skalarniho sou¢inu
(skalarni sou¢in = zavorka = bracket = (bralket))

W1 (16)) = (w16}, Vio) € H.

Piiklad: Uvazujme H = C? se standardnim skalarnim sou¢inem. Ozna¢me vektory stan-
dardni baze pomoci ketu

(1] == (1,0), 2/=12)"=(0,1).
Kety |1) a |2) jsou ortonormaélni, tj. plati

A1) =1, (1)2)=0, (22)=1.
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Pomoci braketového formalismu miizeme snadno zapsat i operatory. Plati totiz nasledujici
vztahy

mai=(p o). me=(g o). ma=(9g). me-=(5 ).

Specialné operétor |i)(i| je ortogonalni projektor na podprostor urceny ketem [i). Libovolny
operétor Av C? pak miiZzeme zapsat ve tvaru

A= A1) (L] + Ar]1)(2] + Aza]2) (L] + Az0]2)(2].

Cisla A; ; jsou koeficienty matice operatoru A ve standardn{ bazi.
Priklad: Uvazujme nyni Hilbertuv prostor H dimenze n, A bude hermitovsky operator s
prostym spektrem. Ozna¢me jeho vlastni vektory pomoci keti |i), ty spliuji vztahy

Ali) = aili),
kde a; jsou prislusna vlastni ¢isla. MnoZina vektora {|1),..., |n)} tvofi ortonormalni bazi
‘H, coz muzeme zapsat pomoci relaci ortogonality

(i) = dij,

a relaci uplnosti (resp. rozkladu jednotky)

Sl = 1.

Z téchto vztaht pak snadno plyne Fourieriv rozvoj do ortonormalni baze

W) = I|y) = (Z| ) = (il)i), Vv)eH

=1

a Parsevalova rovnost

1% = (i) = w|(2| ) = D _{wlidile) = 3 [Gl)[*

=1

Pro operator A pak plati spektralnf rozklad

A:Zai]iﬂﬂ. (8.1)

Jak znamo z linearni algebry, matice operatoru v bazi jeho vlastnich vektori je diagonalni
a na diagonale jsou vlastni ¢isla. Jiny operator B, ktery s A nekomutuje, uz diagonalni

nebude
B:fo:<Z\ ) (Z\y y!) Z<'!B’\j>\i><j!-

i=1 i,j=1
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Cisla (i| B|j) jsou maticové elementy operdtoru B v bazi ketti {|1), ..., |n)}. Poznamenejme,
ze libovolnou funkei f operatoru A muzeme pomoci spektralniho rozkladu (8.1) zapsat ve
tvaru

FUA) = flaplisGl

V kvantové mechanice typicky pracujeme se separabilnimi Hilbertovymi prostory se
spocetnou ortonormalni bazi. Vztahy znamé z linearni algebry jako rozklad jednotky, Fou-
rieriv rozvoj, Parsevalova rovnost nebo spektralni rozklad operatoru (s ¢isté bodovym
spektrem) v nich plati podobné, jen je tfeba konefné sumy nahradit nekoneénymi fadami.
Vyvstava pak otazka jejich konvergence, ktera je ale zarucena tplnosti Hilbertova prostoru.

Uvazujme nyni kvantovy linearni oscildtor. Ozna¢me vlastni vektory hamiltonianu po-
moci ketu |n), pro které plati

N 1
Hn) =E,|n), E,= <n+ 5) hw, ne€Z,. (8.2)

Mnozina vlastnich vektora {|n),n € Z, } tvoii ortonormalni bazi Hilbertova prostoru, coz
muzeme zapsat pomoci relaci ortogonality a relaci Gplnosti

(nlm) = 0nm., Z In)(n| = 1.

Vztah mezi abstraktnim ketem |n) a funkei v, popiSeme v nasledujici ¢asti.
Analogicky jako na kone¢né dimenzi plati Fourieruv rozvoj a Parsevalova rovnost

) = (nl)ln),  (@le) = [, VIe) € H.

Hamiltonian je v bazi svych vlastnich vektort (v tzv. energetické reprezentaci) diagonalni

H=> " E,|n)(n|.
n=0

Operatory polohy a hybnosti v energetické reprezentaci diagonélni nejsou
[e.e]

Q= Qm)n){m|, P= 3 (n|Plm)ln)(m|.

n,m=0 n,m=0
Maticové elementy (n|Q|m), resp. (n|P|m), lze snadno spocitat s vyuzitim posunovacich
operatori, které si predstavime v ¢ésti 8.3.1.

Podobné jako v pfipadé linearniho oscilatoru miizeme zavést kety pro libovolny kvan-
tovy systém. Do ketil typicky zapisujeme kvantova ¢isla, ktera oznacuji vlastni ¢isla rele-
vantnich pozorovatelnych. Naptiklad spolecné vlastni vektory operatori Lya I?, oznacime
pomoci ket |I,m) (odpovidajici kulovym funkcim Y7,,), pro které plati

f/3|l7m> = hm|l7m>7
LAl,m) = RA(L+D,m), l€Z,, meZ, |m|<L (8.3)
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Kety |l,m) tvoii bazi uvazovaného Hilbertova prostoru, tj. plati

(Lm|l',m') = 1 S Z Z \L,m)(l,m| =1

=0 m=—I
Operatory Ls a L? jsou v této bazi diagonalni
[e%9) l
:Zth|lmlm| L? = Zh21+1 Z|lmlm|
=0 m=-I m=—1

Operatory ELQ diagonalni nejsou

Lig= Z Z Z Jm | Lo |1, m) |1y Y (1, m,

LUI'=0 m=—1m'=—1'

jejich maticové elementy lze opét snadno spocitat pomoci posunovacich operatori, viz. ¢ast
8.3.2.

8.2 Vztah mezi ketem a vlnovou funkci

V této ¢asti se podivame na souvislost mezi popisem stavu kvantové Céstice pomoci abs-
traktniho ketu [¢) a pomoci vlnové funkce (). Zobecnénym vlastnim vektoram polohy,
resp. hybnosti, prifadime kety |7}, resp. |p). Tyto kety spliwji rovnice

(T1Q;10) = a3 (F|w),  (FIP;|v) = p; (),
a jsou normované k d-funkei, tj. plati !
(7'|7) =o(&—2"), (P|p)=0(p—p)

Tyto vztahy predstavuji analogii relaci ortogonality pro prvky ortonormalni baze. Podobné
plati pro kety i analogie relaci uplnosti ve tvaru

/F%Wﬂﬂ,/ﬁWbe
R3 R3

Libovolny ket |¢)) pak miizeme rozlozit do ,,baze‘ zobecnénych vlastnich vektori polohy
zpusobem

) = [ do@ole) = [ o u@ o)

tj. identifikujeme vlnovou funkci s Fourierovym koeficientem

1Srovnej s (7.9), (7.12), (7.14), (7.16).
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O vlnové funkei ¢ (Z) pak mluvime jako o Z-reprezentaci (resp. ,,soufadnicové reprezentaci)
stavu |¢). Vztah mezi ketem |n) a funkei 1, pak je ¥, (x) = (z |n). Podobnym zpiisobem
miiZzeme rozepsat ket 1)) do ,baze‘ zobecnénych vlastnich vektorii hybnosti

o) = [ @)l = [ ¢ o5

kde _
v(p) = (FlY),

je p-reprezentace (resp. ,impulsova reprezentace*) stavu |¢). Pro tplnost si ukazeme, Ze
funkce 1 a 1 jsou spojeny Fourierovou transformaci. Postupné najdeme

i = @1 ( [ aslere) o = [ e

B / & 63(7) V(@) = [ et @ = (FOE. (64

8.3 Posunovaci operatory

Posunovaci operatory jsou dulezitym prostiedkem pro studium spekter a praci s vlastnimi
vektory. Operétor A nazveme posunovacim operdtorem k operdtoru B s posunutim A € C
pokud

[B,A] = AA. (8.5)

Dtvod pro tento nazev spoc¢iva v tom, ze pokud A je vlastni hodnota operatoru B a |A)
prislusny vlastni vektor, pak z (8.5) ihned plyne

BA|X) = (A4 A)A|N), (8.6)

coZ znamené, ze A|)) je bud nula nebo vlastni vektor operatoru B s vlastni hodnotou
A+ A.

Ze vztahu (8 5) rovnéz ihned plyne, Ze pokud operator A je posunovacim operatorem
k operatoru Bs posunutim A, pak At je posunovacim operatorem k operatoru Bts po-
sunutim —A*. Pokud navic B je samosdruzeny (tzn. ma pouze realné vlastni hodnoty) a
existuje alespon jeden vlastni vektor |\) operatoru B takovy, Ze A|\) # 0 pak A € R.

Je zfejmé, ze posunovaci operatory budou mit vyznam, zejména pro operatory které
maji ekvidistantni spektrum. Uvedeme dva typické ptiklady.

8.3.1 Linearni harmonicky oscilator

Budeme se zajimat o posunovaci operatory pro hamiltonian LHO

H=—+-Mu*Q* (8.7)



7 komutacnich relacf mezi H a operatorem polohy a hybnosti lze odvodit, Ze posunovaci
operatory pro H lze zapsat ve tvaru

Mw A A
iz = |5 (QF =P), (8.8)

[H,a] = thwa... (8.9)

nebot plati

Obecné jsou posunovaci operatory podminkou (8.5) uréené az na multiplikativni konstantu.

Faktor % ve vztahu (8.8) je vhodné zvolen tak, Ze pro komutéator a_ a a, plati

la_,a,] =1 (8.10)

Oznacme vlastni vektory H pomoci ketii [n) jako ve vztahu (8.2). Posunovaci operéatory

na né pusobi takto
ax|n) = af|ln 1), (8.11)

kde oif jsou éisla (|n) je normovén k jedné, ale a.|n) obecnd normovany k jedné byt nemust).
Operator a, tedy ,zvySuje energii stavu‘ o hw a nazyva se obvykle kreacni operator,
zatimco operator a_ se z podobného duvodu nazyva anihilacny.

Pomoci krea¢niho a anihilacniho operatoru muzeme zpétné vyjadrit operatory polohy,
hybnosti a hamiltonidn. Snadno zjistime, Ze plati

2

Tyto vztahy jsou vhodné pro urceni matic operatori polohy a hybnosti v energetické
reprezentaci. S pouzitim vztahu (8.11) zjistime, Ze maticové elementy () a P jsou

- [ h

<n|Q|m> - M (Oé% 6n,m+1 + a;@ 5n,m—1) ’
. [ Mhw _

<n|P|m> = 1 2 (O[;; 5n,m+1 -, 5n,m—1) .

Matice Q aPv energetické reprezentaci maji tedy nenulové prvky jen v pésech nad a pod
diagonalou.

Hamiltonidn LHO muzeme pomoci kreacniho a anihila¢niho operatoru zapsat nékolika
ekvivalentnimi zpusoby (diky komuta¢nim relacim (8.10))

. hw
H = —(d,d+ + &+&7) - hw (d&+ — —> (812)

= hw (d+d + —> . (8.13)



Z posledniho vztahu vyplyvé identita
ara_|n) = nn).

Operator a,a_ se pak nékdy nazyva ,operatorem poctu energetickych kvant“. Ze vztahu
(8.12) a (8.13) Ize snadno ukézat, Ze pro koeficienty o plati

gl =, laf| = VAL (8.14)

Jejich fazi zvolime pozdéji tak, aby x reprezentace keti |n) odpovidala uz spocitanym
vlastnim funkcim ¢, (x) ve vztahu (4.7).

Ukazeme si, jak 1ze s pouzitim kreacniho a anihila¢niho operatoru odvodit vlastni ¢isla
i vlastni vektory hamiltonianu LHO. Z existence posunovacich operatoru piimo plyne, Ze
bodové spektrum hamiltonianu LHO je ekvidistantni a rozdil dvou po sobé jdoucich energii
je hw. Dale se snadno ukaze, ze spektrum H je zdola omezené nulou. f{eknéme, ze 1) je
vlastni vektor s vlastnim ¢islem E, normovany k jedné. Pak plati nerovnost

- 1 - 1 A 1 - 1 -
E = (1Y) = s WIP) + S MePB1Q%0) = 1Pl + S M| Qu? 2 0.

vy

a_|0) = 0. (8.15)

S pouzitim (8.13) zjistime, Ze |0) odpovida vlastnimu ¢islu 3hw. Bodové spektrum H je
tedy tvoreno vlastnimi ¢isly F,, = (n + %) hw,neZ.,.

S pouzitim posunovacich operatori lze ziskat i piislusné vlastni funkce v x-reprezentaci,
tj. ¥, (z) = (x|n). Zaénéme se zékladnim stavem 1)g(x). Kdyz vyjadiime anihilaéni operator
v z-reprezentaci, tak rovnice (8.15) piejde do tvaru

1 d
— — =0 8.16
(e i) o (816)
kde ¢ = %x Tuto diferencialni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi snadno
vyTeSime
2
Yo(€) = Ce /2, (8.17)

Porovnanim této funkce s (4.7) zjistime, Ze se skutetné jedna o vlastni funkci energie
jednorozmérného harmonického oscilatoru s vlastnim ¢islem %hw Stavy s energiemi fiw(n+

cvve

. d n 5 h 1/4n—1
Un(§) = Kpaliho(§) = % ( — —) e €2 K= (M—Z}) kHOa,j. (8.18)

Féaze normalizacnich konstant (4.23) vlastnich funkei energie jednorozmérného harmonic-
kého oscilatoru uréuje i fazi koeficienttt a:f. Volba aX > 0 je ve shodé s piijatou fazovou
konvenci (4.23), kde v8echny normaliza¢ni koeficienty jsou kladné. Plati tedy

a, =+vn, of =vn+1.
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Odtud plyne dalsi uzitecny vztah
1

Vil

n) = ——a"|0).

Cviceni 50. Spocitejte koeficienty osz.

cvve

niho stavu. Koherentni stavy JSOU definovany jako vlastni stavy anihila¢niho operatoru

A

a_|a) = ala), resp. a_du(r) = agy(x)
V z-reprezentaci ma rovnice jednoduchy tvar
1 d
5_’_ > Qb = a¢a7
V2 ( dg
jejimz feseni je funkce

(E=v2a)?

Gal(€) = Cpe™ 5 (8.19)

Ta je kvadraticky integrabilni pro vSechna komplexni ¢isla «, tj. bodové spektrum ani-
hila¢niho operéatoru je cela komplexni rovina. To nevede k zaddnému sporu, protoze ani-
hila¢ni operator neni samosdruzeny (plati al = a, ), takze jeho vlastni vektory netvori
ortonormalni béazi. Koherentni stavy maji fadu zajimavych vlastnosti (napf. minimalizuji
Heisenbergovy relace neurcitosti, maji jednoduchy ¢asovy vyvoj) se kterymi se seznadmime
na cvicenich.

8.3.2 Moment hybnosti

Slozky momentu hybnosti maji ekvidistantni spektrum s A = h, lze tedy ocekavat, ze pro né
opét budou existovat posunovaci operatory. Typicky pracujeme v bazi spoleénych vlastnich
vektorit |1, m) operatori Ls a L? spliwjicich vztahy (8.3). Posunovaci operatory L. hleddme
tak, aby neménily hodnotu orbitalniho kvantového ¢isla [, a magnetické kvantové ¢islo m
zménily o +1, tj. aby platilo

[Ls,Ly] = +hLy, [L* Li]=0.
7 komutacnich relaci pro slozky momentu hybnosti
[Li, L;] = iheijie L,
se snadno ukaze, ze posunovaci operatory lze zvolit ve tvaru
Ly =1Ly+iL,. (8.20)
Pusobeni posunovacich operatort na kety |I,m) je dano vztahy

Li|l,m) = alm\l m =+ 1). (8.21)
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7 (8.20) mizeme vyjadiit operatory Ly a Ly ve tvaru

A 1 - - A 1 - .
Li=g(Ly+ 1), Lo=g(Ly—L).

7 téchto vztahu plyne pro maticové elementy operatoru I:l,g

- 1

<l/7 m/|L1 |l7 m> - §5l,l’ (al—t—mém’,m—&—l + a;mém’,m—l)v
A 1 _

<l/7 7/n//|'[/2 ’l7 m) = Zélyl’ (a{ﬁm(smlym+1 o al,m(smlym71>'

Matice operéatori _i/172 v bazi {|l,m)} maji tedy nenulové prvky jen v pasech nad a pod
diagonalou.
Pomoci posunovacich operatori a Ly mtzeme vyjadrit operdtor kvadratu momentu
hybnosti jako
L?=12—hLs+LyL_=L3+hls+L_L..

Odtud snadno zjistime, Ze pro koeficienty a?jn plati

laiE | = h/1(1 4+ 1) —m(m £ 1).

Koeficienty o, jsou uréeny relaci (8.21) az na fazi. Piijmeme-li tzv. Condon-Shortleyovu
konvenci, ze (xlfn jsou redlné kladné a rovnéz tak normalizac¢ni konstanta pro Y je realna
kladna, pak je ur¢ena i faze v8ech normaliza¢nich konstant Ci,, (6.21) pro Y, jako (—1)™.

Cviceni 51. Oveérte komutacni relaci

[L.,L_] = 2hLs. (8.22)
Cviceni 52. Napiste operdtor L2 vyjadreny pomoci posunovacich operdtori Ei a I:g.
Cviceni 53. Spocitejte koeficienty aljfn.
Cviceni 54. Spocitejte maticové elementy (I',m'|Ly|l, m).

Pomoci posunovacich operatort Ly lze odvodit spektrum Ls a L2, jak si detailng uké-
Zzeme v algebraické teorii momentu hybnosti v kapitole 11.4. Posunovaci operatory rovnéz
intenzivné vyuzijeme pii skladani moment hybnosti v kapitole 12.2. Na zavér této kapi-
toly si ukazeme, jak 1ze s pouzitim posunovacich operatori odvodit explicitni tvar kulovych
funkei V) ,,,. VyuZijeme toho, Ze m je v absolutni hodnoté omezené velikosti [. Plati tedy

LY, =0. (8.23)

7 explicitniho tvaru operatorii Ly 5 ve sférickych soufadnicich (4.27), (4.28) nalezneme

Ly =ihcot Geﬂ“"% + heiw%.
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Zavislost kulovych funkef na thlu ¢ znéme, takZe je muzeme hledat ve tvaru
Vim(0,0) = frm(0)e™.
Rovnice (8.23) potom piejde v oby¢ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu
fl/,l —lfiicotd =0,

jejimz fesenim je funkce
fi1(0) = C'sin' 6.

Kulova funkce s maximalni moznou hodnotou m = [ je tedy rovna
Y1(0,¢) = Csin' g™

Funkce s nizsi hodnotou m ziskdme s pouzitim posunovaciho operatoru L_.
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Kapitola 9

4

Predpovédi vysledkli méreni

V této kapitole detailné probereme, jakym zptsobem kvantova mechanika predpovida vy-
sledky méfeni fyzikalnich veli¢in na ¢astici, ktera je ve stavu popsaném vektorem . V
postulatu 2 jsme tekli, Ze mozné vysledky méfeni dané pozorovatelné patii tvori spektrum
prislusného operatoru. Z diskuse v kapitole 5 vime, Ze predpovédi maji az na vyjimky prav-
dépodobnostni charakter - mizeme urcit pouze pravdépodobnost daného vysledku méfent,
ale ne presny vysledek jednoho méfeni.

9.1 Pravdépodobnosti vysledkti méreni

V postulatu 3 jsme uvedli, Ze pravdépodobnost naméfeni hodnoty a; pozorovatelné A na
¢astici ve stavu popsaném normovanym vektorem v, je dana vztahem

Py a—ay = | P[], (9.1)

kde lf’J je projektor na podprostor odpovidajici vlastni hodnoté a;.

9.1.1 Operator s prostym cisté bodovym spektrem

Pokud prislusny operator Ama prosté ¢isté bodové spektrum (tj. vSechna vlastni ¢isla maji
nasobnost jedna), pak projektory muzeme zapsat (s pouzitim bra-ketového formalismu) ve
tvaru

Py =15){il,
kde kety [j) jsou normované vlastni vektory A
Alj) = a;]5)-

Vztah (9.1) se pak zjednodusi do tvaru

Py (a=aj) = [{JI) 7] 92)
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Ukazme, ze takto zavedené predpovédi vysledki méreni jsou v souladu s teorii pravdépo-
dobnosti. VyuZijeme toho, Ze kety |j) tvoii ortonorméalni bazi ‘H

(i) = 6, Z ) (| = 1.

Vektor [) mitzeme rozlozit do béze vlastnich vektori A zpiisobem

EDMCBINE
§=0
7, Parsevalovi rovnosti pak plyne
W)y =1="Y_|(l)
7=0

tedy [{7]1)|? jsou nezdporna realna ¢isla, jejichZ soudet je jedna, a miiZeme je interpretovat
jako pravdépodobnosti néjakého jevu. Protoze ve stavu |j) ma pozorovatelna A jednoznacné
uréenou hodnotu a;, ma smysl postulovat, ze |(j]1)|? je pravdépodobnost naméfeni hodnoty
a; na Castici ve stavu [¢)).

Cviceni 55. Necht je linedrni harmonicky oscildtor ve stavu popsaném vinovou funkci
W(z) = Ce ke, (9.3)
S jakou pravdépodobnosti namérime hodnoty energie oscildtoru rovné %hw, resp. hw, %hw?

Pfripomenime, Ze podle postulatu 3 je stav ¢astice po méfeni A s vysledkem a; popsan
vlastnim vektorem |j). Vyraz |(j|¢)|* pak miZeme interpretovat jako pravdépodobnost
prechodu ze stavu [¢) do stavu [j). Obecnéji v kvantové mechanice postulujeme, ze prav-
dépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu ¢, které jsou popsany normovanymi vektory

4).16). o tovaa
Pyoo = [{00) ] (9.4

Skalarni soucin (¢[1)) ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti prechodu ¢ — ¢.

Cvic€eni 56. Uvazujme linedrni oscildtor s vlastni frekvenci w = h/M v koherentnim stavu
¢a, o € C. S jakou pravdépodobnosti ho najdeme v koherentnim stavu ¢g, 5 € C?

9.1.2 Operator s vicenasobnym bodovym spektrem

Uvazujme nyni piipad, kdy vlastni hodnota a = a; pozorovatelné A ma konecnou degene-
raci n > 1. V pfislusném podprostoru zvolime néjakou ortonormalni bazi tvorenou vektory
|a, k)

Ala, k) = ala, k), {(a, kla,l) = 6y
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Ortogonalni projektor P, na vlastni podprostor pak muzeme zapsat ve tvaru
n
P, =Y =la k){a,kl.
k=1

Vztah (9.1) pro pravdépodobnost vysledku méfeni bude tedy mit nasledujici tvar

Py (A=a) = k; [(a, k)2 (95)

V pripadé degenerované vlastni hodnoty musime secist pravdépodobnosti pfechodt ze stavu
|¢)) do vSech (jednozna¢né odlisitelnych) vlastnich stavi |a, k). Snadno se lze presvéddit,
ze vysledna pravdépodobnost nezavisi na konkrétni volbé baze {|a, k)|k =1,...,n}.

Cviceni 57. Necht je isotropni harmonicky oscildtor s vlastni frekvenci w = h/M wve stavu
popsaném vinovou funkct

() = Ce kT, (9.6)

S jakou pravdépodobnosti nameérime hodnotu energie oscildatoru rovnou ghw?
Nejsme-li z néjakych, naptriklad experimentalnich, divodi schopni rozlisit mezi dvéma
¢i vice raznymi vlastnimi hodnotami, pak pravdépodobnost naméfeni alespon jedné z nich

je opét dana vzorcem (9.5) s tim, Ze suma probiha pres vSechny vlastni funkce ptislusné
danym vlastnim hodnotam.

9.1.3 Operator se spojitym spektrem

Na zavér této ¢asti uvazujme pozorovatelnou A se spojitym spektrem. Jak jsme si ukézali v
kapitole 7, bodim ze spojitého spektra lze prifadit zobecnéné vlastni vektory |a) normované
k o-funkei

(alAly) = afaly), ({ald’) = é(a—d).

Kvantova mechanika postuluje, ze vyraz

wy(a) = |{alt) |

predstavuje hustotu pravdépodobnosti naméreni hodnoty a na ¢astici ve stavu [¢). Pravdé-
podobnost, Ze vysledek méfeni pozorovatelné A padne do intervalu (aq, as), je pak uréena
vztahem

(9.7)

(9.8)

a2
P%(Ae(al,@)) = f |<a\¢>|2da
al
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Pokud za pozorovatelnou A zvolime polohu ¢éstice (pro jednoduchost uvazujme ¢astici na
primce), pak (9.7) piejde do tvaru

wy(z) = [(z)]* = [ ()], (9.9)

coz odpovida Bornové statistické interpretaci vinové funkce ¥ (x) (tj. z-reprezentace stavu
|1)). Vztah (9.7) je zobecnénim Bornovy interpretace pro libovolné pozorovatelné se spo-
jitym spektrem. Specialné pro hybnost ¢astice je hustota pravdépodobnosti rovna

wy(p) = [(plY)|* = [&(p) .

Vlnova funkce v p-reprezentaci ma tedy vyznam amplitudy pravdépodobnosti naméreni
hybnosti ¢astice rovné p. Pfipomenme, Ze funkce ¢ (x) a ¥ (p) jsou spojeny Fourierovou
transformaci, viz. (8.4).

Cviceni 58. Urcete pravdépodobnost nalezeni hybnosti édstice popsané vinovou funkei (9.6)
v intervalu (ay,b1) X (az,be) X (as,bs). Urcete hustotu pravdépodobnosti nalezeni hybnosti
v okoli hodnoty py.

Vzorec (9.8) plati pro piipad, ze pro kazdy bod a € (ay,as) existuje pravé jedna zo-
becnéna vlastni funkce normalizovand k d-funkci. Obecnéjsi pripad zde feSit nebudeme
(vede na tzv. spektralni miru operatoru fl) Uvedme pouze, Ze napiiklad pravdépodobnost
naméfeni hodnoty energie ¢astice v Coulombové poli v intervalu (Eq, Fy) C R, je déna
souctem integrali

ko 9
Wy (Be(B1,B»)) Z Z / %;m,—’z;/)}” /dk% ’

=0 m= k1

kde k; = 2]\;{2&’ a Prim jsou zobecnéné vlastni funkce (7.17) normované k k d-funkei.

9.2 Stredni hodnoty pozorovatelnych

Pro kvantovou ¢astici ve stavu ¢ zname diky vztahim (9.2), (9.5) a (9.8) pravdépodobnosti
vysledkii méfeni libovolné pozorovatelné. Z pravdépodobnostnich rozdéleni pak miizeme
urcéit stfedni hodnoty pozorovatelnych podle vztahii znamych z matematické statistiky.
Pro pozorovatelnou A s Cisté bodovym spektrem plati

(A= a;Pyaza)- (9.10)
J
Podobné, pro pozorovatelnou A se spojitym spektrem je stfedni hodnota ve stavu 1) rovna

(A), = /aww(a)da. (9.11)

o(A)
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Tyto vzorce mizeme prevést do jednoho kompaktniho vztahu, ktery se v kvantové mecha-
nice ¢asto vyuziva. Odvodime si ho na piikladu stfedni hodnoty polohy ¢éstice na piimce,
pro kterou je hustota pravdépodobnosti ddana Bornovym postulatem (9.9). Vztah (9.11)
pro stifedni hodnotu polohy prepiseme do tvaru

@)y = / ruy(@)ds = / ¥ (@)e(e)de = / @0V (@)de = (,00),  (9.12)

kde 9 (x) je opét normované funkce. Neni divodu, pro¢ by méla mit poloha ¢astice privi-
legované postaveni mezi ostatnimi pozorovatelnymi, a je proto prirozené ocekavat, ze pro
libovolnou pozorovatelnou se jeji stfedni hodnota bude pocitat podle stejného predpisu.
Pro pozorovatelné s €isté bodovym spektrem to snadno ukaZeme s pouzitim spektralniho

rozkladu operatoru A
A=Y ali)
J

Dosadime-li vztah pro pravdépodobnost (9.2) do vzorce pro stiedni hodnotu (9.10), pak
postupné dostaneme

w—Zamw Zaj D15 (Glv) = (¥ (Zam ﬂ) ¥y = (Y] Al).

Pro pozorovatelné se spojitym spektrem lze vztah odvodit analogicky s pouzitim spektréalni
miry operatoru A. Plati tedy, Ze je-li systém v okamziku méreni ve stavu popsaném
vektorem |¢)), pak stFfedni hodnota méfeni pozorovatelné A, které jsme priradili

operator A, je rovna
(AM — <¢|A|¢> : (9.13)

Vsimnéme si, ze predpis (9.13) je ve shodé nejen s Bornovym postulatem, ale i s popisem
stavu pomoci vlastnich funkei kompatibilnich pozorovatelnych. Skute¢né, je-li A jedna
z pozorovatelnych, jez byly pouzity k urceni stavu a vektor |a) je vlastni vektor A pro
vlastni hodnotu a, pak (A)q = a.

Cviceni 59. Spoctete stredni hodnoty sloZek polohy kvantové cdastice popsané vinovou funkci

(2.37).

Cviceni 60. Spoctéte stiedni hodnoty sloZek hybnosti kvantové cistice popsané vinovou
funkei (2.37). Napiste tvar vinové funkce popisujici minimdlni vinovy balik se stredni hod-
notou hybnosti py, ktery md v case to stredni hodnotu polohy Ty .

Cviceni 61. Spoctéte stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice v Coulombové poli
s energit —MQ?/2k* a nulovijm momentem hybnosti (elektron v atomu vodiku ve stavu 1s).

Cviceni 62. Spocitejte stiedni hodnotu energie jednorozmeérného harmonického oscildtoru
v koherentnim stavu ¢, (8.19).

73



Cviceni 63. Necht cdstice je ve stavu popsaném vinovou funkct
Y(x) = (4m)"V?(e sin @ + cos 0)g(r) (9.14)

Jaké hodnoty L, miZeme namérit a s jakou pravdépodobnosti? Jakd je stiedni hodnota L.,
v tomto stavu?
9.3 Stredni kvadratickd odchylka a relace neurcitosti

Dilezita pravdépodobnostni a experimentalné méritelna veli¢ina je stredni kvadratickd od-
chylka pozorovatelné A pri méreni na stavu 1. Ta je definovana vztahem

(D4 A) = (A= ()2, (9.15)

ktery je snadné prepsat do tvaru

~

(LyA) = /(A2 — (A)3, (9.16)

Cviceni 64. Ukazte, Ze pokud A je samosdruZeny operdtor, pak vyraz pod odmocninou
(9.15) je nezdporny pro libovolné 1) € D 4.

Stfedni kvadratickda odchylka indikuje, jak dobfe je ve stavu 1) hodnota pozorovatelné
A urcena. Pokud 7 je vlastnim vektorem operatoru A, pak (AyA) = 0. Hodnota pozoro-
vatelné A je tedy ve vlastnim stavu urcena s absolutni pfesnosti. Na druhou stranu, ¢im
vetsi je (AyA), tim vétsi je neurcitost hodnoty A.

Hodnota pozorovatelné se spojitym spektrem neni v zddném stavu kvantové ¢éstice ur-
¢ena s absolutni presnosti, protoze bodim ze spojitého spektra odpovidaji pouze zobecnéné
vlastni vektory, které nepopisuji fyzikalné realizovatelny stav. Zobecnéné vlastni vektory
vSak miuzeme vzdy libovolné presné aproximovat pomoci vektort z Hilbertova prostoru.
Kvantova mechanika tedy nijak neomezuje pfesnost, s jakou muze byt dana pozorovatelna
uréena, viz. tvrzeni 16.1.5 v [1]. Zdiraznéme, Ze zde nemluvime o experimentalné dosazi-
telné presnosti.

Cvi€eni 65. UvaZujte castici na primce ve stavu popsaném vinovou funkci 0,.(x) (7.15).

Ukazte, Ze plati
A 9
= a/, A e = —.
<Q>6a,s ( 6 N Q) \/g

Cvi€eni 66. Uvazujte édstici na piimee ve stavu popsaném vinovou funkci ¢, o(x) (7.10).

Ukazte, Ze plati
€

(P)o,. =p, (D, P) = 7

A

V principu tedy muzeme kvantovou ¢astici pripravit ve stavu, kde je jeji poloha urcéena
s libovolné malou nepfesnosti Ax. Podobné ji mizeme pfipravit v jiném stavu s libovolné
malou neurcitosti hybnosti Ap. Otézka ale je, zda mtuzeme urc¢it souc¢asné polohu a hybnost
¢astice libovolné presné. Z relaci neurcitosti vyplyva, ze to obecné mozné neni.

74



Tvrzeni 9.1. Pro kazdé dva samosdruzené operdtory A, B a ¢ € D(AB) N D(BA) plati
1 PN
(ByA) (B4 B) 2 5[4, Bl)yl (9.17)

Rowvnost ve vztahu (9.17) nastdvd pro vinové funkce, pro které plati

~ A

[A—(A)y —ir(B — (B)y)l =0, (9.18)
kde k € R.

Pro operatory polohy a hybnosti plati komuta¢ni relace
Q;, Py] = ihdjp, (9.19)

takze podle tvrzeni 9.1 pro kazdé ¢ € D(Q,P) N D(FP,Q;) plati Heisenbergovy relace

neurcitosti
(DyQ;) (AyPr) > 3. (9:20)

Cviceni 67. Spoctéte stiedni kvadratické odchylky sloZek polohy a hybnosti kvantové cdstice
pFi méient na stavu popsaném vinovou funkci (2.37). Ukazte, Ze pro A > 0 plati

h

(84@0) (BuP) = 5 (921)

Cviceni 68. Ukazte, Ze podminka (9.18) pro operdtory A= Qj, B = 15] ddva integrodife-
rencidlni rovnice, jejchz jedinymi resenimi jsou funkce

9(7) = CeXp{—sz +§-f}, A>0,

které jsme nazvali minimdini vinové baliky.

Relace neurcitosti davaji omezeni na stavy kvantové ¢astice v diisledku existence nekom-
patibilnich pozorovatelnych. Pro kompatibilni pozorovatelné je nerovnost trivialni, protoze
stfedni kvadratické odchylky jsou vzdy nezaporné. Pro nekompatibilni pozorovatelné relace
neurcitosti predstavuji netrivialni spodni mez na soucin stiednich kvadratickych odchylek
ve stavu ¢. Neexistuje tedy stav, ve kterém jsou obé nekompatibilni pozorovatelné soucasné
urceny libovolné presné.

Z Heisenbergovych relaci neurcitosti plyne, Ze v principu nejsme schopni soucasné pro-
vést méreni polohy a hybnosti ¢astice s libovolnou presnosti. Znamena to tedy, Ze v rozporu
s predstavami klasické mechaniky, ¢astici nelze pfifadit bod ve fdzovém prostoru, nybrz,
ze kvantovou ¢astici si ve fazovém prostoru lze predstavit jako jistou rozmazanou oblast

objemu
3

h
AxAp, AyApy,ANzAp, > 5
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Pro tlohy v makrosvété, které resi klasickd mechanika jsou vSak tyto tivahy zcela irele-
vantni: Napf. pro ¢astice s hmotou > 10 mg, jejichZ polohu jsme schopni urcit s presnosti
< 10 pum, relace neurcitosti ¥ikaji, Ze rychlost ¢astice nelze urcit s chybou mensi nez 10722
m/s, coz je experimentalné nedosazitelna presnost.

V mikrosvété viak relace neurcitosti hraji dileZitou roli. Hmota elektronu je cca. 10~%7
g a je-li nepfesnost méfeni polohy mensi neZ linedrni rozmér atomu, coz je fadoveé 10~ cm,
pak neptesnost méreni jeho rychlosti je vétsi nez 10® cm/s, coZ je srovnatelné s klasickou
rychlosti elektronu v atomu. Neni tedy divu, Ze pro popis elektroni v atomovém obalu
nelze pouzit klasickou mechaniku.

9.4 Kvantova mechanika ve fazovém prostoru

Na zavér této kapitole poznamenejme, Ze je mozné popisovat kvantovou mechaniku pomoci
funkei na fazovém prostoru (tzv. kvazidistribuci). Daji se vyuzit napt. pro hledani klasické
limity kvantové mechaniky a prechodu ke klasické statistické fyzice.

Pro jednoduchost se opét omezime na ¢astici na pifmece, tj. fazovy prostor je R2. Jednu
z moznych kvazidistribuci popisujici stav kvantové ¢astice ve fazovém prostoru predstavuje
Wignerova funkce. Ta je pro vlnovou funkci o (z) € L*(R, dz) definovana predpisem

1 i
Wy(z,p) = = / e (x 4+ y)p(x — y)dy.

R

Jedn4 se o realnou funkci na fazovém prostoru, kterd ma rfadu zajimavych vlastnosti, napf.
vede na spravné marginalni rozdéleni polohy a hybnosti

[ Wt o = 0@, [ Walepide = 5P

Mohli bychom ji tedy povazovat za hustotu pravdépodobnosti na fazovém prostoru a pouzit
k porovnani kvantové mechaniky s klasickou statistickou fyzikou. Obecné tak postupovat
nelze, protoze Wignerova funkce muze nabyvat zéapornych hodnot (odtud oznaceni kva-
zidistribuce). Pro nékteré tiidy stavii to v8ak moZné je, napf. pro koherentni stavy LHO
(8.19) snadno najdeme, Ze jejich Wignerova funkce je rovna

Wl p) = 5 e (~( = VIRe(a)? = (- — VBIm(a)?).

kde k = 4/ % Wignerova funkce koherentniho stavu ma tvar Gaussova rozdéleni se stied-

2
mz%%@,@:ﬁmmw
a stfednimi kvadratickymi odchylkami

nimi hodnotami



Odtud je vidét, ze koherentni stavy minimalizuji relace neurcitosti. Popis koherentnich
stavi ve fazovém prostoru muzeme dale zjednodusit prechodem k bezrozmérnym promén-
nym

p

§:Kx7 P:ﬂ7

ve kterych ma Wignerova funkce symetricky tvar
1
Wal€.p) = —exp (—(€ = V2Re(@))? = (p = V2Im(0)?)
Gaussovo rozdéleni je jednoznacné urceno stfedni hodnotou a stfedni kvadratickou od-

chylkou, navic s rostouci vzdalenosti od stfedni hodnoty velmi rychle klesa k nule. Kohe-
rentni stavy ve fazovém prostoru se pak velmi ¢asto zobrazuji jako kruh se stfedem v bodé

((€) = V2Re(a), {p) = v2Im(a)) a polomérem A& = Ap = \/Li
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Kapitola 10
Casovy vyvoj kvantové ¢astice

Veskeré uvahy v kapitolach 3 az 9 se tykaly stavu kvantové castice v daném casovém
okamziku. Nyni se zaméfime vyvoj stavu s ¢asem. Omezime se na piipad tzv. uzavieného
systému, kdy uvazovana kvantova Céastice neinteraguje s jinym kvantovym systémem. V
takovém piipadé je ¢asovy vyvoj ¢astice popsan Schrédingerovou rovnici, se kterou jsme se
seznamili jiz v kapitole 2.5. Pfipomenime, Ze Schrédingerovu rovnici neni mozné odvodit.
Musime ji zahrnout mezi zakladni postulaty kvantové mechaniky.

Postulat 4. Necht je v case ty stav kvantové cdstice s hamiltonidnem H popsdn vektorem
|1). Stav cdstice |P)(t)) v case t > ty je urcen FeSenim Schridingerovy rovnice

ingly(t)) = H|p(t))

s pocdtecni podminkou [1(ty)) = |¢).

(10.1)

Poznamenejme, Ze Casovy vyvoj popsany Schrodingerovou rovnici plati jen do okamziku
méfeni. Podivejme se nyni na disledky Schrodingerovy rovnice.

10.1 Zachovani normy a rovnice kontinuity

Snadno se ukaze, ze Schrodingerova rovnice zachovava normu vektoru [¢(t)). Derivaci
kvadratu normy |¢(t)) podle ¢asu mizeme napsat ve tvaru

d 0

1) = (5ol o) + el (e

Ze Schrodingerovy rovnice dostaneme

0 i i i
V@) = —Hp(®), 0] = w4, (10.2)

78



kde jsme vyuzili samosdruzenosti hamiltonianu. Dosazenim do pfedchoziho vztahu pak
zjistime, Ze
d i A .
SWO) = 1 (WOUE) - GOITE)) =

éasovy vyvoj tedy neméni normu vektoru - pokud je poc¢ateéni podminkou pro Schrodin-
gerovu rovnici vektor |1(¢y)) normovany k jedné, pak i vektor [¢(t)) zistava normovany
pro vSechna t > t,. Tento vysledek je diilezity pro pravdépodobnostni interpretaci kvantové
mechaniky:.

V z-reprezentaci, kde ma Schrodingerova rovnice tvar

o w

o = a1

AY + V(Z, 1)), (10.3)
miizeme odvodit zachovani normy vinové funkce ¢ (%, t) z tzv. rovnice kontinuity. Definujeme-
li vedle hustoty pravdépodobnosti p(Z,t) := *(Z, t) (¥, t) také hustotu toku pravdépodob-
nosti

- g

J(@.1) = S (@ OV (1) — O (T, ) V(T 1), (104)
pak je snadné ukazat, ze pro tyto veli¢iny plati
dp
(%( t) + div j(Z,t) = 0. (10.5)

Z rovnice kontinuity vyplyva existence ,zachovavajictho se ndboje"

/ (7, ) d = / (@, )P = (6(1), b(1)),

tj. normalizace vlnové funkce (7, t) nezéavisi na Case

dg d
dt dt(@b(t) Y(t)) =0.

10.2 Stacionarni stavy

Uvazujme nyni Schrédingerovu rovnici v z-reprezentaci pro potencial V(%) (a tedy i ha-
miltonian) nezavisejici na case. V takovém piipadé existuji feSeni, kterd maji separovany
tvar

(@,1) = f()Yp(T).
Dosazenim feSeni v tomto tvaru do rovnice (10.3) a podélenim obou stran f ()1 g (%) (vSude,
kde je to mozné) dostaneme

ih df 1 (h2

gy M) + V(@)e(d)).

f&) dt Pp()
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Zatimco leva strana této rovnice zavisi pouze na Case, prava zavisi pouze na poloze. Musi
tedy byt rovny konstanté, kterd ma rozmér energie; oznac¢me ji E. Schrodingerovu rovnici
pak muzeme separovat na dvé rovnice, z nichz jedna urcuje ¢asovou zavislost vinové funkce

d
z'h—f =Ef(t), (10.6)
dt
a druha urcuje jeji prostorovou zévislost
n? . . . .
—mAwE(x) + V(Z2)Vp(Z) = Eve(T).
Vidime tedy, ze ¥ g () je vlastni vektor hamiltonidnu s vlastnim ¢islem E
Hip = Evp. (10.7)

Pokud budeme pro Schrodingerovu rovnici uvazovat pocateéni podminku

V(T 1) = Vr(@), tj. f(to) =1,

—LE(t—to

pak feSenim rovnice (10.6) je f(t) = e ). Casovy vyvoj vlastnich vektort hamiltoni-

anu mé tedy jednoduchy tvar

DT, 1) = e HEE—0)y (7))

Faktor e~ #F(t=%) je fyzikalné nepodstatny, nebot neovlivni zadné fyzikalné interpretova-
telné vysledky jako je pravdépodobnost nalezeni v misté #, pravdépodobnost prechodu
do jiného stavu v disledku méfeni, ani stfedni hodnotu libovolné pozorovatelné. Vsechny
vysledky jsou tedy nezavislé na ¢ase. Z tohoto divodu se vlastnim vektorim hamiltoni-
anu 1ika staciondrni stavy a rovnice pro vlastni hodnoty (10.7) se ¢asto nazyva bezcasovd
Schrodingerova rovnice. Vlastni vektory hamiltonianu jsou obdobou rovnovaznych stavi v
klasické mechanice, tj. statickych FeSeni pohybovych rovnic z(t) = x(to).

Jednoduchy casovy vyvoj stacionarnich stavi je mozno vyuzit i pro popis casového
vyvoje nestacionarnich stavi, tj. feSeni Schrédingerovy rovnice s pocateéni podminkou
zadanou funkci, ktera neni vlastni funkci hamiltonianu. Staci k tomu, aby existovala orto-
normaln{ baze {1, }, tvofena vlastnimi stavy hamiltonianu

Pak je mozno zapsat pocate¢ni vinovou funkci zptisobem

Y(E) =) (b, )b () (10.8)

n

a odpovidajici feseni Schrodingerovy rovnice je

DT 1) = S (W, p)e #E =00y (7). o)

n

80



Neznamena to vsak, Ze stav rozlozeny podle stacionarnich stavi je stacionarnim, nebot
koeficient u kazdé komponenty mé jinou ¢asovou zavislost.

Vyjimecnost stacionarnich stavii byl jeden z divodi, pro¢ jsme v predchozich kapitolach
hledali vlastni stavy operatortii energie, pro nékteré fyzikalné zajimavé piipady jako byl
harmonicky oscilator ¢i ¢astice v Coulombové poli.

Cviceni 69. Necht Hamiltonidn kvantového systému md cisté bodové spektrum. Na sys-
tému byla namérena hodnota a pozorovatelné A, kterd md cisté bodové spektrum, pricemz a
je nedegenerovand vlastni hodnota. Jakd je pravdépodobnost, Ze namérime stejnou hodnotu,
budeme-li méreni opakovat po case t?

Cviceni 70. Necht cdstice hmoty M v jednorozmérné nekonecné hluboké potencidlové jameée
$irky 2a je v case t = 0 popsdna vinovou funkci (kterd je superpozici staciondrnich stavi)

$(@,0) =0, pro fo] > a, (w,0) = sin [ 2-(r — )] +sin [ (@ —a)] , pro Jo] <a.

Jakd je pravdépodobnost, Ze castice se v case t > 0 bude nachdzet v intervalu (—a,0)?

10.3 Unitarita ¢asového vyvoje

Ze Schrodingerovy rovnice plyne, Ze systém, ktery v ¢ase to byl ve stavu 1), je v ¢ase t > tg
(pokud na ném nebylo provedeno méfeni) v jednoznacné urceném stavu [i(t)). Existuje
tedy linearni operator U (t, o), pro ktery plati

(1)) = Ut to) ). (10.10)

Tento operator se nazyva evolucni operdtor. Ukdzeme, Ze je unitarni. Podobnym postupem
jako v ¢asti 10.1 odvodime, Ze pro dvé libovolné feSeni Schrodingerovy rovnice [i(t)) a
lo(t)) je jejich skalarni sou¢in nezavisly na case

d

3 YWle(®) = 0. (10.11)

S pouzitim evolu¢niho operatoru predchozi rovnost prepiseme do tvaru

d

S WOle(0) = WIS )0 (1 10)16) =0

Protoze identita plati pro libovolné |¢)) a |¢), musi byt operator U T(t, tO)U (t,to) nezavisly
na ¢ase. Z definice evolu¢niho operéatoru (10.10) plyne

Ulto, to) = I, (10.12)

a tedy
Ut (t,t0)U(t, o) = Ul(to, to)Ul(to, to) = I,
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coz je podminka unitarity evoluéniho operatoru.
Dosazenim (10.10) do Schrédingerovy rovnice odvodime diferencialni rovnici

9 - A
ihaU(t,to) = HU(t,t),

ktera spolu s pocateéni podminkou (10.12) urcuje evoluéni operator. V piipadé, kdy je
hamiltonian ¢astice nezavisly na Case, mizeme tuto rovnici zintegrovat a jejim reSenim je

Ult,to) = exp <—%I:I(t — t0)> .

Pokud ma navic hamiltonian ¢isté bodové spektrum, tj. existuje baze tvorenéd vlastnimi
vektory H spliiujicimi

Hpn) = Ey|ihn),

pak evoluéni operator U(t,ty) miZzeme zapsat v energetické reprezentaci ve tvaru

Ult, ty) = 3 e wEnlt=t0)jyp, y (3,

Reseni Schrédingerovy rovnice (10.10) v dase ¢ > to je tedy rovno

() = D (Wultp)e By, )

n
Poznamenejme, Ze vyraz (10.9) neni nic jiného, nez zapis predchoziho vztahu v z-reprezentaci.

Cviceni 71. Urcete operdtor casového vyvoje v energetické reprezentact pro linedrni har-
monicky oscildtor. Ukazte, Ze pro libovolny pocdatecni stav 1) se oscildtor po case T = %’r
vrdti do puvodniho stavu.

10.4 Integraly pohybu, Ehrenfestovy teorémy

V klasické mechanice zname zachovéavajici se veli¢iny — integraly pohybu (IP), jejichz
hodnota se béhem casového vyvoje systému neméni. Pfipomenme, ze v klasické mechanice
jsou pozorovatelné reprezentovany funkcemi f(g;, p;,t) na fazovém prostoru, které mohou
i explicitné zaviset na case. Integralem pohybu jsou takové funkce, které po dosazeni reseni

df

Hamiltonovych pohybovych rovnic g; = ¢;(t), p; = p;(t), zistavaji konstantni, tj. T 0.

I v kvantové mechanice 1ze definovat integraly pohybu. Jejich definici vSak nelze prevzit
z klasické mechaniky, protoze pozorovatelné nejsou funkcemi stavi. Navic, hodnota pozo-
rovatelné je urcena az po méfeni, a pokud stav kvantové ¢astice [¢(t)) neni vlastni vektor
pozorovatelné, pak v kazdém opakovani experimentu mize méfeni na stavu |¢(t)) dat jiny
vysledek. Spravnou definici integralu pohybu v kvantové mechanice je tedy nasledujici: A
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je integral pohybu pravé tehdy kdyz pro kazdé reSeni Schrodingerovy rovnice
|1(t)) je stFfedni hodnota A nezavisla na case

AjeIP <= V|u(t)), S(Ayppn =01 (o

Za ur¢itych podminek (viz. véta 17.1.2 v [1|) muzeme odvodit ekvivalentni podminku,
kterou integral pohybu musi spliiovat. Z definice stfedni hodnoty (9.13) dostaneme

0 = (001) Ato) + Ol () ) + (w0 (%) w(t)

S vyuzitim vztaha (10.2) pak najdeme

i

d . . 9A
E(z‘l)w(t) = <h[H,A] + §>W). (10.14)

Aby pozorovatelnd A byla integralem pohybu, musi byt piredchozi vztah roven nule pro
vSechna feSeni Schrédingerovy rovnice. To plati pravé tehdy kdyz je operator na pravé
strané (10.14) roven nule, tedy

A je IP<:>%[[A{,A]—|—%§:O . (10.15)

Pro operatory, které nejsou explicitné zavislé na case to znamena, Ze jsou
integraly pohybu, pokud komutuji s H. Pripomenme, ze v Hamiltonovské formu-
laci klasické mechaniky plati vztah obdobny (10.15) — A je integralem pohybu, pokud
{H,A} + % =0, kde {, } znaci Poissonovu zévorku.

Cviceni 72. Naleznéte operdtor rychlosti pro castici v poli konzervativnich sil.

CvicCeni 73. Ukazte jak zdvisi na case stredni kvadratickd odchylka souradnice jednoroz-
meérného harmonického oscildtoru.

Vztah (10.14) muZzeme chapat jako pohybovou rovnici pro stfedni hodnotu pozoro-
vatelné A. Specialnim pfipadem tohoto vztahu jsou tzv. Ehrenfestovy teorémy, kde za
operator A zvolime slozky souradnice ¢ hybnosti. V tom piipadé dostaneme

d . P
—(Qiwy ={ 75 ) (10.16)
dt M

(1)

d, - oV
3\ Filve = <—8—$]> : (10.17)
¥(t)



Tyto vztahy pripominaji do jisté miry Hamiltonovy rovnice klasické mechaniky, kde piesné
hodnoty ¢; a p; nahradime jejich stiednimi hodnotami. Skute¢né, prvni z Ehrenfestovych
teorémi Fika, Ze Casova derivace stfedni hodnoty soufadnice ve stavu ¢(t) je rovna st¥edni
hodnoté rychlosti. Ve druhém vztahu vSak na pravé strané obecné vystupuje stfedni hod-
nota sily pusobici na ¢astici. Analogie s klasickou pohybovou rovnici bude platit pouze
pokud prava strana (10.17) je rovna hodnoté sily v bodé <Qj)¢(t), neboli pokud

(-3) =2 ().
R0 !

To je splnéno pouze pro potencidly, které jsou maximalné kvadratickou funkei soutradnic.
V takovém piipadé stfedni hodnoty polohy a hybnosti kvantové ¢astice sleduji klasickou
trajektorii, a to pro vSechna feseni Schréodingerovy rovnice. Specialné toto tvrzeni plati pro
LHO. Pro obecnéjsi typy potenciali je souvislost Ehrenfestovych teorému s pohybovymi

rovnicemi klasické mechaniky mnohem slozit&jsi (viz |2, kap. 1.7] a [3, kap. 3.5]) a o¢ekavana
shoda s klasickou teorii nastava az pro stavy s dostatecné velkou energii.

CviCeni 74. Linedrni harmonicky oscildtor s vlastni frekvenci w = h/M je v case t =0 v
koherentnim stavu s amplitudou o € R. V jakém stavu je v libovolném case t > 07 Jak se
meni stredni hodnota polohy a hybnosti oscildtoru s casem?
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Kapitola 11

Castice v elektromagnetickém poli. Spin

Doposud jsme se zabyvali kvantové mechanickym popisem ¢astice v poli konzervativnich
sil. Jinymi slovy predpoklédali jsme, Ze hamiltoniédn je tvaru

R 72 .
H=—"A+V(2).
Wi + V(&)

Ne vSechny sily vsak jsou konzervativni. Dilezitym pfipadem je Lorentzova sila

F = F(Z,0,t) = q|[E(Z,t) + T x B(Z,1))], (11.1)
ktera pusobf na nabitou &stici s nabojem ¢ v elektromagnetickém poli { E(Z,t), B(Z,t)}.
Tato sila neni konzervativni. Na druhé strané, z kursu teoretické fyziky (viz napft. |13,
U2.1]), vime, Ze je ji mozno vyjadfit pomoci zobecnéného potencialu

U(#7,t) = qlé(@,1) — 7~ A(Z,1)),
kde ¢ a A jsou elektromagnetické potencialy, tzn.

E = —grad¢—g, B = rot A. (11.2)
Pohyb klasické ¢astice v elektromagnetickém poli je mozno popsat pohybovymi rovnicemi
v Hamiltonové formulaci s Hamiltonovou funkei

1

= o7l - qA(Z, )] + qo (T, 1). (11.3)

Hamiltonidn kvantove mechanické castice v elektromagnetickém poli je pak mozno odvodit
z principu korespondence

oL

o
H:-(

. 2
7 (P—aAG. t)> + qd(T,1). (11.4)



Poznamenejme zde, Ze v tomto pripadé princip korespondence neurcuje hamiltonian jed-

noznac¢né, nebot operatory PaA vyskytujici se v prvnim ¢lenu pravé strany (11.4) obecné
nekomutuji

[P, A] = —ihV - A.
Tato nejednoznac¢nost odpadé, pokud zvolime Coulombovu kalibraci, kde V-A=0. Ha
miltonian (11.4) pak muZeme snadnymi tpravami piepsat do tvaru

pz

N ~ 2

A q % 5 @ 9. i

o= LA@) P+ A . 11.
S = LA ) P4 B3 + b3 ) (11.5)

Cviceni 75. Ukazte, Ze poZadavek samosdruZenosti neurcuje uspordddni operdtoru odpo-
vidajimu klasické pozorovatelné pz?, kde p a x jsou hybnost a souradnice jednorozmeérného
systémau.

11.1 Castice v homogennim magnetickém poli

Budeme se zabyvat pripadem kvantové castice v homogennim casové nezavislém magne-
tickém poli B(Z,t) = B. Vektorovy potencial lze v tomto pifpadé zvolit A(Z) = —B X T a
odpovidajici hamiltonian lze zapsat zptisobem

L (B x )+ qd(@), (11.6)

kde L je operator momentu hybnosti ¢astice.

Pro stfedni hodnoty soufadnice a momentu hybnosti charakteristické pro atomy a ni-
koliv extrémné silnd magneticka pole je prispévek od tretiho ¢lenu zanedbatelny, takze
hamiltonian Ize psat zptisobem

H = Hy — [ion, - B, (11.7)

kde H, je hamiltonian ¢astice bez vlivu magnetického pole (pouze v poli konzervativnich
sil, coz je problém ktery jsme studovali doposud) a

fowy = ﬁL (11.8)

je operdtor magnetického momentu cdastice souvisejici s jejim orbitalnim pohybem.

Je-li potencial V (Z) = q¢(Z) v H, stéricky symetricky, coz je napifklad potencial cou-
lombického pole jadra atomu, pak lze nalézt vlastni funkce g, hamiltonianu Iflo, které
jsou soucasné vlastnimi funkcemi momentu hybnosti (viz 6)

Hole,l,m = EYE i m, (11.9)
L*Ygim = 1L+ 1)V m, (11.10)
j—isz,l,m = mh¢E,z,m- (11-11)
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Odtud plyne, ze v tomto pfipadé lze okamzité urcit vlastni energie i vlastni funkce ¢és-
tice v magnetickém poli. Sféricka symetrie systému bez magnetického pole totiz umoziuje
zvolit osu z ve sméru magnetického pole, a pokud plati (11.9), (11.11), pak rovnéz plati

ﬁ@UEJ,m = (EF pomB) Y 1m, (11.12)
kde znaménko — odpovida kladné nabité a + zaporné nabité castici, B = Hé“ a iy = % je
tzv. magneton Castice. V pripadé elektronu (¢ = —e) ho nazyvame Bohrovgm magnetonem

a jeho hodnota je 0.9274 x 10~23JT L.

Zmamena to, ze hladiny energie ¢astice, které diky sférické symetrii pivodné nezavi-
sely na m, a spektrum tedy bylo degenerované, se podle takto navrzené teorie vlivem
homogenniho magnetického pole rozstépi na 2/ + 1 rtznych hladin vzdalenych
o 1obB. Rikéme, ze magnetické pole sejme degeneraci energie. Stied vzniklého multipletu
hladin zistane na misté a vzdalenosti hladin jsou timérné intenzité magnetického pole (pro
jisté rozmezi jejich hodnot, mimo néj je tfeba zapocitat dalsi efekty).

Efekt rozstépeni hladin magnetickym polem byl experimentalné pozorovan, jedné se
o tzv. Zeemaniv jev, avsak poc€et hladin v multipletu neodpovida predpovézenému
¢islu 2/ + 1. Prekvapivé je, ze napiiklad dochazi k rozstépeni hladiny energie zakladniho
stavu atomu, ktery by podle dosavadni teorie mél byt nedegenerovany, nebot v tomto stavu

[=0.

11.2 Vlastni magneticky moment a spin c¢astice

Uvedeny rozpor teorie a experimentu fesi hypotéza (Landé, Stoner, Pauli 1923-25), podle
které elektron ma vedle magnetického momentu (11.8) souvisejiciho s orbitalnim pohy-
bem jesté vlastni magneticky moment i, jehoZz projekce nabyvaji pravé dvou
hodnot =+|y|.

Tato hypotéza se opira i o vysledky Sternova-Gerlachova pokusu, pii kterém prochazi
svazek atomu stiibra v zakladnim stavu nehomogennim magnetickym polem kolmo na smér
nehomogenity. Sila, ktera na atomy v tomto poli pisobi (viz napt. |16, kap. 4.3]) je

F(#) = grad(ff - B()),

takze ¢astice jsou urychlovany ve sméru gradientu projekce magnetického momentu céstice
na smér magnetického pole. Atom st¥ibra mé jeden valenéni elektron. V urc¢itém ptiblizeni
ho tedy miiZzeme popsat jako vazany systém dvou ¢astic - valen¢niho elektronu a jadra s
elektrony uzavrenych slupek. V zakladnim stavu je valenc¢ni elektron ve slupce 5s, takze
jeho orbitalni magneticky moment je nulovy a se svazkem atomi by se po priichodu ne-
homogennim magnetickym polem nemeélo nic stat. V experimentu se vSak svazek atomi
rozdéli na dva, coz je plné v souhlasu s predstavou vlastniho magnetického momentu elek-
tronu. Z uhlu, pod kterym tyto dva rozdélené svazky atomu stiibra vylétaji je mozno urcit
i velikost vlastniho magnetického momentu elektronu. Ukéazalo se, ze je ve velmi dobré
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A) Schéma experimentu B) Bokorys prubéhu
silo¢ar magnetického pole

1 Svazek atomu 3 Rozstépené svazky cCastic

2 Poly magnetu 4 Stinitko

Obrazek 11.1: Sterntuv-Gerlachiv pokus

88



shodé s velikosti Bohrova magnetonu, |u| = uo. Poznamenejme, ze pozdé&ji byl analogicky
experiment proveden i s atomarnim vodikem se stejnym vysledkem.

Moznost rozstépeni hladiny energie zakladniho stavu atomu vodiku na dvé svédéi o tom,
ze zakladni stav je degenerovany a jeho popis vlnovou funkci ¥g o neni aplny a
je mu nutno prifadit linearni kombinaci dvou linearné nezavislych funkci, jez jsou vlastnimi
funkcemi energie s nejnizsi vlastni hodnotou. Z predchoziho vSak vime, ze takova funkce je
az na multiplikativni konstantu jen jedna. Vychodiskem z této situace je pouziti vlnovych

funkei které maji dvé slozky
-\ 77/)1 (Zf)
U(7) = ( 0o(@) ) (11.13)

Alternativni, avSak ekvivalentni pristup je pouziti vlnovych funkci, které vedle ¥ zavisi
jesté na dalsi proménné &, ktera nabyva pouze dvou hodnot =+, tj.

w:w(fa€>: w<f?+)5¢l(f): w('f?_)zw?(f)'

Prechod k vinovym funkcim (11.13) znamen4 piechod od Hilbertova prostoru L?(R3, d3z)
k prostoru L?(R3,d3z)®C?2. Skalarni soucin v tomto prostoru je definovin vztahem

Z V(@) en (@ dPr = Z E)p(Z, €)d’x (11.14)

a operatory jsou obecné zadany matici operatort A= {A” 2 i—1- Nebot jsme se doposud
zabyvali jevy, ve kterych magneticky moment nehral roli, mohli jsme pouzivat operéatory,
které jsou nasobkem jednotkové matice, napt. hamiltonidn je dan matici H'ij = Hé; jinak
vyjadieno H=H®Ie.

Projekei vlastniho magnetického momentu do osy z (sméru magnetického pole) naopak
prifadime operator i3, ktery piisobi netrivialné pouze v prostoru C?, zatimco v prostoru
L*(R3, d%z) piisobi pouze jako nasobeni konstantou

~ Lo 0
= . 11.15
= (0 ) (1115

Standardni bazi C? tedy ztotoznime s vlastnimi vektory fis, které odpovidaji kladné, resp.
zaporné, projekci vlastntho magnetického momentu do osy z.

Souvislost orbitalntho magnetického momentu s momentem hybnosti (11.8) pfivedla
G. E. Uhlenbecka a S. Goudsmita k hypotéze (1925), Ze podobné jako orbitalni, i vlastni
magneticky moment elektronu je diisledkem nenulového vlastniho momentu
hybnosti — spinu. Tato veli¢ina nemd analogii v zddném druhu pohybu klasickych
hmotnych téles. Operator spinu ma stejné jako orbitalni magneticky moment tii
slozky 3j, které netrivialng ptisobi pouze v C? a vzajemné komutuji stejnym
zpusobem jako slozky momentu hybnosti

[Sj, gk] = ih&‘jklgl : (11.16)

YR
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Vztah mezi spinem a vlastnim magnetickym momentem elektronu je

~

=g (11.17)

Faktor 2 je v ramci této teorie nutné brat jako fenomenologickou konstantu. Jeji vysvétleni
je mozno podat az v ramci relativistické kvantové mechaniky.

Operatory projekce spinu S’j jsou ve standardni bazi C?, kterou stejné jako v (11.15)
spojime s vlastnimi vektory i3 (a tedy i gg), reprezentovany pomoci tzv. Pauliho matic o

N h 0 1 0 —2 1 0

Primym vypoctem lze ukazat, ze Pauliho matice spliuji komutac¢ni relace
[0, 0%] = 2igju0, (11.19)

ze kterych plyne (11.16). Pro Pauliho matice plati dalsi vztahy uZiteéné pii riznych vypo-

VVVVVV

oj =0l (11.20)
Tro; =0, (11.21)
{Uj70k} = 25]k]1 (1122)

Mimo to spolu s jednotkovou matici tvoii {o; | j = 1,2, 3} (hermitovskou) bazi v prostoru
komplexnich matic 2 x 2. Nasobeni Pauliho matic

00k = 5jk]1 + igjklal (1123)
plyne okamzité z (11.19), (11.22).

Cviceni 76. Ukazte, Ze vlastni ¢isla operdtoru projekce spinu do sméru n, definovaného

predpisem Si=1i- 5’: kde 11 = (cos psin @, sin psin 6, cos ), jsou j:g. Najdéte odpovidagici
vlastni vektory.

Cvi€eni 77. Napiste vinovou funkci V(Z) zdkladniho stavu cdstice v poli Coulombova po-
tencidlu s hodnotou z—ové, resp. x—ové, resp. y—ové slozky spinu rovné g

Cviceni 78. Necht pro volnou cdstici se spinem je namérena hodnota z—ové sloZky spinu
S, :g. Jestlize vzapeti merime hodnotu spinu ve smeéru, ktery se z—ovou osou svird thel ©,
jaké mizZeme namérit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti?

Snadno se ukaze, Ze spektrum vSech t¥i operatoru Sj je tvoreno vlastnimi ¢isly :I:%.
Obdobné to plati pro projekei spinu do jakéhokoli sméru, viz. cviceni (76). Neznamena to
vsak Ze hodnoty vSech tif slozek spinu v jednom stavu jsou :i:g. Pokud je napt. castice ve
stavu odpovidajicim kladné projekci spinu do z-ové osy, pak hodnota projekce jejiho spinu
do sméru kolmého na osu z neni vibec uréena - podle cvi¢eni (78) je pravdépodobnost
nameéteni kladné i zaporné projekce spinu rovna %
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Cvieni 79. Ukazte, e S* = Sp21L

Ze cviceni (79) plyne, ze operator 52 ] je nasobek jednotkové matice, a miizeme ho zapsat
ve tvaru 5% = h?s (s+ 1)I kde s = V pripadé elektronu tedy hovoiime o ¢astici se spinem
%. Poznamenejme, zZe existuji i kvantove Castice s jinou velikosti spinu nez =. Mozné hodnoty
velikosti spinu ur¢ime v kapitole 11.4.

Cviceni 80. Uvazujte systém (tzv. supersymetricky harmonicky oscildtor) popsany na Hil-
bertovu prostoru L*(R,dx) ® C* hamiltonidnem

R hQ 2
H = —2—A®]I+

hiew
5 2®H+7H®03.

Ddle je ddan operdator

A 1 N N
= o01(P + iwmosX).

Q 2\/% 1( 3 )

Naleznéte QT, QQ, []:I, Q] a vysledky vyjadrete pomoci operdtori I:I, @ Jaké omezent lze

vyvodit z téchto relaci na spektrum hamiltonidnu (tj. zda je shora ¢i zdola omezené a ¢im)?

(Postact wvazovat bodovou ¢dst spektra.)

11.3 Pauliho rovnice. Normalni Zeemantv jev

Z vysledku Sternova-Gerlachova pokusu a rozstépeni energetickych hladin atomi v mag-
netickém poli jsme dosli k hypotéze, Ze stavy elektronu v atomu jsou charakterizovany téz
hodnotou ¢isté kvantové veli¢iny nazyvané spin. Sily, které ptsobi na elektron v magnetic-
kém poli jsou na spinu zavislé a musi byt proto zahrnuty do hamiltonidnu. W. Pauli navrhl
roz$ireni hamiltonianu pro elektron (kde ¢ = —e) v elektromagnetickém poli na tvar

. 1 2 = - 5o
HZW[PJreA]Q—engrQ%B-S. (11.24)

Rovnice P
ih— = H v,
ot

kde H je tvaru (11.24) a ¥ je dvoukomponentova funkce se nazyva Pauliho rovnice. Od-
povidajici rovnice HU = EV se pak nazyva bezcasova Pauliho rovnice.

Pro homogenni, ¢asové nezavislé magnetické pole B (Z,t) = B je mozno TeSeni Pauliho
rovnice pfevést na feSeni Schrodingerovy rovnice, nebot pifimym vypoctem lze ukézat, ze
pokud ¢;, j = 1,2 jsou feSeni Schrédingerovy rovnice

509

e = H,¢, (11.25)
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kde H, je spinové nezavisla ¢ast (11.24), pak feSeni Pauliho rovnice lze zapsat zptisobem
. (T, 1) ¢1(T,1)

Uz, t - = exp | ——poB - 5t - , 11.26

&= ( bz ) =ow (g 6a(7,1) (11.26)

. o B' 5
exp <_%NOB : c?t) = cos (%Bt) — BU sin (@Bt> : (11.27)
Pokud mé navic po¢ateéni podminka (v ¢ase to = 0) pro Pauliho rovnici faktorizovany tvar

\If(f, O) = ¢(f7 O)¢S(O)7 ¢ € LQ(Rgade)7 wS € C2>

kde

pak tento tvar ztistava i pro t > 0, tj.

U(Z,t) = o(T, t)0s(2),

kde ¢(Z, t) je FeSenim Schrédingerovy rovnice s hamiltonianem H; (11.25) a

s(t) = exp (= B Gt ) s(0).

Cviceni 81. Cistice se spinem h/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli sméfu-
gicim ve sméru osy x. V case t = 0 byla nameérena hodnota jeji z-ové slozky spinu +h/2.
S jakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalsim case hodnotu jeji y-ové slozky
spinu +h/2?

Cviceni 82. Ukazte, Ze pokud vyraz exp{id - &} definujeme pomoci Fady

exp{id - 7} Z (ia - 5)" (11.28)

n=0

pak plati

- =

exp{id - 5} = cos(a) + =7 sin(a), a=|d|. (11.29)

Rozstépeni energetickych hladin v disledku existence vlastniho magnetického momentu
elektronu je pak mozno popsat Pauliho hamiltonianem

H=Hy+™B. I+

B, § 11.30
- - : ( )

kde H, (coz je napf. hamiltonian elektronu v coulombickém poli) popisuje elektron bez
magnetického pole. Resenim bezcasové Pauliho rovnice HU = EV lze dostat energetické
spektrum, které odpovida rozstépeni hladin magnetickym polem pozorované
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v normalnim Zeemanové jevu. Toto TeSeni lze obdrzet ze znalosti TfeSeni bezc¢asové
Schrédingerovy rovnice.

Pro sféricky symetricky hamiltonian Hy, 1ze bez 1jmy na obecnosti zvolit osu z ve
sméru magnetického pole. Je snadné se presvédcit, ze pokud elektron ma v nepfitomnosti
magnetického pole energii Fy = E,; (tzn. E,; je vlastni hodnotou hamiltonianu ﬁo) a
funkce 1,1, jsou vlastni funkce H’O, L2 iz, pak funkce

Uy s (T) = ( wn,l,én(f) ) R s = ( wnz?n(f) ) (11.31)

jsou vlastnimi funkcemi Pauliho hamiltonianu odpovidajicimi vlastnim hodnotam E,, ; ,,, + =
En + poB.(m £+ 1). Pocet hladin multipletu je 2 +3 pro [ = 1,2,... Pro | = 0 dostavame
dvé hladiny energie, coz je ve shodé i se Sternovym-Gerlachovym pokusem.

Cviceni 83. Lisi se rozstépeni N- té excitované hladiny pro cdastici v Coulombickém poli
a v poli harmonického oscildatoru?

Poznamenejme, Ze normalni Zeemaniv jev je experimentalné pozorovan v silném mag-
netickém poli. Ve slabém poli dochéazi k tzv. anomélnimu Zeemanovu jevu, kde je spektrum
na projekci spinu elektronu do sméru magnetického pole. S jeho popisem a vysvétlenim se
seznamime v kapitole (13.4), detailnéji je pak zpracovano napf. |3, kap. 8.5].

Na zavér této kapitoly je tfeba jesté ucinit dilezitou poznamku: Existence nenulového
spinu neni univerzalni vlastnost vSech kvantovych c¢astic. V uvedenych jevech, které nés
primeély zavést spin, maji rozhodujici vliv valen¢ni elektrony atomti. Znamena to tedy,
Ze elektrontim je tfeba priradit spin (velikosti 1/2). Na druhé strané existuji ¢astice, které
spin nemaji. Jsou to napiiklad mesony 7 dilezité pro popis jadernych sil. Ty pak interaguji
s magnetickym polem pouze prostiednictvim svého orbitalntho momentu hybnosti.

11.4 Algebraicka teorie momentu hybnosti

Jak uz jsme poznamenali v podkapitole 11.2; vlastni i orbitdlni moment hybnosti maji
stejné komutacni relace

[Ji, Jn] = 1B Epmn . (11.32)

Tyto relace lze zaroven povazovat za definici nasobeni prvki baze v Lieovské algebie su(2),
ktera tzce souvisi s grupou otoc¢eni SO(3). V dalsim odvodime vlastnosti spole¢nych vlast-
nich vektoril operatorii Js a J2 := j12 + j22 + j?? a jejich vlastnich hodnot bez znalosti
jejich konkrétnich tvari, pouze vyuzitim algebraickych relaci (11.32). Jediné, co budeme
navic predpokladat, je samosdruzenost. Z hlediska zminéné Lieovské algebry to znamena
konstrukei jejich koneéné rozmérnych ireducibilnich reprezentaci.

Podstatnym zptisobem budeme pii tom vyuzivat tzv. posunovacich operatort

Jy=Ji£idy, [Js, Ji] = £hJy (11.33)
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s jejichz obdobou jsme se seznamili v podkapitole 8.3. Snadno pro né odvodime, ze
J_Jy=J 4+ J2—his=J*— J2 — hJs. (11.34)
Necht |\, ) je spolecny vlastni vektor operatora J? a J; s vlastnimi hodnotami A
I\ ) = N ), sl A 1) = pIA, ). (11.35)

Prozkoumejme, jaké jsou mozné hodnoty vlastnich ¢isel A a p. Ze samosdruzenosti opera-
tora J; a Jo plyne, Ze pro libovolny prvek Hilbertova prostoru |¢) plati

(8|J2 + J3|8) = || L|d)]1* + || Tl 81> > O,
takze ) R ) X
Sl T+ T3 )y = (O plJ? = T3 ) = (A= 1) [\, ) )P

je rovnéz nezaporné, z ¢ehoz plyne
> P (11.36)

Na druhé strané diky (11.33)

T\ my = oS5 i+ By,

takZe musi existovat maximéalni vlastni hodnota ., takova, Ze j+|)\, fmax) = 0. V opat-
ném piipadé by totiz byla porusena nerovnost (11.36). Aplikujeme-li operator J_J, na
|\, 1) a pouzijeme (11.34) a (11.35), dostaneme

0= j—j+|/\7,umaX> = (j2 - j?? - hj3)|/\7,umax> = (A — /‘Lr2nax — Pptmas) |A; fmax)
odkud plyne
A= 2+ Ao (11.37)

Stejnymi dvahami, kde zaménime j+ aJ_, zjistime, Ze musi existovat minimalni vlastni
hodnota finin, pro kterou plati
A= — Pjtmin. (11.38)

Porovnanim (11.37) a (11.38) dostaneme fimin = — fimax- Mimo to je ziejmé, Ze opakova-
nym pisobenim operétoru J, na I\, tmin) dostaneme vektor Gmérny |\, fimayx). Tj. existuje
celé nezdporné k tak, ze

Hmin + kh = Hmax = —Hmin-

Odtud

1 3
max — — Mmin — bha S 07_717_727”‘ )
H 2 J J { 5 5 }

A=j(+Dr, p=mh me{jj—1,j—-2,...—j} (11.39)

K oznaceni vlastnich vektort J? a Js se pak misto vlastnich ¢isel A\, p ¢astéji pouziva
kvantovych ¢&isel j,m, tj. ptrifadime jim kety |j, m), které spliuji

J3,m) = j(G + DRE3j,m),  Jslj,m) = mh|j,m).
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Je tedy vidét, Ze pokud jsme neptredpokladali operatory Ji ve tvaru operatorti momentu
hybnosti, nybrz vzali v tvahu pouze jejich komutacni relace, zjistili jsme, Ze spektrum
vlastnich hodnot operatoru J? a Js, mize nabyvat hodnot (11.39) s j nejen celym jako
v pripadé momentu hybnosti, nybrz i polocelym, coz je pfipad spinu. Z tohoto vysledku
1ze téz usoudit, ze mohou existovat ¢astice nejen se spinem 1/2 jako napf. elektron, proton,
neutron a dalsi, ale také s vy$simi (polo)celymi spiny, coz bylo experimentalné potvrzeno.

Cviceni 84. Jak vypadaji posunovaci operdtory J pro Spin % zavedeny v kapitole 11.27

Cviceni 85. S pouzitim vysledki cviceni 53 najdéte (25 + 1) x (25 + 1) matice Jy spliiu-
jgict relace (11.32), které reprezentugji operdtory Ji v bdzi {lg,m)m=j,7—1,...,—7} tvo-
rené vlastnimi vektory Js a J? (tyto matice urcuji ireducibilni reprezentace algebry su(2)).
Ovérte, Ze pro j = % jsou shodné se sloZkami spinu.
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Kapitola 12
Systémy vice ¢astic

Zatim jsme se vénovali kvantové mechanice jedné ¢astice v poli vnéjsich sil. Neni tfeba zdi-
raziovat, ze pro popis realnych fyzikdlnich systému je tfeba rozsitit kvantové mechanicky
popis na systémy vice ¢astic, nebot i velmi jednoduchy realny systém — atom vodiku, je-
hoz elektronovy obal jsme zatim modelovali jednou kvantovou ¢astici v coulombickém poli,
se sklada ze dvou castic, protonu a elektronu. V této kapitole se proto budeme vénovat
kvantové mechanice vice ¢astic bez vazeb.

P1i budovani kvantové mechaniky vice ¢astic je tfeba, na rozdil od mechaniky klasické,
velmi dusledné rozlisovat, jestli jde o systém ¢astic stejného typu ¢i nikoliv. Pod ¢asticemi
stejného typu rozumime ¢astice, které se od sebe vzajemné nelisi zadnym ze svych vnitifnich
parametru jako jsou hmota, ndboj, magneticky moment atd., tedy parametri, které jsou
nezavislé na pohybovém stavu. Dvé castice, které maji vSechny tyto parametry stejné
povazujeme za nerozlisitelné, zatimco v opa¢ném piipadé je nazyvame rozlisitelné.

V klasické mechanice tento pojem neni podstatny, nebot kazda ¢astice se pohybuje po
dané kiivce ur¢ené pohybovymi rovnicemi. Oznacime-li si ¢astice na zac¢atku experimentu
napt. jako ,prvni, ,druh&‘ atd., je mozné v kazdém case rozhodnout, o kterou ¢astici se
jedna a vSechny castice lze tedy povazovat za rozlisitelné.

Pfi popisu jevi na atoméarni a nizsi Grovni, nejsme schopni sledovat ani teoreticky pred-
povédét drahy jednotlivych ¢éstic a oznaceni ,,prvni® ¢i ,,druh&* pro nerozliSitelné céstice
ztraci smysl, nebot pri pfechodu z jednoho stavu dvou ¢ vice nerozlisitelnych ¢éstic do
jiného (at uz ¢asovym vyvojem nebo méfenim) neni mozno rozhodnout, které z nich je
tfeba prirfadit hodnoty pozorovatelnych tykajicich se jednotlivych c¢astic.

12.1 Systémy rozliSitelnych castic

Ukolem kvantové mechaniky systémi vice ¢astic je pfedpovédét pravdépodobnosti riznych
méreni provedenych na téchto systémech. Mame-li systém dvou bezspinovych rozlisitelnych
¢astic, a vime-li, ze pravdépodobnost nalézt prvni ¢éstici v oblasti O; je w; a pravdépo-
dobnost nalézt druhou ¢astici v oblasti Oy je ws, pak (za predpokladu, Ze tyto pravdé-
podobnosti jsou nezavislé) pravdépodobnost nalézt prvni ¢astici v oblasti O; a soucasné
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nalézt druhou ¢astici v oblasti Oy je wywsy. Vzhledem k tomu, Ze podle Bornova postulétu
je pravdépodobnost dana amplitudou vlnové funkce, je celkem prirozené priradit systému
dvou ¢astic, z nichz jedna je ve stavu popsaném vlnovou funkci ¢y a druha ve stavu 1o,
vinovou funkei ¥(7, Z2) = 11 (%) (7).

To ovsem zdaleka neznamena, ze vSechny stavy systému dvou ¢astic jsou popsany vino-
vymi funkcemi, jez lze zapsat jako soucin funkci proménnych 7, respektive Z5. Pokud by
tomu tak bylo, pak by libovolnd pravdépodobnost tykajici se prvni ¢astice byla nezavisla
na stavu druhé ¢astice a mohli bychom popisovat pouze systémy nijak se neovliviujicich,
tj. neinteragujicich castic. Takova teorie vSak nemé zadny smysl, pfesnéji je ekvivalentni
jednocasticové teorii pro kazdou ze slozek systému. Obecny stav systému dvou rozliSitel-
nych bezspinovych ¢astic je tedy popsan kvadraticky integrabilni funkei Sestice proménnych
71, T». MnoZina viech takovych funkei tvoif Hilbertiiv prostor H = L*(R®, dSx), ktery mi-
zeme zapsat jako tenzorovy soucin jednocésticovych Hilbertovych prostora

L2(R®,dSz) = L}(R?, d%z) ® L*(R?, dx).

12.1.1 Matematicka vsuvka 4 - tenzorovy soucin Hilbertovych pro-
storu

V této matematické vsuvce zavedeme konstruktivné tenzorovy soucin Hilbertovych pro-
storti, uvedeme jeho zakladni vlastnosti a ukdzeme nékolik jednoduchych prikladi. Ome-
zime se na tenzorovy soucin dvou Hilbertovych prostoru, rozsifeni pro vice prostoru je
piimocaré. Pro rigor6znéjsi popis, zejména pokud jde o tenzorovy soucin prostort neko-
neéné dimenze, odkazujeme na literaturu [1].

Uvazujme dva Hilbertovy prostory H() a H®). Pro rozliseni budeme vektory z H®*)
znadit kety [*)). Definujeme bilinearni a bijektivni zobrazeni @ : H() x H® — H, které
kazdé dvojici vektorii [1p™M) a [(?)) pFitadi vektor, ktery znacime [(V)®|[e)(?)). Z bilinearity
a bijektivnosti zobrazeni @ plyne, ze H je vektorovy prostor dimenze dimH®.dimH®.
Skalarni soucin v H zavedeme pomoci skalarnich souc¢init v H®*. Pro vektory

) = [pM) @ [9?),  [®) = [¢M)) @ |¢@)), (12.1)

definujeme skalarni sou¢in zpisobem

(@) = (pV D) (9P [0?),

a na linedrni kombinace ho rozsifime tak, aby to byla sesquilinearni forma. Hilbertiv
prostor H nazyvame tenzorovym sou¢inem Hilbertovych prostort H(Y a H? a znaéime
H=HD@H?.
Jsou-li mnoziny {|¢(1))} a {|¢(2)>} ON baze v HM) a H?) | pak mnozina {|¢(1)> ® |¢(2)>}
i J ’ i J

tvori ON bazi v H. Necht vektory |¢®)) maji nasledujici rozvoj do vyse zminénych ON

bazi
6™y = alu®),  [6®) = bl

)
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Jejich tenzorovym soucinem je vektor

6W) @ [¢?) Za@b ) @ [P, (12.2)

Jeho slozky jsou tedy dany soucinem slozek vektori [¢*)).
Poznamka: ve fyzikalni literatufe se Casto symbol ® vynechava, tj.

16) @ @) = |pV)[6™)).

Piiklad: Uvazujme C? @ C3 = C°, a dva vektory vyjadrené ve standardnich bazich
oW =127, ¢¥=(345"
Jejich tenzorovy soucin je vektor
oM @ ¢ = (3,4,5,6,8,10)7.

Obecné vektory z tenzorového soucinu H( @ HP lze zapsat ve tvaru

Ty =" eiglety @ [, denw ® [p?), (12.3)

7]

a jejich skalarni soucin je roven

(@) = Y dr, e (00 [ P Zd*,jcz,J

m,n,i,j

Zminme se kratce o operatorech na tenzorovém soucinu. Operatory pusobici na prosto-
rech H™® lze doplnit jednotkou a rozifit na cely H

~

AW = Agl A®=Ig A.
Plati-li )
Ay = alp),

| je vlastnim vektorem operatoru AW s vlastnim
k) jsou tedy stejna, ale zméni se nasobnost vlastnich

pak libovolny vektor tvaru |4
¢islem a. Spektra operatoru A
Cisel.

Uvazujme operatory A, B® a jejich soutet ¢ = AWM + B®@ . Necht plati

AlaMy = a;]aMy,  BIBP) = b;8%).

>A
a Al

Operétory AW a4 B komutuji
[14(1),];(2)] _0,
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a jejich spole¢né vlastni vektory jsou |a§1)> ® | 6](-2)>. Ty jsou navic vlastnimi vektory ope-
ratoru C " o
A (1 2 1 2
Clay”) @ [57) = (a; +by)la;”) @ 57).
Vratme se ke kvantové-mechanickému popisu rozlisitelnych ¢astic. Ozna¢me Hilbertuv
prostor j-té ¢astice jako H). Hilbertiv prostor systému N rozligitelnych ¢astic je pak dan

tenzorovym soucinem
N
"o QH
Jj=1

Obecny stav systému je popsan néjakym jednotkovym vektorem [¢)) € H. Necht mno-
Ziny {| ﬁf})} tvori ortonormalni baze v HU). Pak vektory |$)) & - - ® |$V) tvoit orto-
normalni bazi v H. Stav systému rozlisitelnych ¢astic tedy muzeme zapsat ve tvaru

N1y N
Poznamenejme, 7e pokud existuji jednocasticové stavy |¢U)) takove, ze

[¥) = o) @ @ o™, (12.4)

pak stav 1) nazyvame separovanyg. V tomto pfipadé jsou stavy jednotlivych ¢astic na sobé
nezéavislé. Ne kazdy vektor z H je mozné zapsat timto zpisobem; stavy, které nelze zapsat
ve tvaru (12.4), oznac¢ujeme jako provdzané.

Piiklad: Stavovy prostor systému N rozliSitelnych ¢astic se spinem 1/2; jejichz vlnové
funkce zaviseji na dodateéné proménné £ € {+,—} (viz kapitola 11.2), je tenzorovym
soucinem jednocasticovych prostorit H) = L?(R?, d*z)®C?

H=HYHD @ . - HM = LXR*N,d*Vz) @ C*".

Jeho prvky jsou kvadraticky integrabilni funkce proménnych 7', &1, 7, &9, . .., TN, En a ska-
larni sou¢in v tomto prostoru je definovan zptisobem

(w,gb) = Z Z / ¢*(f17£17f27€27--waaSN)QS(flaSlvaagQa"'7fN7€N)d3Nx-
a=t  en=2 R

Pozorovatelnym systému rozliSitelnych ¢astic odpovidaji samosdruzené operatory na
H. Zvlastni roli mezi nimi hraji tzv. jednocdsticové pozorovatelné, které ptisobi netrivialné
pouze v HY), tzn. maji tvar

AV =10l® - IRARI® - 1
—_—
(j — 1)-krat

Typickym prikladem je operator kinetické energie prvni ¢astice TW .= ﬁpQ R - I
Operator celkové kinetické energie systému je pak dan souctem

N
T=>) TV
j=1
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Nékteré pozorovatelné nemusi mit tvar souctu jednocasticovych pozorovatelnych. Napii-
klad operator popisujici interakci prvni a druhé céstice lze zapsat jako

0(172):U®H®...®]L

kde U pisobi netrivialné na prostoru HW @ H).
12.1.2 Problém dvou téles v kvantové mechanice

Problém dvou téles je v kvantové, stejné jako v klasické, mechanice snadno feSitelny, po-
kud sily jsou dany potencidlem zavisejicim pouze na rozdilu poloh jednotlivych castic
V(#1,7y) = V(Z) — @). Abychom mohli provést dynamicky popis systému dvou kvan-
tovych ¢astic, popiseme napied klasicky systém hamiltonovskym formalismem.
Zavedenim novych proménnych
F mla_:'l + mgfg .

X=1 T 27 -7 12.5
mi1 + Mo ! 2 ( )

dostaneme Lagrangeovu funkci pro dvé ¢éastice ve tvaru

= > - 1 > 1 mimo -
LIX,7,X,%) = = X2 o——— - V(D). 12.6
(X,Z, X, 7) 2(m1+m2) +2m1+m2x (Z) (12.6)
Kanonicky sdruzené hybnosti jsou
]3 =p1+ Py = (m1 + mg)f = m1f1 + mng, (12~7)
5o myms = MapP1 — MipP2 (12.8)
mi + Mo mi + mo
a Hamiltonova funkce ma tvar sou¢tu dvou Hamiltonovych funkeci
> = P? mi + msy =

H(X,Z, P,p) = + 2 + V(%) = Hy(P) + H,a(7, D). 12.9
(.7 P.5) = g + L V(@) = BU(P) + Hu(R7). (129)

Hamiltonovy pohybové rovnice pro #(t), Zo(t), pi(t), pa(t) pak prejdou na separované rov-
nice pro pohyb t&zigte X (1), ﬁ(t) a relativni pohyb ¢astic dany Z(t), p(t).

Transformace soufadnic (12.5) vede i na zjednoduSeni kvantové mechanic-
kého popisu dvou ¢astic. ZapiSeme-li vinovou funkei systému jako funkci novych sou-
fadnic

U(X,7) = (&)X, T), (X, T)), (12.10)
pak transformace (12.5) vede na transformaci parcialnich derivaci
0 0 0

= =1,2,3 12.11
an ﬁxl,j + 5’x2,j’ J T ( )

0 1 9, 0
= — =1,2,3 12.12
E)xj my + Mo (m28$1,j m 81’273') J T ( )
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ktera odpovida transformaci operatort hybnosti analogické (12.7), (12.8).
Hamiltonian systému dvou interagujicich c¢astic

H=——NA —— N+ V(& —B) (12.13)

transformaci (12.5) prejde na tvar
h? h?

H=H+Hy=— Ay — — A, +V (D), 12.14
t 1 2<m1 I m2> X 2M ( ) ( )
ktery je ekvivalentni hamiltonidnu dvou neinteragujicich ¢astic. Jedna z nich je
volna kvantova ¢astice s hmotou my +ms (t62isté) a druha je ¢astici s hmotou M = .

v poli potencialu V.

Prave uvedena fakta ospravedliiuji interpretaci hladin ¢astice v coulombickém poli jako
hladin vodikového atomu, pokud do vyrazu pro Rydbergovu energii dosadime hmotu M =
% ~ me(l — z—:), kde me,m, jsou hmoty elektronu a protonu. Pokud se zajiméame

o spektrum hladin deuteria, je tfeba misto m, pouzit hmotu deuteronu, ktera se pfiblizné
rovna 2m,.

12.2 Skladani momentti hybnosti

V klasické mechanice je moment hybnosti slozenych systémiti dan prostym sc¢itani vektorti,
tj. vektorovym souc¢tem momentt hybnosti jednotlivych slozek. Pro kvantové mechanické
stavy tomu tak byt nemuze, nebot vime, Ze projekce momentu hybnosti do libovolného
sméru muze nabyvat pouze celoc¢iselnych nebo polociselnych nasobkt A. Je proto uzitecné
zjistit jaké stavy slozeného systému odpovidaji témto hodnotam. Slozitost problému skla-
dani momentt hybnosti nartsta s poctem slozek, a proto se v dalsim omezime na systém
slozeny ze dvou podsystémi, kde kazdy je v néjakém vlastnim stavu momentu hybnosti,
tj. spole¢ném vlastnim stavu L?a Ls. Poznamenejme, Ze se nemusi nutné jednat o skladani
momentt hybnosti dvou riznych c¢éstic. Postup bude vyuzivat pouze komutacni relace slo-
zek momentu hybnosti, a 1ze ho tak vyuzit i pro skladani orbitdlniho momentu hybnosti a
spinu jedné Castice.

Necht tedy mame systém slozeny ze dvou rozliSitelnych podsystémi, pro které byly
naméreny hodnoty momentti hybnosti odpovidajici kvantovym ¢islam [;, m;. Znamena to
tedy, ze prvnimu lze pritadit ket |aq,l;,mq) a druhému ]ag,lg,m2> kde hodnoty ay, as
predstavuji hodnoty ostatnich pozorovatelnych kompatibilnich s I? a L3, napr. celkové
energie. Zanedbame-li zavislost stavi na vlastnich ¢islech aq, as, pak stav celého sytému
muzeme popsat ketem |l1,m1) ® |la, mso), pro ktery plati

(LDY Ly, my) @ |lg, ma) = L (1 + DR |l1,my) @ |ly, ma) (12.15)
(L ) 11, m1) @ |la, ma) = la(la + 1R |ly, my) & [lg, ma) (12.16)
\ll,ml) ® |la, ma) = mqh |11, m1) @ |la, ma) (12.17)
\ll,ml) ® |la, ma) = moh |11, m1) ® |lo, ma). (12.18)
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Pro dané [y, Iy (a a;, az) tvoii tyto stavy Hilbertiv prostor H12) dimenze (2{;+1)(2ly+1),
ktery miuzeme zapsat jako tenzorovy soucin

HOE) =1 @ 7‘[(12)7 H = ({1 ma),mi =1l — 1, .. =L}y -
Otazka je, jaké lze namérit hodnoty momentu hybnosti celého systému a s jakou
pravdépodobnosti?
Slozkam celkového momentu hybnosti podle principu korespondence prifadime opera-

tory Jy = IA/,(:) + [:;?, kde [A/,(Cl) pisobi netrivialné pouze na H") a IA/,(f) pusobi pouze na

H2) . Znamena to tedy, Ze operatory ﬁ,(:) a I:;Q) komutuji. Odtud je pak snadné ukazat, ze
[Ji, Ji] = ihekim I, (12.19)

a tedy operatory Ji komutuji jako slozky momentu hybnosti. Z podkapitoly 11.4 pak plyne,
7e vlastni hodnoty operatori J? a J3 mohou mit vlastni hodnoty pouze j(j + 1)h? a mh,
kde j a m jsou (polo)cela ¢isla, |m| < j. Zaroven lze snadno ukazat ze

iy (D)2 =0, [y, (L@)2] =0, (12.20)

takze operatory (LW)2, (L®)2, J2, J, jsou kompatibilni a mohou (spolu s dalsimi ope-
ratory) byt soucasti aplné mnoziny pozorovatelnych systému dvou ¢astic. Oznaéme tedy
|1, 12, 7,m) ket, ktery je vlastnim stavem téchto pozorovatelnych. Znamena to, Ze spliuje
rovnice

(LOYV|ly, by, 5, m) = Iy (I, + 1R |1y, I, j,m) (12.21)

(LY2|1y,1y, j,m) = lo(ly + DR |ly, 1, 5, m) (12.22)

jQ‘lla l27j7 m> = .7(.7 + 1)h2 ‘lla l27j7 m> (1223)

jg\ll,l%]} m) = mh [ly,ly, j,m). (12.24)

Nasim tkolem nyni je tyto stavy nalézt, pfesnéji, sestavit je ze stavi |l1,m1) ® |lo, ma)

popisujicich momenty hybnosti jednotlivych castic.

V prvnim kroku se presvédéime, ze stav |ly,[;) ® |la, l2) spliwje rovnice (12.21)—(12.24)
pro j =m = l; +ls. Rovnice (12.21), (12.22) se shoduji s (12.15), (12.16) a rovnice (12.24)
je jednoduchym disledkem (12.15), (12.16). K odvozeni (12.23) se hodi formule

J2=J2 4 J2 4 J2 = (LW 4 (L) 4 2L LY + LWL + LYVLY, (12.25)

kterou lze snadno odvodit z definice posunovacich operatoru Ly. Znamena to tedy, ze
L, loy i+ o, b+ 1) = |1, 1) @ g, 1),
Ze stavu |ly, s, 11 + s, 1 + l3) nyni mizeme snadno vytvorit 2(l; + ls) 4+ 1 stava

[l ol + 1o, m), kde m =1y + 1o, ..., =11 — I

ptsobenim posunovacich operatori Jp=J, tidy = ZALSEI )+ if)
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V dalsich krocich (pro ly,ls # 0) je nutné vytvorit stavy |li,la,7,m) s j < li + lo.
Za¢tnéme s vektorem |ly,lo, 1 + 1o — 1,11 + Iy — 1). Z vlastnosti

j3|l1,m1> ® |la, ma) = (my + mo)h|ly, my) ® |lo, ms),

je zfejmé, ze musi byt linearni kombinaci stavi |11, l1) ® |la,lo — 1) a |[l1,1; — 1) @ |la, l2). Z
predchoziho vime, ze vektor |l1,la, 11 + la, 11 + I3 — 1) je rovnéz linearni kombinaci stejnych
ket
i loy by + oyl + 1 = 1) = %J—”l, lo,li + 1o, 11 + 1g)
al1+l2,ll+l2
— (Y 4 L)) ® s )
al1+l2,ll+l2
1 (-) ()
=0 (all,ll [, = 1) @ [la, o) + a1l 1) @ [la, 1 — 1)) :
al1+l2,ll+lz

(12.26)

Protoze kety |ly,ls, j,m) spliiuji rovnice (12.21)—(12.24) pro rizné vlastni ¢isla, jsou pro
riazna j nebo m navzajem ortogonalni. Musi tedy platit

1 _ _
[l by il =1, Ll 1) = ———— (04;27}2 Ul = 1) @ Jlo, o) — oy, ) |l 1) @ [l Iy — 1>> :

Oéll-&-lz,lﬁ—lz
(12.27)

P¥imym vypoctem lze ukazat, Ze tento vektor spliuje rovnice (12.21)-(12.24) pro j = m =
l1 + I3 — 1. Postupnou aplikaci operatoru J_ na tento stav dostaneme 2(l; + 15 — 1) — 1
stavi s j =l + 1, — 1, |m| < 4.

Stejnym postupem dostaneme stavy s j =10 + 1o — 2,7 =11 + 1o — 3,.. .., Jmin- Vektor
\l1,lo, li+1o—k, 11 +1— k) musi byt linearni kombinaci k+1 ket |l1,11) ®|lg, la—k), |l1,11 —
1) X |12,12 —k + 1>, ceey |ll,l1 - k) X |l2,l2>. k vektoru |l1,l2,l1 + lz —n, ll + lg - k), n =

0,1,...k—1, které rovnéz lezi v tomto podprostoru, jiz zname. Ket |l1, lo, Iy +lo—k, [ +13—k)
je pak jednozna¢né urceny jako jejich ortogonalni doplnék. Zbyva zjistit, kolik je jnin-
Rozmér podprostoru stavii s danym j je 2j + 1 a rozmér Hilbertova prostoru H(2) pro
dané Uy, 5 je (201 + 1)(2ly + 1). Musi tedy platit

l1+l2
Qh+1D)2+1)= > (2j+1) = +hL+1)" =i, (12.28)
J=Jmin
z ¢ehoz plyne join = |l1 — .
Mnoziny stava {|l1,ls,5,m)|j = |[l1 = lo|,...; 04 + 1o, m = j,...,—j} a {|lL,m) ®
lly,ma)|my =1y, ..., —l1, my =1y, ..., —ly} tvoii dvé ortonormaélni baze v prostoru H(1:42),

Elementy matice pfechodu mezi témito dvéma bazemi se nazyvaji Clebschovy—Gordanovy
koeficienty a znaci se

(l17l27m17m2|ja m) = (<l17m1| ® <l2,m2|>|l1,l2,j, m>
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Zpiusob jejich vypoctu je mozno nalézt napt. v [1]. Pro Condon-Shortleyovu konvenci, kdy
ot >0, jsou Clebschovy-Gordanovy koeficienty realné. Plati tedy

Im =

Iy 2
1,12, j,m) = Z Z (1, Iz, my, ma|j, m)[ly, m1) @ [l2, my),

m1=—Il; ma=—I3

a soucasné

l1+l2 J

|11, m1) ® [ly, ma) = Z Z (l1, o, ma, malj, m)|ly, ba, j,m).

Jj=lli—lz| m==j

Pokud je tedy systém ve stavu |l;, m1) ® |l2, msg), pak pravdépodobnost naméfeni hodnoty
celkového momentu hybnosti s danymi kvantovymi &isly j am je rovna |(Iy, lo, my, malj, m)|2.
Pro Clebschovy—Gordanovy koeficienty plati vybérova pravidla

(I, la,my,malj,m) 0 my+mo=m, |3 — | <j<Il+1Lb.

Na zavér této ¢asti se podivejme na tlohu sklddani momentii hybnosti z hlediska teorie
reprezentaci. Operatory ZALS) predstavuji reprezentace Lieovy algebry su(2) na prostorech
H) . Tyto reprezentace jsou ireducibilni, tj. operatory f),ii),k = 1,2, 3, nemaji spolecny
invariantni podprostor. Operatory celkového momentu hybnosti Ji tvort opét reprezentaci
su(2) na H(2), Tato reprezentace je ale reducibilni - operatory Ji maji spolecné vlastni
podprostory, které jsou urc¢eny hodnotou celkového momentu hybnosti, resp. kvantového
¢isla j. V bazi tvofené vlastnimi vektory celkového momentu hybnosti |l1, 2, j, m) jsou
matice operatori J; blokovd diagonalni, jak se lze snadno pfesvédcit pfimym vypoctem s
pouzitim posunovacich operéatori J.. Reducibilni reprezentaci H(12) tak lze rozlozit na
direktni soucet ireducibilnich reprezentaci

Hol) — ) o 3 2) — g G=la—bl) g U=h-k+) o o 31_[(]'=11+12)7
kde
HO=E) = (|11, 1o, kym),m =k, k—1,...,—k}], .
12.2.1 Hyperjemna struktura zakladniho stavu vodiku

Jako priklad vyuziti teorie skladdni momentii hybnosti si ukdZzeme tzv. hyperjemnou struk-
turu elektronového obalu vodiku. V disledku interakce spinu elektronu a spinu protonu (jé-
dra vodiku) bude energie zaviset na hodnoté celkového spinu. Pro jednoduchost se ptitom
omezime na zakladni stav, jehoz energie je bez interakce spint rovna

Ey=—-—R=-13,6¢V.
Pracujeme v Hilbertové prostoru

(

N|=

)

N|=

) =1 @ HE) =2 @ C? ~C*,
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Hamiltonidn popisujici interakci spinti ma tvar

~

H=pl+ AS©. g(p)7
kde A je zatim neurcené konstanta a Slep) jsou operatory spinu elektronu a protonu, které
jsou ve standardni béazi vyjadfeny pomoci matic

2 h 5 h
Sle) — 56@]1, S —Tg —a.

no |

Spektrum hamiltonianu 1ze snadno ur¢it pfimym vypoctem. Oznac¢ime-li A = %fl, pak
matice hamiltonianu je

E,+A 0 0 0
0 0 0 Ei+ A
Jeji vlastni ¢isla jsou rovna
Ev,.=E+A, E,=FE —3A, (12.29)

piicemZz hodnota £ ; je trojnasobné degenerovand. Tento vysledek mtzeme obdrzet s vy-
uzitim teorie skladani momentt hybnosti. Obecné muzeme ukazat, ze vlastni vektory cel-

kového momentu hybnosti jsou i vlastni vektory operatoru LW . [ Plati totiz vztah
Fo . pe L ( 2 jm2_ z<2>2>
2 Y

odkud uZ snadno nalezneme

~ ~ 2

—» —»

LW LDy by, j,m) = 2(j<j+1)—zl(z1+1)—z2(12+1)>\11,12,j,m>. (12.30)

V nasem piipadé je [ = Iy = %, takze plati

11 R 11
S S(p)|_ _’]_,m> = Z|§ 5,1,m>, m:1707_17
(e), (p) - — = —— 2 P
5. 801, 2,0,0) 1715300

Vlastni ¢isla hamiltonidnu jsou tedy skutecné (12.29), pricemz kety |%, %,1,m>, m =
1,0, —1, odpovidaji hodnoté E;; a ket |;, %,0 0) prislusi hodnoté FE, . Vidime, Ze pii
zapoc¢teni interakce spind elektronu a protonu se zakladni energie rozdéli na dvé hladiny
podle velikosti celkového spinu atomu vodiki, resp. kvantového ¢isla j. Z méfeni spektra
vodiku je mozné urcit hodnotu konstanty A. Preskoku mezi dvéma hladinami hyperjemné

struktury odpovida mikrovlnné zafeni o frekvenci v ~ 1420MHz, tj. AE = Ey; — E1 o =
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4A = hv = 5,9ueV. Tato spektralni linie hraje dulezitou roli v radioastronomii, kde po-
skytuje informace o mnozstvi a pohybu (diky Dopplerové posunu) atomarniho vodiku v
galaxiich.
Na zavér uvedme explicitni tvar vlastnich vektora celkového momentu hybnosti (a tedy
i Hamiltonianu) v bazi vlastnich vektoru spinu elektronu a protonu. Kety odpovidajici
hodnoté j =1 am =1, —1 jsou rovny
11 11 11 1 1 1 1

11
S o LD == 9@, 2), |5 a1, -l ==, -2 ® |5, —2).
yybb=lgelss) lpzb-h=lg-3 ek -3

Stav s j = 1 a m = 0 dostaneme aplikaci posunovaciho operatoru Jo =894 gw

11 1 - 11 1 11 1 1 1 1 11
o0 = —J = o LD = — (5,2 =)+ = =)@ =, =)
‘2727 9 > Oé;l ’2727 Y > \/é(‘272>®|27 2>+|27 2>®’272>>

)

Zbyvajici vektor s j = m = 0 lezi ve stejném dvourozmérném podprostoru (ktery odpovida
m = 0) jako |%, %, 1,0) a je na ngj ortogonalni, takze

11 1 11 1 1 1 1 11
220,00 =—( |2, 5)® |5, =) — |5, =)@ |=, =) ) .

Trojice stavi |%, %, 1,m), m =1,0,—1, tvoii tzv. tripletni podprostor, k nému ortogonalni
stav |%, %, 0,0) se oznacuje jako singlet.

12.2.2 Skladdani orbitalniho momentu hybnosti a spinu elektronu

Celkovy moment hybnosti elektronu je dan sou¢tem jeho orbitalntho momentu hybnosti a
spinu R X R

V tomto piipadé jde o skladani momenti hybnostis Iy =1 € Z, a ly = % Piipad [ = 0
je trivialni, protoze H® ma dimenzi jedna. Vlastni vektory celkového momentu hybnosti
jsou v tomto pripadé

111 11

|O7§7§7§> |070>®|§’§>7

11 1 1 1
S S 12.31
0,553 -5 = 0.0@l5-3) (12:31)

Pro [ > 1 mé Hilbertav prostor
H(l,g) _ H(l) ® ’H(%),

dimenzi 2(2[ + 1) a mizeme ho rozdélit na direktni soucet dvou podprostoru lisicich se
velikosti celkového momentu hybnosti, resp. kvantového ¢isla j = [ + %

HE2) = Y U=1+3) g =1=2)
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Ortonormalni baze v téchto podprostorech tvoii vlastni vektory celkového momentu hyb-
nosti |1, %, [+ %, m), které mizeme rezepsat do bazi orbitalniho momentu hybnosti a spinu
zpusobem (12.26), (12.27)

1 1 lFm+ 3 1 1 1 I+m+1 1 11
I,= l+— :\/—H NR|=, —= :l:\/—Ql —\®|=. =), (12.32

Kroms toho, Ze se jedna o vlastnf vektory L2, 52, J2 a Js, jsou to i vlastni vektory operdtoru
LS. Ze vztahu (12.30) plyne

| 1 o1 1

L. bt bl S AT s
S|l,2,l+2,m> l2|l,2,l—|-2,m),

5o 1 1 R 1 1

L'S|l,§,l—§,m> = _(l+1)5|l7§71_§>m>

Operator L-S hraje roli u tzv. spin-orbitdlni vazby, kterd ovlinuje jemnou strukturu ener-
getickych hladin vodiku. S nf se seznamime v kapitole 13.4.

12.3 Systémy nerozliSitelnych castic, Pauliho princip

Jak uz bylo Feceno na pocatku této kapitoly, pfi popisu jevi na atomarni a nizs${ trovni
oznaceni ,,prvni‘ ¢i ,,druh&* pro nerozliSitelné ¢astice ztraci smysl. Jak si ukdZeme na néa-
sledujicim myslenkovém experimentu (podrobnéji viz 18], kapitola 1.4), duvodem je to, Ze
kvantovad mechanika nepopisuje trajektorie ¢astic.

Uvazujme pruznou srazku dvou ¢astic vyletujicich ze zdroji Z; a Zs. Problém budeme
popisovat v tezistové soustavé. Pod thly ©, resp. m — © umistime detektory Dy a Dy, viz
obrazek 12.1. Detektor D; zaznamena bud dopad ¢astice ze zdroje Z; (tj. dojde k jejimu
rozptylu o thel ©), nebo dopad ¢astice ze zdroje Z,. Ve druhém piipadeé se ¢astice ze zdroje
74 rozptyli pod thlem m — © a dopadne do detektoru Dy. Oznac¢me pocatecni stav Castic v
Gase to = 0 jako [1);) a evoluéni operétor systému U(t). Stav ¢astic tésné pred okamzikem
detekee tp bude A

W) = Ultp)[i).

Bude nés zajimat pravdépodobnost P, Ze detektor D; zaznamena dopad néjaké castice
(tj. Ze nastane jedna ze situaci z obrazku 12.1). Pravdépodobnost P se bude lisit podle
typu castic, se kterymi experiment provadime.

Zatnéme s piipadem, kdy c¢astice ze zdroji Z; a Z, jsou rizného druhu. Pak jsou
dvé situace z obréazku 12.1 od sebe principialné odlisitelné, a fakt, Ze nerozliSujeme mezi
spusténim detektoru D, ¢astici ze zdroje Z; nebo Z5 na tom nic neméni. Prvni situaci z
obrazku 12.1, kdy ¢astice ze Z; dopadne do D, a ¢astice ze Zy dopadne do D,, odpovida
koncovy stav ¢astic ktery symbolicky zapiSeme jako |D;)|Ds). Koncovy stav ve druhém
pripadé zapiSeme analogicky ve tvaru |Dsy)|D;). Ozna¢me P(Z; — D;) pravdépodobnost
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Obréazek 12.1: Rozptyl ¢astic ze zdroju Z; a Zy v tezistové soustavé. Pokud detektor Dy
zaznamend dopad, mohla to byt bud ¢astice ze zdroje Z;, nebo ¢astice ze Zs.

dopadu c¢astice ze zdroje Z; do detektoru D;. Ty jsou dany projekcemi dvoucasticového
stavu |1y, ) na koncové stavy |Dy)|Ds), resp. |Da)|Dy),

P(Zy — Dy) = (D1[{Dalibr,) >, P(Zy = D1) = |{Daf(Di]tir,)]?.

Pravdépodobnost spusténi detektoru D, v ptripadé rozlisitelnych ¢astic je pak rovna souctu
pravdépodobnosti obou moznosti

PR = P(Z, = Dy) + P(Zs — Dy). (12.33)

Uvazujme stejny experiment, ale zdroje Z; a Z; budou nyni vysilat identické castice.
V takovém pripadé neni mozné zjistit z kterého zdroje vysla ¢astice, jez spusténi zpusobila
a pravdépodobnosti P(Z; — D) nelze viibec zavést. Pravdépodobnost spusténi detektoru
D; bude déana projekei stavu |¢;,,) na koncovy stav obou éastic i)

P = [( e,

Nebot se jedna o nerozlisitelné ¢astice, zda se, ze stav [1)¢) muze byt popsan ketem | Dy )|Ds)
stejné jako |Dy)| D). Obecné dokonce jejich linearni kombinaci

W) = a|Dy)|Da) + B|Da)| D).

Tento popis je vSak neptipustny, nebot pravdépodobnost spusténi detektoru D; by pak za-
visela na neurcenych konstantach «, 5. Je tedy tfeba uréit jakymi kety (vlnovymi funkcemi)
budeme popisovat stavy nékolika nerozlisitelnych ¢astic.

Uvazujme systém dvou stejnych ¢éstic ve stavu popsaném vlnovou funkei (7, o).
Oznacme jako v funkei, ktera z 1 vznikne zaménou proménnych @ < T, tj. (&, To) ==
(¥, 7). Protoze Castice jsou nerozlisitelné, zménou ocislovani se fyzikalni stav systému
nezméni, a tedy funkce 1 a i) popisuji stejny stav. Musi tedy leZet ve stejném paprsku,
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takze se mohou lisit maximélné o nésobek nenulovou konstantou Cy. Odtud vSak plyne,
ze B
(i, 7o) = Cptp(T1, ) = Cyih(a, 1) = C*Y(T1, Ta), (12.34)

takze Cy = £1. VInové funkce dvou nerozlisitelnych ¢astic musi tedy byt bud symetrické,
¢1 antisymetrické pri zdméné svych argumenti.

Mimo to, pro jeden typ ¢astic znaménko Cy nemiize zéviset na vlnové funkci, nebot
v opacném piipadé stavy popsané linearnimi kombinacemi vinovych funkei s riznymi syme-
triemi by nebyly ani symetrické ani antisymetrické. Castice, jejichz soubory jsou popsany
symetrickymi vlnovymi funkcemi se nazyvaji bosony a Céstice, jejichz soubory jsou popsany
antisymetrickymi vlnovymi funkcemi se nazyvaji fermiony. Poznamenejme, ze v rozptylo-
vém experimentu rozebiraném na tvod této sekce bude predpovéd i vysledek méfeni pro
bosony jiny nez pro fermiony. Koncovy stav bosont musi byt symetricky

;™) = 1D)|D2) + |D2)| D),
zatimco pro fermiony bude antisymetricky
[§"7) = 1D1)| Da) = | D)  Dy).
Pravdépodobnost spusténi detektoru D, v pripadé bosoni je tedy
PP = |(Di[(Da¢r,) + (Da[(Dilthe,,) [
Pro fermiony dostaneme vztah

PE) = |(Dy|(Dy|t,,) — (Dol (D1 Jby,) [

Rozdilny vztah pro pravdépodobnost spusténi detektoru D; je disledkem symetrie (resp.
antisymetrie) dvoucasticové vlnové funkce. Poznamenejme, ze vyrazy (Di|(Ds|¢y,) a
(Ds|(D1|tr,,) predstavuji amplitudy pravdépodobnosti dvou procesit vedoucich ke spus-
téni detektoru D;. Pro bosony tyto amplitudy interferuji konstruktivné, pro fermiony de-
struktivné. V piipadé rozlisitelnych ¢astic s¢itdme pravdépodobnosti (12.33), tj. kvadraty
amplitud.

V kvantové teorii pole 1ze ukizat, ze typ symetrie vlnovych funkci je urcen spi-
nem &astic. Castice s polocelym spinem (v jednotkach %), jako napt. elektron, proton ¢i
neutron, jsou fermiony a Castice s celym spinem, jako napf. m—mesony nebo foton, jsou
bosony. Vlnové funkce ¢astic s nenulovym spinem velikosti s vSak zaviseji vedle soutradnic
Z; téz na proménnych ; nabyvajicich pouze diskrétnich hodnot s,s —1,..., —s. Symetrii
¢i antisymetrii vlnové funkce se pak rozumi (anti)symetrie vaci zaméné dvojic (Z;,§;) a
(Tks &)y J # k-

Z vyse uvedeného ihned plyne, ze vlnova funkce systému vice nerozlisitelnych bo-
soni ¢i fermioni je symetricka, respektive antisymetricka vici zameéné libovolnych
argumentt, nebot analog podminky (12.34) pro vice ¢astic lze interpretovat jako existenci
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jednorozmérné reprezentace grupy permutaci Py. Takovéto reprezentace jsou viak bud to-
talné symetrické ¢i antisymetrické. Prikladem je vinova funkce t¥i ¢astic, kterd mé v prvni
dvojici argumentii symetrii danou znaménkem C' a ve druhé znaménkem C,. Pak

Y(Z1, T2, T3) = C1)(Za, 71, T3) = C1C(X, T3, T1) = Cot)('s, Ta, T1),

ale soucasné
Y(Z1, T2, T3) = Cotfp(&h, T3, To) = C1C(Xs, 71, Ta) = C10(5, Lo, T1),

takze Cy = Cs.

Podobné jako v piipadé rozlisitelnych céstic je mozno vytvaret vicecasticové vinové
funkce z jednoc¢asticovych. Ozna¢me symbolem a soubor vSech kvantovych ¢isel nutnych k
jednoznacnému popisu jedno¢asticového stavu (napf. ve sféricky symetrickém poli to budou
kvantova ¢isla N, [, m; pro Céastici s nenulovym spinem navic pfibude hodnota projekce
spinu). Uvazujme nejprve dvé ¢astice v riznych jednocasticovych stavech ay, as. Jsou-li
Y, (Z, &) prislusné normalizované vlnové funkce jedné castice, pak

=
V2

je vlnova funkce dvou stejnych bosoni, a podobné

wéﬁg (71,81, 72,&2) = (Vay (71, €1)Vasy (T2, §2) + Yy (T2, 2) V0, (71, 1))

1
V2

je vlnova funkce dvou stejnych fermiont. Ciselny faktor \/ii jsme pridali tak, aby dvoucés-

V) (1,61, T2, &) 1= —= (Y (F1, &)Wy (T, &) — Vhay (T2, &)y (T1, 1))

ticovy stav byl normovan k jedné. Pokud jsou jednocasticové stavy stejné (a; = as = a),
pak vlnova funkce dvou bosont je

(T, 61,8, &) = (T, 1) Pa(T2, &)

Dva fermiony ve stejném stavu byt nemohou, protoZze antisymetrizaci dostaneme funkci
identicky rovnou nule. Tento fakt je specialnim piipadem Pauliho principu (viz dale).
VInova funkce N nerozliSitelnych bosont ve stavech ¥, , ¥a,, - - ., ¥a, je rovna

wéﬁzz,...,a]\, (-fla 517 f?a §2a s wa; €N> = N Z wal (fﬂ'lj 6#1) s waN (wa7 57rN)> (1235)

TESN

kde Sy je grupa permutaci N objekti a N zna¢i normaliza¢ni faktor. Pokud jsou jedno-
¢asticové stavy a; rizné, pak N = \/LNf', v jiném piipadé je uréeni N slozitéjsi. Analogicky,

vinova funkce N nerozlisitelnych fermiont ve stavech ¢,,, Va,, . - ., Yoy je

w((zi2127,,,,aN(fla€17 an g?a s 7fN7€N) = N Z Sgnﬂ-wth (fﬂla 571'1) s 77Da1\r('f7l']\/'757r]\7)7

TESN

(12.36)
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kde sgn7 je znaménko permutace m. Antisymetrickd vinova funkce (12.36) se déa zapsat
jako tzv. Slateriv determinant.

¢a1,a2,...,aw (flv 517 f?a 527 s 7fN7 gN) =
%1(51751) waz(fhél) waN(flagl)
Ndet | Vo8 Yu@&) o va@&) | g

Vay (TN, EN)  Van (T, EN) Yay (TN, EN)

Z vyrazu (12.37) je zfejmé, ze pokud dva jednocasticové stavy jsou stejné, pak ¥a, 4y, ay =
0, coz je matematické vyjadieni Pauliho vylu¢ovaciho principu: V souboru nerozlisitel-
nych fermionti nemohou existovat dvé Castice ve stejném stavu. Tento princip ma
dalekosahlé dusledky pro strukturu atomu. Normaliza¢ni faktor N pro stav N fermioni je
roven \/LN*'

Obecné je Hilbertuv prostor souboru N nerozligitelnych bosonu (resp. fermioni), ro-
ven podprostoru totalné symetrickych vektori H° (resp. antisymetrickych vektorit H4),
v prostoru HEY, kde H; je Hilbertv prostor jedné ¢astice. Pokud jednocasticové vinové
funkce 1), tvori ortonormalni bazi v prostoru #;, pak funkce (12.35), resp. (12.36), slo-
7ené z jednocasticovych stavii tvoii ortonormalni bazi v prostoru H° popisujici soustavu
bosonii, resp. H4 popisujici soustavu fermiont.

Pozorovatelné pro systémy nerozliSitelnych c¢éastic jsou pak popsény samosdruzenymi
operatory v podprostorech H*° nebo H4. Znamena to, Ze piisobeni téchto operatorii musi
zachovat (anti)symetrii funkei, na které pusobi. TakZe napt. operator potencialni energie
v poli konzervativnich sil musi byt popsan funkei V (Z, 7, ..., Zy), ktera je symetricka
vii¢i zaméné svych proménnych. Formélné lze tuto vlastnost vyjadrit tak, ze pozorovatelné
komutuji s operatory ,zamény &astic Py, 7 € Sy,

Pop(Zy, o, .. BN) = 0(Tr1, Txos - - - Ty (12.38)

Cviceni 86. Najdéte energie a vlastni funkce zdikladniho a prvniho excitovaného stavu
dvou nerozlisitelnijch castic se spinem 0, resp. % v poli harmonického oscildatoru.

Cviceni 87. Napiste vinovou funkci zdkladniho stavu atomového obalu helia zanedbame-li
odpudivé sily mezi elektrony (tzv. nulovd aproximace).

Cviceni 88. UvazZujte dvé cdstice v (ortogondlnich) jednocdsticovijch stavech |¢) a |¢). Na
obou casticich zmérime stejnou pozorovatelnou A, kterd ma cisté bodové spektrum a vlastni
vektory

Alj) = aj1j)-
S jakou pravdépodobnosti P, , namerime dve rizné hodnoty a,, a a,, pokud jsou cdstice
a) rozlisitelné
b) identické bosony
c) identické fermiony

Jakd bude pravdépodobnost naméreni stejnijch hodnot a,, ?
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Kapitola 13

Priblizné metody vypoctu vlastnich
hodnot operatoru

Presny vypocet vlastnich ¢isel operatori a vlastnich funkei je mozné provést analytickymi
metodami jen u velmi omezeného poctu fyzikalné zajimavych piripadi. Nékteré z nich jsme
jiz. uvedli: energie harmonického oscilatoru, energie Castice v Coulombové poli, moment
hybnosti. Pro mnohé dalsi piipady se musime vétSinou uchylit k pribliznym metodam.
Jednou z nich je tzv. poruchova teorie, kterou popiSseme v nasledujicich podkapitolach. Jeji
podstatou je, Ze operator, jehoz vlastni ¢isla chceme spocitat, je mozno zapsat jako A+ B,
kde spektrum operatoru A je mozno Tesit pfesné a operator B je mozno v néjakém smyslu
povazovat za malou opravu — ,,poruchu® — operatoru A.
Presnéji, necht AaB jsou samosdruzené operatory. Budeme zkoumat operator

A+4eB, (13.1)

kde € lezi v okoli nuly a vlastnosti vlastnich ¢isel a funkci v zavislosti na parametru . Da
se oCekavat (a¢ to obecné nemusi byt splnéno), ze pro € — 0 se budou vlastni ¢isla a funkce
blizit k odpovidajicim veli¢inam pro operator Aa pro € — 1 za ptiznivych okolnosti téz
k vlastnim ¢islim a funkeim operatoru A+B.V nékterych pripadech, jako je napt. Starkiv
jev, ktery vysvétlime nize, 1ze navic proménné ¢ dat fyzikalni smysl.

Nez prejdeme kv (ysledkum poruchovych metod rozeberme disledky uvedenych predpo-
kladti. Necht A(e |wk ) jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory operatori A+eB

a A
(A+eB)w(e)) = Ae)e(e)), Ay = A [p). (13.2)
Odtud snadno dostaneme
(A= XA 2) = (AN, — eB)|w(e)), (13.3)
kde
|Ai) = [6(e)) — [0), A = Ae) — AP (13.4)
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Vynasobime-li skalarné rovnost (13.3) vektorem |@Z)](-0) ), vyuZijeme samosdruzenost opera-

toru A a druhou rovnost v (13.2), dostaneme

A = A @A) = Adw () — | Bluce)). (13.5)

Pro j = k odtud plyne X
AN () = el | Blu(e)). (13.6)

Tyto dvé rovnice pfedstavuji vychozi bod pro aplikaci poruchového poctu. Jako prvni
rozebereme pripad, kdy operator A mé ¢isté bodové spektrum a vSechna vlastni ¢isla jsou
navzajem ruzna.

13.1 Poruchova teorie pro nedegenerované cisté bodové
spektrum

Necht operator A mé ¢isté bodové spektrum s navzajem ruznymi vlastnimi ¢isly )\,20) a
piislusné vlastni vektory |@Z),(€0)> tvori ortonormalni bazi

W 1) = i DN =1

Predpokladejme dale, ze v okoli nuly lze vlastni ¢isla i vlastni vektory operatoru A+eB
napsat jako nekone¢nou fadu v proménné € s nenulovym polomérem konvergence. Nebot
pro € = 0 operator A + B piejde na A, lze ocekavat, ze

Ae) = )\’(go) + »3/\,9) + 52>\,(f) + ... (13.7)
() = [7) + ey + 2Py + - - (13.8)

Idealni by bylo, kdybychom uméli vypocitat vSechny koeficienty ¥ad (13.7) a (13.8) a
odtud usoudit na konvergenci ¢i dokonce provést soucet. V praxi se nam obvykle podari

Cvv s

odpovidaji experimentalné namérenym hodnotam fyzikalnich pozorovatelnych. Vzorce pro
vypocet koeficientt lze odvodit dosazenim (13.7) a (13.8) do (13.5) a (13.6). Porovnanim
¢lenit u prvni mocniny e v (13.6) zjistime, Zze prvni oprava vlastniho ¢isla je rovna stiedni
hodnoté operatoru B ve stavu |¢,(€0))

A]il) — <E>¢£O) . (13.9)

Poznamenejme, Ze pro platnost tohoto vztahu staci, aby vlastni hodnota )\,(CO) méla nasob-
nost jedna, zbytek spektra miize byt degenerovany.
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Pro vypocet oprav vyssich radu vlastniho ¢isla je vhodné uvazovat vlastni vektor | (g)),
ktery neni nutné normovan k jedné. Poznamenejme, Ze norma vektoru [i(¢)) nehraje v
odvozeni vztahi (13.5) a (13.5) zadnou roli. Z rozvoje (13.8) plyne, Ze pro dostate¢né mala
€ je

W le)) #0
Diky tomu muzeme zvolit normu a fazi vektoru [¢(¢)) tak, ze plati
WE) =1 & W01aw) =0, (13.10)

Opravu vlastniho vektoru |Aty) tedy budeme hledat v ortogonalnim doplitku k ptivodnimu
vektoru \w,go)>. Vztah (13.6) se pak zjednodusi do tvaru

o) A
= (4 [BlY(e),
z ¢ehoz pro opravu fadu s vlastniho ¢isla plyne
A = (OBl (13.11)

Musime tedy nalézt opravu vlastniho vektoru fadu s — 1. Pro ty je mozné z rovnice (13.5)
odvodit rekurentni vztah

~ S— s=1 T s—r
. (W OByt ”>—;A,£><w§°>|¢,i ) o
)= NOBYQ [, (13.12)
J

j#k koo

Specialné, oprava prvnifho fadu vlastniho vektoru je

| (W 1Blyy”)
) = Z WW ), (13.13)
J#k J
Pro opravu vlastniho ¢isla do druhého rfadu v € pak dostaneme vztah

(OIF-INIONP

) (5[ Bly )
M = @Bl = NOESCRE (13.14)

Jj#k k J

Pro nejmensi vlastni ¢slo operatoru A (tj. /\,EO) < /\50)7 Vj) je oprava druhého radu vzdy
nekladné. Vztah (13.14) (a analogické vzorce pro opravy vlastnich él’sel Vyéél'ch fz’xdﬁ) je

v

Cviceni 89. Poruchovou metodou spocitejte energie do druhého 7dadu jednorozmeérné kvan-
tové cdstice na kterou pisobi sila Mw?x + F (harmonicky oscildtor v homogennim poli).

Cviceni 90. Poruchovou metodou spocitejte energie do druhého 7dadu jednorozmeérné kvan-
tové cdstice v potencidlu

1
~Mw?2? + ax® + Bt

V()=

(Anharmonicky oscilator.)

114



13.2 Poruchova teorie pro vicenasobna vlastni c¢isla

V predchozi kapitole jsme vyuzili faktu, ze ke kazdému vlastnimu ¢islu existovala prave
jedna vlastni funkce. Nyni ukadzeme jak postupovat pro konec¢nénisobné vlastni ¢islo
MO operatoru A tedy v piipadé, kdy vlastni vektory piislusné k ¢islu A©) tvoii linearni
podprostor H,© dimenze N > 1. V tomto podprostoru si zvolime néjakou ortonormalni
bazi {|¢;)}Y ., tj. pro jeji vektory plati

A|¢l> = A(O)|¢i>> <¢Z|¢J - Z]? Z |¢z ¢z| = [A(UM

kde [ y\(0 znaci jednotkovy operdtor v podprostoru H o).

Zaménime-li operétor A operatorem A+eB, pak se v obecném piipadé zméni i vliastni
¢isla a jejich nasobnost. Opét budeme predpokladat, ze v okoli nuly lze vlastni ¢&isla i
vlastni vektory operatoru A+eB napsat jako nekonecnou radu v proménné ¢ s nenulovym
polomérem konvergence, takze vlastni ¢isla operatoru A+eB , kterd pro ¢ — 0 konverguji
k A0 1ze zapsat jako

M(e) = A0 + Al + 222 4. (13.15)
a
[¥n(e)) = [) + el + E2[P) + -+, (13.16)

kde nzl,...(N.
Vektory |¢n0)> = 1ir% | (£)), na rozdil od pfipadu nedegenerovaného spektra, nejsou
E—

urceny fesenim tlohy pro vlastni ¢isla a vektory operatoru A. Vime pouze, Ze je 1ze napsat
jako linedrni kombinaci nami zvolené baze {|¢;)}¥,

N
= aniley). (13.17)
=1

Musime tedy napied ur¢it vektory |1/1,(10)), resp. koeficienty a,, ;. Dosadime opé&t fady (13.15),
(13.16) do tulohy pro vlastni ¢isla

(A+eB)[n(€)) = Au(e)|thn(e)) (13.18)

a porovname ¢leny imérné prvni mocniné €. Dostaneme

Ay + BIol) = AP0 0) + A ). (13.19)

Vynasobime-li tuto rovnost skalarné zprava vektorem |¢;), pouzijeme samosdruzenost A a
toho, Ze |¢;) je vlastni vektor operatoru A, dostaneme sadu rovnic

(03 BI) = AD(g;10),  j=1,...,N. (13.20)
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Dosadime-li sem (13.17) a vyuzijeme ortonorméalnost vektori |¢;), pak mizeme tyto rovnice
prepsat zptusobem

Z jitni = AV, j=1,...,N (13.21)

coz je uloha pro vlastni 01sla matice B, s maticovymi elementy

By je tedy matice operatoru poruchy B ztzeného na podprostor H A\ Vyjadrena v nami
zvolené bazi {|¢;)}Y,. Prvni opravy vlastnich &isel AV pak dostaneme z feSenf tlohy
(13.21), tedy jako kofeny sekularni rovnice

det(B)\m) — )\I)\(O)) =0. (13.23)

Resenim rovnic (13.21) ziskdme koeficienty a,, ;, které urcuji ,spravné* vlastni vektory |@Z)§LO)>
operatoru A vzhledem k poruse B. Vypocet dalsich oprav je opét dosti komplikovany a
prislusné vzorce zde nebudeme uvadét.

13.2.1 Starkuav jev na vodiku

Starkovym jevem nazyvame rozstépeni spektralnich ¢ar atomu vlivem homogenniho elek-
trostatického pole. Atom vodiku popiSeme jako dipol s dipolovym momentem d = e(Z, —
Z,) = eZ, ktery ma v homogennim elektrostatickém poli £ potencialni energii

V=-d&=ci-E

Celkovy hamiltonian atomu vodiku v elektrickém poli (po odecteni pohybu tézisté) je tedy
roven
etV =—loa- L e (13.24)
=——A— — + €T :
0 OM ™ Amey | T ’

kde M = M je redukovana hmotnost. Pro slabé elektrické pole, tj. Trega? > €], kde aq

je Bohruv polomer atomu vodiku, je mozno V povazovat za malou opravu H, popisujici
atom vodiku bez pritomnosti vnéjsiho elektrického pole. Jeho vlastni ¢isla i vlastni funkce
zname z podkapitoly 6.5. Vime, ze vlastni ¢isla (kromé nejnizsi energie) jsou degenerovana,
takZe musime pouzit poruchovou metodu pro degenerované spektrum.

Bez quy na obecnosti (neporuseny hamiltonian Ho je 1sotropn1) miizeme predpoklé-
dat, 7e £ = (0,0,¢). Oprava B hamiltonianu Hy je V = ec X3 = ecrcos - a zajimé nés
zména N-té energetické hladiny vodiku Fy = — ]@ v zévislosti na sile elektrického pole €.

Vlastni funkce ¢y, piislusné k Ey jsou vyjadieny vzorcem (6.60). Matice Bp,,, jejiz
vlastni hodnoty predstavuji prvni opravy energie Ex, ma v tomto piipadé elementy

Bji = Blm,l’m’ :e(Q/JN,LmarCOSQwN,l’,m’)
= e/R}le(r)RNl/(T)TBdr/Y}:l(Q,@) 080 Yy (0, 0)d2. (13.25)
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Druhy integral je roven (viz napt. |3, G.29|)

. 12 —m2 12 — m?2
/Yzm(97 QO) cos Y/m/(e, QO)dQ = 6mm’ 6[71/4_1 4[2——1 + (SH_L[/ 4[/2—_1 s (1326)

takZe maticové elementy jsou nenulové pouze pro m = m’ a I’ = [ & 1. Vypocet prvniho
integralu v (13.25) je obecné dosti slozity a proto se omezime na vypocet prvnich oprav
zakladni a prvni excitované hladiny. Pro nejnizsi energii N =1 je [ = I’ = 0, takze

EF) _ (¢1’070, er cos 9¢1,0,0) = 0.

Zakladni hladina se tedy do prvniho fddu v £ nezméni. Pro prvni excitovanou hladinu je
N =2al,l'=0,1. Jediné nenulové elementy Bj; v disledku (13.26) jsou

(¢271,0, er cos w2’070) = (1/12’070, er cos6 w2,1,0)* = —3€a0. (1327)

Matice Bp, v tomto pfipadé ma tvar

0 0 —3eaqy O

O 0 0 0
By = ~3eap 0 0 0 |’ (13.28)
O 0 0 0

kde jsme zvolili porfadi bazickych vektort v 00, %21,1,%21,0,%2,1,—1. Kofeny sekularni rov-
nice (13.23) jsou Eé?g =0, Eéoj)c = 43eay, pricemz 0 je dvojnasobné degenerovana. Znamena
to, ze prvni excitované hladina vodiku EF; ~ —3,4 eV, které je ¢tyindsobné degenerovana,
se ve slabém vnéjsim elektrickém poli rozstépi na ti s hodnotami

Eso(e) = =3,4¢eV, Eyi(e) =—3,4 eV % 3eagpe,

kde e je naboj elektronu, ag je Bohrtiv polomér vodiku ag = 0,53 x 1078 cm a € je hodnota
intenzity vnéjsiho elektrického pole. Pivodni hladina —3,4 eV ziistane degenerovana i
v elektrickém poli, avsak pouze dvakrat. Vlastni funkce @Z)éog tvori dvourozmérny prostor
linearnich kombinaci a4 151 1 +a_19 1 1. Hladiny —3,4 eV %3eac jsou jiz nedegenerované a
v nultém Fadu jim odpovidaji vlastni funkce wé?j)[ = \% (V21,0 F120,0). VSimnéme si, ze sirka
rozStépeni je imérna intenzité elektrického pole. Podobné se rozstépi i vyssi excitované
hladiny. Toto experimentalné pozorované rozstépeni hladin se nazyva (linearni) Starkiv
jev.

Cviceni 91. Spocitejte rozstépeni druhé excitované hladiny atomu vodiku pri Starkové jevu.

Cviceni 92. Ezistuje linedrni Starkiv jev pro isotropni oscildator?
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13.3 Struktura atomu, Hartreeho metoda

Podrobnosti k této casti viz [3, kap. 10.6]. Atomy se skladaji z kladné nabitého jadra
a zaporné nabitého obalu. Vzhledem k rozdilu hmotnosti jadra a obalu je moZzno rizné
stavy atomi s dobrou aproximaci popisovat jako stavy soustavy zaporné nabitych castic
— elektronti — pohybujicich se v potencialovém poli jadra.

Zabyvejme se tedy atomem s atomovym ¢islem Z. Hamiltonian systému Z elektronii
elektrostaticky interagujicich s jddrem a mezi sebou je

1 e?
H=—"""S"A — ¢ (13.29)
2m. ‘= ! 471'80 Z |:L‘J| 47T€0 ; |7 — @

Cviceni 93. Spocitejte prouchovou metodou energii zikladniho stavu helia, povaZujeme-li
posledni ¢len v (13.29) za poruchu.

Pfesné nalezeni vlastnich (Z-¢asticovych) stavi hamiltonianu (13.29) je prakticky ne-
mozné. Ukazuje se vSak, zZe stavy atomu a jeho energie je mozné popsat pomoci antisyme-
trickych kombinaci jednocasticovych vinovych funkei v poli sféricky symetrického poten-
cidlu. Jeho tvar lze dostat tzv. Hartreeho metodou self-konzistentniho pole, kterou nyni
popiSeme.

Predpokladejme, Ze jsou znamy polohy vsSech elektront obalu atomu kromé j-tého.
Hamiltonian j-tého elektronu pak ma tvar

. h? 1 Ze? 1 < e?

H] 2m6A] 477'60 |ZZ‘}| + 47T€0 ; |fj - fk|7 (1330)
kde ¥y, k # 7 jsou parametry hamiltonianu. Tento predpoklad vSak bohuzel neni spl-
nén, nebot polohy vSech elektront jsou kvantové mechanické pozorovatelné a informace o
jejich okamzité hodnoté je ukryta ve vinovych funkcich. Modifikujeme-li tedy nas predpo-
klad tak, Ze zname vlnové funkce ¢y, k # j, pak miZeme hamiltonian (13.30) nahradit
hamiltonianem

. h2 1 Ze? |on(Zh)["e
Hi=——A\;— d®zy. 13.31
! 2m, 7 Admeg | T 47?50 Z /R:s |Z; — xk| & ( )

Problém je v tom, Ze funkce ¢;, nezname stejné jako ¢;. Mohli bychom se nicméné pokusit
feSit soustavu rovnic

Hip; = Epy, j=1,...,2 (13.32)

pro funkce ¢;. AvSak diky pfitomnosti ¢, k # j v (13.31) se opét jedna o prakticky
nefesitelny (dokonce nelinearni) problém.

Hartreeho metoda spociva v itera¢nim postupu, kde na zacatku jsou zvoleny jedno-
¢asticové funkce ¢9, které spliuji nékteré zakladni fyzikdlni pozadavky na ofekavany tvar
feseni. Ty jsou v prvnim kroku dosazeny do hamiltonianu (13.31), pfi¢emz je respektovan
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Pauliho princip, Ze kazdy stav miize byt obsazen maximalné jednim elektronem, a (obvykle
numerickou metodou) vypoéitany energie EJ1 a funkce gzﬁjl-, které splhuji

HY} = El¢}. (13.33)

Funkce gb;se opét dosadi do hamiltonianu (13.31) a tento postup se opakuje tak dlouho az
it~ ¢t a BT = BT, takie
ATl = B¢, (13.34)

Mimo to se obvykle pfi podobnych vypoctech pouzivéa priblizeni sféricky symetrického
pole, kdy se posledni ¢len (13.31) vystieduje pies prostorové tihly, tzn. nahradi se ¢lenem

o (T3)|%e?
V(1) = 8O/sme d6, d%2/ ||; —kwkl o, (13.35)
30

Diky sférické symetrii takto zkonstruovaného hamiltonidnu pak lze hledat vlastni funkce
energie ve tvaru

$;(L) = Ryu(r)Yom(0, ¢) (13.36)

a vlastni ¢isla nezavisi na m.

E; = Ey (13.37)

Timto zpiusobem lze ziskat dosti dobrou aproximaci vinovych funkei ¢astic pohybujicich se
v odpudivém elektrostatickém poli ostatnich.

Vlnovou funkei atomového obalu Z proménnych Z; pak dostaneme napt. jako Slatertv
determinant (12.37), kde a; = (n;,1;, m;, =3), nebot elektrony maji spin 1/2 a jsou tedy
fermiony.

Celkova vnitini energie atomu ve vyse uvedené aproximaci je souc¢tem energii jednotli-
vych elektronti obalu

atom Z E1nj7 (1338)

Vzhledem k tomu, Ze energie jednocastlcovych stavii (13.37) nezavisi na projekei spinu
ani magnetickém kvantovém ¢isle m ma kazda hladina F,,; degeneraci 2(2[ + 1). Jednocas-
ticové stavy se stejnym n; a l; tvoii tzv. slupky atomu. Z Pauliho principu plyne, Ze Zddnd
energetickd slupka nemize bijt obsazena vic nez 2(21 + 1) elektrony.

Pro atomy v zékladnim stavu jsou obsazeny vsechny nejnizsi jednoelektronové hladiny.
Je zfejmé ze energie spocitané Hartreeho metodou nelze Vyjédfit vzorcem, nicméné se

cvve

Eip < Ey < By < E3 < Eq1 << (Ey, E33) < Eyg < (Es0, Ea2) < Esy < -+

Energie uvedené v zavorkach jsou velmi blizké a jejich poradi je dano atomovym ¢islem
7. Naopak, skupiny energii oddélené < jsou relativné velmi vzdélené. Chemické vlastnosti
prvki uréuji elektrony s nejvétsi energii (klasicky: nejvzdélengjsi orbitou) a atomy, které
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v zékladnim stavu maji ,,obsazené® energie stejnych skupin tvoii periody Mendélejevovy
tabulky prvki. Je snadné se presvédcit, ze pocty stavi v jednotlivych skupinach 2, 8, 8,
18, 18,... odpovidaji délkam period.

Cviceni 94. Atom uhliku md ctyri valenéni elektrony (presvédcte se). MiZeme na néj tedy

nahliZet jako na systém ctyr elektroni ve sféricky symetrickém poli. Jakd je pak degenerace
jeho zdkladniho stavu?

13.4 Jemna struktura vodiku. Anomalni Zeemantv jev

V kapitole 6.5 jsme vySetfovali spektrum hamiltonidnu elektronu s hmotnosti M v atomu
vodiku v priblizeni nekonec¢né tezkého jadra
R P2 Q 2

Hy=-—— = =
0 IM + V(/’n>7 V<7n) r ) Q 47T€0

(13.39)

Nalezli jsme vlastni ¢isla

MQ?
ToR(n+i+1)2 N
Do celkového popisu stavu je tfeba zapocitat i spin elektronu. Odpovidajici vlastni vektory
uréené kvantovymi ¢isly N e Nyl e Z,, my e {l,l—1,...,—l} ams; = :I:%, spliuji rovnice

EN:EH’ZZ TL,ZEZ+,NEN.

ﬁ0|N,l,ml,ms> = EN|N,l,m;,my),

LN, l,my,mg) = R+ 1)|N,1,m,m,),

ﬁ3|N,l,ml,ms) = myh|N,l,m;,mg),

Ss|N, I, my,mg) = mgh|N,1,my,my). (13.40)

V tomto pfibliZzeni ma hladina Ey degeneraci 2N2. Pii bliz§im zkouméni se ale ukazuje,
vzdalenych fadové o 107* éV. Tuto tzv. jemnou strukturu spektralnich linif atomu vodiku
uréime poruchovym vypoctem. Hamiltonidn jemné struktury, ktery bereme jako poruchu
hamiltonianu Hy, je dan souc¢tem dvou ¢lentu

poe 1 A P4

Hps = Hso + Hr, Hso = ———— Hp=———.
s so+ g, 507 dmegMhc 13 ’ i 8M3c?

Operétor Hso popisuje tzv. spin-orbitalni vazbu. Operétor Hp predstavuje relativistickou
korekei ke kinetické energii elektronu. Jejich tvar zdivodnime v nasledujicich kapitoléach.
Prispévky k opravé vlastnich ¢isel Ey od Hgo a Hy do prvniho fadu je mozné urcit zvIast
a s pouzitim vztahti pro nedegenerované vlastni hodnoty (13.9), prestoze jsou puvodni
hodnoty En degenerované. V podprostoru stavi s hlavnim kvantovym c¢islem N je totiz
mozné zvolit bazi (tvofenou vlastnimi vektory celkového momentu hybnosti), ve které jsou
zuzeni operatort Hy, Hgo i Hp diagonélni. Jak uvidime dale, opravy pochézejici od spin-
orbitalni vazby a relativistické korekce jsou srovnatelné velké. Pro urceni jemné struktury
je tak nutné zahrnout oba pfispévky, i kdyz jsou fyzikalné rozdilné.
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13.4.1 Spin-orbitalni vazba

Spin-orbitélni vazba popisuje interakci spinu elektronu a magnetického pole protonu. Za-
¢néme s klasickym modelem, ve kterém se elektron pohybuje rychlosti v okolo protonu. V
klidové soustavé elektronu se proton pohybuje rychlosti —¢ a generuje magnetické pole

B =——iUx E= E x p,
c? Mc? Py
kde E je coulombické pole protonu
E=-21
4regr3

Magnetické pole v klidové soustavé elektronu miizeme piepsat do tvaru

—»/ e ]_ —
dregMc? r3

Interakci mezi vlastnim magnetickym momentem elektronu a magnetickym polem protonu
by pak meé¢la odpovidat energie
Hso = —fi-B'. (13.41)

Skute¢né energie je poloviéni. Divodem je, Ze veli¢iny ve vztahu (13.41) jsou vyjadieny
v klidové soustavé elektronu, kterd neni inercialni. Pi transformaci do laboratorni sou-
stavy (tj. klidové soustavy protonu, ktery povazujeme za nekone¢né tézky) pak dochazi k
dodate¢né rotaci vlastniho magnetického momentu elektronu (tzv. Thomasova precese).
Prejdéme ke kvantové-mechanickému popisu. Vlastnimu magnetickému momentu elek-
tronu odpovida operator (11.17). Hamiltonidn popisujici spin-orbitalni vazbu tedy bude
roven ) el
~ o€ JAa e
Hso = 47?50Mh02ﬁ5 Lo = oy

2M
Zavedeme-li konstantu jemné struktury

e? 1
o= N ——
dreghe 137’

pak Hgo zapiSeme ve tvaru

A ah 12 >
507 2Me ES L
Poznamenejme, ze pomoci konstanty jemné struktury lze Rydbergovu energii vyjadrit zpi-
sobem
R = 1]\/[ o’
2
Uvazujme nynf Hgo jako poruchu H,. Baze tvorend vektory (13.40) neni pro hledani

oprav vlastnich ¢isel Fy vhodné, protoze operator S.- L nekomutuje s Ls ani 33. Matice
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zzeni operatoru Hgo na podprostor Ey v bazi (13.40) neni diagonélni takie bychom

museli pouzit poruchovou teorii pro degenerované spektrum. Operator S L ale komutuje
s J% a Js, kde

J=L+8
je celkovy moment hybnosti elektronu. Operéatory J? a jg jsou navic kompatibilni s ﬁo a
L? a jejich spoleéné vlastni vektory splituji rovnice
Ho[N,1,j,m) = En|N,1,j,m),
L*|IN,1,j,m) = RA(L+1)|N,1,5,m),
PN jm) = B%(j + DN, j,m),
J3|N, 1, j,m) = mh|N,l, j,m), (13.42)

kde j = li% pro [ > 1 (resp. j = % pro [ = 0) a kvantové ¢islo m probiha hodnoty
J,j—1,...,—j. S pouzitim vztahu (12.30) snadno nalezneme

A8 1 /. . .
SL|N7Z7]7m>:§<J2_L2_SQ> |N7l7j7 > _hQ( (]+1)_l(l+1>__> |N7l7]7 >

(13.43)
Diky sférické symetrn pak plati

<N7 l?j? m‘HSO|N7 ll;jla m/> ~ 6l,l’(5j,j’5m,m’7

takze pro dané N je ztzeni operatoru Hgo v bazi {|N, 1, j,m)} reprezentovano diagonalni
matici. Prvni opravu vlastnich ¢isel Hy v dusledku spin-orbitalni vazby tak mizeme urcit
pomoci vztahu (13.9)

EélO) = <N7l’j7m‘ﬁSO’N7laja m>
S pouzitim (13.43) dostaneme

3 3 1
BV = 2 (iG+1)—1+1)—2) (=),
SO = AM2e Jj+1) (1+1) 4 3
Vypocet stredni hodnoty ve stavu |N, [, j,m) je pomérné pracny, ale pro [ > 1 je mozné
ukizat, ze plati

1 2
<ﬁ> TONSI(I41)(20 + 1)ad
kde ag = 4”5°h Bohriv polomér vodiku. Pro stavy s [ > 1 je prvni oprava vlastniho ¢isla
v dﬁsledku spln—orbltalm vazby rovna
?j(ij+1)—1(l+1)-2
YN+ 1)+ 1)

Jedna se tedy o korekei fadu a? ~ 1074, Energie s-stavii se spin-orbitalni vazbou do prvniho
radu poruchové teorie neméni, protoze

1
P -

(13.44)

>
=

=

o

1
727
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13.4.2 Relativistickd korekce

Relativistickd kineticka energie elektronu je rovna

2 1
T = p202+M204—M02:p—— L +....
2M  8M3c?

Druhy &len Taylorova rozvoje predstavuje relativistickou korekci. Operator Hg je tedy
roven “
- P
Hp=———.
R 8M3c?
Diky sférické symetrii je matice ztzeni Hp v bazi (13.42) diagonélni (je diagonalni i v
bazi (13;40), protoze Hp nezavisi na spinu, ale chceme-li vyjadrit opravu zpisobenou
Hpgs = Hso+ Hpg je vhodnéjsi pouzit bazi (13.42)). Opét mizeme vyuzit poruchovou teorii
pro nedegenerované spektrum a pro prvni opravy vlastnich ¢isel v dusledku relativistické

korekce dostaneme )

D4
o

Pro vypocet stfedni hodnoty Pt vyuzijeme vztah

EY =

P2|N,1,j,m) = 2M(Hy — V)|N,1,5,m) = 2M(Ex — V)|N, 1, j,m),

ze kterého plyne
(1) 1 2 1 > 1 2/ 1
EF=——(Eyn—-V))=—-—— | E 2F — — ).
r 2M c? (B F) 2Mc2( N NQ<7">+C2 <r2
Zbyvajici stfedni hodnoty je opét mozné spocitat analyticky
I I\ 2
r/  N2ay \r2/ N3a2(2l+1)

Celkem pro relativistickou korekci vlastnich ¢isel H, dostaneme vztah

2/ 9N 3
Jor I SN S 13.45
R NNz \21+1 14 ( )

Stejné jako v pifpadé spin-orbitalni vazby se jedné o korekci fadu o?.

13.4.3 Jemnd struktura vodiku

Korekce jemné struktury pro stavy s [ > 1 je dana souctem piispévki spin-orbitalni vazby
(13.44) a relativistické opravy (13.45)

2
(1) (1) (1) (0 N 3
Er.=FEs,+ Ey = En— ——= . 13.46

FS SO R NN2 <] + % 4) ( )
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Tento vysledek ve skutec¢nosti plati i pro [ = 0. Pro s-stavy je sice prispévek spin-orbitalni
vazby nulovy, ale jemnou strukturu ovliviiuje dalsi, tzv. Darwiniv ¢len. Ten mé ptuvod
v nerelativistické aproximaci Diracovy rovnice pro elektron v coulombickém poli. Jeho
odvozeni zde provadét nebudeme. Operator poruchy mé v tomto piipadé tvar

. me’h?
D= >
2M?2c2

5(7).

Diky é-funkei je stiedni hodnota Hp, ve stavu [N, 1, m, j) rovna

B me’h?
<HD> 2M2c 2|¢Nl]m( )|2

Protoze ¥n jm(0) = 0 pro [ > 1 (viz 6.60), ovliviiuje Darwiniv ¢len pouze s-stavy. Pro
[ = 0 pak nalezneme hodnotu opravy

a2

EY = ~En-

Pro [ = 0 je tedy korekce jemné struktury rovna

a? 3
ESL=EY + EY = ENN2 (N—Z),

coz souhlasi se vztahem (13.46) pro j = 3
P1i zapocitani jemné struktury energetické hladiny elektronu v atomu vodiku zavisi
kromé hlavniho kvantového ¢isla N i na kvantovém c¢isle j

o? N 3
Ev:=Ey |14+ (2 _2) |, 13.4
Ve N[ W <j+é 4)} (13.47)

Pro hladiny jemné struktury, respektive stavy |N, 1, j,m), které jsou ,spravnymi* vlastnimi
vektory H, vzhledem k poruse Hrpg, se pouziva spektroskopické znaceni tvaru NL;, kde
L=S P/DF, ...,prol=0,1,2,3,.... Proilustraci je na obrazku 13.1 znédzornéna jemna
struktura hladin s hlavnim kvantovym ¢islem N = 1,2, 3.

13.4.4 Anomalni Zeemaniv jev

V casti 11.3 jsme zkoumali normalni Zeemanuv jev, tedy vliv silného magnetického pole na
energetické hladiny elektronu v coulombickém poli. Pro atom vodiku v magnetickém poli
B = (0,0, B) méa celkovy hamiltonian elektronu tvar

H = Ho+ Hy,
kde Hy je dan vztahem (13.39) a Zeemaniv ¢len je roven

Hy=MB(L, +28). (13.48)
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3s, 3p, 3d

N=3

L2 3Ds,
_3
L 3P3)2, 3D3)2
i1
L 3812, 3P1)2
2s, 2
N =9 s, 2p .
x 2 2P3/2
i1
— 25172, 2P/
N1 1s — i
— 151/2
ﬁo ]:IO+I:[FS

Obrazek 13.1: Spektralni linie vodiku a jejich rozstépeni po zapoc¢itani jemné struktury.

Ukézali jsme, Ze vlivem silného magnetického pole dojde k rozstépeni hladiny F,,; hamilto-
nianu H, na multiplet 2/ 4+ 3 hladin. Vzdalenost hladin v multipletu je AE = pgB. Tento
vypocet ale nezahrnoval prispévek jemné struktury, kterd bude ve slabém magnetickém
poli dominantni. V takovém ptipadé je celkovy hamiltonidn

ﬁ:ﬁo+ﬁFs+ﬁZ,

a Hy je tfeba brat jako dodatecnou poruchu.
Pro poruchovy vypocet opét pouzijeme vektory (13.42). Oprava prvniho radu je

EY) = (N,1,j,m|Hz|N,1,j,m).

V dalsim je vhodné vyjadiit Zeemaniv ¢len ve tvaru Hy = %B(jg + Sg) Oprava je pak
rovna

EY = % <mh—i— (S’3>> :

Zbyvajici stfedni hodnotu lze spocitat s vyuzitim vztaht (12.31) a (12.32). V pripadé [ = 0
dostaneme

1 N 1 1
(N0, §,m|53]N,0, §,m> =mh, m= :|:§.

Pro [ > 1 nalezneme

1 1 RlFm+3 hltm+ )
(N, L1 5, m|S5|N, 1 1% o m) = hl¥m+3 hlxm+3  m

T vl T2 a1l Tust
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Prispévek Zeemanova ¢lenu je pak mozné zapsat ve tvaru
E(zl) = poBmgj,
kde g; je Landého faktor, jehoz hodnota je pro [ > 1 rovna

1
Y=y =1 E 507

aprol=0]jeg 1= 2. Landého faktor 1ze pro vsechny hodnoty j a [ zapsat ve tvaru

JG+1) —10+1)+3
2j(j +1)

g; =1+

Celkova energie elektronu v atomu vodiku ve slabém magnetickém poli je pak rovna

2
_ 1)  _ a N 3

Ve slabém magnetickém poli se hladina jemné struktury Ey ; rozstépi na multiplet 25 + 1
hladin, tj. sudy pocet, protoze j je polocelé. Vzdélenost hladin navic zavisi na kvantovém
¢isle j. Pro j =1 + % je rozdil hladin AF, = MOB%, ve druhém piipadé (7 =1 — %) je
vzdalenost hladin rovna AE_ = ugB % Toto nerovnomérné rozstépeni spektralnich linif
ve slabém magnetickém poli se nazyva anomdalni Zeemaniv jev. Rozstépeni hladin jemné

struktury 151/2,251/2,2P1/2 a 2P3)5 je zndzornéno na obrazku 13.2.
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2,1,2,3)

2,1,2, 1) %MOB
2P3/9 o %MOB
12,1, 2, -3) shoB
2033 2
2512, 2Py )9 ;211%%%; % g//jzg
2030 [ 5mB
1,05 3)
I »
1,0,3, —3)
B=0 520

Obrazek 13.2: Rozstépeni jemné struktury spektralnich linii vodiku vlivem slabého mag-
netického pole.
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Kapitola 14
Potencialovy rozptyl, tunelovy jev

Rozptylovy experiment je obvykle usporadan tak, ze proud c¢astic s dobfe ur¢enymi vlast-
nostmi (hmota, energie, hybnost, ...) dopada na néjaky objekt (tenka folie) ¢ dokonce se
srazi s jinym proudem c¢astic a méii se charakteristiky rozptylenych c¢astic. Klasicky popis
takovychto experimentt se provadi pomoci vypoc¢tu drah danych pohybovymi rovnicemi
(viz napt. Rutherforduv rozptyl v |13, kap. 3.4]). V této kapitole predstavime nejjednodussi
popis rozptylu metodami kvantové mechaniky.

Prvni predpoklad je, Ze dosah vzajemné interakce castic je mnohem mensi nez jsou cha-
rakteristické vzdalenosti ¢astic v tercovém objektu, takze problém rozptylu lze redukovat
na interakci dvou ¢astic se znamou interakei popsanou potencidlem V(& — Zs) s kone¢nym
dosahem. Dale predpokladéame, ze terc je dost tenky, takZze nemusime uvazovat vicenasob-
nou interakci. To ndm umoznuje prevést problém rozptylu na tlohu o pohybu jedné ¢astice
(s redukovanou hmotou) v potencialu V().

Dopadajici ¢astici miizeme popsat vinovym balikem vy, a s grupovou rychlosti ve sméru
dopadu. Kvantové mechanicky popis rozptylu pak spociva predevsim ve vypoctu pravdeé-
podobnosti nalezeni ¢astice v oblasti prostoru vymezené prostorovym tihlem df2.

Proces rozptylu lze v kvantové mechanice popsat ¢asovym vyvojem stavu daného po-
¢ateéni podminkou 1(tg) = i, pritemz v Case ty je interakce ¢astic nulova. Je tedy ti¥eba
nalézt feSeni ¢asové Schrodingerovy rovnice s pocateéni podminkou ¥ (tg) = vy,. Nalézt
prislusné teseni Schrodingerovy rovnice se vsak obvykle nepodaii a je tfeba se uchylit
k aproximativnim metodam. Ukazeme, Ze vySe popsanou nestacionarni dlohu lze prevést
na ulohu stacionarni a nékteré diilezité charakteristiky rozptylu lze ziskat ze znalosti zo-
becnénych stacionarnich stavii odpovidajicich danému potencialu.

14.1 Rozptyl castic na primce

Zacnéme s nejjednodussim pripadem rozptylu bezspinovych ¢astic na primce, kde jsou jen
dva mozné thly rozptylu: totiz 0 a 180 stupnii. Po redukci tlohy dvou téles vede tento
piipad na problém c¢asového vyvoje vlnové funkce v jednorozmérném potencialu, pro ktery
navic budeme predpokladat Ze ma kone¢ny dosah, tzn. V(x) = 0 pro |z| > a. Dopadajici
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¢astici lokalizovanou v ¢ase ty v okoli o < —a miizeme dobfe posat vinovym balikem

(1’*1'0)2 +i2o

Yin(2) = Yug pooo(¥) = Ce 75 17 (14.1)

kde py > 0 a o je stiedni kvadratickd odchylka soutadnice, ktera s ¢asem roste (viz cviceni
18). Cas pocatku interakce t;, tj. ¢as, kdy ,okraj vlnového baliku‘ dospé&je do oblasti
interakce, lze definovat zptisobem

o + 20(t)) + %(tl — ) = —a. (14.2)

Pro t € (to, 1) se ¢astice pohybuje témér jako volné, presnéji, Casovy vyvoj vinového baliku
se prili§ nelisi od

Yo(, t) —/ F(p)e's* o=t t-t0) g, (14.3)
kde .
F(p) = (2rh)~ / ~F (! to)da! = et TR ik (14.4)

Pro ¢asy srovnatelné a vétsi nez t1, (14.3) jiz nevystihuje ani priblizné skute¢ny ¢éasovy
vyvoj dopadajici Castice, nebot je superposici funkei ei%”’i%ﬁ(t’to), coZ jsou zobecnéné
vlastni stavy energie pouze pro V = 0, zatimco pro t > t; se podstatnym zplisobem zacne
projevovat vliv potencidlu na feSeni Schrodingerovy rovnice.

Chceme-li dostat presny casovy vyvoj funkce 1, musime nahradit zobecnéné vlastni
funkce e'7* hamiltonianu volné ¢astice vlastnimi stavy ®,,/;, tiplného hamiltonianu, tj. funk-
cemi spliujicimi bezéasovou Schrédingerovu rovnici

h2 d2q)p 2

— o gz TV =By, B = 2M’ (14.5)

takze Casovy vyvoj ¢astice je dan funkei

00 B
t)=[__ F(pe R tO)Cbp/h(x)dp. (14.6)

vvvvvv

2
v okoli 2p—1\04 a k ¢asovému vyvoji rozhodujicim zpusobem prispéji tedy pouze stacionarni

stavy s kladnou energii.
Pro ucely teorie rozptylu je vhodné zapsat Schrodingerovu rovnici (14.5) v integralnim

(Lippmannové—Schwingerové) tvaru

dp(z) = ™ + /_OO Gi(z — 2" U (2") Py (2")da’, (14.7)
kde oM
Ux) := = —V(z) (14.8)



a Gi(x) je Greenova funkce bezcasové Schrodingerovy rovnice pro volnou jednorozmérnou
¢astici spliujici

dz?

(d_2 + k2) Gr(z) = 6(x). (14.9)

Cviceni 95. Ukazte, Ze funkce
G (z) = < 14.10
D) =S (14.10)

splniuge rovnici (14.9) presnéji
(GY,h) = (G, W) = —k*(Gy, h) + h(0)
pro h € (R).

Pomoci (14.9) lze snadno ukazat, ze @y, spliwjici (14.7) jsou téz feSenim (14.5).
Dosazenim explicitniho tvaru Greenovy funkce do (14.7) dostaneme

Op(z) = ™ (1 + Ok, 7)) + A(k, 2)e ", (14.11)
kde o
Ak, ) = / U () (14.12)
)
T e—ikm’
Clk,x) = / ST U(x')®p(2")da'. (14.13)
Odtud je ihned vidét, Ze v oblasti nulového potenciélu je funkce ®» superposici zobecnénych
vlastnich funkef hybnosti e+ %®.
Oy (x) = % + A(k)e”* pro x < —a, (14.14)
®i(z) = B(k)e™™ pro z > a, (14.15)

kde A(k) := A(k, —a), B(k) =1+ C(k,a).
Dosazenim (14.11) do (14.6), zjistime, Ze vlnovou funkci ¢astice v libovolném case je
mozno zapsat jako soucet tii ¢leni

¢($at) = ¢O(x7t) + ¢A<x7t) + ¢C(xvt)' (1416)

Prvni ¢len je dan vzorcem (14.3) a predstavuje volné se pohybujici vinovy balik s rychlosti

22, o kterém vime, Ze absolutni hodnota vlnové funkce exponencielné klesa k nule vsude

kromé okoli xg + 53t nachézejici se pro ¢ > t, v oblasti z > a. Mimo to, funkce

o0 - p . p2

Ya(z,t) = / F(p)A <%, x) e~ iRt (-t qp (14.17)
> ;P ; P2

Yo(a,t) = / F(p)C (%fC) e RTTIEm I dp (14.18)
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jsou nulové v oblastech z > a resp. * < —a a pomoci tzv. Riemannova-Lebesgueova
lemmatu

| i@ <o = tm [ fgeeag o,

lze dokazat, ze funkce (14.17) a (14.18) konverguji k 0 pro t — oo dokonce i v oblastech
T > —a, resp. < a. Transformaci p = F+/€ pro p < 0 piejdou totiz pravé strany (14.17)
a (14.18) na soucet integralu tvaru

/ go(€)e - e,
0

a o odpovidajicich funkcich g, (&) se da ukazat, Ze pro x > —a, resp. < a lezi v L (R, dx),
tj. splnuji predpoklad Riemannova—Lebesgueova lemattu. Znamena to, ze pro t — oo je
funkce 1) nenulovéa pouze pro |z| > a.

Veli¢iny, které nas z hlediska rozptylu zajimaji predevsim a které jsou experimentalné
méritelné, jsou tzv. koeficienty odrazu a pruniku potencidlem

—a 2 o8}
J oo (@, t)d Po— lim Jo [¥(z, t)]da (14.19)

= lim 5 , 5 ,
oo (D)) oo ()]
udévajici pravdépodobnosti, ze za dost dlouhou dobu bude ¢astice nalezena v oblasti ,,pfed
potencidlem” (odrazi se) ¢i ,za potencidlem” (projde). Vzhledem k tomu, Ze pro t — oo
amplituda vinové funkce v oblasti potencidlu vymizi plati

P+R=1. (14.20)

Ukézeme, ze k vypoctu téchto koeficientt nebude nakonec zapotiebi fesit pohybovou Schro-
dingerovu rovnici, nybrz pouze jeji bezcasovou variantu urcujici stacionarni stavy.

Pro t > ty je funkce v superposici dvou vlnovych balikii pohybujicich se pfiblizné
rychlostmi +5%. 7 (14.17) a (14.18)

Y(x,t) = i(x,t) = /

— 00

o

F(p)e%[_pz_fﬁ(t_tO)}A (%) dp  Vz < —a, (14.21)

[e.9]

U(x,t) = Yo(x,t) + oz, t) = / F(p)e%[px_%t(t_tO)]B <%> dp Ve >a  (14.22)

Vsimnéme si, ze koeficienty A(k), B(k) dané puvodné integralnimi formulemi mu-
zeme téz urcit feSenim bezcasové Schrodingerovy rovnice (14.5) s okrajovymi podminkami
(14.14) a (14.15). Nalezneme-li tedy FeSeni rovnice (14.5) spliwjici tyto okrajové podminky,
pak koeficienty odrazu a pruchodu potencidlem jsou dany vzorci (14.19), (14.22) a (14.21).

Pro dopadajici vlnové baliky s malou disperzi, tj. takové, ze funkce F'(p) je soustfedéna
v malém okoli po, kde funkce A(%), B(%) lze nahradit jejich hodnotou v £, dostaneme
zvlasté jednoduché vyjadieni koeficient odrazu a priniku.

[ o, ) Pd S oz, t)Pd
P= ‘B (%) 2 A ! HZ(;J? -= ’B (%) ‘2 A Hwo(t:)H? - = ‘B <%>
(14.23)

2

?
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kde jsme pouzili nezavislost normy stavu na ¢ase a vymizeni funkce 1y pro t — oo, = < a.
Podobné

R= ‘A (%)‘2 (14.24)

kde pg je hybnost dopadajici ¢astice.

14.2 Tunelovy jev pro pravotihlou bariéru

Jako ilustraci pouziti pfedchoziho postupu predvedeme vypocet koeficientii odrazu a pri-
chodu potencidlem

V(z) =0, pro|z|>a, V(z)="V, prolz|<a. (14.25)

Jako prvni krok je t¥eba fesit bezc¢asovou Schrodingerovu rovnici (14.5) s okrajovymi pod-
minkami.
Z tvaru potencialu a podminek (14.14), (14.15) ihned plyne, ze

®p(z) = ™ + A(k)e ™ pro v < —a,

®y(x) = C(k)e* ™ + D(k)e ™ pro —a <z < a, (14.26)
®i(z) = B(k)e™™ pro a < z,
kde
. QJ\;E’ . QM(Z;Z_ Vo) (14.27)

a I/ je energie nalétavajici castice £ > 0, F > V.
Z podminek spojitosti vinové funkce a jeji derivace v bodech +a dostaneme soustavu

¢tyT linearnich nehomogennich rovnic pro koeficienty A, B, C, D. Vyloucenim C' a D dosta-

neme T

2 VAR

K+ k )]

A(k) = e 2 Vi [2E — Vo + 2iv/E(E — Vy) cot (2K a)] . (14.29)

B(k) = e?iFa | =2k 4 (14.28)

Dosazenim do vzorcu (14.24), (14.23) pak dostaneme koeficienty odrazu a prichodu pra-
vouhlou bariérou (14.25) pro ¢astici s energii £ > 0, E >V}

[ ABE-W) T
R 14.30
Visin?(2ka)| ( )

[ V2sin2(2Ka)] !
P=|1+-2""7 . 14.31
AR V) | sy

Tyto vzorce poskytuji zajimavé srovnani s chovanim klasické céastice v témze potencidlu.
Ta, pro ' > Vj, bariérou vzdy projde zatimco pro E < V} se vzdy odrazi. Kvantové ¢astice
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naopak projde s pravdépodobnosti 1 pouze pro 2k’a = mn, neboli pro tzv. resonancéni
energie
2.2

8Ma?
(Porovnejte tyto energie s vlastnimi hodnotami energie v ,nekoneéné potencialové jamé*
ze cvieni 25.) Mimo to se lze snadno presvédcit, ze uvedeny postup nezéavisi na znaménku
Vb, takze dochazi k odrazu dokonce i na potencialové jamé. Na druhé strané pro £ > Vj
P ~ 1, takze tyto kvantové jevy prechézeji v klasické chovani.

Pro energie ¢astice které jsou mensi nez ,vyska bariéry* 0 < E < Vj je k? < 0 a ve
formulich (14.30) a (14.31) je tfeba zaménit sin(2k’a) na i sinh |2k’al, takze napf.

E,=Vy+ n® n € Z~ {0}. (14.32)

V2 sinh? [2ka|]

P=11- 14.33
AE(E—Vy) | (14.33)

coz pro |2k’a| > 1 (mohutné potencialové bariéry) piejde na
p~ WEQOZE) oy (14.34)

2 Y
Vo

takZze pravdépodobnost priichodu bariérou klesa exponencielné s jeji sitkou, nicméné je
nenulova. Tento experimentalné pozorovany fakt, kterému se ika tunelovy jev, je dusled-
kem vlnovych vlastnosti kvantovych ¢astic. Zavislost pravdépodobnosti prichodu na podilu
E/Vjy je znazornéna na obrazku 14.1.

Cviceni 96. Spocitejte koeficienty odrazu a prichodu pro E = Vi > 0 a porovnejte je s
(14.31) a (14.33).

14.3 Prostorovy rozptyl

Rozptyl ¢astic v 3-rozmérném prostoru se resi analogicky, tedy analyzou ¢asového vyvoje
pocatec¢niho stavu

@) = 0@t = [ P, (1435)

representujici vlnovy balik soustfedény v oblasti, ve které je potencial nulovy a pohybujici
se grupovou rychlosti po/M.

éasovy vyvoj vlnové funkce opét popiSeme pomoci stacionarnich stavi, @5, presnéji
fesenimi Lippmannovy-Schwingerovy rovnice v R3

() = T 4 / Gi(T — Z)VU(F)Pp(2) A, (14.36)
R3
kde nyni
o llEe
i@ = - 7 (14.37)
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E/Vp

Obréazek 14.1: Pravdépodobnost pruchodu bariérou v zévislosti na poméru energie dopa-
dajici ¢astice E k vySce bariery V. Svislymi ¢arami jsou naznaceny hodnoty rezonanc¢nich
energii (14.32).

je Greenova funkce 3-rozmérné bezcasové Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢éstici

WA _po po P 14.38
Ta AT ER E= oy (14.38)
spliiujict .

(A + F2)G(T) = 8(F), (14.39)

Gy, je tedy fundamentélni feseni. Dosadime-li (14.37) do (14.36), kde U odpovida potencialu
s koneénym dosahem, tj. U(%) = 24V (&) = 0 pro ||7|| > R, pak pro ||Z]| > R

h2
o lEl
Op(T) = ™ + f(E, k) ET (14.40)
kde £ = % k|| a
- = —1 - oy
f(E k) = _/ e T U(F) Py (7). (14.41)
47 R3
Z Lippmannovy—Schwingerovy rovnice plyne, ze ¢asovy vyvoj vlnové funkce
(7, t) = / F(p)e T, (7)d%p (14.42)
R3
Ize zapsat jako soucet (analogicky (14.16))
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kde prvni ¢len predstavuje volné se pohybujici vinovy balik zatimco druhy predstavuje
rozptylenou vinu, které pro t > t; exponencielné klesé k nule vSude kromé tenké kulové
slupky rozbihajici se z centra konstantni rychlosti.

Fyzikalné dilezita veli¢ina pro prostorovy rozptyl je diferencialni Gcinny prifez
g—g(@, ¢) definovany jako pocet ¢astic, které se rozptyli za jednotku ¢asu do jednotkového
prostorového uhlu okolo (6, ¢) pii jednotkové intenzité dopadajicich ¢astic. V kvantové me-
chanice je tato veli¢ina dana pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v oblasti prostoru vymezené
prostorovym thlem df2. Z Bornova interpreta¢niho postulatu pak plyne, ze

o0

do=dQ lim [ |(r,6,0,t)>r2dr - ()]~ (14.44)

t—o00 0

Podobnymi tivahami jako v podkapitole 14.1 lze ukazat, ze

2

, (14.45)

l
=B

$50.) = | £(B, B

kde (0, ¢) jsou sférické souradnice vektoru pyy; v soustavé kde vektor pi, sméfuje ve sméru
z. (Analogii tohoto vzorce v jednorozmérném piipadé jsou (14.24), (14.23)).
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