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Kvantová fyzika

4. cvičeńı

Cvičeńı 12:
Necht’ H je komplexńı Hilbert̊uv prostor takový, že dim H ≥ 1. Necht’ P,Q jsou dva samo-
sdružené operátory na H takové, že

(Pφ,Qφ)− (Qφ,Pφ) =
1

i
‖φ‖2

pro každé φ ∈ D(P ) ∩ D(Q). Ukažte, že
1. dim H =∞,
2. Za předpokladu, že P a Q jsou omezené, P ani Q nemůže mı́t žádnou vlastńı hodnotu.
3. P ani Q nemůže být omezený operátor.

Cvičeńı 13:
Necht’ −∆ je operátor definovaný na D(−∆) = H2(Rn). Spočtěte σ(∆).

Cvičeńı 14:
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a S ∈ Lsa(H ) ∩ B(H ). Necht’ dále W (S) := {(x, Sx)|x ∈
H , ‖x‖ = 1}. Ukažte, že W (S) ⊆ R a

σ(S) ⊆ [m,M ] ⊆ [−‖S‖, ‖S‖]

kde m := inf{(x, Sx)|x ∈ H , ‖x‖ = 1} a M := sup{(x, Sx)|x ∈ H , ‖x‖ = 1}. Ukažte také, že
m,M ∈ σ(S) a M = ‖S‖ či m = −‖S‖.

Cvičeńı 15:
Necht’ ψ ∈ H1(R3). Ukažte, že plat́ı lim|h|→∞

∥∥∥ψ(x−h)x

∥∥∥ = 0.

Cvičeńı 16:
Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a W ∈J1(H ) je stav. Ukažte následuj́ıćı:

1. TrW 2 ≤ 1,
2. pokud dimH = n, poté TrW 2 ≥ 1

n ,
3. předpokládejte, že E je ortogonálńı projektor takový, že Tr(EW ) 6= 0, poté

a) W ′ := EWE
Tr(EW ) ∈J1(H ),

b) pokud W je jednorozměrný projektor na [ϕ]λ, ‖ϕ‖ = 1 poté W ′ je jednorozměrný
projektor určený vektorem Eϕ

‖Eϕ‖ .

Cvičeńı 17:
Předpokládejte, že na systému ve stavuW ∈J1(H ) měř́ıme postupně pozorovatelnéA1, . . . , An,
a Ej := EAj (∆j). Dokažte, že

1. w(∆n, An; . . . ; ∆1, A1;W ) = TrWn, kde Wn := En . . . E1WE1 . . . En,
2. stav systému po měřeńı je W ′ := Wn

TrWn

3. pokud A1 = . . . = An = A, poté w(∆n, A; . . . ; ∆1, A;W ) = Tr
{
EA

(
∩nj=1∆j

)
W
}

.
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