VOAF cviceni

Jan Vysoky, Josef Schmidt

15. tinora 2023

1 Stredni hodnoty

Necht f : R — R je redlnd funkce jedné proménné, f = f(x). Jeji stiedni hodnota v intervalu
(x1,x2) je definovdna jako integral

g " Fade. 1)

To — X1
Stredni hodnota pres celé R se definuje limitnim prechodem

(f) = (f)—oc,00) = lim (f)(—pr oy = lim =S lf(x)dx. (2)

x/—00 z'—oo 22" J_

Je-li f periodickd s periodou L, muzeme jeji stfedni hodnotu (f) pocitat jako integral pres libovolny
integrdl délky L, tedy pro libovolné z’ € R mdme

z'+L
=Dy =7 [, Ha)da, 3)

7’ typicky volime tak, aby byl vypocet co nejjednodussi.

Cviéeni 1.1. Vypocitejte (cos(wt)), (sin(wt)), (cos?(wt)) a (sin?(wt)).

Reseni: Uvazujme nejprve funkci f(t) = cos(wt). To je periodicks funkce s periodou L = %’T
Jeji stredni hodnotu tedy spocteme jako
2m 1 ,
(cos(wt)) = % /0 cos(wt)dt = o_[sin(wb)]g” = 0. (4)
Piipad (sin(wt)) je velmi podobny:
2m 1 )
w [ o
(sin(wt)) = g/o sin(wt)dt = %[— cos(wt)]y” = 0. (5)
Pro dalsi pfipad, s vyuzitim triku pro vypocet kvadratu kosinu, dostavame
27 PL
(cos?(wt)) = ud cos? (wt)dt = i/ (1 4 cos(2wt))dt
— it 5o st =
= 5, Sin(2wt)lg” = 5.



To neni zas takové pirekvapeni, protoze vlastné pocitame stiedni hodnotu konstantni funkce % plus
stfedni hodnotu funkce cos(2wt) pres dvé periody, ktera je nula z predchozi ¢asti.

Jinymi slovy, obecné plati (f + g) = (f) + (g) (pokud jsou vSechny stfedni hodnoty konecné).
Stacf tedy vzit rovnost cos?(wt) + sin?(wt) = 1, odkud okamzité plyne

(cos?(wt)) + (sin®(wt)) = (1) = 1. (7)

Z piedchoziho vysledku tedy bez prace dostévame (sin®(wt)) = 3.

2 Komplexni cisla

Komplexnim ¢islem z € C rozumime objekt ve tvaru z = a + ib, kde a,b € R. Symbol i se
nazyva komplexni jednotka. Definujeme i2 = —1. Je-li 2/ = c+1id, definujeme s¢itani a ndsobeni
intuitivné a ve shodé s obvyklymi pravidly:

z+72 =(a+ib) + (c+id) :=(a+c)+i(b+d), zz' = (a+ib)(c+id) := (ac — bd) + i(ad + bc).

Je-li z = a + b, piSeme a = Rez (redlnd ¢ast) a b = Imz (imagindrni €ast). Je-li Rez = 0,
fikdme, Ze je z ryze imaginarni. Piseme 0 = 0 + 0.

Komplexni sdruzeni z k ¢islu z definujeme jako Z = a — ib. Plati zz/ = zZ'. Velikost
|z| komplexniho ¢&isla definujeme jako |z] = va? + b2. Plati |z| = v/zZ. Jak definujeme déleni
komplexnich &fsel? Necht z, 2" € C a 2’ # 0. Definujeme ho pomoci formalniho "rozsifen{ zlomku”.

z z 7 27
—= === — (8)
2/ 2 3 |Z"2
Operace na pravé strané maji smysl, protoze pro 2’ # 0 je |z’| > 0 a prosté jen ndsobime komplexn{
¢islo 22’ redlnym &islem |2/| 2. Plat{ rovnice

z+Zz zZ—Z
Re(z) = 5 , Im(2) = 5

9)

Nyni bychom chtéli definovat komplexni exponencialu, tedy komplexni ¢islo e* pro kazdé z € C.
Je-li z = a + ib, definujeme .
e* = e .= ¢%(cos b + isin b) (10)

Komplexni exponencidlu lze (viz matematickd analyza) lze definovat mocninnou fadou. Pro a = 0
se vztah nazyvd Euleruv vzorec. Plati |e*| = e®.

Kazdé z € C lze psat v goniometrickém tvaru z = |z|e??, kde ¢ € R je feSenfm rovnic

_Imz

(11)

cos(p) = %, sin(p) = T
© se nazyva argument komplexniho ¢isla a je uréeny jednoznacné az na celociselného pricteni
nasobku 27. Geometricky vyznam tohoto zapisu lze snadno ziskat pomoci reprezentace komplexnich
¢isel v Gaussové roving, kde reilnou a imaginarni ¢ast vynasime na kartézské osy: S¢itani kom-
plexnich &isel geometricky odpovidé séitdani vektoru v roviné. Snadno lze interpretovat i ndsobeni.
Je-li z = |z[e a 2/ = |2/|e¥, dostéavame zz/ = |z]|2'|e!#T%) | tedy &islo jehoz velikost je soucin
velikosti a argument soucet whlu.

Nésobeni e’ tak napiiklad odpovidd rotaci komplexniho é&fsla v Gaussové roviné o tihel .



Obréazek 1: Gaussova rovina

Casto je uzite¢né psat goniometrické funkce pomoci komplexnich exponencial. Z Eulerova vzorce
ziskdme vztahy

cos(p) + isin(p)

2 (e = cos(p) — isin(ep) (12)

cos(p) = Re(e'?) = %

; sin(p) =
Pomoci téchto vztahtt mizeme definovat cos(z) a sin(z) pro libovolné z € C.

Cviceni 2.1. Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ast ¢isla

a—+1b
= 13
v c+id (13)

ResSeni: Déleni komplexnim ¢islem se provadi formélnim rozsifenim zlomku a néslednou upravou:

a+ibc—id  (ac+bd)+i(bc — ad)

= = 14
c+idc—id 2+ d? (14)
Odtud jiz snadno vidime, ze
ac + bd be — ad
Cviceni 2.2. Ukaite, 7e plati €% = e?, specidlné pak eit = e~ .
Reseni: Pro komplexni ¢islo z = a + ib mame e* = e*t™® = ¢%(cosb + isinb) a tedy
e = e%(cosb —isinb) = e%e = 47 = 2, (16)
Volbou a = 0 ziskdvdame zadany specidlni piipad.
Cvigeni 2.3. Vypocitejte Re[(C — iD)e*], kde C, D, Qt € R.
Reseni: S pouzitim Eulerova vzorce
(C —iD)e™™ = (C — iD)(cos(t) + isin(Qt)) an

= (C cos(Q) + Dsin(2)) + i(C'sin(Qt) — D cos(Qt)).
Odtud tedy Re[(C — iD)e™] = C cos(t) + D sin(€2t).

*Cviceni 2.4. Dokazte platnost vztaht Re(iz) = —Im(z) a Im(iz) = Re(z) pro kazdé z € C.

Pomoci nich dokazte platnost identity cos(x) = sin(x 4 %) pro viechny x € R.



Reseni: Uvazujeme-li z = a+ib, pak Re z = a aIm z = b. Pro iz = —b+ia tedy plati Re(iz) = =b
a Im(iz) = a. Zjevné tedy plati

Rez = a = Im(iz), Imz = b= —Re(iz). (18)
Goniometrickou identitu pak dostaneme jako

cosz = Re(e®) = Im(ie’”) = Im(e'? ) = Im(e**+3)) = sin (;1; + g) , (19)

kde jsme si zapsali ¢ = €*

z
Cviéeni 2.5. Odvodte vzorce pro siny a kosiny souc¢tu a rozdilu ihlii pomoci trividlni identity

eiveih — gilath) (20)

ResSeni: Levou stranu piepiSeme pomoci Eulerova vzorce a roznasobime:

e"e® = (cosa + isina)(cos § 4 isin )

= (cosacos f — sinasin ) + i(sin acos B + cos asin 3).

(21)

Porovnénim redlné a imagindrni ¢dsti s pravou stranou cos(a + 3) +isin(a + ) dostdvame kyzené
vzorce. Vzorec pro rozdil ziskdme snadno dosazenim —f misto 3.

*Cviéeni 2.6. Odvodte vzorce pro souéiny sinti a kosinii ipravou vyrazu

B—a

=), (22)

. . o B .a—8 .
67.a +615 _ 612612(8172 _|_ez

ResSeni: Tentokrat zacneme upravou pravé strany. Snadno si vSimneme, Ze ji muzeme psat jako

2¢°3” cos a;ﬁ = 2cos a—;—ﬁ COSQQ;B + i2sin a;—ﬂ cos ag,é’ (23)
Porovndnim s levou stranou (cos a + cos 3) + i(sin a + sin 3) dostdvédme vysledek.
*Cviceni 2.7. Dokazte platnost vztahu
sin(ixz) = isinh(z), cos(iz) = cosh(x), sinh(iz) =isin(z), cosh(iz) = cos(x). (24)

Reseni: Vsechny vztahy se dokazuji stejné, dokazeme si jen dva z nich. Méme (z definice kom-
plexnich sinu a kosinu)

i(iz) _ ,—i(iz) -z _ T g z —z
sin(iz) = c 2; = % c 2 =i 26 = isinhz. (25)
cosh(iz) = % =cos . (26)

Zde jsme vyuzili definice komplexnfho hyperbolického kosinu cosh(z) = % Vsimnéte si, ze

plati obecné cosh(iz) = cos(z) a sinh(iz) = isin(z).

Cviéeni 2.8. Uvazujte vyraz c;e™? + coe™™!, kde c1,c3 € C a wt € R. Jaké jsou podminky na
konstanty c; a ca, aby byl vyraz redlny pro vSechna ¢t € R.



Reseni: Musi platit Im(cpei?t + cpe 1)

sdruzeni. Dostavam tedy

= 0. To nastane, je-li vyraz rovny svému komplexnimu

Clezwt + C2e—zwt — Ele—lwt + EQezwt- (27)
To upravim na rovnici
= wt = —iwt
(c1 —C2)e™" = (ca —C1)e ", (28)
Volbou ¢t = 0 dostanu ¢; — ¢ = ¢ — ¢; a volbou ¢ = g rovnici ¢; — ¢ = —(c2 — ¢1). To mi

ihned implikuje, Ze obé strany rovnice musi byt nula a tedy nutné co = ¢;. Snadno vidim, ze je to
i podminka postacujici, protoze potom

c1et + e = 2Re(cre™?) € R. (29)
Cviceni 2.9. Resen{ rovnice harmonického oscildtoru lze psat v ekvivalentnich tvarech jako
z(t) = Acos(wt + ) = Asin(wt + ¢) = acos(wt) + bsin(wt) = ce'™! 4+ ce™ !, (30)
Najdéte vztah mezi konstantami A, w, ¢, ¢, a, b a c.
Reseni: Vztah mezi ¢ a ¢ ziskdme snadno z jiz dokdzané identity cos(z) = sin(z + Z). Odtud
¢ = ¢ + 5. S pouzitim souctovych vzorct dostavame
A cos(wt + @) = A(cos(wt) cos(¢) — sin(wt) sin(p)) = A cos(p) cos(wt) — Asin(p) sin(wt).  (31)

Méme tedy a = Acos(p) a b= —Asin(yp). Vsimnéte si, ze pro kazdé a,b € R muzeme najit A a ¢
spliiujici tento vztah. Na zaveér, s pouzitim zapisu sint a kosinu pomoci komplexnich exponencial:
eiwt e—iwt eiwt _ e—iwt

A Ak
) 2 ) 21 (32)
= §(a —ib)e™? + 5((1 +ib)e” ",

a cos(wt) + bsin(wt)

Vidime, ze ¢ = %(a — ib). Ke kazdému komplexnimu ¢éislu ¢ € C najdu a,b € R spliujici tento

vztah. A mdme hotovo.

*Cviceni 2.10. ,Dokazte“ Euleruv vzorec pomoci diferencidlni identity

d Ax Ax
e = e (33)

Reseni: Uvazujme komplexni funkci redlné proménné f(z) = cos(z) + isin(z). Jeji derivaci po
slozkdch f/(r) = —sin(z) + icos(x) = if(x). Plati f(0) = 1. Ale stejnou obycejnou diferencidlni
rovnici prvniho fadu se stejnymi poc¢ateénimi podminkami fesi i funkce e**. Z jednoznacnosti

e = f(zx) = cos(x) + isin(z) (34)
pro vSechna z € R a mame dokédzano.

*Cvi€eni 2.11. Zapiste funkce cos?(x), cos®(z) a obecné cos™(x), n € N, pouze s vyuzitim funkcf
cos(kz), k € Ny.



Reseni: S vyuzitim Eulerova vzorce dostavame

iz —ix 1 ) . . . 1 1 2
cos®(x) = (7‘e te )2 = (¥ 4 2e"eT " 4 7)) = — (24 2co0s(22)) = L cos(2z) x) (35)
2 4 4 2
Pro tfeti mocninu je to velmi podobné, dostavame
iy iz . 1 o , A .
COSs(q:) _ (6 +26 )3 _ §(63m + 32T o it + 31T o217 + 673190)

_ 3cos(z) + cos(3x)
B 4

= é(Q cos(3z) + 6 cos(z))

Pro obecné n € N dostavame s pouzitim binomické véty
e 4 e, 1 < /n . , 1 < /n)\ ;
n _ _ = ix\k(,—ix\n—k _ — i(2k—n)x
cos™ () = (72 ) = o kZ_O (k> (e)¥(e™™) = om ,;) (k>e (37)

Nyni je vyhodné rozlisit n na liché a sudé. Pro liché n ma suma sudy pocet s¢itancu a muzeme si
ji rozdeélit na dvé sumy:

L,

z) n
2% ( Z (Z) ei(2k—n)w + Z (Z) ei(2k—n)ac) (38)
=0

g k=114

V druhé sumé provedeme zaménu sc¢itactho indexu na ¢ = n — k a vyuzijeme symetrii binomickych
koeficienttt (}) = (,,",). Druhou ze sum tedy mizeme piepsat jako

n—=k
N\ _i(2qg—n)z
e 39
<Q> (39)

Vidime, Ze se od prvni sumy lig{ jen znaménkem v exponentu. S pouzitim Eulerovych vzorcu tedy
dostavam formulku

L[5]

w3

(]

q=0

3]
1 n
COSn(Jj) = 2"771 kE:O <q> COS((?’Z — Qk)a:) (40)

Pro sudé n je situace podobna az na to, ze se suma rozlozi na tfi ¢leny:

n

HE (e (), 3, () @

k=0 k=2+1

Zaménou scitaciho indexu v tfetim ¢lenu a Eulerovym vzorcem dostavame tedy nakonec vzorec

o1

cos™ (z) = 27}—_1(% (n’;2) +y (Z) cos((n — 2k)z)). (42)

k=0
Vsimnéte si, Ze posledni ¢len je poloviéni oproti dosazeni k = n/2 do sumy vpravo.
*Cviéeni 2.12. Sectéte fadu

N
Z cosmae (43)
m=0



Reseni: S pouzitim linearity funkce Re miizeme psét

n

E eimm

m=0

N
E cosmx = Re = Re
m=0

m=0

N .
> (e””)m] (44)

PN oy . . Co N N+1 ;
Nyni staci pouzit zndmou formulku pro soucet geometrické fady » . _,a™ = ¢ L pro a = e®.

Tento vyraz jeSté muzeme upravit jako

a—1

N+1 N+1

N+1 - ; —il (N1
aN Tt —lza%a 2 —a 2 :ei%wez 2':—6 :2 $:ei%$31n(Ta?) (45)
a—1 al/2 —q=1/2 el —e7i3 sin £
Po dosazeni do formulky vyse tedy dostavame
N N4l O (N41
sin(=—=—=z ) sin(—5—=x N
> cosma = (72»5) Re {e’%z} = (7270) cos — 1. (46)
sin & sin & 2
m=0 2 2
Cviéeni 2.13. Vypocitejte urcité integraly
—+oo —+o0
/ e " cos bx dz, / e “*sinbx dx. (47)
0 0

*Vypocitejte 1 prislusné neurcité integraly (primitivni funkce).

Reseni: Druhy integral vynisobime komplexni jednotkou a pfi¢teme k prvnimu. Z linearity in-
tegralu potom dostaneme jeden integral z komplexni exponencialy:

/e_’m cosbrdzr +1i / e~ “sinbr dr = /e_’“: (cosbx + isinbx)dr = /e_(a_“’)xdx. (48)

Ten muzeme snadno spocitat pomoci bézné formulky.

/e—(a—ib)zdaj - _ 1 ‘be—(a_ib)z + 07 (49)
a—1
kde C' € C je néjaka komplexni konstanta. Pro urcity integral dostavame
400 +o0 .
) 1 ) 1 a+1b
7(a72b)wd . —(a—ib)x — = — . 50
/0 ¢ * [ a—ib" h a—ib a2+ b2 (50)
Porovnavnim redlné a imagindrni ¢asti dostaneme hledané integraly:
+oo a +oo b
/0 e~ cos by do — =N /0 e T sinbr dx = T (51)

Pro neurcité integraly pokracujeme v tpravach

4 1 , ib
/e_(a_zb”dx = —me_(“_lb)m +C = —aaQ—:_sz e~ (cos(bxr) + isin(bz)) + C. (52)

Piseme-li C' = C; + iCs, porovnanim redlné a imaginarni ¢dsti dostaneme hledané integraly:

/e“” cosbx dr = —(1;;_’_[)2((1 cos(bx) — bsin(bz)) + C1, (53)
/e_‘”“' sinbx dox = —a:_W(a sin(bx) + beos(bx)) + Co. (54)



3 Malé kmity a metoda médu

Cviceni 3.1. Sestavte potencial pro podélné a piicné kmity zdvazi na pruzinach jako na obrazku.
Délka nenatazenych pruzin je ag.

a a
gkimkg

Naleznéte tvary téchto potencidli v aproximaci malych kmita.

Reseni: Uvazujme nejprve podélné kmity zdvazi. Zavedu si soufadnici x popisujici vychylku
zévazi z rovnovazné polohy ve sméru doprava:

a+x a—x

O T

Potencidlni energie pruzinky ma vzdy tvar %tuhost(délka — klidova délka)?. Potencidl podélnych
kmitt je souctem potencidlovych energif (jako funkei vychylky x) obou pruzinek: U(x) = Uy (z) =
Us(z). Zde Uy (z) = k(a+ 2 — ao)? a Uy = Lk(a — z — ap)? a tedy

U(z) = %k(a+x—a0)2+%k(a—x—ao)2. (55)

Piipomenme, co se mysli ,,aproximaci malych kmiti“. Obecné pro systém s n stupni volnosti, zave-
deme soutadnice (z1,. .., x,) popisujici vychylku z rovnovdzné polohy. Piseme-li & = (x1,...,z,) €
R™, nalezeneme potencidlovou funkci U = U(Z). Potenciédl v aproximaci malych kmitu je

0*U

6.131‘(9333' =0

I IR
Ui (%) = 3 Z Uyximy, Uiy =

i,7=1

(56)

Zde médme n =1 a x1 = x. Matice U ma velikost 1 x 1 a jeji jediny prvek je dan druhou derivaci
funkce U = U(x) v bodé x = 0. Mdme

U'(z) =k(a+x—ag) — k(a—z+ag), U'(z) =2k U"(0)=2k. (57)

Je vzdy vyhodné ovérit, ze prvni parcidlni derivace U v & = 0 jsou nulové a tedy, ze bod & = 0 je

skutec¢né rovnovaznou polohou! Zde U’(0) = k(a — ag) — k(a — ag) = 0. Matice U m4 tedy tvar
U= (U"(0)) = (2k). (58)

Dosazenim do vztahu pro potencidl malych kmitt dostdvame Uy, i (%) = ka2

Nyni uvazujme pfi¢né kmity:

1/1,2 _|_a2




Délky obou pruzinek pro danou vychylku jsou identické, a tedy Uy (z) = Usz(x) = %k(\/xQ +a?—
ap)?. Mame tedy U(z) = k(vV22 + a? — ag)? = k(22 + a® + a% — 2a0V 22 + a?). Tedy

U'(z) =k (293 — 2ap > L U (2) =2k [1 — ap

1 1 '
S — ta ( ) (59)
‘/I'2+CL2 </x2+a2 ‘/LE2+CL2
Po dosazeni tedy U”(0) = 2k(1 — 2) a Up,p.(z) = k(1 — 22)2%. Vsimnéte si, ze pro a = ag je
U"(0) = 0, a tedy Uy, x.(x) = 0. Navzdory tomu md U = U(x) v = 0 ostré lokdln{ minimum!
Aproximace malych kmiti mé své limity.

Cviceni 3.2. Sestavte pohybové rovnice pro podélné kmity soustavy na obrdzku. Délka ne-
natazenych pruzin je ag.

a a a
ikimkimkg

Naleznéte jejich feseni metodou médu.

Reseni: Zavedeme soufadnice vychylek (z1,z2) jako na obrazku:

a—+ x1 a—T+T2 a— Xy

01 T 02 T

Potencidl je tedy dan vztahem

1 1 1
U@ = ik(a +x1 — a0)2 + Ek(a — 21+ To — a0)2 + ik(a — 29 — a0)2. (60)
Parcialni derivace davaji:
ou
D k(a4 x1 —ag) — k(a — z1 + 2 — ag) = 2k — kao, (61)
1
ou
e = k(a —x1 + 22 — ag) — k(a — 22 — ag) = —kx1 + 2kxs. (62)
2

Odtud jiz snadno sestavime matici druhych derivaci v bodé Z = 0:
2k —k
o= (% ) -
Obé zavazi maji hmotnost m a tedy snadno vidim, ze matice kinetické energie T je tvaru

T = (’g 7?1) . (64)

Pohybové rovnice (tilohy malych kmiti) pro vektor vychylek & = Z(¢) jsou dané maticovou rovnici
TZ + UZ = 0. Dosazenim dostavame

0\ (m O T " 2k —k 1\ _ (mdy + 2kz — kxo (65)
0/ \0 m To -k 2k xo )  \mZe — kx4 2kzs )



Metoda médu funguje nasledovné. Tvrdi, Ze obecné feSeni pohybovych rovnic je superpozici har-
monickych pohybtu (médu) ve tvaru Z(t) = Ad cos(wt+ ), kde w (vlastni frekvence médu) je jedno
z Teseni sekuldrni rovnice

det(U — w?®T) =0 (66)
A vektor @ odpovidajici vlastni frekvenci w dostaneme vyfesenim soustavy linearnich rovnic (U —

w?T)@ = 0. V nasem piipadé dostdvame sekuldrni rovnici ve tvaru

_ 2 _
0 = det (2’“ _ZW on iWQ) = (2k — mw?®)? — k2 = m%w?* — dkmw® + 3K%. (67)

To je kvadratickd rovnice pro w?, kterd m4 dvé Fegeni:

L) (27: D (68)

[k 3k
w1 = —, W2 = i (69)
m m

Vektory pomérti amplitud @ = (a1, a2)” dostaneme fesenfm linedrnich rovnic (U — w?T)a@ = 0. Pro

prvni méd:
0\ o (2k—mE —k a\ ([ k —k\ (a
<0>_(U_W1T)a_< K 2k—m;§> (a2 =k ok )\ (70)
Hledame tedy vektor jadra a ekvivalentnimi tipravami dostaneme
k. —k 1 -1 1 -1
(G~ )6 ) 2

Resenfm této soustavy je libovolny nenulovy vektor spliujici a; = aso, je vyhodné si vybrat co
nejjednodussi, tieba @ = (1,1)7. Prvni méd tedy odpovidé zévazicktim kmitajicim souhlasné!

Vlastni frekvence médu jsou tedy

Pro druhy méd dostaneme podobné soustavu

0\ o= 2k —m3E —k a1\ _ [(—k —k\ (a1
(0) = (U—wyTa = ( k& 2%k-m2 ) \a) T \—k k) \a) (72)
Opét ekvivalentnimi dpravami
-k -k k k 11 1 1
<—k —k:) - (k k;) - (1 1> ~ (0 0)' (73)
Jejim fegenim je libovolny vektor splitujici a; = —az, volime tedy @ = (1, —1)". Druhy mdéd je tedy
protibézné kmitéani dvou zdvazicek. Na zavér, nejobecnéjsi feSeni ulohy je dané superpozici modu,

tedy souctem
S 1 [k 1 3k
Z(t) = Ay <1) cos ( %t + <p1> + Ay (_1> cos ( Et—i— g02> , (74)

kde konstanty Aj, Aa, @1, 92 € R musime ziskat z po¢ateénich podminek.

Cviceni 3.3. Uvazujte stejny pripad jako vySe, jen pro ptiéné kmity.
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ReSeni: Zavedeme si souradnice & = (z1,22) jako na obrazku:

a? + (rg — x1)?

Va2 + a3

Potencial najdeme ze znamych délek pruzinek:
1 o 2 1 ?
U(Z) = 5/@ (\/a2 + a2 — ao) + §k ( a? + (2 — x1)? —ao) + ik (\/CLQ + a3 —a0> . (75)
Pted vypoctem parcidlnich derivaci je vyhodné si trosku preskupit ¢leny:

1
U(Z) = ik(xf—l—(xg—xl)Q—&—x%—an{ a? + x34++/a® + (v2 — 21)%+1/a® + x3}+konstanty). (76)

Odtud jiz dostavame relativné snadno

oU o e

o _, ) B - N , 77
e [m (g — 1) = ag <\/a2+$% \/a2+($2x1)2>] "
oU (2 — 1) 222

Oz [(‘w 21) + 22 = do <\/a2 + (z2 —21)2 a2+ x%)

(78)

Nyni je potfeba derivovat chytie a rovnou dosazovat £ = 0, coz zajisti, Ze uz znovu nemusime
derivovat odmocniny. Dostaneme

02U

Uy =22
11 al’%

:2k(1—%),u}12=—k(1—@). (79)

=0 a

Ze symetrie parcialnich derivaci Us; = Uy a ze symetrie ulohy Uss = Uypq, a tedy

_ 2]{3/ 7]43/ ’r ap
U= (_k, %,), K —k(l—;) (80)

Matice U je tedy tplné stejnd jako v predchozim pifkladé, jen nahradime k za k’. Jelikoz matice
kinetické energie T je uplné stejnd, muzeme bez obav pouzit vysledek predchoziho cviceni.

Cviceni 3.4. Naleznéte potencidl pruzinového kyvadla (viz obrdzek) v aproximaci malych kmitu.
Kyvadlo muze vykonédvat dvourozmérny pohyb ve svislé roviné.

k a lgj’
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Reseni: Nejprve si ukazme, ze a, tedy délku pruziny v rovnovazné poloze, muZeme nalézt a
vyjadrit pomoci konstant g, k a m. Necht je klidové délka pruziny ag a zaved me si souradnice z, y
vzhledem k zévesu kyvadla:

Potencidlova energie mé tvar U(z,y) = 3k (\/acQ +y2 — ao) — mgy. Hleddme minimum (xg, yo):
oU < Zg

0=22 —k x2+2—a> 81

0z l(z0,y0) 07 o= fo Vg + i (81)
ou ( Yo

0= — =k x2+y2—a>—mg 82

0y (z0,y0) 0TS Vi +ys (82)

(83)

Prvn{ rovnost muze nastat pro \/z3 + y2 = ag, ale to vylucuje platnost druhé z rovnic. Musi tedy
nastat xp = 0 a druhd rovnice nam dava

k(yo — ag) —mg = 0. (84)

To je pochopitelné podminka rovnosti pruzné a gravitacnf sily, odkud a = yo = 7*g+ag. Nyni zpét
k tloze malych kmitu. Zavedeme soufadnice (z1,z2) jako na obrazku:

Potencidl je dan souc¢tem pruzné a gravitaéni potencialové energie:

2
1
U(Z) = §k ( (a+z2)%2+ 23 — a0> —mg(a+ x3)
(85)
1
=3 (k(x% + 22 — 2a94/(a + z2)2 + x%) + (ka — mg)x2 + konstanty
Parcialni derivace jsou tedy
ou
— =k|z1—ao 7 , (86)
Oxq (a+ 32)? + a2
ou +
a—:k To — Qo - JU; 2 +ka —mg. (87)
T2 (a4 x2)? + a7

12



Druhé derivace jsou trosku komplikovanéjsi, protoze se nevyhneme dalsimu derivovani odmocniny
podle z5. Dostaneme

32U Qg
Ull—a*ng:o—k(l—;)v (88)
02U
U12 B 8x18x2 =0 - O’ (89)
02U
UQQ = 87([% 20 = kj (90)

Vidime, ze ¢len od gravitacéni sily uplné zmizel. Matice potencialni energie je diagonalni. Vysledny
potencidl malych kmitu m& tvar

o 1 a 1
U (@) = 5k (1= ) a3 + Shad. (91)

Diky diagonalnosti matice U vyjdou pohybové rovnice nezavislé:
. ao .
mii +k (1 — —) x1 =0, mxs + kxy = 0. (92)
a

Tento systém mé tedy dva médy — jeden odpovidd kmitum ve vodorovném sméru x; s frekvenci

£ (1 — %) a druhy kmitim ve svislém sméru zs s frekvenci /£, Vodorovné kmitani odpovidd
priénym kmitim vuéi pruziné a svislé odpovidd podélnym kmitum. To vysvétluje tvar piitomnost
(efektivni) tuhosti &' = k(1 — 22) a k v thlovych frekvencich.

*Cviceni 3.5. Naleznéte potencidl pruzinového kyvadla (viz obrdzek) v aproximaci malych kmitu.
Kyvadlo muze konat dvourozmérny pohyb ve svislé roviné.

Reseni: Zavedeme si soufadnice (z,y) jako na obrazku:

13



Potencidlovou energii dostaneme z trosky téch Pythagorovych vét:
o1 2
0@) = yhe ((Var a7 = aun) + (Va0 27— ao,)

+%ky (( x2+(a—y)2—a0y)2+( x4+ (a+y)? a0y>2)

(93)
_ 1 2 2
fikm<2x + 2y 72(1037(\/( +2)2+42+/(a +y))
1
+ iky (2y2 + 227 — 2ay, (\/(a +y)2+a22+/(a—y)?+ 332)) + konstanty.
Derivaci U podle x dostavame
U _ ky |22 —a ot + a7
ow "\Varapry? Va-a7 i (94)

+ ky

2 —a * <
” <¢<a+y>2+x2 ’ ¢<<a—y>2+z2>

Nyni je tfeba postupovat chytie. Pfi dalsi parcidlni derivaci podle z si vSimneme, Ze osklivé Cleny
v prvnim Fadku jsou slozené funkce, které se lis{ jen zdménou x za —zx. Pfi derivaci a dosazeni
Z = 0 se tedy nutné ode¢tou. V druhém fadku zase nemusime derivovat odmocniny, protoze stejné
dosazujeme x = 0. Vypocet tedy neni tak strasny:

82U (e20r
U= 55| =2k + 2k, (1-22). 95
U022 la—o + by a (93)
Ze symetrie ulohy je jasné, ze Uy dostaneme zadménou x a y:
0*U ag
Upp = S| =2k, + 2k (1-22). 96
27 9y2 la=o vt a (96)

Zbyva spocitat smiSeny Clen. Parcidlni derivace osklivych ¢lent v prvnim radku daji nulu, protoze
vysledek bude imérny y, a v druhém fadku se odectou, protoze jsou to opét slozené funkce, lisici
se jen zaménou y a —y. Dostaneme tedy U;o = 0.

Vyslednd matice U je tedy opét diagondlni a pohybové rovnice jsou tedy nezavislé rovnice
harmonického osciladtoru ve vodorovném a svislém sméru:

mé + [21% + 2k, (1 - ‘%)} £=0, mij+ [2ky + 2%k, (1 . ‘%)] y=0. (97)

Z tvaru uhlovych frekvenci jednotlivych médu také vidime, ze pro vodorovné kmity (rovnice pro
x) jsou vodorovné pruziny podélné kmitajici a svislé priéné kmitajici, pro svislé kmity (rovnice pro
y) je tomu naopak.

Cviceni 3.6. Naleznéte feSeni pohybovych rovnic nédsledujici soustavy metodou médu. Povoleny
je pouze podélny pohyb. Predpoklddejte, ze a je klidova délka pruziny.

Je nalezené teSeni iplné? ,Kde se stala chyba“?
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ResSeni: Zavedeme soufadnice jako na obrazku:

a—T1+T2 a— T2+ 23
<“-—pa—>»

9, 2102’031

1 x Zs3

Nyn{ méme & = (x1, x2,x3) a potencidl mé tvar

1 1
U(@) = ik(a—xl +x2—a)2+§k(a—x2+x3—a)2

98
Lh@? £ 203+ 02— 2wy 2 konstant )
5"\ 2T 3 12 — 2x923) + konstanty.

Potencial v aproximaci malych kmitu dostaneme pomoci druhych parcidlnich derivaci a lze si
snadno rozmyslet, ze dostaneme ptresné kvadratickou formu vyse, tedy

3
1 1
Un k. () = B Z Usjzx; = §k(a:% + 223 + 27 — 22129 — 22073). (99)
i,j=1

Muzeme také maticové psit U,, i (Z) = %fTUf. Odtud snadno vykoukame, Ze matice U mé& tvar:

kEk -k O
U=|-k 2t —-k]|. (100)

0 -k k

Hmotnost jednotlivych zavazi jsou m, M a m a tedy matice T jest

m 0 0
T=(0 M 0 (101)
0 0 m
Nynf je tfeba vyfesit sekularni rovnici det(U — w?T) = 0, kterd dava
k — mw? —k 0
0= det —k 2k — Mw? —k = (k — mw?)?(2k — Mw?) — 2k*(k — mw?)
0 —k k — mw? (102)

= (k — mw?) [(k — mw?)(2k — Mw?) — 2k?] = w*(k — mw?)(mMw? — k(M + 2m)).

Tato rovnice mé t#i feseni pro w?, kterd jsou snadno k nalezeni, oznaéme je:
b , J )

[k [k(M 4+ 2m
(JJ():O, w1 = E, Wy = % (103)

Nyni musime vyfesit rovnice (U — w?T)a@ = 0, abychom dostali vektory pomérii amplitud.

(i) w = 0. Hleddme vektor @ = (a1, as, as) Fesici soustavy rovnic

0 E -k 0 ai k(ai — a2)
0 = —k 2k —k as = k(2a1 —al — (Ig) 3 (104)
0 0 —k k as k(as — as)
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ekvivalentnimi dpravami

k -k 0 1 -1 0 1 -1 0
“k 2% —k|~[|-1 2 -1|~0 1 -1]. (105)
0 -k k 0 -1 1 0 0 0

Dostaneme podminku a; = as = a3 a vhodnym kandidétem je tedy @ = (1,1,1)7. V tomto
modu zavazicka viabec nekmitaji.

(i) w = y/k/m. Resfme soustavu

0 0 —k 0 a —kay
0l =(-k k2-2) —k| |ax]|=|-ka +k2-2)ay —kas | , (106)
0 0 —k 0 as —kag

opét ekvivalentnimi tipravami

0 —k 0 0 1 0 0 10
-k k2-M) k] ~|-1 2-M _3)~[1 0 1]. (107)
0 —k 0 0 1 0 0 0 O

Resenim je ag = 0 a a; = —as. Volime napi. @ = (1,0, —1). Prostiedn{ zdvazi nekmits a

krajni kmitaji protibézné s dhlovou frekvenci 4/ %

vy [R(MA2m) s
(iii) w =4/ == 37— Resime soustavu

0 o 0 ay —k(32ay + as)
ol=( - -Yr -k ay | = | k(a1 + Zay +as) |, (108)
0 0 —k  —22k) \as —k(3tas + az),

opét ekvivalentnimi Upravami

2m 2m M
-k -Mp o k|~ 1 X o1 |~l0 2 1. (109)
2m 2m
Musf tedy platit a1 = —2Las a a3 = — 2L ay. Mizeme volit az = 1atedy @ = (— 4,1, —2L)7.

Prostiedni zavazicko kmitd a krajni zavazicka kmitaji soubézné opa¢nym smérem.

nezdvislé feSeni (viz obecnd teorie diferencidlnich rovnic) ve tvaru Z(t) := Adt cos(wt + ¢). Zde
méme w = 0 a dostdvdme tedy Z(t) = Acos(p)dt, kde jsme jiz zjistili @ = (1,1,1)T. To ale
odpovidéd sou¢asnému rovnomérnému piimocarému pohybu vsech tii zavazicek!

Chyba se tedy stala v tom, ze matice U neni pozitivné definitni — v bodé (0, 0,0) neni stabiln{
rovnovaznd poloha. Metodu malych kmita tak striktné vzato nelze pouzit.

Cviceni 3.7. Uvazujte obecné feSeni pohybu systému ve tvaru

- t 1 1

Z(t) = 1 (t) = A cos(wit + ¢1) + Az cos(wat + v2). (110)
X9 (t) 1 -1

Naleznéte konkrétni feseni pro pocdtecni podminky

21(0) = A#0, 22(0) =0, @1(0) =0, @(0)=0. (111)
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Reseni: Zderivovanim # dostaneme
. t1(t -1\ . -1\ .
Z(t) = xl( ) = Ajw; sin(wit + ¢1) + Asws sin(wat + @2). (112)
X9 (t) -1 1
Dosazenim pocateénich podminek potom dostaneme rovnice
A o A1 COS Y1 + A2 COS Y2 0 _ 7A1wl sin Y1 — AQWQ sin P2 (113)
0) \Aicosp; —Ascospa )’ \0)  \—Ajwising; + Aswasins /
To je soustava ¢ty rovnic pro ¢tyii neznamé. Se¢tenim a odec¢tenim rovnic dostaneme
. . A
Ajsing; = Agsings = 0, Aj cospr = Agcospy = 7 (114)
Jelikoz A # 0, druhé sada rovnic ndm okamzité zajisti, ze A;, A2 # 0 a tedy musi byt z prvnf
sady rovnic ¢1, @2 € {0,7}. Z druhé sady rovnic zjevné pro ¢; = 0 méme A; = %, pro ¢; = 7 pak

A; = —4. Jelikoz cos(z) = — cos(z +7), tyto fedenf jsou ekvivalentn{ a miizeme zvolit 1 = o =0
a A; = Ay = A/2. Hledané unikdtn{ feseni spliujici poc¢dteéni podminky je tedy

#t) = A/2 G) cos(wnt) + A2 (11) cos(wat). (115)

*Cviéeni 3.8. Naleznéte prubéh proudu v obvodu na obrdzku:

11
1 7

Reseni: Ozna¢me si proudy a jejich kladné sméry v jednotlivych vétvich, sméry obihéni v levé
a pravé smycce a napéti na jednotlivych elementech jako na obrézcich:

I Iy
- > ULy ULz

Ladnl 101
T T T e o

Napéti na kondenzatoru a civce je dané vztahy

Ue = 9, Uy, =LI. (116)
C
Derivaci vztahu pro napéti na kondenzatoru podle ¢asu dostaneme Ugx = é Divame-li se na

kondenzatory a civky jako na zdroje napéti v obvodu, pak znaménkova konvence je nasledujici:
pokud smeér obihani dané smycky souhlasi se smérem proudu v piislusné vétvi, pak do vzorci pro
napéti priddme minus (pokud nesouhlasi, nechdvdme plus). Tzn. pro levou, resp. pravou, smycku
dostaneme z druhého Kirchhoffova zdkona:

—Uc1 —Ug2 — U1 =0, Uco —Ucs — Urs. (117)
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Po zderivovani téchto rovnic podle ¢asu a dosazeni za jednotlivd napéti (a vyndsobeni minus
jednickou):

Ly A s ln+ri,=0 (118)
ol ol 1 =0, ot ol 2 = 0.

Po dosazeni za I3 z prvniho Kirchhoffova zdkona pro proudy, Iy = I + I3, dostaneme vyslednou
sadu diferencidlnich rovnic pro proudy tekouci jednotlivymi civkami:

L2 1
0=LI+=I, — =TI 119

1+C,1 o2 (119)
0=Liy— 21,4+ 21 (120)
- 2 C,1 02-

Tuhle soustavu si muzeme piepsat maticové jako T +UI = 0, kde I= (I1,15) a

L 0 1 /72 -1
Ry ) -
Ale to je soustava rovnic stejnéd jako v Cviceni jenzde m =L a k = % Jiz tedy vime, ze
obecné feseni méa tvar

i) = 4 G) cos (@t + <,01> + A (_11> cos (@t + <p2> . (122)

Indukénost civek zde tedy hraje roli setrvacné hmotnosti — odporu civek vucéi zméndm proudu;
prevracend hodnota kapacity hraje roli tuhosti pruzin — ¢im mensi je hodnota kapacity kon-
denzatoru, tim rychleji se na ném méni napéti pii daném proudu a tedy rychleji pasobi v obvodu
zmény proudu.

4 Kmity struny a Fourierovy rady

Cviceni 4.1. Zkratime-li strunu o Al = 10cm, zvysi se jeji kmitocet na o = 1,5 nasobek.
Vypocitejte délku struny L. Predpokladejte, ze napéti struny zustane stejné.

Reseni: Struna s pevnymi konci délky L v bodech z = 0 a z = L m4 Feeni v podobé superpozice
modu:

o0
Y(z,t) = Y Ay sin(km2) sin(@mt + ©m). (123)
m=1
Vztah mezi k a w je din disperznim vztahem w = %k a m-té vinové ¢islo splituje k,, = *7*.

po je délkova hustota struny a Ty jeji napéti. Kmitocet f souvisi s tihlovou frekvenci jako w = 27 f.

Oznacme f’' novy kmitocet a L’ novou délku struny. Mame tedy f' = af a L' = L — Al. Podle

disperzniho vztahu (nezménime-li napéti ani materidl struny) musf zustat konstantni{ pomér w a k

’
(v libovolném ale stejném médu): ¢ = 7. Po dosazeni dostaneme rovnici

fL=fL =af - (L-Al. (124)
Odtud snadno vyjddiime L jako L = —25 Al = 3Al = 30cm.

Cviceni 4.2. Klavirn{ struna dlouhd L = 1m ma pramér d = 0,5mm a vydavé zdkladni tén C
o frekvenci f = 256Hz. Objemovéa hustota této struny je p = 9g/cm?. Jakou silou Tj je struna
napjata?
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Reseni: Vlnové é&islo zakladnfho ténu je ky = 7- Délkovou hustotu dostaneme vyndsobenim

objemové hustoty prufezem struny, t.j. pg = iwdgp. Z disperzniho vztahu w = %k tedy
2
T, = %pg = 4pof?L? = nd®pf?L? = 3,14 - (5-107%)2- 9000 - 2562 ~ 459, 2N. (125)

To je tedy sila, kterou pusobi zavazi o hmotnosti cca 46kg! V pidnu je cca 230 strun.

Cviceni 4.3. Naleznéte tvary médu pro strunu délky L (natazenou na z € [0, L]) pro volné konce.
Piedpoklddejte feseni ve tvaru médu (stojaté viny) 1(z,t) = X(2)cos(wt + ). ZapiSte obecné
feSeni jako superpozici téchto médu. Nechybi v feseni néco?

ResSeni: Funkce 1 musi spliiovat vinovou rovnici:

9? T, 02
% _Toow (126)
otz po 022
Podminka volnych koncu je definovéna jako
oY o
—(0,t) = =—(L,t) =0. 127
L0t =L (127)
Po dosazeni ansatzu do vlnové rovnice okamzité dostavame
(X”(z) + ;OoﬂX(z)) cos(wt + o) = 0. (128)
0

Oznaéme si vlnové éislo k > 0 jako k% = %wz (dostédvame tedy disperzni vztah); pozadujeme-li
splnéni predchozi rovnice pro vSechny casy, dostaneme obyc¢ejnou diferencidlni rovnici

X"(2) +k*X(2) = 0. (129)
To je rovnice harmonického oscildtoru (v proménné z). Napisme jeji feSenf napf. ve tvaru
X (2) = acoskz + bsinkz. (130)

Vyslednou funkei ¢(z,t) = X (2) cos(wt + ¢) musime dosadit do okrajové podminky. Snadno % =
X'(z) cos(wt +¢). Poéatecni podminky tedy ddvaji rovnice X’(0) = 0 a X'(L) = 0. Mdme X'(z) =

—aksinkz + bk cos kz.

Podminka X’(0) = 0 dé bk = 0 a tedy b = 0. Podminka X'(L) = 0 pak ddvd asin kL = 0 a pro
netrividlni fesenf tedy kL € {mmn}en (bereme pouze piirozenociselné ndsobky, jelikoz konstanta
kL > 0). Vinové ¢cislo tedy musi spliovat k = k,, = ", m € N. Vysledny tvar m-tého médu je
tedy X, (2) = Ay cos by, 2.

Vyslednd funkee ¢(z,t) mé tvar dany superpozici téchto médu (nezapominat, ze w je pro kazdou
hodnotu vlnového ¢fsla jind a dand disperznim vztahem):

= mm Ty mm
Y(z,t) = Z A, cos (TZ> cos ( p—sft + cpm> . (131)

m=1

Na které feseni jsme zapomnéli? Jelikoz mé struna oba konce volné, muze kromé kmitu vykonavat
rovnomeérny pifmocary pohyb jako jeden celek: ©(z,t) = zo + vot. Toto TeSeni neni ve tvaru
predpokladaného tvaru feSeni, nemohlo nam tedy vyjit. Pokud bychom vzali obecnéji metodu
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separace proménnych, kde predpokldddme feseni tvaru ¢(z,t) = X (2)T'(¢t) (tedy zobecnime tvar
casové funkee), vyslo by ndm FeSeni véetné rovnomérného pohybu. Uplné fesen{ (a nynf jiz opravdu
tplné iplné) vlnové rovnice s danymi okrajovymi podminkami je tedy

> mm To mm
)= t A, (—) omry o). 132
e = bt + 5 o (2 cos(./po LI ) (132)

*Cviéeni 4.4. Stejné zaddni jako predchozi priklad s tim rozdilem, Ze nyni uvazujete jeden konec
pevny a druhy volny.

Reseni: Postup je zcela analogicky predchozimu piikladu. Lisi se pouze okrajové podminky a
tedy i pozadavky na tvar funkce X (z) = acoskz + bsin kz. BUNO uvazujme levy konec (na z = 0)
pevny a pravy konec (na z = L) volny, tzn.
p(L,t)
0,t) =0 —— =0 133
w( 3 ) ) az ) ( )
neboli pro funkci X(z): X(0) = 0 a ajé(zL) = 0. Podminka X(0) = 0 ddvd @ = 0 a potom z
a)g(ZL) = 0 mame bcoskL = 0. Pozadujeme-li netrividlni feSeni, musi byt b # 0 a coskL = 0,
tedy kL = § +mm, m € Ny (kL > 0 a tedy m > 0). Piipustnd vlnova ¢isla jsou tedy tvaru
km = (5 + mw)%. Vysledné feseni je pak opét dané superpozici jednotlivych maédu:

—+o0
U(z,t) = Z Ap sin ki, z cos(wmt + ©m), (134)
m=0
kde km:(g‘i’mﬂ')% a Wy = %km

Cviceni 4.5. Vypoctéte Fourierovy fady nésledujicich funkei f s periodou 2L:

a) Obdélnikové kmity

A

A ‘f(Z) —

—L o Tz
— —A
b) *Pilovité kmity
A
f(2)

5 ‘0 Tz



Reseni: Je-li f: R — R periodickd funkce s periodou 2L, jeji Fourierova fada je funkce fr dana

vztahem
—|— Zamcos( )+b sln(mgz), (135)

kde koeficienty a,, a by, jsou dané vztahy

1 L
/ f(z cos )dz m € No, m:—/ f(z)sin (@) dz, meN.  (136)
LJ_; L
Je-li funkce f sud4, jsou b, = 0 a je-li lich4, jsou a,, = 0.

a) Obdélnikovy kmit: funkce f je ziejmeé lichd, staci tedy spocitat koeficienty b,,. Méme

— i/LL f(z)sin(mgz> dz = i/OLAsin(mgz) dz = % {—T’fﬂcos (mgz)}j s

= % {—cos (m;rZ)}j = %(1 — cosmm).

Na zavér muzeme rozlisit suda a lichd m. Pro sudda m je 1 — cosmm = 0 a tedy b,,, = 0. Staci
tedy uvazovat lichd m, tedy m = 2k — 1, k € N, pak 1 — cosmm = 2. Dostavame

4A

= . 1
bok—1 k= Dn (138)
Vyslednd Fourierova fada funkce f mé tedy tvar
= 4A . [ (2k =17z
= . 1
fr(2) g o sin ( T ) (139)

k=1

b) Pilovity kmit: funkce f je sudd. Staci tedy spocitat koeficienty a,,. Pro m > 0 dostdvame
a / f(z cos m7rz / f(z)cos mﬂz) dz = 2 /L A (1 — i) cos (mﬂ'z) dz
" L L L

203 nirsm(my)]};/j;‘ﬂism(my)dz

=g ) o ()= o e ()],

Jsme ve stejné situaci jako v predchozim piikladé — ptispéji jen lichd m = 2k — 1 a tedy
4A
A2k—1 = 5
1T 2k —1)272

(140)

(141)

Nesmime zapomenout na ag, které dostaneme integrdalem

o Y Y e R

Fourierova tfada pilovitého kmitu je tedy

. Q— 4A 2k — 1)z
z) = ) +,; k= 1) cos (( 7 ) ) (143)
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Cviceni 4.6. Uvazujte strunu s pevnymi konci. Naleznéte konkrétni feseni jejtho pohybu, jestlize
ji nechéte kmitat tak, ze v ¢ase t = 0 je v klidu a ma tvarﬂ ¥(z,0) = A, kde A je konstanta.

ResSeni: Reseni stojaté vlny s pevnymi konci ma tvar

G(z,t) =Y Ap sin(km2) sin(Wmt + o). (144)

m=1

Necht f(z) = ¥(z,0) je funkce f : [0, L] — R zaddvajici po€dteéni tvar struny, a g(z) = %—‘f(z,O)
pocatecni rychlost struny. Dosazenim feseni dostavame rovnice:

f(z) = mi:Am Sin @, sin (mgz) (145)
g(z) = i AW, COS @y, S (m;z) (146)

m=1
Abychom vyftesili tyto podminky, je tieba nalézt konstanty A,, a ¢,,. Vidime, Ze pravé strany

pfipominaji Fourierovu fadu liché periodické funkce. Staci tedy najit jednoznacné liché rozsireni

funkce f, funkci f : R — R splaujici:

(i) f je periodicka s periodou 2L;
(ii) £ je licha;
(iii) f zdZend na interval [0, L] davé funkci f.

Najdeme-li koeficienty f,,, Fourierova rozvoje funkce f(z) = 3°/° f,, sin (™I2), porovnanim koe-

ficientu dostaneme

fm = Apsingy,, meN. (147)

Podobné najdeme liché rozsiteni g funkce g a oznacime-li g,, koeficienty jejiho Fourierova rozvoje,
ziskame vztahy

Im = Apwm coS @, m € N. (148)
Pojdme si tuto soustavu vyfesit v tomto piipadé. Podle zaddni mame f(z) = A pro vSechna
z € [0,L] a g(z) = 0 pro viechna z € L. Vidime, Ze jako liché rozsifeni f dostdvdm obdélnikovy
kmit z pfedchoziho piikladu a g = 0 (a tedy i g,,, = 0). Dostdvam tedy soustavu rovnic:

0= Ao sinpor, keEN, (149)

4A .
m = A2k71 SN P2k —1, ke N, (150)
0= AWm coS @y, m e N. (151)

Muzu tedy volit Ao = 0, k € N a 9 libovolné. Jelikoz nutné Asgg_; # 0, dostavam z posledni
sady rovnic cos @or_1 = 0. Odsud tedy @or_1 € {g + n7tnez. Mizeme volit @o_1 = 5, protoze
v kazdém piipadé sin o1 € {—1,1} a znaménko bychom jen museli schovat do amplitudy. Ze
zbyvajici rovnice tedy

4A

T (152)

Aopq =

1Striktné vzato nespliiuje ¢ v ¢ase t = 0 okrajové podminky. Lze si pfedstavovat, ze u obou koncfi funkce
popisujici strunu velmi prudce klesne do 0.
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Vysledné feseni vlnové rovnice s touto pocateéni podminkou ma tedy tvar

o0
4A . 2k =17z .
P(z,t) = kz_l o sin ( 7 ) sin(wag_1t). (153)
Cviceni 4.7. Uvazujte strunu s pevnymi konci. Naleznéte konkrétni reSeni jejiho pohybu, jestlize
je v ¢ase t = 0 v rovnovazné poloze a zaroven do ni udefite kladivkem tak, ze dseku struny délky

Az se stiedem v bodé L/2 udélite rychlost vg.

Reseni: S pouzitim znaceni z predchoziho pifkladu mame f(z) = 0 a g(z) (a jejf liché prodlouzent
g(z)) mé tvar

Musime tedy najit Fourierovu fadu lichého rozsiteni g funkce g. Koeficienty rozvoje g,, maji tvar

2 L
gm = E/o g(z) sin (m£z> . (154)
Do integralu zjevné prispéje jen usek [L_TAZ, L+TAZ] Dostaneme integrél

L+Az

L+Az
2vg 2 (mWZ) d 2vg L (mwz) 2
= — sin z=— |———cos
g L L-as L L mm L

= (155)
2vg mr  mrAz mm . mmrAz
= —|cos|— — —cos | — .
mm 2 2L 2 2L
Nyni je jesté vyhodné pouzit souctovy vzorec ve tvaru:
A
cos(a — ) — cos(a + B) = 2sin(a) sin(f), a= %, B = m;TL : (156)
Odtud tedy dostavame zjednoduseny vyraz pro g,:
4vg mm mrAz
= —2 sin (—— ) si . 157
o = ewsin (757 (57 s
Vidime, ze pro sudd m opét dostavame gor, = 0. Pro lichda m = 2k — 1 musime vyftesit, co dava
sin @ Pro lichd k € {1,3,5,...} dostaneme sin § = 1 a pro sudd k dostaneme sin 37” =—1.

Muzeme tedy zkracené psét sin @ = (=1)*1. Odtud

92k—1 = (21;1%01%(71)]%1 sin <(2]€_22)7TAZ> : (158)
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Porovnanim koeficientu tedy dostaneme soustavu rovnic

0= Ay, singy,, (159)
0 = Asgway cos P2y, (160)
Gok—1 = Aop_1Wak—1 €OS Pak_1. (161)

Muzu tedy volit Asp = 0 a @9 libovolné. Muzeme zvolit por 1 = 0, coz zajisti cospor_1 = 1 a
zbyvajici sada rovnic potom uréi Agy_1 = %. Dostavam tedy vyslednou funkci
o0
dog(—=1)F=t 2k —1DmAz\ . [((2k—1)7z
t) = . -
w(% ) ; (2]6 — 1)7Tw2k,1 sSin 97, Sin 7

) sinwgk_lt. (162)

*Cviceni 4.8. Pocdteéni tloha pro strunu s volngmi konci. Modifikujte postup pro hledani
konkrétniho feseni ze zadanych pocatec¢nich podminek pro strunu délky L s volnymi konci. Obecné
feSeni z metody separace proménnych vyjde napiiklad tvaru

—+oo
. mm To
z,t) = zg + vot + A, coskp,z sin(wmnt + ©m), kde k,=— a wy, =4/ —kn.
blat) =z +oot+ Y (wmt + o) : =

m=1

Reseni: Dosad'me vyse uvedené feseni do pocatecnich podminek v(z,0) = f(z) a % = g(2):

+oo
¥(z,0) = z0 + Z (A, sinpp,) coskn,z = f(2),
m=1
(2,0) = v+ Ji(A ) kmz = g(2) (163)
W 2. mWm COS P, ) €08 k2 = g(2).

Toto jsou rovnice pro nezndmé A,,, @, 2o a vg. Vidime, ze bychom potiebovali rozlozit funkce
J a g do superpozice cosint a konstantniho ¢lenu. Ale presné takhle vypada Fourierova fada sudé
funkce! Stac¢i tedy uvazovat sudéd prodlouzeni funkci f, g, ozna¢me je znovu f, g, s vlastnostmi:

(i) f, g jsou periodické s periodou 2L;
(ii) f, g jsou sudé;
(iii) f, g ztizené na interval [0, L] davaji funkei f, g.

Jejich Fourierovy fady jsou tedy tvaru

D, e L R e
FA= G4 e =G+ 3 gmeon (164)
kde B I
2 2
fm = */ f(Z) Cos mﬂzd'za Im = */ g(Z) cos mﬂzd’z’ m € No. (165)
L J, L L Jy

Po dosazeni téchto rozvoju do pocatecnich podminek a porovnanim tfad ¢len po ¢lenu dostaneme
rovnice

0 =5 Apsingy, = fin  (m €N), vy = %O, AW, €OS P = g (m € N). (166)
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VyfeSenim rovnic pro A4,, a ¢, dostaneme

[ 2
Ay = [2 + (%2:1, sin g, = fl—z, COS Py, = Af::um. (167)

Uhel ©m € [0,27) je jednoznaéné dén hodnotou svého sinu a cosinu. Vysledné konkrétni fesent
pohybu je pak tvaru

Wz, t) = 2+ —t + Z f2 + =5 cos k2 sin(wmt + @um). (168)

5 Postupné a stojaté viny

Cviceni 5.1. Dvé zngjici ladicky vydavaji 20 razu za 10 sekund. Jedna ladicka m& kmitocet
f =256Hz. Jaka je frekvence druhé ladicky.

Reseni: Nage ucho slysi superpozici dvou harmonickych vin. Pro jednoduchost pfedpoklédejme,
ze maji stejnou amplitudu. Tedy z1(t) = A cos(wit + 1) a x2(t) = A cos(wat + ¢3). Potom

z(t) = z1(t) + x22(t) = A (cos(wit + ¢1) + cos(wat + ¢))

_ _ 169
94 cos ((W1 + w2)t2+ Y1+ 902) cos ((wl wz)t;r ©1 <,02> ' ( )

Vysledek je tedy souéinem dvou funkei — kmiténi s pramérem frekvenci f, = % a kmitani s

frekvenci f,, = L1542 1572, Toto ,pomalé kmitdni* moduluje amplitudu ,rychlych kmiti“ dvakrat za
svoji periodu, viz obrazek.

A
2A

Frekvence razu f, je tedy dvojndsobnd oproti f,,! f. = f1 — fo.

Jelikoz nevime, kterd ladicka je naladéna na vySsi frekvenci, dostavame dvé moznosti:
fr=rfr+f (170)
Mame f, = 2 Hz a druhd z ladi¢ek ma tedy 254 nebo 258 Hertzu.

Cviéeni 5.2. Jakd je amplituda, perioda, fazova rychlost a vlnova délka vlny, vyjadiené v soustave
ST rovnici

P(z,t) = 41072 sin(27(8t 4 52)). (171)
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Reseni: Amplituda je ¢iselny faktor pied harmonickou funkei, a tedy A = 4-1072m = 4cm.
Perioda je ¢as, za ktery probéhne danym mistem (z = const) celd vlna. Ziskdm ji tedy p¥imo ze
vztahu 2787 = 27. Odtud T = 1/8 s. Pochopitelné mam také 27f = w =278s L a T = 1/f.

Pro urceni fdzové rychlosti si zafixujme hodnotu fize ¢(z,t) = 27(8¢ + 5z) = o = konst.

Vidim, Ze z si mizu vyjadrit jako funkci Casu: z(f) = zi=(po — 278t). Misto s konstantni féz
se tedy pohybuje rovnomérné piimoc¢aie (v tomto piipadé v protismeéru osy z) fazovou rychlosti
p= @ o= 2m8 1 8 ]

=%~ 25 =53 :

Vinova délka je vzdalenost, kterou urazi libovolné misto s konstantni fazi za periodu, tedy
A=v-T=%-28 = 2T 7de je vlnové &islo k = 2r5m ™!, odkud A = £ m = 20 cm.
Cviéeni 5.3. Superpozice ve stejném smeéru postupnich vln je postupnd vina. Ukazte, ze soucet

Aj cos(wt — kz + 1) + Ag cos(wt — kz + ¢2) (172)

se d4 napsat jako A cos(wt — kz + ¢). Urcete hodnoty A a .

Reseni: S pouzitim linearity funkce Re muZeme soucet piepsat jako
Ay cos(wt — kz + 1) + Az cos(wt — kz + p2) = Re [(Alei“"l + Agewz)ei(“’t*kz)} . (173)
Komplexni &fslo Aje™?t + Aqe??? tedy staéf napsat v goniometrickém tvaru Ae’?. Pak dostaneme
Re Aei(“’t_kz+‘”)] = Acos(wt — kz + ). (174)

Urceme konstanty A a ¢. Mame

A? = |Ale”’1 +Age“"2|2 _ (Aleigol JrAzeisoz)(Alefiw +A267i4’02)
_ A% _,’_Ag +A1A2(ei(tpl—tpz) _;’_e—i(tpl—tpz)) (175)
= A? + A% + 2A;1 A5 cos(p1 — @2).

Argument ¢ je pak uréen feSenim rovnic

Re[Ae™] _ Re [Aler + Agei‘“] ~ Ajcospr + Az cos o

= : = 176
cos Aci| 1 1 ) (176)
Im[Ae??] Im [Alei‘pl + Agei“’z] Aqsin gy + Ag sin g
ST Taeiv| A A (177)
Cviceni 5.4. Superpozice proti sobé postupnijch vin je stojatd vina. Ukazte, Ze soucet
Acos(wt — kz + ¢1) + Acos(wt + kz + ¢2) (178)
je tvaru X (z) cos(wt + ¢). Urcete tvar funkce X (z) a hodnotu konstanty ¢.
Reseni: Pifklad je jednoduchou aplikaci sou¢tového vzorce
cosa + cos 8 = 2cos <ag6> cos (a—;—ﬁ) . (179)
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Zde méme o = wt + kz + @9, f = wt — kz + 1, a tedy dostaneme

2A cos (kz + ('02;901> cos (wt + @2;('01) . (180)

Odtud tedy dostavame ¢ = (1 + ¢2)/2 a funkce X (z) ma tvar
X(z) =2Acos (kz + ('02;%> . (181)
Cviceni 5.5. Dva zdroje na ose z v misté z = —d a z = d kmitaji dle predpisu z1(t) = za(t) =

A cos(wt) a vysilaji vlny do obou smérti. Urcete postupné viny od jednotlivych zdroju a diskutujte
charakter jejich superpozice.

Reseni: Mame-li zdroj kmiténi dany ¢asovou zavislosti z = z(t) a umistény v z = zq, $i{f{ vlna
ve tvaru ¢¥(z,t) = z(t —to(z)), kde to(2) je €as, za ktery €elo vlny dorazi od zdroje na misto
z. Je-li rychlost §iteni dand, snadno dostaneme

_ |z — zo]

to(2) — (182)

kde v je dana fazova rychlost. Budeme tedy pocitat superpozici dvou vin:

Y1(z,t) = xq <t - Z—:}_d> = Acos(wt — k|z + d|),
(183)
U(z,t) = 22 <t _ - d> = Acos(wt — k|z — d]).

kde jsme zavedli k¥ = w/v. Kvuli absolutni{ hodnoté budeme zkoumat superpozici ve tfech ruznych
usecich:

(i) z > d. Dostédvame sklddani dvou postupnych vln ve stejném sméru, jen s odlisnou fazi:

U(z,t) = (Y1 + ¥2)(2,t) = A( cos(wt — kz — kd) + cos(wt — kz + kd))
(184)
= 2A cos(kd) cos(wt — kz).

Vysledkem je tedy postupna vlna v kladném sméru osy z, jejiz amplituda 2A4 cos kd zavisi na
vzdalenosti zdroju d.

(ii) z < —d. Zde je situace tiplné stejnd, jen

U(z,t) = (Y1 + ¥2)(2,t) = A(cos(wt + kz + kd) + cos(wt + kz — kd))

185
= 2A cos(kd) cos(wt + kz). (185)

Toto jsme taky mohli uhddnou ze symetrie ulohy z <+ —z. Vysledkem je tedy postupna vina
v zaporném smeéru osy z.
(iii) z € [—d,d]. Tady dostaneme superpozici protibéznych postupnych vin:
U(z,t) = (Y1 + ¥2)(2,t) = A cos(wt — kz — kd) + cos(wt + kz — kd)) (186)
Podle piedchoziho pifkladu je superpozici stojatd vina (@1 = @2 = —kd):
¥(z,t) = 2A cos(kz) cos(wt — kd). (187)

Cviéeni 5.6. Méjme homogenni strunu natazenou od z = 0 do z = +o0. Struna ma délkovou
hustotu p = 0,1 gem ™! a je napjata silou 7' = 400 N. Po¢atek struny z = 0 vykonava harmonicky
pohyb o frekvenci f = 100 Hz s amplitudou A = 1 ecm. Jaka je ¢asova stfedni hodnota toku energie?
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Reseni: Pocitek struny lze tedy povazovat za zdroj, ktery kmitd s casovou zdvislosti z(t) =
Acos(wt + ¢). Na struné tedy vznikne postupna vina 1(z,t) = x(t — 2). Zde tedy

Y(z,t) = Acos ( (t - 7> + <p) = Acos(wt — kz + @), (188)
kde k = 2. Tok energie S je dan vztahem

61/) oY

=15 o

= TwkA? sin?(wt — kz + ¢). (189)

Dosazenim za vlnové ¢islo z disperzniho vztahu dostaneme S = /Tp - w?A?sin*(wt — kz + ¢).
Veliciné Z = /T'p se ika impedance. Odtud

(S) = Zw? A% (sin?(wt — kz + ©)). (190)

Uz jsme spoéitali, ze (sin?(wt)) = % Casova stiedni hodnota periodické funkce pies periodu nemtize
zéviset (z definice) na fazovém posunu. Je-li g(t) = f(t + ¢), mame

1 a+T 1 a+e+T
W=7 [ feroa=g [ wa=p. (191)
a a+@
Odtud tedy
1
(S) = 5Zw2A2 =212 f2A%Z =2-9,85-10" - 107* - V400 - 10-2 ~ 39, 5. (192)

Cviceni 5.7. Ukazte, ze vektor toku energie na struné, po které se §iti dvé proti sobé postupujici
viny, je roven souctu toku piislusnych jednotlivym vlndm. Néavod: Uvazujte d’Alembertovo Feseni
a ukazte, ze interferen¢ni ¢len v tomto piripadé vymizi.

Reseni: Mame spocitat tok energie pro vlnu tvaru 1 (z,t) = 91(2,t) + a(z,t), kde ¥y (z,t) =
F(z —ot), ¥a(z,t) = Gz +vt) av = ¢ = \/% je fdzovd rychlost dand materidlem a napétim

struny. Vypocet dosazenim do definice toku potom déava

S(z,t) = _T%% T (wla-: P2) ‘9(1/}18: P2)
:Sl(z,t)+52(z,t)—T<aa¢tl a(;f +%¢f%¢:>. (193)
Piimym dosazenim ovérime, ze interferen¢ni ¢len vymizi:
Ov1 W2 + O Y1 _ —vF'(z — vt)G' (2 + vt) + vG'(z + vt)F'(z — vt) = 0. (194)

ot 9z 0t 0z
Odtud S(z,t) = S1(z,t) + Sa2(z,t).

Cviceni 5.8. Dvé harmonické postupné viny se $ifi stejnym smérem na struné v superpozici. Maji
stejnou vinovou délku a dhlovou frekvenci. Jestlize intenzita (¢asova stfedni hodnota toku energie)
kazdé z vin je I, jaky musi byt fazovy posun téchto vin, aby vysledna intenzita byla 0, I, 21, 41.
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Reseni: Vyse jsme spocetli, Ze intenzita I = (S) pro harmonickou postupnou vinu v (z,t) =
Acos(wt — kz + ¢) vyjde jako I = %ZuﬂAQ.

Méme tedy dvé postupné viny 1, (z,t) = Ay cos(wt —kz+ 1) a a(z,t) = As cos(wt — kz+ p2).
Predpokladem je I; = Iy = I, odkud ihned vyplyva A; = As. Superpozici je opét postupna vina.
S pouzitim souctovych vzorcu vyjde

¥(z,t) = 2A cos % cos <wt —kz+ W) . (195)
Vyslednd intenzita mé byt « - I, dostaneme tedy rovnici
L, 9,0 1,9 $1— P2 ?
a- §Zw A® = §Zw 2A cos 5 . (196)

Spousta ¢lent se okamzité pokrati a my dostaneme vztah

a = 4 cos? % (197)

Oznatme Ap = @1 — 2. Nyni zbyva nalézt jednotlivd feSeni. Fazovy posun Ay staci hledat v
intervalu [0, 27) (a tedy % € [0,7)). Dostdvame postupné:
(i) a = 0. Destruktivni interference. Redfme tedy 0 = cos?(Ap/2). Odtud Ap = 7.
(ii) o = 1. Resfme tedy 1/4 = cos?(Ag/2). Musime tedy splnit cos(Ap/2) = £1/2. To nastane
pro Ap/2 € {Z, 27}, a tedy pro Ap € {37, 47}
(iii) @ = 2. Resfme 1/2 = cos?(Ap/2) a tedy rovnici cos(Ap/2) = :l:@. Do nastane pro Agp/2 €
7,38} Tedy Ap € {Z,27}.

(iv) o = 4. Konstruktivni interference. Resfme 1 = cos?(Ag/2), neboli cos(Ag/2) = +1, coz ddva
Ap = 0.
6 Vlnové baliky, relace neurcitosti, grupova rychlost

Cviceni 6.1. Naleznéte tvar vinového baliku f(t) pro spektrum tvaru B(w) =0 a

A(w):{ AO prOWG[WO*%,WOJF%L

0  jinak . (198)

Ukazte, jak souvisi sitka spektra Aw s délkou trvani baliku At zde definovanou jako vzdélenost
prvnich nulovych bodu amplitudové obalky vlnového baliku.

Reseni: Zdroj vinového baliku je zaddn pomoci svych spektralnich funkef A(w) a B(w) spojitou
Fourierovou transformaci:

f@) = /000 A(w) coswt + B(w) sin wt dw. (199)

Funkce A(w) a B(w) lze ziskat zpét z funkce f vztahy

Aw) = %/700 f(t) coswt dt, B(w) = %/700 f(t) sinwt dt. (200)
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Zde tedy pocitame integral

oo wo+42
ft) = / A(w) coswt dw = / Ap cos wt dw
0 w

Aw
0~ 5

= Ao~ [smwt]wﬁz = % [sm ( + A2) t — sin (wo - A;)) t}

201
Aw -t (201)

0 .
= ~ cos wot sin

gin Aw-t Aw t
= AgAw——=— cos wyt.

2

Vysledny ¢asovy prubéh signilu viz obrazek.

A NN /\/\/\/\/\,\v\/\ (\ /\/\A/\[\ NNAN A -
AP L e

Vysledna postupnd vlna v nedisperznim prostedi by pak byla ¢(z,t) = f (t - 2). Sifku vlnového

in A

baliku At ziskdm jako vzdalenost prvnlch nul amphtudove obéalky AgAw? agt 2 tedy At =t —t_,
= +7m. Mam tedy ti = ii—’; a odtud

kde t+ jsou feSenim rovnice sin =
Aw - At = 4. (202)

Cviceni 6.2. Mgjte obdélnikovy puls f(¢) tvaru

At At]
)

f(t):{ AQ PI‘OWG[—T,T

0  jinak . (203)

Neleznéte jeho spektrum. Ukazte, jak souvisi délka trvani pulsu At s §itkou jeho frekvenéniho
spektra Aw, zde definovanou jako prvni nula frekvenéniho spektra.
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Reseni: Podobné jako pro Fourierovy fady je snadné uvidét, ze pro sudé funkce je B (w)=0a
pro liché A(w) = 0. Zadang funkece f je sudd, staci tedy spocitat A(w):

At

1 [ 2 [ 2 (=2
Alw) = f/ f(t) coswt dt = f/ f(t)coswtdt = — ’ Apcoswt dt
T J - T Jo T Jo (204)
24y, . at  Agsin 8L
= o Binetle’ = =R

2

Prvn{ nula spektraln{ funkce tedy nastane v bodé wp, kde sin 2520 = 0, tedy pro 2520 = 7. Jelikoz
zde Aw = wy, dostdvame vztah
At - Aw = 27, (205)

*Cviceni 6.3. Uvazujte tlumené kmitani f(¢) ve tvaru

0 prot <0,

1) = { e~ cos(wot) jinak . (206)
Naleznéte jeho spektrum.
Reseni: Vysledek ziskdme pifmym vypoctem, tedy
1 > 1 * —at
Aw) = — f(t)coswtdt = — e~ * coswopt cos wt dt
™) _—co T™Jo
s (207)
= — e (cos(w + wo )t + cos(w — wo)t) dt
2T 0
Nynf vyuzijeme vysledku cviceni [2:13] kde jsme zjistili
o a
/0 e~ cosbx dr = prEwTE (208)

Dosazenim do tohoto vzorce tedy dostavame

Alw) = = ( « + c > . (209)

T on a2+ (w+wo)? a4 (w—wp)?

Pro druhou spektralni funkci dostaneme podobnym vypocétem
1 [ 1 [
Bw) == / f(t)sinwtdt = — / e~ sin wt cos wot dt
iy — 00 Vi 0
1 o0

= o e " (sin(w + wo)t — sin(w — wo)t) dt (210)
T Jo

_ 1 w + wo w — wo
C2m\ 2+ (wHw)? a2+ (w—w)?)’

Cviceni 6.4. Wi-Fi svym vysildnim zabird rozsah frekvenci 20 MHz (siika kandlu). Odhadnéte,
jakou bude mit pfenosovou rychlost. Vyuzijte relace neurcitosti.
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Reseni: Wifi signal si predstavujeme jako posilani vinovych balikil, které mizeme generovat
danym frekvenénim rozsahem. Zname tedy Sitku spektra Aw = 27Af. Délka trvani vinového
baliku At spliuje relace neurcitosti Aw - At > 7. To ndm d4 dolni odhad pro At, tedy

T
At > —. 211
~ Aw (211)
Pienos pomoci Wi-Fi signdlu si predstavujeme jako posilani baliku v pravidelném ¢asovém inter-
valu, kde posldni = 1 a neposlani = 0. Aby byly jasné rozliSené, nejkratsi interval, s kterym je
muzeme vysilat, je At. Viz obrézek:

1 0 1 1
—> —> —>
-
At

Za jednu sekundu tedy muzu vyslat nejvyse N = ﬁ bita. Dostdvam tedy horni odhad pfenosové
rychlosti N = & < 22 = 2Af = 40-10°b/s = 40 Mbit/s.

*Cviéeni 6.5. Odhadnéte maximalni frekvenci trylku fz dvou tént vzdalenych o pultén v
zavislosti na frekvenci jednoho z ténu v trylku f. Vyuzijte relace neurcitosti. Pro¢ se na tubu
netrylkuje?

Reseni: Trylkovéni, tzn. rychlé stifdavé hrani dvou blizkych tént, o frekvenci fi, si muzZeme
predstavovat jako stiidavé posilani dvou vinovych baliku. Piedpokladejme, Ze oba tény znéji stejné
dlouho. Casové §itka obou baliku tak bude At = ﬁ Viz obrazek:

—»

00 |

Spektrum kazdého z baliki bude mit maximum okolo piislusné tihlové frekvence tént wi a wa.
Obé spektra budou mit minimaln{ sfiku danou relacemi neurcitosti Aw > 1. Vysledna spektraln{
funkce je jejich superpozici:
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Podminkou rozliSitelnosti obou ténu bude, Ze se spektralni ,kopecky* nepiekryvaji, coz nam da
podminku wy —w; > Aw. Celkové tedy dostavame odhad we —wy > 27 fy,.. V Feéi frekvenci potom
fo— f1 > fur. VysS8i frekvence je o pultén vyse. Uvazujeme-li dobie temperované ladéni, mame
tedy fo = ¥/2- f1. Vysledny odhad tedy éini

for <(NV2=1)f1. (212)

Pro informaci, mame %/2 ~ 1,06 a tedy pfiblizné f,,. < 0,06- f;. Zakladn{ tén tuby je obvykle cca
32Hz. Maximélni frekvence trylku na tubé je teda cca 1,9 Hz!

Cviéeni 6.6. Linedrni disperzni vztah je tvaru w = vk, kde v = konst. Takovému prostiedi se
tikd nedisperzni prostiedi. Urcete fazovou a grupovou rychlost.

Reseni: Fazova rychlost v, se z disperzntho vztahu w = w(k) ziskd predpisem v, (k) = %
Grupové rychlost v, potom derivaci podle vinového &isla vy (k) = % (k). Zde tedy v, = v, = v.
Cviceni 6.7. Urcete fazovou a grupovou rychlost pro elektromagnetické viny v plazmatu. Toto
prostiedf je popsané disperznim vztahem w? = w2,;, + c¢?k?. Je fazova nebo grupovd rychlost vétsi
nez rychlost svétla? Co to znamena?

ReSeni: Mdme

1 min 2 min 2
vw(k):%:%\/w%in+02k2:\/02+(w7> :c-\/1+(%) > c. (213)

Grupova rychlost potom
dw 2k 1
k == —_——_—_—m—me = —_— <
R N eV e T

Velikost fazové rychlosti muze byt bez problému vétsi nez ¢ — to by odpovidalo rychlosti sifeni
monochromatické viny s konstantni amplitudou — coz nenese zaddnou informaci. Naopak grupova
rychlost — rychlost sifeni vinovych balikti — je mensi nez rychlost svétla.

(214)

Cviceni 6.8. Uvazujte svétlo v ldtce o indexu lomu n, tento je definovan jako n = -=. Index lomu
=]
v ldtce je pro jednoduchy model elektrontu popsan jako
@
nlw) =1+ ———,
() + wi — w?

kde o > 0 a uvazujeme pouze w < wy. Urcete grupovou rychlost a ukazte, ze je mensi nez rychlost
svétla.
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ResSeni: Z definice indexu lomu dostaneme fazovou rychlost ve tvaru

Vp(w) = : (215)

Zaroven vime, ze fdzové rychlost je dédna vztahem v, = w/k. Muzeme si tedy snadno vyjadfit
disperzni vztah k = k(w) ve tvaru

k(w) = = = 1%, (216)

Tuto inverzn{ podobu (oproti vztahu w = w(k)) preferujeme, jelikoz mame zadanou funkei indexu
lomu n(w) jako funkci thlové rychlosti w. Potom musim pocitat prevrdcenou hodnotu grupové
rychlosti (abychom mohli derivovat inverzni funkci):

= — = . 217
vg(w)  de dw (217)
Odtud dostavame ) 1 dn(w)
n(w
- v . 218
vg dw ¢ <n(w) T dw ) (218)
V nasem konkrétnim pripadé je (% = (wffisz)z a tedy
0
dk 1 a(wd + w?) 1
— =— (14— >-. 219
dw (@) c ( * (w3 — w?)? c (219)
Po dosazeni tedy dostdvame finalni vyraz pro grupovou rychlost v, jako funkci w:
c
vg(w) o) <e. (220)

1+ oy

Cviceni 6.9. Ukazte, ze pro svétlo v prostiedi s indexem lomu n(Ag), kde Ag je vlnova délka svétla
ve vakuu, plati

oo e (221)

ResSeni: Vlnova délka svétla ve vakuu je A\g = i—g, kde kg je vlnové ¢islo ve vakuu dané disperznim

vztahem w = ckg. Mizeme si tedy vlnovou délku vyjadfit pomoci tthlové frekvence w jako \g = 2%€

Touto substituci dostaneme funkci indexu lomu od proménné w: n(Ag(w)) = n(2<).

7 predchoziho piikladu vime

(), o

vg_%_c dw

Prvni ¢len na pravé strané je % = 2. V druhém ¢lenu si vyjadiime w jako funkci vinové délky ve
)

vakuu w = 2/\40‘ a funkci indexu lomu musime nyni derivovat jako slozenou funkci:

dn dn dXg dn d [2mc 2mwe dn
——— = — | = . (223)
dw  dlg dw dho dw \ w w? dXg
Po dosazeni téchto vysledku dostavame hledany vztah
1 1 Ao d
- Aodn (224)



7 Odrazy

*Cvi€eni 7.1. Odvod'te telegrafni rovnice pro napétové a proudové viny u(z,t) a i(z,t) na homo-
gennim vedeni ve tvaru

ou 1o/ 1o/ ou
——=Ri+L—, — =G C— 225
9. e Tar T O (225)
kde L je indukénost vedeni na jednotku délky, [L] = H.m~!, C kapacita, [C] = F.m™!, R je
odpor, [R] = 2m™!, a G je svodova vodivost, [G] = Q7 L.m™!, na jednotku délky. Rovnice

odvod'te analyzou nahradnfho obvodu vedeni délky Az:

i(z,t) i(z + Az, t)
‘ ’ RAz LAz ‘ »

——

—CAz u(z + Az, t)

) 2

ResSeni: Pii zvoleném sméru proudu dojde na odporu a civce k ubytku napéti. Dostaneme tedy
nasledujici rovnici:

0i

u(z + Az, t) = u(z,t) — RAz -i(z,t) — LAz - a(,& t). (226)
Vydélenim Az a upravou tedy dostaneme
u(z 4+ Az, t) —u(z,t) ) o1
A =—R-i(z,t)— L- y (z,1). (227)

Limita Az — 0 ndm tedy dava kyzenou rovnici. Rovnéz dojde k dbytku proudu, kde ¢ast GAz -
u(z + Az, t) vytékd pres svodovy odpor a CAz - %’;(z + Az, t) nabij{ kondenzdtor. Dostanu tedy
rovnici

i(z 4+ Az, t) =i(z,t) — GAz - u(z + Az, t) — CAz - %(z + Az, t). (228)
Vydélenim Az dostavam
i(z 4 Az, t) —i(z,t) ou
A =—-G-ulz+Azt)-C- E(z—&-Az,ﬁ). (229)

Limita Az — 0 tedy dava druhou rovnici.

Cviceni 7.2. Uvazujte idedlni homogenni vedeni, kde R = G = 0. Ukazte, Ze z telegrafnich rovnic
plynou vlnové rovnice pro funkce u(z,t) a i(z,t). Naleznéte d’Alembertovo feseni spliiujici ptuvodn{
telegrafni rovnice.

Névod #1: uvazujte ansatz v podobé d’Alembertovych feseni

u(z,t) = F(z —vt) + G(z + vt), i(z,t) = a1 F(z — vt) + a2G(z + vt). (230)

Navod #2: dosad'te d’Alembertovo FeSeni pro u do telegrafnich rovnic a vyfeste pro i.

Pozndmka: Koeficient imérnosti mezi napétovou a proudovou vlnou se nazyva impedance Z.
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ResSeni: Telegrafni rovnice idedlniho vedeni maji nyni tvar

ou 01 01 ou

- =L, —— =C—. 231
0z ot 0z ot (231)
Parcidlné zderivujeme prvni rovnici podle z a dosadime z druhé rovnice:
0u g (0i 0%u
—=—-L—|(— | =LC—. 232
022 ot (62’) ot? (232)
To je ovSsem vlnova rovnice pro u ve tvaru
0?u 5 0%u
2 233
o2~ " 922 (233)
kde v = \/% Analogickym zpusobem ziskdame vlnovou rovnici pro proud i: zderivujeme druhou
rovnici podle z a dosadime z prvni:
9% 9 (ou 0% 9% 1 0%
- = (=== - _—=_—_—_-_ 234
022 ot (82) ot2 o2 LC 022 (234)

Névod #1: Tyto rovnice maji obecné feseni v d’Alembertové tvaru, pro napéti u(z,t) = F(z —
vt)+G(z+vt) pro libovolné dvakrét diferencovatelné funkce F, G : R — R. Vysledné vlnové rovnice
vysly nezavislé pro funkce u a 7, ale puvodni telegrafni rovnice u a i svazuji! Nemuzeme tedy vzit
jakékoliv d’Alembertovo Feseni pro i! ReSeni pro i nalezneme vyfesenim telegrafnich rovnic po
dosazeni nalezeného tvaru w:

81 1 / !/
5= —Z(F(z—vt)-i-G(z—&-vt)), (235)
82 C / !
L TR ) (2

Druhou rovnici snadno vytesime integraci podle z, dostaneme

i(2,t) = \/f(F(z —vt) — G(z + vt)) +ig(t). (237)

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme %io (t) = 0, odkud vidime, Ze az na konstatn{ hodnotu
proudu ¢ = konst., kterd neni zajimava, a volime proto ig = 0, musi mit ¢ tvar

C
i(z,t) = \/E(F(z—vt) - G(z+t)). (238)
Vidime, ze impedance je dand vztahem Z = % = 1/%. Vsimnéte si, doleva postupujici proudova
vlna mé opa¢né znaménko! Vysledné tvary napéfovych a proudovych vin na telegrafnim vedeni
tedy jsou

1 1 1 L
u(z,t) = F(z—vt)+G(z+ut), i(z,t) = EF(Z_Ut)_EG(Z+Ut)’ v= e Z = Yok (239)
Névod #2: Dosadime-li predepsané ansatzy do telegrafnich rovnic, dostaneme:
—F'(z —vt) = G'(z 4+ vt) = L(a1(—v)F'(z — vt) + asvG' (2 + vt)),
— (1 F'(z — vt) + aaG'(z + vt)) = C((—v)F'(z — vt) + vG' (2 + vt)). (240)
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Po tprave
0= (1—avL)F'(z—vt) + (1 + asvLl)G (2 + vt),
0= (a1 —vC)F'(z — vt) + (a2 +vC)G' (2 + vt). (241)
Pro obecné vlny jsou F’(x) a G'(x) linedrné nezdvislé funkce, aby se tedy jejich linedrni kombinace
mohli rovnat nule, musi se rovnat nule piislusné koeficienty u nich stojici, to vede na podminky
pro konstanty a; a as:
1

E:OQZUC, -

Sl

Po dosazeni v = \/%70 dostaneme konzistentné a; = % = \/% = —qp. Tedy stejny vysledek jako v
prvnim navodu.
Cviéeni 7.3. Homogenni vedeni o impedanci Z je zakonc¢eno svodovym odporem velikosti R,. Na-
leznéte koeficient odrazu R pro napéfové viny piichézejici po vedeni. Diskutujte specialn{ piipady
Rs = 0 (zkrat), Rs = +00 (nezapojeny odpor) a R = 0 (nic se neodrdz{). Pouzijte harmonickych
postupnych vin.

ResSeni: Telegrafni vedeni je tedy zakonceno nésledujicim zpusobem:

Uvazujeme napé&tovou harmonickou dopadajici ug a odrazenou u, vinu tvart:
ug(z,t) = '@tk uy(z,t) = Re!@tth?) (243)

kde R € C je koeficient odrazu kédujici zménu amplitudy odrazené viny (a piipadny fdzovy posun,
pokud vyjde komplexni; R = |R|e*?). Piislusné dopadajici iy a odrazené i, proudové viny dle
vysledku piedchoziho cviceni jsou

ur(2,t) 1

t 1 . .
iq(z,t) = %Z’) = Ze’(“’t_kz), ir(2,t) = — 7 = —ERez(wH'kz). (244)

Funkee celkového napéti a proudu na vedeni pak je u(z,t) = uq(z,t) + u.(2,t) a i(z,t) = iq(z,t) +
ir(z,t). Uvazujme zakonceni vedeni v misté z = 0. Okrajovd podminka tohoto zakonceni je jed-
noduse ddna Ohmovym zdkonem — ubytek napéti na zakoncovacim rezistoru je dan soucinem jeho
odporu R a proudu jim protékajicim: u(0,t) = Rsi(0,t), Vt € R. Po dosazeni tvaru jednotlivych
vin:
eiwt 4 Reiwt — Rs <;6iwt _ ;Reiwt> . (245)
Exponencidly muzeme vykréatit a mame 1 + R = %(1 — R). Z této rovnice snadno vyjadiime
vysledny koeficient odrazu
_R,—Z
" R+ Z°
Pro zkrat (Rs = 0) ihned dostaneme R = —1 a pro nezapojeny odpor (Rs; = 4+00) se hod{ koeficient

(246)

Z_
odrazu zapsat ve tvaru R = L %= a tedy pak R = 1. Podminka pro R = 0 je Ry = Z — tedy je

tfeba vedeni zakonc¢it svodovym osdporem stejné velikosti jako je impedance daného vedeni.
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Cviceni 7.4. Homogenni vedeni o impedanci Z; = 508 je napojeno na vedeni o impedanci
Zy = 100 Q. Naleznéte koeficienty priichodu a odrazu pro napétové a proudové viny pochézejici z
prvniho vedeni na druhé. Pokud na rozhrani dopada pulz o amplitudé 15V, jakd bude amplituda
proslé a odrazené viny?

Névod: Sestavte prislusné podminky napojeni. Pouzijte harmonické postupné vlny.
Reseni: Postupujeme podobné jako v predchozim piikladé. Nyni ovéem potfebujeme popisovat
napét{ a proud na dvou riznych vedenich, ozna¢me je ui 2 a iy 2.

il(Z,t) iz(z,t)

—_—

Zl ul(z,t) ’LLQ(Z,t) ZQ

Potom na levém vedeni mame dopadajici a odrazenou vlnu, tedy w1 = uq + u, a i1 = ig + i, na
pravém veden{ mame proslou vlnu, us = u,, a is = i,. Tvary jednotlivych napétovych a proudovych
vln jsou pak

uq(z,t) = glwt—kiz) up(z,t) = Retwtthiz) up(z,t) = P eilwt—k22) (247)

ia(z,t) = iei(“t_klz), ir(z,t) = —LRei(wHklz), ip(z,t) = iP elwi=ha2) = (948)
A Al Zy

kde jsme zavedli koeficient odrazu R a koeficient priuchodu P a dale vinova ¢&isla na jednotlivych
vedenich ki a ko. Koeficienty P a R urCime z podminek napojeni na rozhrani, umistéme si ho
do z = 0. Na rozhrani se zde nedéje nic specidlniho. Proud i napéti v z = 0 tedy musi spojité
navazovat:

ul(O, t) = U2 (O, t), i1(07 t) = ig (0, t) (249)
Po dosazeni tvaru jednotlivych vin obdrzime rovnice
. , 1 . 1 ,
(14 R)e™! = pPe™t —(1 - R)e™" = —Pe™t. (250)

A Zy

Ze spojitosti napéti mame 1+ R = P, z rovnice pro proudy 1 — R = %P. VyfeSenim téchto rovnic

dostaneme
 Zy— 7 27,

2= po =42

Zay+ 7y Zy+ 2y
Pro zadané hodnoty méme tedy R = (100 — 50)/(100 + 50) = 1/3 a tedy P = 4/3. Amplitudy
proslé a odrazené vilny tedy budou 20V a 5V.

(251)

Cvicéeni 7.5. Homogenni vedeni o impedanci Z; = 502 je napojeno na vedeni o impedanci
Zy = 100 nésledujicimi dvéma zpusoby:

° PP

T

A R, Zo A Ry Zo

Naleznéte koeficienty priichodu a odrazu pro napéfové viny tyto dvé situace. Za jakych podminek
nedochézi k odrazu? Pouzijte harmonické postupné vlny. Zapiste podminky napojeni a vyreste je.
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Reseni: Rozdil oproti predchozi tiloze je pouze v podminkach napojeni. Zde muze dochizet ke
skokové zméné proudu, resp. napéti. Napétové a proudové viny budou vypadat zcela stejné jako v
predchozi uloze.

Uvazujme prvni z piipadi. Zde napéti na rozhrani je spojité, ale ¢ast proudu odtékd pies
svodovy odpor:
u1(0,t) = uz(0,1), i1(0,t) = i2(0,t) +is(t), (252)

kde svodovy proud is(t) je dén z Ohmova zdkona i,(t) = == — ve zlomku muZzeme volit bud
u1 nebo usz, jelikoz tyto jsou si v misté napojeni rovny; a jelikoz us ma jednodussi vyjadieni nez u,
volme svodovy proud ve tvaru i = z*. Po dosazen{ tvart vln z piedchoziho ptikladu dostaneme
rovnice '

ulyg(O,t)
R

1 1 1
1+ R=P, —(1-R)=—=—P+ —P. 253
Druhou z rovnic upravime na tvar 1 — R = Zl(ZL2 + Rls )P. Jejich fesenim jsou koeficienty
VAR AN W AVA 27Z5R,
p-BelBa-2)-2Z cal : (254)
Zh1Zoy+ RsZ1 + RsZs Zh1Zoy+ RsZ1 + RsZs
Pozadujeme-li, aby R = 0, pak dostaneme podminku Ry (Zs — Z1) = Z1Zs, tzn. Ry = %

Fyzikalné je mozné pouze Rs > 0 a tedy, abychom v tomto napojeni dvou vedeni mohli eliminovat
odrazy, je tfeba aby platilo Zs > Z;. Tedy pro eliminaci odrazi pro zadané hodnoty impedanci

musime volit Ry = 150061_0500 =100

Uvazujme nyni druhy piipad. Zde jsou spojité proudy, ale napéti ma skok vlivem tibytku napéti
na bo¢nim odporu Rp:

u1(0, t) = U2 (07 t) + ’U,b(t), il(O, t) = i2(07 t), (255)

kde ubytek napéti u, vyjadiime pomoci Ohmova zdkona uy(t) = Rpi1,2(0,t) — ze spojitosti proudu
v misté napojeni je opét jedno, jestli pouzijeme funkci i; nebo iz, volime opét pro jednodussi tvar
io. Dosadme do podminek napojeni tvary napétovych a proudovych vin:
1 1 1 1
1+ R=P+ Ry—P, — ——R=—P. 256
" Zy 7 71 Zs (256)
Po tipravé mdme rovnice 1 + R = (1 4+ IZ%)P, 1-R= %P. Jejich fesenim jsou koeficienty

7y~ 71+ Ry 275

=== "2 = = 257
Z1+ Zs+ Ry Z1+ Zs+ Ry ( )

Podminky vymizeni odrazi, R = 0, vede na velikost bo¢ntho odporu R, = Z; — Zs. Opét z
pozadavku Ry, > 0 plyne, Zze v tomto zapojeni muzeme eliminovat odrazy pouze pro vedeni spliujici
Zy > Zy. Pro zadané hodnoty impedanci toto zapojeni tedy pouzit nemuzeme.

Cvicéeni 7.6. Uvazujte tfi na sebe navazujici prostiedi prostfednictvim dvou rozhrani, jedno v
z = 0 a druhé v z = L. Ozna¢me amplitudové koeficienty prichodu a odrazu jako Tj; a R;;
predstavujici koeficienty pruchodu a odrazu pii prechodu z i-tého do j-tého prostiedi. VInova ¢isla
v jednotlivych prostedich jsou ki, ko, ks. Uvazujte harmonickou dopadajici vinu tvaru Ae*(«@t—F12),
Naleznéte celkovy koeficient odrazu R € C, tzn. celkovou odrazenou vlnu tvaru ARe («!tki2) —
A|R|e!@ttF12+9) yzniklou nekoneénou superpozici odrazenych vin mezi dvéma rozhranifmi. Na
rozhranich pozadujte spojitost funkci faze jednotlivych vin.

Na zévér specializujte vysledek, uvazujete-li vztahy 1+ R;; = T;; a R;; = —Rj;.
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Reseni: Zde méme pifmo zadané amplitudové koeficienty prichodu a odrazu na jednotlivych
rozhranich. Zbyva si rozmyslet, co znamend pozadavek spojitosti funkci fize na rozhrani. Uvazujme
zatim pro jednoduchost jedno rozhrani na z = L mezi prostfedimi s vlnovymi Cisly k1 a ko.
Uvazujeme-li dopadajici, odrazenou a proslou vlnu tvaru

1/%1(27 t) = ei(Wt_klz+¢d)a %(Za t) = R12€i(Wt+klz+¢T)a wp(za t) = T12ei(wt_k2z+¢p)7 (258)

kde uvazujeme v jednotlivych vlndch obecné fazové posuvy ¢qg, ¢ a ¢,. Funkce faze jednotlivych
vln jsou tedy tvaru

wa(z,t) = wt — k12 + g, or(z,t) =wt +ki1z + ¢y, 0p(2,t) = wt — kaz + ¢p. (259)
Pozadavek spojitosti téchto fazi pii odrazu a pruchodu na soutfadnici z = L vede na pozadavky
pa(L,t) = r(L,1), pa(L,t) = pp(L,1), (260)
wt — ki L+ ¢qg=wt + k1 L+ ¢y, wt — k1L + ¢pg = wt — koL + ¢p. (261)
7 téchto vztahu snadno vyjadiime fdzové posuvy odrazené a proslé viny:
¢r = da—2k1L,  ¢p = Pa+ (k2 — k1)L (262)

P#i odrazu mimo z = 0 tedy dochézi k posuvim faze odrazenych a proslych vin! Tyto je tieba
priddvat pii kazdém odrazu, resp. pruchodu, jak uvidime dédle. Naopak pro z = 0 neni tifeba nic
fesit, plati totiz ¢, = ¢q a ¢, = ¢4 — posuny faze zistavaji stejné jako u dopadajici viny.

Také jsme mohli naopak vyjit z faktu, ze pro rozhrani na z = 0 se nedéje nic zvlastniho (tzn.

faze nemusime fesit) a zavést substituci z’ = z+ L a tim rozhran{ pienést do z’ = L, potom bychom
dostali

’l/)d(Z,t) — ei(wt—klz) — ei(wt—k12/+k1L)7 (263)
¢T(Z,t) — R12 ei(wt-‘rklz) _ R12 ei(wt+k1z'—k1L) _ R12 e—Qz'kzLei(wt—klz’_;'_]clL)7 (264)
¢p(z’ t) — T12 ei(Wt7k2Z) — T12 ei(wt7k2z’,k2[,) _ T12 ei(k‘g*kl)Le’i(wtfk;lz’Jrle)7 (265)

kde jsme u odrazené a proslé viny v posledni Upravé vytknuli posun faze oproti dopadajici viné.

Postupme k feseni tlohy se dvéma rozhranimi. Polozme A = 1, uSetiime si tim psani. Oznac¢me
nyni z/h(nn)(z, t) vlnu, kterd se odrazila zpét do prvniho prostiedi a na druhém rozhrani se odrazila
pravé n-krat. Viz obrazek:

1. rozhrani 2. rozhrani
1 Y
P —— -
d W("O) -
1/}(1) - ¢/I
r 1/}///
(2) D
r C N
wﬁn) ) y
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Jednotlivé viny ziskame zapoc¢itdnim piislusnych amplitudovych koeficient na jednotlivych roz-
hranich a za kazdy odraz na druhém rozhrani musime pfidat fazi Ap = —2ko L. Médme tedy

P (2,1) = Ryp '@t h17), (266)

Vinu wﬁl)(z, t), kterd se na druhém rozhran{ odraz{ pravé jednou, dostaneme z vlny proslé prvnim
rozhranim ¢/ (z,t) = Tio *(“'=%22) odrazem od druhého rozhrani ¢/ (z,t) = Ry3Tyy e'(With2z—2k2L)
a nakonec pruchodem pies prvni rozhrani zpatky, tedy

i (2, 1) = Ty RosThp ' @HHhz=2k2l), (267)

D4l postupujeme analogicky. Pro ziskan{ w,(-Q)(z, t) musime vzit vinu ¢” (2, t), odrazit ji doprava od
prvniho rozhrani (a ziskat tak vinu ¢ (z,t) = Rgj RogTioe!@t—k22=2k2L)) odrazit ji od druhého
rozhrani (pfiddme Raze™2"*21) a nechat projit zpét do prvniho prostiedi (pfiddme 7). Dostaneme

) (2,t) = Toy Ry R3Thp e @iHhz—4kl), (268)
Odtud uz miizeme vykoukat obecnou formulku — za kazdy ,,vnitini odraz® piibyva faktor Ra; Roge™ 22,
Dostavame
wgn)(z’ ﬁ) T21R21 R Tha eiwttkiz—2nka L) (269)

Pro ziskan{ celkové odrazené viny ¢,.(z, t) musime jednotlivé piispévky secist, 1,.(z,t) = Z ket (k) (z,1).
Dostavame tedy fadu

T Thy ) )
'(/}r(Zﬂf) = ’(/J(O) Z t + Z’(/)(k) z, t 21712 Z R21R23€_21k2[‘)k ez(wt—&-klz). (270)
k=1 k=1

Vyraz v hranatych zdvorkéch je hledany celkovy koeficient odrazu R. Vyraz znacné zjednodusime
sectenim geometrické fady pomoci vzorce 375 2k = (/5 2%) 1= - 1= 2 proz =
R21R23672ik2L:

To1Tio  RoyRoge™ 22k Ty Tho Ryge—2ik2L
R =R+ —— = Ry + I 9271
12 Roy 1-—- R21R23€*2”€2L 12 1_ R21R23672zk2L ( )
Uvazujeme-li na zavér vztahy Ro; = —Rja, T2 = 1 + Ri2, T51 = 1 — Rj2 dostaneme vyraz pro

celkovy koeficient odrazu R pouze v zavislosti na odrazivostech na jednotlivych rozhranich Ris a
R233 X .
(]. — R%Q)R23€72zk2L . R12 + R23672’Lk2L

R=R - = .
12+ 1+ R12R23€_21k21‘ 1+ R12R236_21k2L

(272)

*Cviceni 7.7. Naleznéte celkovy koeficient priicchodu T’ € C, tzn. celkovou prosnou vinu AT e#(wt—ks2)

pro situaci popsanou v pfedchozim cvicendi.

Reseni: Postup feseni bude velmi podobny predchozimu piikladu. Jiz tedy vime, jak se chovaji
faze pii pruchodu a odrazu na rozhrani v misté z = L. Nyni ozna¢me 1/11(,") vlnu, kterd se prosla do
tfetiho prostiedi, ale cestou se na druhém rozhrani odrazila pravé n-krat, viz obrazek:
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1. rozhrani 2. rozhrani

(0)
1 P P
F >S5 e —/
w/// 1()1)
: >
C 5
J
- NG
Pp

Vlna w}(}o) (2,t) vznikne z viny ¢/ (2, ) = Tio €*“'=*22) (viz piedchozi pifklad) prichodem na druhém
rozhrani: _ _
w}(}O)(z’t) — T23T1267,(k37k2)L€Z(UJt7k32)7 (273)

kde jsme pridali kromé amplitudového koeficientu Ths také fizovy posun Ay = (ks — ko)L za
pruchod na rozhrani v misté z = L (viz prvni ¢ast pFedchoziho piikladu). Analogicky ziskdme vinu

M (z2,t) 7 viny ¢ (2,t) = Ray RagTyget @ —h22=2k2L),
SV (2,1) = TagRoy RogTige 22 Feiths —ha) L gilwizhaz), (274)

Kazdé nasledujici prosla vlna bude mit o jeden odraz na vnitfnich stranach rozhrani navic, tedy

%(72)(27 t) = Toy R2 R, Tho (e~ 2k2L)2¢ilka—ha) L gi(wt—haz), (275)
Snadno jiz vykoukame vyraz pro k-tou proslou vinu

¢ék)(zv t) = T23R12€1R12c3T12(672ik2L)kei(k37k2)L€i(wt7k3z). (276)
Nyni pro ziskdni celkové proslé viny 1, (z,t) musime jednotlivé pispévky seéist:

+o0 +oo

Pp(z,t) = Zq/fg(ak)(&t) = | Ty Tpze!haha)l Z (R21R23672ik2L)k ellwi—ksz) (277)
k=0 k=0

Vyraz v hranatych zavorkach je nas hledany celkovy koeficient prichodu 7. Vyraz opét zjed-
nodusime sec¢ténim nekonecné geometrické rady, ZZ:B k= ﬁ pro & = Ry Roze 22 tzn.

Ty Taze’ ks k)l

T = — . 278
1 — Ryy Roze—2ik2L (278)
Uvazujeme-li na zavér Ro; = —R12, T12 = 1 + Ri3 a To3 = 1 + Ry3 dostaneme
1+ R 1 4+ Roa)eti(ks—k2)L
T - (14 Ri2)(1 + Rag)e (279)

1 4 RyaRgge= 2kl

Cviceni 7.8. Je ddna matice prechodu ID. Naleznéte koeficienty priuchodu P a odrazu R pro vinu
dopadajici z prvniho (levého) prostiedi do druhého (pravého).
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Reseni: Matice prenosu D € C??2 je definovana rovnici

(fﬁfz) =D (ﬁzf) 7 (280)

kde A1g a A;p, jsou amplitudy harmonickych postupnych vin postupujicich doprava (resp. doleva)
v prostiedi vlevo od rozhrani, Asg a Asr, podobné vpravo od rozhrani, viz obrazek.

AR Asp
V1R Yar
AlL AQL
1L Yar,

Matici D bychom ziskali feSenim podminek napojeni vinovych funkei na rozhrani. Pro nalezeni P
a R uvazujeme A1g =1, A1y = R, Aogp = P a Ay, =0:

e — R
Ya s
R
- -
Ur 0
Dostaneme tedy
1 P
(R) :]ID(O), (281)

Oznaéme si zname prvky matice D jako
di1 di2
D= . 282
(d21 s (282)
Dosazenim do maticové rovnice tedy dostavame soustavu rovnic
1=d; 1P, R=dxP. (283)

Odtud tedy P =1/dy; a R =da1/d1;.

Cviceni 7.9. Jsou dany koeficienty pruchodu a odrazu, T' a R, pro vinu dopadajici z prvniho
do druhého prostredi, a koeficienty 7" a R’ pro vinu dopadajici z druhého prostiedi do prvniho.
Naleznéte prislusny tvar matice prenosu . Specializujte tvar této matice predpokladate-li, ze
R=-Ral+R=T(l+R =T).

Reseni: Koeficienty T, R, T’ a R’ uréuji amplitudy vln v nasledujicich dvou situacich:

D S _r o o _ R
wd 1;[}1‘, (Z) 1/%«
R T 1
<+ <+ <+ <+
7/% @ wt wd
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Tzn. z definice matice pfenosu D (viz predchozi piiklad) méme maticové rovnice

() =200 (#)-(%) s

Rozepséno do slozek (oznaceni prvku matice stejné jako v pfedchozim pifkladé) dostaneme

1 :duT OzdllR/+d12
R=duT T' = do1 R’ + das. (285)
7 levé sady rovnic snadno nalezneme di; = %7 do1 = %7 dosazenim do pravych rovnic hned mame
dio =~ a dpy = T' — BE = TT_RE Celiove
1/1 -R
D=7 (R TT' — RR’) ' (286)
Pro vztahy R" = —R, T=1+RaT =1+ R =1— R dostaneme
1 1 R
]D) = — . 2
1+R <R 1> (287)

Cviceni 7.10. Uvazujte rozhran{ definovand ve cviceni[7.6] Napiste matice prenosu pro jednotlivd
rozhrani analyzou odrazi harmonickych vin na jednotlivych rozhrani za vyuziti vysledku cvi¢eni
Tyto matice slozte a pomoci vysledku piikladu se presvédcte, ze celkovy koeficient odrazu
R pro dvé rozhrani vyjde stejné jako ve cviceni[7.6]

Reseni: Najit matici prenosu Dy pro rozhrani v z = 0 je snadné. Zde nedochizi k zadnym
fazovym posuvum a staci tedy piimo vyuzit vysledek piedchoziho cviceni a jen dosadit spravné
amplitudové koeficienty:

1 1 —Ro1
D=7 - 288
' T12 (R12 T12T — R12R21) (288)

Pro rozhrani v z = L musime myslet na to, ze z pozadavku spojitosti faze plyne dodatecny fazovy
posun pii odrazu nebo prichodu skrze toto rozhrani. V prvni ¢dsti cviceni [7.0] jsme si odvodili,
7e pro dopadajici vlnu zleva na druhé rozhrani se pii odrazu piidd faze e=2*%2L a p#i prichodu
e!ks=k2)L Tyn koeficienty R a T zde nabydou tvaru

R = R23€72ik2L, T = ngei(kg'ikr‘))l‘. (289)

Jesté musime urcit tvary koeficientu R’ a T” pro vinu dopadajici na druhé rozhrani zprava. Opét to
nebudou pouze amplitudové koeficienty R3o a T3s, ale je tieba pridat fiaze za odraz, resp. pruchod,
na rozhran{ z = L. Proved' me struéné stejnou analyzu jako v prvni 4sti pfikladu Uvazujeme-li
dopadajici vinu zprava na druhé rozhrani a odrazenou a proslou vlnu tvaru

¢d(37 t) — ei(wt—‘rkgz)’ wT(Z7 t) — ]%32ei(o.;i&—ksz+¢>r)7 %(A t) _ T32€i(wt+k22+¢p)’ (290)

Pozadavek spojitosti funkei fazi téchto vln pfi odrazu a pruchodu na soufadnici z = L vede na
pozadavky

wa(L,t) = ¢r(L,t), wa(L,t) = @P(Lvt)v (291)
wt + k3L = wt — ksL + ¢,., wt+ k3L =wt + koL + ¢p. (292)
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7 téchto vztahu snadno vyjadiime fdzové posuvy odrazené a proslé viny:
¢r = 2k3L, ¢p = (k3 — ko) L. (293)
Koeficienty odrazu a pruchodu pro vlnu dopadajici zprava tedy jsou
R = Rgpe®™ b, T = Tyyeltho k)l (294)

Matice pfenosu pro druhé rozhrani pak mé tvar (opét dle vysledku cviceni [7.9):

D, — 1 1 — Ryge2iksL o95)
2 = T23ei(k3—k'2)L R23672ik¢2L (T23T32 _ R23R32)62i(k37k2)l’ .

Celkovou matici prenosu ziskdme vynasobenim jednotlivych matic, D = DDy a dle vysledku
cviceni je celkovy koeficient odrazu R = %. Nemusime tedy pocitat vSechny prvky matice D,
ale stacl pouze dva:

1 —2iks L
dip = TroToaei ka2l [1— Ro1Roze™ 21
1 )
bt = o Ttk [Ri2 + Roge™ 221 (T12To1 — Ri2Ra1)] - (296)

Po dosazeni do vztahu pro R a drobné tpraveé:

_day  Ri2(1— RoyRose 2%2L) + Ros 15Ty e~ 2kl RosTyoTo e 221

=g, , =R .
di1 1 — Ry Roge—2ik2L 12+ 1 — Ry Ryge—2ik2L

A to je presné vysledek pifkladu

R (297)

*Cviéeni 7.11. To samé jako v predchozim cviceni ale pro celkovy koeficient pruchodu T.

Reseni: Matice prenosu jednotlivych rozhrani uz méme nalezené v piedchozim cviceni. Dle
cviceni je koeficient pruchodu dan vztahem T = d%l' Tento prvek matice jsme si uz ale pocitali
v pfedchozim piikladu. Mame tedy

1 TyoTozettka—ka)L
" dy 1 — RgjRgze~2ikaL’

(298)

A to je presné vysledek cviceni [7.7]

*Cviéeni 7.12. Uvazujte napojeni dvou strun se stejnym napétim v z = L. Matice pfenosu je

D 1 ( (1+ %z)ei(krkz)L (1- %)ei(k1+k2)L )

2 (1 _ %)efi(}inﬁ*kz)lz (1 + %)efi(klfkg)L (299)

Naleznéte matici pfechodu pro dvé rozhrani t¥{ strun. Rozhrani jsou na z = 0 a z = L. Naleznéte
celkovy koeficient odrazu R.

Reseni: Jsou-li D; a Dy matice pFenosu na dvou rozhranich, dostaneme matici prenosu z prvniho
do tretiho rozhrani prostym vynasobenim, tedy D = ID;Ds. Zde méame tedy

D, =11t 2ol-g p,— L[+ g Jelte il (1 — etttk (300)
D) - % 14+ % ) 2 (1 _ %)e—z(kg—'rkg)L (1 + %)e—l(kg—k;;)[,
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K vypoctu R potiebujeme dle piikladu |7.8|znalost pouze di; a da;. Dostavame

dqp 1 [(1 =+ kQ) (1 + kj?’) et(k2—ka)L + (1 _ kQ) (1 _ k?’) e—i(’f2+k3)L:|
4 k1 ko k1 ko (301)

L itk kgyp kot ke by £ ks (1 ky — ko ko — kgezim) .
4 ]{il k‘g k?l + k?2 k2 + k?)

Pro koeficient do; vyjde

_ 1 ko k3 i(ka—k3)L k2 ks —i(ka2+k3)L
d21—4[(l k1>(1+k2>e + 1+l<:1 1 T ) €

_ lei(szks)lz ki + ko ka + ks (k1 —ky ko —k3 ezikzL) . (302)
4 kl kig kl + k‘g k?2 + k;?)
Po vydéleni obou vyrazu tedy dostavame vyraz ve tvaru
ki—k ko—ks ,—2ikoL
TR e Rl v i (303)

di1 ki—ko ko—k3 ,—2ikoL "
1 L+ ki+ko k2+k3e

c . s . ki—k; . SR . . "
Vidime, Ze oznacime-li R;; = k+7] (coz tak presné vyjde pro napojeni strun se stejnym napétim),
i 3

dostaneme vysledek piikladu

8 Vlny v prostoru

Cviceni 8.1. Ukazte, ze harmonickd postupnd rovinng vlna tvaru ¢ (7, t) = Aei(“t_E‘F), kde A € C,
k = ki, || = 1 a k > 0, spliiuje trojrozmérnou vlnovou rovnici za predpokladu splnéni jistého
disperzniho vztahu. Naleznéte tento vztah.

ReSeni: Trojrozmérnd vinovd rovnice pro funkei ¢ = 9 (7, t) mé tvar

0% . 0% 0% 0%
W:’UQA’(/J:'U2 (M+ay2+822>’ (304)

kde v = konst. Do levé strany snadno dosadime, dostaneme

2 r 7=
Ut 125’;” = —w? AR = 2y(7 t). (305)

Na pravé strané mame soucet ti druhych derivaci. Sta¢i spocitat jednu z nich, zbytek uhodnemeﬂ
(7 t)

tedy o1 = k2 AR o 207 p). (306)

827/)(7?7 t) — _kQAei(wt—E<F) ’
v ’ ox?

0z2

2 Anebo to spoéitdme pofidné:

O A=k T  ior i it Ok - 7 Ok,
oy _ A i(wt—Fk-7) _ _ kA i(wt—k-T) — AV ki = k.
Oz; O, ‘ e ' ox; J; ox; D ki

Potom
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Dosazeni do vlnové rovnice tedy vede na

w? =2 (k2 + k2 + k2) = 0?|k[* = v*k%. (307)
Dostavame disperzni vztah ve tvaru w = vk. Pokud tedy w a |E | spliiuje vysledny disperzni vztah,
je zadand vlna feSeni 3D vlnové rovnice.

Cviceni 8.2. Naleznéte disperzni vztah vlnové rovnice tvariu

Y

0% = V2AY — aA(AY). (308)

W = 'UQAw — wgd),

pro harmonickou rovinnou postupnou vilnu.
Reseni: Postupujeme stejné jako v minulém pifkladé. V prvnim piipadé se pravé strana po
dosazeni modifikuje na —(v2k? 4 w?) Ae!“'=*7) Disperzni vztah je tedy

w? = vk + Wl (309)
V druhém pifpadé na pravé strané vyjde —(v?k? + ak4)Aei(wt*E'F), jelikoz A(Ay) = —k?Avp =
(—k2)24). Disperzni vztah dava

w? = v?k% + akt. (310)
Cviceni 8.3. Ukazte, ze postupnd rovinnd vlna tvaru ¢(7,t) = F(fi - ¥ — vt), kde |7] = 1 a

F : R — R je libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce, spliiuje trojrozmérnou vinovou rovnici.

Reseni: Opét jednoduse ovérime dosazenim do vinové rovnice. Leva strana rovnice dava:

0%, Lo
W(r,t) = F" (7 -7 — ovt). (311)
Na pravé strané analogicky jako v piikladu (tedy pouzivdme %71’7 =n;):
V2AY(F,t) = v*(n) 4+ nl +n2)F" (i - 7 — ot). (312)
Ale |71| = 1, coz d4v4a hledany vysledek.
*Cviceni 8.4. Ukazte, ze sférickd vlna tvaru (7 t) = %ei(”t_k") spliiuje vlnovou rovnici za

predpokladu linedrniho disperzniho vztahu w = vk.

Reseni: Na piednasce jste napsali Laplacetiv operdtor pro funkei, kters zavisi jen na vzdalenosti
r od pocatku (tento jednodussi postup je na konci tohoto feSeni). My to zkusime ,pésdckym
zpusobem* v kartézskych soufadnicich. Nejtézsi kol je spocitat Laplacetv operator vpustény na
skaldrni funkci ¢(7) = Le™**". Tato funkce je sou¢inem funkei f(7) = L a g(7) = e~"*". Obecné
plati pravidlo

A(fg) =divgrad(fg) = div(feradg + ggrad f) = fAg+ gAf + 2(grad f) - (gradg).  (313)
Na cvicen{ z elektfiny a magnetismu jste spocitali, ze grad(r®) = ar®~2#. Odtud snadno

grad f = —r 37 (314)
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Dosazenim do A = divgrad a s pouzitim vzorce pro divergenci soucinu skaldrniho a vektorového
pole (div(fF) = fdivF + (grad f) - F) dostaneme

3 3
Af = —div(r—37) = —(gradr=3) -7 —r 3 divi = T—5F~ 7 — 3= 0. (315)
Pro funkci g je vypocet podobny, dostaneme
, 1 .
grad g = —ike *" gradr = —ik—e *"F. (316)
r
Zapusobenim divergenci potom
. 1 —ikr | —ikr 1: =
Ag= —ikgrad | —e - —ik—e divr
r r
. -3z, —ikr -1 . —ikr > > 3 —ikr
= —ik | —r"°re +r o (—ik)—e ) T —ik—e (317)
r r
— _ k267ikr o %efik‘r
" .
Po dosazeni tedy celkové dostaneme
1 2 —ikr 2ik —ikr
Ap = fAg+2(grad f) - (gradg) + gAf = —  —k?e " — Z¢
" " (318)

+2(—r737) - (—ik%e’“”?) = —k%p(7).

Vinové funkce mé tvar ¢ (7 t) = e“'o(7). Po dosazeni do vInové rovnice dostaneme

— w2e™lp(F) = —v? k%™ p(F). (319)

Pti pouziti disperzniho vztahu tedy vidime, ze zadana sféricka vlna splnuje vlnovou rovnici.

Pokud vyjdeme z toho, ze zname tvar Laplaceova operatoru pro funkci zavislou jen na radilni
souradnici ¢(r):

d*>p  2dy
A T s i 320
SD(T) d’l‘2 r d?“’ ( )
pak staci spocitat jednoduse
de Lo ikr 0l i % 2 ke 2 ik 21 ipr
a = _ﬁe — Zk;e s W = ﬁe + Zkﬁe — k ;e . (321)
Potom jiz po dosazeni snadno vyjde
1 .
Ap = —kg;e_”” = —k*p(r). (322)

Cviceni 8.5. Superpozice prostorovych vin. Uvazujte dvé rovinné postupné harmonické viny se
stejnou vlnovou délkou A a ruznymi amplitudami, mezi jejichz sméry postupu je ihel Agp. Uvazujte
rovinné stinitko, které je kolmé na , prumérny smér“ postupu téchto vin. Naleznéte prubéh intenzity
(tzn. ¢asové stiedni hodnoty kvadratu) vysledné superpozice na stinitku. Uréete vzdalenost Ay
interferencnich maxim.
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Reseni: Uvazujeme tedy dvé vlny tvaru
1(7,t) = Ay cos(wt — k7iy - 7), o7, t) = As cos(wt — ki - T), (323)

kde 771 - 7io = cos Ap. Je vyhodné vytesit problém v soufadnicich, kde oba smérové vektory lezi v
roviné z = 0, a stinitko je rovina x = 0. Viz obrazek:

Yy

A
i

,,,,,, he 0
T
Tio
V téchto souradnicich mame
A A A A
iy = <cos 790 sin ;,O) , fig = <cos 790 751117"0 O) . (324)

Také nds zajimé hodnota superpozice jen na stinitku, tedy pro ¥ = (0, y, z). Dostdvame
1/)(77: (Oa Y, Z)a t) = wl(F: (Oa Y, Z)a t) + 1/)2(7?: (Oﬂ Y, Z)a t)
A A
= A; cos (wt — kysin ;0) + Ay cos (wt + kysin ;) . (325)

Intenzita viny je ddna ¢asovou sttedni hodnotou kvadratu viny, I = (4?). Po dosazeni
A A
I = A7 (cos®(wt +...)) + A3 (cos®(wt +...)) + 241 4y <cos (wt — kysin ;) cos (wt + kysin ;0)>

1 1 )
= 514% + §A§ + A1 Ay <COS (2wt) + cos <2kysin A;0>> = 514% + %A% + Ay Ay cos <2kysin A;p) ’
(326)

kde jsme pouzili souctovy vzorec cosacosb = i (cos(a + b) + cos(a — b)). Intenzita se tedy meéni
,harmonicky“ podél osy y a zustava konstantni podél osy z — dostali jsme tedy na stinitku fadu
interferen¢nich prouzku. Vzdalenost téchto prouzku ur¢ime nalezenim poloh jednotlivych interfe-
renénich maxim ¥, a poté Ay = y+1 — Ym. Poloha interferencnich maxim y,, je dana vztahy

™m mA

A"O 2 sin AQ“’

A A

cos <2kym sin 80) =1 < 2kyp,sin kA 2mm, & Yy, = m € Z.
2 2 k sin

(327)

. Pro maly ihel Ay mizeme psat

Vzdalenost sousednich maxim na stinitku je tedy Ay =
~ A

Ay =~ Ao

Cvicéeni 8.6. Uvazujte rovinné rozhrani dvou transparentnich prostiedi s indexy lomu ny a no.

Uvazujte dopadajici a proslou harmonickou postupnou vinu. Vlnové vektory ki a ks lezi v roviné

kolmé na rovinu rozhranf a s normélovym vektorem sviraji ihel Y1, resp. ¥o. Na zdkladé podminky
le = k:QH (tato podminka plyne z podminky spojitosti teénych slozek elektrického pole na rozhrant,

A
- Ap
2sin 55

E1|| = EQH) odvod'te Snelliiv zédkon lomu.
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Reseni: Pro téel této dlohy si nakreslime podobny obrézek jako minule, tedy

Vinové vektory si tedy mtuzeme vyjddiit pomoci vyse zavedenych tihla jako

El = ]{31 (COS 191, sin 1917 O), Eg = kg (COS 192, sin 192, O) (328)

Slozky vlnovych vektoru rovnobézné s rozhranim jsou tedy velmi jednoduché, El | = (0, k1 sindy,0)
a E2H = (0, kg sin 2, 0). Odtud tedy dostaneme podminku k; sin; = ks sin 5. Index lomu je dén

pomérem rychlosti svétla a fazové rychlosti, tedy n; = U—Cl = % Odtud jiz dostdvame znamy
Snelltv zakon lomu:

n1 sint = ng sinvs. (329)

Uvazujeme-li ny; > ny (druhé prostied{ je opticky Fids{), dostdvdme pro druhy thel vztah sin s =
Z—; sin 1. Pro dostatecné velky uhel ¢, tak nastane situace, kdy je prava strana vetsi nez jedna a
Y9 tak vubec nelze najit. To znamend, ze do druhého prostiedi se nesiti postupnd vlna (dochdzi k
tzv. totdlnimu odrazu). Kriticky ihel 9, je tedy dany vztahem sin,. = Z—f

Cviceni 8.7. Méjme stejné zadani jako v pfedchozi dloze. Uvazujte nyni rozhrani téchto dvou
prostiedf: transparentni prostfedi o indexu lomu n a ionosféru s plazmovou frekvenci w,. Odvod'te
piislusny zakon lomu.

Reseni: Lehce modifikujeme postup z predchoziho piikladu. Tam jsme si odvodili podminku
k1 sint; = ko sindy. Nyni ale mame na jedné strané ionosféru, kterou povazujeme za plazma; jeji
disperzni vztah je tedy w? = w? + ¢*k*. Uvazujme pro jednoduchost pouze w > wy, tak aby se
prosla vina mohla v ionosféfe §itit. Vinova ¢isla v jednotlivych prostiedich tedy muzeme vyjadiit
vztahy

ki = gn, ko = 71). (330)
c c
Po dosazeni dostavame zdkon lomu ve tvaru
W 2
nsindy = /1 — (i) sin do. (331)
w

Index lomu je vzdy n > 1 a odmocnina na pravé strané /1 — (wp,/w)? < 1. Vyjaddifme-li sinus
druhého uhlu: sin¥s = ——L—— sin¢};, muzeme opét prozkoumat mezni hodnotu thlu ¥, pii
2 \/W 1 pet p 1, P

kterém bude 2 = F; ktery vychdzi

sind, = % 1- (ﬁ)z (332)



Cviceni 8.8. Ukazte, ze elektromagneticka stojatd vlna tvaru
. . 1
E = (Acoswtcoskz,0,0), B= (O, —Asinwtsinkz, O) , (333)
c

kde w = ck, spliiuje Maxwellovy rovnice ve vakuu. Urcete hustotu elektrické a magnetické energie
a Poyntinguv vektor.

Reseni: Vakuové Maxwellovy rovnice (bez ndboji a proudi) maji tvar

. _ . B _  10E
divE=0, divB =0, mtE:A%g, nnB::?%g. (334)
Prvni dvé rovnice jsou trividlné splnény:
= E{L’ . >3 B
divE = a@x =0, divB = 88—; =0. (335)
V druhé sadé rovnic dostdavame
- 0E, O0F, )
rot K = (0, 5, 3y ) = (0, —Ak coswtsin kz, 0), (336)
- B B 1
rot B = fb,o, 9B, = —-kAsinwtcoskz,0,0 |, (337)
0z or c
OB 1
- = <O, ——wA coswt sin kz,()) , (338)
ot c
1 OF 1.
ERr (—CQwA sinwt cos kz, 0, O) . (339)

Vidime, ze Maxwellovy rovnice opravdu splnime, je-li w = ck. Hustota elektrického a magnetického
pole jsou dany vztahy

1 1
= —eE? = _—DB2% 340
we = 5B, wn = - (340)
Po dosazeni tedy dostavame
1 1 1
wg = —egA% cos? wtcos® kz, wp = —— Asin? wtsin® kz = —¢gAsin® wt sin® kz. (341)
2 212 2

Snadno dosadime do vztahu pro Poyntinguv vektor:

— 1 — — 1
S=—EXB= (0,0, — A? cos wt sin wt cos kz sin kz)
HoC

fo (342)

A2
= (0, 0, —— sin 2wt sin 2kz> .
4/100

Cviceni 8.9. Larmorova formule. Ukazte, ze integraci Poyntingova vektoru S radiaéniho pole

Eaq od urychleného néboje,

o, . 1 q dy(t,
Erad(rvt): J_( )

Cdmeg 1
pres sféru poloméru r dostanete Larmorovu formuli pro celkovy vyzafovany vykon P vysilané
elektromagnetické viny,

)

2
Hoq™ o
P(t,r) = a“(ty).
(t.r) = BT a2,
Retardovany cas t, je t, =t — Z. Poyntingtv vektor md tvar S = /%OE' x B = i—‘(’)Ez 1, kde 7 je
smér §ireni kolmy na myslenou sféru.
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Reseni: Viz skripta kapitola 6.3.6.

Cviceni 8.10. Uvazujte vlnovod obdélnikového prufezu a = 5cm a b = 10cm. Jakou nejmensi
frekvenci fp muze mit elektromagnetickd vlna, aby prosla vlnovodem bez tlumeni. Vypoctete
fazovou a grupovou rychlost (jako ndsobek c), jejiz frekvence je f = 2 fo. Jaky nejvyssf méd
mg lze vybudit pro &ifici se vinu této frekvence? Pro vinu s frekvenci f = % fo urcete vzdalenost,
na niz amplituda vlny poklesne e-krat.

Reseni: Obdélnikovy vinovod je nekoneénd trubka obdélnikového prufezu jako na obrazku:

N / z
a
0] b >y

Stény jsou z dokonale vodivého materidlu. Vyresenim Maxwellovych rovnic s okrajovymi podminkami,
kde pfedpoklddeme zavislost E pouze na (y, z,t), vyjde uvniti elektrické pole E = (E,,0,0), kde
E, = E,(y,z,t) je superpozici médu ve tvaru

Eu(y, 2,t) = Esin (%) eilwt=hz), (343)
kde konstanty w, k a m € N spliuji disperzni vztah
2

w? = (m;m) + k2. (344)

Vidime, Ze pro dané m mé tato rovnice redlné resenf pro vlnové ¢islo k jen pro w > wmin(m), kde
mmc 1

Wmin(m) =
kterou se muze cokoliv vlnovodem §ifit bez tlumeni, wy = %5°. Odtud fo = 52 = 5. V nasem
ptipadeé je

3108
- 2.0,1

Fazova rychlost je dana podilem v, = w/k. Odtud tedy

fo Hz =1,5GHz. (345)

m2w?
vo(k) =c\[1+ kT?O (346)

Potfebujeme si ale vyjadfit v, = v, (w), musime tedy do pravé strany dosadit za k z disperzniho

vztahu:
m2w3 w? c
L+ 2.2 2 ¢ 2_ .2 2 3 (347)
w? — m2wg w? — m2wj /1 _ (mﬂ)

Mame najit hodnotu fazové rychlosti pro w = %wo, tedy f = 1,875 GHz. JelikoZ fiinm) = m -

cvvs

Vg <Zw0> = gc. (348)
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Grupovou rychlost jako funkci k dostaneme zderivovanim disperzniho vztahu podle k s vysledkem

vg(k) = ———— (349)

wZm?
Vit

Po dosazeni za k z disperzniho vztahu dostaneme grupovou rychlost jako funkci w s presné
prevracenou zavislosti nez u fazové rychlosti:

w? — m2w? \/ wo\2 m=1 3
vg(w) = c\/2 =ci/1— (m—) = 3 (350)

w w

Rovnéz jsme uz odpovedéli na otdazku, jaky nejvétsi mod lze vybudit — pouze prvni. Je-li frekvence

W < Wmin(m), Pak nelze najit redlné k spliiujici disperzni vztah. Ansatz k = —ix vede na w? =
m2w? — ¢?k?, kde k pak vystupuje v exponencidlné tlumené stojaté viné nesitici se vinovodem:
mm ,
E.(y,z,t) = Eysin (Ty) eltem (351)

Po vyjadreni z disperzniho vztahu koeficient x vyjde

1
k= —y/mPwi — w?. (352)
c

Nejméné se tlumi vlna pro m = 1, zde mame w = %wo a tedy k = 35% = %. Resime tedy tlohu
e " =e ! tedy kz =1. Odkud z = k™! = 675r§‘0 ~ 2 107 'm ~ 5cm.

9 Polarizace

Cviceni 9.1. Jak se zméni intenzita kruhové polarizovaného svétla po pruchodu polarizdtorem?

ResSeni: Postupnd elektromagneticka vlna Sifici se ve sméru osy z mé obecné elektrickou slozku
v komplexifikovaném tvaru (na daném misté z = zg) tvaru

. . ip1 ) 5 .
E(t) _ Exoi:ez(thrcm) + EyO gez(wt+g&2) _ <§:22up2> et — Eelwt, (353)

kde T a i oznacuji jednotkové vektory ve smérech os x a y.

Orientace polarizatoru je ur¢ena osou propustnosti popsanou jednotkovym smérovym vektorem
1. Je-li E;, dopadajici vlna a E,,; prosla vina, jsou jednotlivé vlny vztazeny jako

— —

Eour = (Eyy - 7). (354)

To se da prepsat jednodusSe v feci prislusnych komplexnich vektoru Ein a Eout, dostaneme

= o

Eout = IP'FiEina (355)

kde P5 je matice projektoru na osu se smérem 7. Explicitné pro i = (n,n,) dostdvime

2
Py = < N "“;y> . (356)

NgNy Ny
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Intenzita elektrického pole je dana predpisem

N oy _ 1 [e a0 D)
T\ = 52 (B B = 5 2 (1B 1) (357)

kde E = (El,EQ)T. Typicky pfi vypoctu intenzity nebudeme psat faktor \/%7 budeme tedy
uvazovat vztah I = <EQ>, to odpovidd pouze zméné jednotek, ve kterych intenzitu méfime.

Zde je dopadajici svétlo kruhové polarizované. To je charakterizované podminkami E,¢ = Fyo =
Eg a 1 — o2 = 5. Rozdélme nyni vypocet podle toho, jestli chceme piiklad pocitat ,vektorove®
anebo ,,maticové®:

Vektorové: Kruhové polarizované svétlo muzeme zapsat

—

Ein = EoZ cos(wt + ¢) + Egyf cos(wt + ¢ £ §) = EpZ cos(wt + @) F Epijsin(wt + ). (358)

Vstupni intenzita pak je
_, 1 1
Iin = (E%) = 5Eg - 5Eg =FE}. (359)

BUNO miiZzeme uvazovat smér propustnosti polarizatoru ve sméru @ = & = (1,0)7. Tedy akce
linedrniho polarizatoru bude

Eout = (Ein - T) T = Eo T cos(wt + ). (360)
Jednoduse spocteme vystupni intenzitu

. 1 1
Iout = (E2%,,) = §E§ = §Im. (361)

2,
Maticové: Pro kruhové polarizované svétlo mé vektor Fj, tvar

5 ; 1 io (1 1
Ein = Eo€ ® (eﬂ:“;) = EQB ® <:|:Z) ~ EO (il) 5 (362)

kde jsme v posledni tpravé odstranili spoleé¢nou fazi, kterd neovliviiuje polarizaéni stav. Vidime,
Ze intenzita vstupujici viny je jednoduse

1/ = - 1
I =5 (|BAP +1Es]?) = 5 (B + B}) = B (363)

BUNO muzeme uvazovat smér propustnosti polarizdtoru ve sméru 7 = Z = (1,0)”. Potom

projektor nabude tvaru
Py = ((1) 8) . (364)

Svétlo za polarizatorem Eout tedy

Eout = PﬁE_:’Ln = EO (é) . (365)
Vystupni intenzita tedy je
1/ - . 1 1
Tout = 5 (‘E1|2 + |E2|2) = iEg = §Iin~ (366)

Cviceni 9.2. Jak se zméni intenzita nepolarizovaného svétla po pruchodu linedrnim polarizatorem?
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Reseni: Uplné nepolarizované svétlo intenzity I, si lze predstavit naptiklad jako linedrné polari-
zovanou vinu, jejiz smér 7 = 7i(t) se zcela ndhodné méni v case. Oznacéme jako 0(t) dhel, ktery svird
smér 77 s osou propustnosti linedarniho polarizatoru. Podle Malusova zdkona je okamzita intenzita
proslé viny

Iui(t) = Iy, cos® 6(t). (367)
Piistroj, kterym meéiime intenzitu I, (t) vSak nedokdze méfit okamzitou intenzitu (svétlo svoji
polarizaci mén{ pifli§ rychle), ale pouze jeji stiedni hodnotu pres dobu méfeni piistroje t,o,:

Tout = Iin(cos? 0(t)), (368)

roz

Jelikoz se 6(t) méni zcela ndhodné, kazdy thel je zastoupen zcela rovnomérné. Casovou st¥edni
hodnotu muzeme nahradit primérem pies ihly:

Iow = 1; 1/%(;0529(19— s (369)
out — Lin 27‘( o —2 m-

Cviceni 9.3. Uvazujte linearné polarizované svétlo E = Ey 7 coswt. Dejte mu do cesty N po-
larizatorti, kazdy s osou propustnosti otocenou o 5% oproti piedchozimu (a prvni oproti roviné
dopadajiciho svétla). Jakd bude intenzita proslého svétla pro N = 1, N = 2 a obecné N € N? Jakd

je limita pro N — 4007

ResSeni: Na predndasSce jste si odvodili, ze dopada-li svétlo linearné polarizované ve sméru 7, na
linearni polarizator s osou propustnosti 775, budou vstupni a vystupni intenzita vztazené Malusovym
zakonem:

Iout = Iin cos? 0, (370)

kde @ je tihel svirany vektory 7y a iiy. Intenzita pivodni viny je Iy = (E2) = 1E3.

(i) Pro N =1 dojde k jednomu otoceni o tihel 7. Vyslednd intenzita je Iélll)t = Iy cos? 5 =0.
(ii) Pro N = 2 dojde k dvéma otocenim o tihel 7. Vyslednd intenzita je dand vyrazem

1(2) = (I 2 2 _ 1[

out = (locos® Z) cos® T = 110 (371)

(iii) Pro obecné N € N dojde k N otocenim o tihel 5%. Vyslednd intezita je tedy

I8 = Iy cos?™ () . (372)

out 2N

Plat limg_s 4 o0 cos® (%) =1 atedy imy_ 400 Igf:[t) = Iy.

Cviéeni 9.4. Uvazujte obecné elipticky polarizované svétlo. Vlozite mu do cesty polarizator s osou

propustnosti 7 = ijg Ukazte, ze pro intenzitu vystupniho svétla plati

1
Lot = 5(135 + 1) + Iy, (373)

kde Loyt = <E§ut>7 I, = <E3>7 I, = <E321>a Iy = (B Ey).

3Tuto limitu lze spo¢itat napifklad takto:

. . Incos T
lim cos” (%) = lim exp (7r = )
k—4o00 k—+4oc0 13

Incosz
x

Nyni staci ukazat, ze limg_0 = 0. Pouzitim ’Hospitalova pravidla

. Incosz . sinx
lim 1 = 0.
z—0 x z—0 cosx
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Reseni: 7 divodu definic jednotlivych intenzit se v tomto pifkladé vyplati pracovat s obecnym
vyrazem pro elektrické pole v roviné xy a nerozepisovat ho podrobné do ptislusnych harmonickych
vin.

Vektoroveé: Obecné elipticky polarizované svétlo méa tvar E=E, 7+ E,y. Po prichodu pola-
rizatorem dostaneme

—1 = o\ - E'r E1 —
Eopu = (E-7)fl = <\/§ + \é) i, (374)

jelikoz - =y -1 = % Vyslednd intenzita je pak

4 E,+E,\" _ 1 1
Touwt = <Egut> = <<\ﬁy> n2> = §<E§ + E@% +2E,E,) = 5(1} +Iy) + Loy (375)

Maticové: Obecné elipticky polarizované svétlo mé tvar

B @y) . (376)

Projektor na osu @ mé tvar

e, )0 )
Po pruchodu polarizatorem tedy dostaneme
By = Pafi = % (g ! g;) . (378)
Vyslednd intenzita je pak
Ious = (E2,,) = <2i(Ew + Ey)2> = %(Ei +E2 +2E,E,) = %(Igc + 1) + Iy (379)

Cviceni 9.5. Indexy lomu krystalického kiemene pro svétlo o vinové délce ve vakuu A\g = 500 nm
jsou ny = 1,544 a ny = 1,553. Uréete nejmensi tloustku étvrtvlnové desticky vyrobené z tohoto
materialu.

ReSeni: Mdme-li dva na sebe kolmé sméry 71, a 7o tak, Zze se svétlo v krystalu v prvnim sméru
§iti s indexem lomu n; a v druhém s no, muzeme prichazejici vinu psat ve tvaru

Ein = Elﬁlei(wt-"_wl) + Egﬁgei(wt+¢2). (380)

Cestou skrz desticku o tlousfce d se faze v jednotlivych vindch zméni o kid, resp. kod, na vinu

tvaru
Egu = Byity e’ Ter—hid) o By ei(witea—hod), (381)

Rozdil fézi ¢ se pruchodem zméni na @1 — o + Ay, kde Ap = (ko — k1)d. Pro studium polarizace
jsou konkrétni hodnoty fazi irelevantni, proto lze vektor elektrického pole FE,,; psat jako

Epur = Eyiiy @ e1t89) 4 By ei(@ttes) (382)

(do obou exponencial jsme pricetli fazi +kad). Mdme disperzni vztah k = 2w a pro vakuum ko = %
aky= ?\—” atedy Ap = (ng —n1)%d = %(TLQ —ny1)d. Volime-li sméry tak aby ny > n1, vyjde tedy

0

vev s
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Ctvrtvlnovéa desticka mé posunout fizi o ¢tvrt viny, tedy Agp = 5 Resfme tedy rovnici

T 27
— —nq)d. 383
;= (2 = m) (383)
_ 51077
Odtud d = PTe 7n1) 19.10=5 ~ 0,014 mm.
Cvicéeni 9.6. Zapiste matici Do, pro vlnovou desticku s osou 7y = 5\4/%@7 (a k ni kolmému sméru
flg = %)

Reseni: Protoze vlnova desticka jen pficte fazi Ay komponenté vlny ve sméru 7; (tedy ose
prislusejici mensimu indexu lomu), je matice vlnové desticky dand predpisem

Da, = e2°Py, + P, (384)

Matice projektoru na obecnou osu 7 = (n,,n,)? je tvaru

2
P, = ( e "Igy> (385)
1/1 1 1

NaMy N
1 -1
(_1 1 ) . (386)
Dosazenim do vySe zminéného vztahu tedy dostavame

S B | i8¢ [ cos A% sin A“a
Dap = 2 (eiAw —1 b)) T zsm% cosﬂ ' (387)

a tedy pro sméry 711 a 7y dostaneme konkrétné

Vsimnéte si, ze z hlediska polarizace muzu komplexni jednotku pred matici zapomenout — méni mi
faze obou slozek stejné, je tedy irelevantni, miizu tedy psat vysledné Da,:

Ayp Ayp
COS - Z Sln
Do, ~ (003 &) (358)

isin 52 cos

Cviceni 9.7. Uvazujte linedrné polarizované svétlo E = Ey% cos(wt). Dejte mu do cesty pulvlinovou
desticku s osou orientovanou ve sméru 77 = % Jaky polariza¢ni stav bude mit svétlo po prichodu

destickou? Jak se zméni intenzita?

Reseni: Vektorové: Jelikoz elektrické pole vstupujictho svétla nenf rozepsané ve sméru osy
vlnové desticky 77 = % (a k ni kolmé \/iy ), nemuzeme zatim jen jednoduse pii¢ist fazi m jakozto

akci vlnové desticky. Musime si nejdiiv vstupni svétlo do téchto sméru prepsat, tzn. chtéli bychom
najit nésledujici koeficienty linearni kombinace « a 3:

" 96+y

(389)

Po pfepsani
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Vektory Z a ¢ jsou linedrné nezavislé, tedy zavorky musi byt nulové a tedy o = 8 = % Piipadné
muzeme piepsani udélat bez vypoctu: & = %(f—t— T+y—v9) = % (fi\/é’7 + %) Vstupni svétlo lze
tedy zapsat ve tvaru

EyT+7y EyZ—79
Lozty coswt + =y
V2 V2 V2 V2

Akci vlnové desticky nyni provedeme trividlné:

E:

cos wt. (391)

= Ey &+ EyZ—y
Eout = — cos(wt +m) + — cos wt, 392
pfictenim faze m do elektrického pole ve sméru 5%217 Pouzitim vzorce cos(z 4+ 7) = — cos x muzeme
psat
= EyzZ+y Eyz—-y . .
Eoyt = ——— coswt + —= coswt = —Eyycoswt ~ Egy coswt. 393

(v posledni tpravé jsme posunuli celkovou fazi o 7, abychom se zbavili znaménka minus, tato
uprava neméni polarizacni stav). Po pruchodu vlnovou destickou dostanete linedrné polarizované
svétlo s rovinou polarizace ve sméru osy ¥, tedy oto¢enou o 90° oproti puvodni! Navic mé stejnou
amplitudu jako puvodni svétlo, tudiz nedoslo ke ztraté intenzity (narozdil od piikladu !

Maticovéﬂ Stac¢i dosadit Ay = 7 do predchoziho ptikladu abychom dostali matici

:cos% isin%ZOiN01
D <isin’2r cosg) <z 0> (1 0/’ (394)

kde jsme v poslednf rovnosti vyndsobili matici komplexn{ jednotkou ™ = —i (celkové fize nemén{
polariza¢ni stav), abychom nalezli co nejjednodussi tvar matice D,. Nase vstupni svétlo ma pola-

rizaéni vektor E = (Eo,0)T. Progla vina tedy

Eout =D, Eo = 0 — Eout = EOgCOS wt. (395)
0 Ey

Zjistili jsme, ze prosla vlna je linedrné polarizovand s rovinou polarizace ve sméru osy ¥, tedy
otocenou o 90° oproti puvodni! Navic m4 stejnou amplitudu jako puvodni svétlo, tudiz nedoslo ke
ztrété intenzity (narozdil od piikladu [9.3)!

Cviceni 9.8. Kruhovy polarizator je linearni polarizator néasledovany ctvrtvlnovou destickou s
osami nato¢enymi o 7/4 oproti ose propustnosti linedrniho polarizdtoru. Ukazte, ze v zdvislosti
na volbé os vlnové desticky dostaneme levotocivy nebo pravotocivy kruhovy polarizator, ktery
jakékoliv svétlo prichazejici ze strany linearniho polarizatoru prevadi na korespondujici kruhové
polarizované svétlo.

~rv s

Ukazte, ze levotocivé polarizované svétlo sifici se ze strany vlnové desticky se pohlti v pra-
voto¢ivém polarizatoru.

ResSeni: Zvolme si BUNO osu linedrniho polarizatoru ve sméru Z. Ctvrtvlnovou desticku pak
miiZeme orientovat bud s osou ve sméru z\%y (a k nf kolmou %) anebo obracené, tj. s osou ve
sméru % (a k ni kolmou L\E’) Dle volby natoceni tedy osa ¢tvrtvinové desticky svird s osou x

thel £7.

47Zde se fesenf zd4 o mnoho kratsf nez vektorovym zptisobem, ale je to tim, Ze jsme si jiz vSechno pfedpocitali v

piikladu @
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Vektoroveé: Z piikladu vime, ze svétlo vstupujici do vinové desticky lze zapsat ve tvaru

. B 74 =
FE; ——Ox+ycoswt+—0x y

TV2 V2 V2 V2

Ctvrtvlnova desticka pficte fAzovy posun 7 do vlny v pfislusném sméru. Pri¢teni fize v komponenté

cos wt. (396)

’3\;517 muzeme také zapsat jako odecteni fiaze v komponenté 5%21; . Muzeme tedy zapsat akce vinové
desticky pro obé moznosti jako

—

g, it Byi-j

kde znaménka u fazového posunu +7 koresponduji se znaménkem 1hlu osy vlnové desticky +7.
Pouzitim vzorce cos(xz + §) = Fsinz miZeme psat

cos wt, (397)

cos(wt £ §) +

- EyZ+7v . EyZ—1y
By = F—="—Zsinwt + — —== coswt, 398
TR TR e (398)

coz je zjevné kruhové polarizované svétlo (mé stejnou amplitudu v obou smérech a u jednoho je
sinus a u druhého cosinus). Které z nich je levotocivé a které pravotocivé? Vyneseme-li si do roviny
xy vektor elektrického pole E,,; v malém kladném case wt = +-¢:

Y

V malém kladném case mit{ vektor elektrického pole téméf cely do sméru ?\Ej a dle znaménka

u sinwt miff trochu do/proti sméru vektoru % Vidime tedy, ze pro kladné znaménko se E
otaci proti sméru hodinovych rucicek, jednd se tedy o levotocivé polarizované svétlo, pro zdporné
znaménko jde o otaceni po sméru hodinovych rucicek, tedy o svétlo pravotocivé polarizované.
Pravotocivy polarizator je tedy ten, kde vinova desticka méla osu orientovanou ve smeéru % ,a

levotocivy ve sméru 22,
y 72

Zbyva poslat levotocivé polarizované svétlo do pravotocivého polarizatoru z druhé strany. Za
vstupni svétlo tedy vezméme
~ Eo 2+ EyZ—y
Ei,=— sinwt + —
V2 V2 V2 V2
a posleme ho do otoc¢eného pravotocivého polarizatoru, takze prvni narazi na ¢tvrtvinovou desticku
a poté na linedrni polarizator. Zde je dulezité si uvédomit, Ze pfi otocent vinové desticky se zméni

cos wt (399)

smér jeji osy! Tzn. otoCeny pravotocivy polarizator méa vlnovou desticku s osou ve sméru L\;ﬁy
Svétlo po pruchodu touto destickou bude

o Eyr+7v . EyZ2—v . .

E = Y sinwt — =2 Y sinwt = Epysinwt (400)

out — \/i \/§ Sin \ﬁ \/§
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(pouzili jsme znovu cos(z + §) = —sinz), coz je linedrné polarizované svétlo ve sméru i a to se
plné pohlti v linedrnim polarizatoru s osou propustnosti Z.

7 - e a1 . . oo
/3 Jsme si piislusnou matici Da, jiz

Maticoveé: Pro ¢tvrtvinovou desticku s osou 7y =
odvodili ve cvicent Staci dosadit Ap = Z:

T e w 5 .
Dz, = (004 ")~ V2 (1) (401)
27 isiny  cos % 2 \7 1

4
Pokud m4 vlnova desticka osu orientovanou ve sméru ni_ = % (kterd je kolm4 ke sméru 7y =
%) musime prohodit matice Pz, a Py, v fesen{ pitkladu tedy:

4z cosy —isin} Nﬁ 1 —i
)_"'_e4<isin;r COS”) 2 \—i 1)° (402)

4

V2 (1 +i
Dwi:Q(ﬂ 1)- (403)

D

[NERNE]

1 /14¢% 1-¢
- T 9 ez 1+e¢

Muzeme tedy celkové psat

Svétlo vstupujici do desticky ma polariza¢ni vektor tvaru Em = (Ep,0)”. Za vInovou destickou
pak dostaneme svétlo

5 S V21 46\ (B Ey (1 Ey [ 1
Bou =DgaBin=5"\4; 1) 0)T 5\x) = B \e=3) (404)
Obé slozky majf stejnou amplitudu a jsou fazové posunuté o =3 — jednd se tedy v obou pifpadech

o kruhové polarizované svétlo. Levotoéivost/pravoto¢ivost rozhodneme piepisem do vektorového
tvaru

i EO N o g s Re EO - N
Eout = —= (x et geilwtts )) = — ( coswt + ¢ cos(wt £ %) ) (405)
V2 V2 ———20
Fsinwt

Smysl otaceni elektrického pole je zndzornén v nasledujicim obrézku:

Y

Pro + sinwt (a tedy osu vlnové desticky i_ = i\;;) mdame otdcen{ proti sméru hodinovych rucicek,
tedy levotocivé polarizované svétlo. Pro —sinwt (osu 7iy = f\gj) po sméru hodinovych rucicek —

pravotocivé polarizované svétlo.

Posleme nyni levotoc¢ivé polarizované svétlo, tzn. se vstupnim vektorem

B, — B, (e_1> _ B (_12) (406)
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do otoceného pravotocivého polarizdtoru (tzn. toho, kde méla vinova desticka osu ve sméru 7, ).
Otoceni samoziejmé zméni poradi optickych elementu — nejprve svétlo dopada na vinovou desticku
a poté na linearni polarizator. Otoceni ale ma také za nasledek, ze osa vlnové desticky zméni smér
na 7! Akce oto¢eného pravotocivého polarizatoru je tedy

erme - 50 () ()50 D)0 o

Nic tedy neprojde.

Cviceni 9.9. Do optického piistroje vstupuje linedrné polarizované svétlo ve sméru & s intenzitou
Iy. Urcete elektrické pole (a pojmenujte pifslusné polarizaéni stavy) a intenzitu svétla za kazdym
z optickych elementu v nésledujicim pfistroji sklddajicim se po fadé z nésledujicich optickych
elementu:

- o Ftg.
olarizétor s osou 17 =
p Vol

pulvlnové desticka s osou 7 = ¥;

polarizator s osou ;

<y

T—

72

¢tvrtvlnova desticka s osou 77 =

Reseni: Vektorové: Vstupni svétlo mé elektrické pole tvaru Eo = FEyZ coswt, jeho intenzita je

Iy = (E_'E> = %Eg Po pruchodu linedrnim polarizdtorem ziskdme pole
Ey, = (E-it)i = Ey (fﬁg) f—i_gcoswt:&f—i_gcoswt (408)
V2 ) o\2 V2 V2 ’
tedy linearné polarizované svétlo s rovinou polarizace ve sméru 5\'}%‘7 Intenzita je pak I; = <E‘?> =
2 —

%% = %IO. Déle svétlu stoji v cesté vlnova desticka s osou 1 = g/, pole E; staci rozepsat jako

_, E E

E, = %iz’cos wt + 705005‘ wt (409)

a pak piicist fazi 7 (pulvlnova desticka) ke slozce ve sméru ¥

—

Lo 7 —y

V2 V2

=  FEo,

E
Ey = 2 Fcoswt + —2jfcos(wt + ) =
2 g VT

coswt. (410)

— cos wt

Za vinovou destickou mame tedy linedrné polarizované svétlo s rovinou polarizace danou smérovym
T—q . . . = E2 . . . . L.
vektorem T\/iy. Jeho intenzita je I, = (E%) = =21 = I — vlnova desticka intenzitu neméni.

Polarizdtor s osou propustnosti 77 = ¢ jednoduse anihiluje slozku elektrického pole ve sméru -

— —

E E
Es=(Ey-§)y= —%gj’coswt ~ 70§'coswt (411)

(zbavili jsme se znaménka minus, protoze predstavuje jen celkovy posun fdze o 7). Intenzita je

~ 2 =i
Iy = (E3) = 3 vl

= i]g. Na zaveér svétlo prochazi ¢tvrtvlnovou destickou s osou 77 = . Musime
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Provedeme analogicky vypocet

£=7 3 (k ni kolmému) 5\2‘7
I+g
(f f) tedy
(412)

<
|
<y
_l’_
8
|
&
I
Sk

tedy nejprve pole Eg zapsat ve smérech

jako v prikladu a dostaneme ¢y = % (
E = —EO Ghs zjcoswt — —EO Ty cos wt
T2 2 2v2 V2 '
S

ok
sinwt) . (413)

Ctvrtvlnové desticka pricte fazi § do ¢dsti viny ve sméru
E S o
0 < Ty cos wt + Y
V2

22\ v2

- E Ey 7—1v
0 +y Ccos w t——o ycos(wt—l— )
— sinwt

Ey=
Zjevne se jednd o kruhoveé polarizované svétlo. Pravotocivost /levoto¢ivost rozhodneme podle smyslu

otaceni elektrického pole

1

Vektor elektrického pole se tedy toci proti sméru hodinovych rucicek a jedné se tedy o levotocivé
2
=5 (% + 5) = i]o (opét, vlnova desticka

8

kruhové polarizované svétlo. Jeho intenzita je Iy = (E3)

neméni intenzitu)
Maticové: Vstupni svétlo ma polarizaéni vektor tvaru
> 1
Ey=Eo (414)
a vstupni intenzita je Iy = % (E2 + 02) LE2. Polarizitor s osou propustnosti ve sméru 5\2‘7
zapusobi pomoci projektoru
5 s 1(1 1\ (E)\ _1(E Ey (5
E1 =PsigEg == == =— 2. 415
I 2(1 1)(0) 2<E0> 22 \ 7 (415)
Za polarlzatorem je tedy linearné polarizované svétlo s rovinou polarizace ve sméru \7‘” Intenzita
jel; = (E2 + E2) = 1],. Pulvlnova desticka zapisobi dale jako
5o G [ir 5 0 0 1 O\|/3E\ (1 0\ [iE)\ 1/(E
Ea=vogfi= e r B= e (0 1)+ (o 0)] (50) = (6 %) (32) =5 (%,
16)
=1(GE+ iEg) = 11y — vlnova desticka intenzitu neméni

Intenzita po pruchodu destickou I

Opét mezi komponenty polarizacniho vektoru E nenf zadny fazovy posun, tudiz se jednd o
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linedrné polarizované svétlo tentokrdt s rovinou polarizace ve sméru ‘/L;E’ (muzeme psdt Eo =
Eq (L fL)T)
2V2 V2 V2

Polarizdtor s osou propustnosti 77 = ¢ zapusobi nésledovné

-, -, 0 0 Lo 0 Ey (0
foni()(5)-(5)-20) e
Opét se jednd o linedrné polarizované svétlo s rovinou polarizace ve sméru 4 s intenzitou I3 =
1(p2 L Ba) -1
(05 + ) =zl

V poslednim kroku mame ¢tvrtvlnovou desticku s osou 77 = %2”7 Komplementarni smér je tedy

n = 5%217 Jeji matice je tedy ddna vztahem Dz = e'3 Py + Pyr. Explicitné

TS WA TR AN U4 TS AN U4 T A B AN G v .
Dgﬁ_e%(—l 1>+2<1 1)‘2(1—¢ 1+i>_\/§<1}; N (418)

INE]
9

N
INE]
aQ

L (et e Y 1 e (1 1 (1 —i
Tv2\ei et ) TR - 1) T e\ 1)
Vysledné svétlo pak je
2, 2, 1 1 —i 0 Ey (—i Ey (e‘ig)
Ey=Dz zFE3 = — . = — = — . 419
! B \/§<Z 1)(%)) 2\@(1) 2v2 \ 1 (419)

Mezi jednotlivymi komponentami elektrického pole (se stejnou amplitudou) je fazovy rozdil 7,
jedna se tedy o kruhové polarizované svétlo. Po rozepsani do vektorového zapisu

= EO i(wt— T i Re EO
E,=—— (fel(“t 5) 4 *el“Jt) = —(fcos wt — % —&—_’coswt) 420
=5 geiet) & S (Feostwt — 3) 47 (420)
sin wt
nyni snadno rozhodneme o smyslu otaceni elektrického pole:
Y
+sine
cose g

Jednd se tedy o levotociveé polarizované svétlo, jelikoz se vektor elektrického pole v roviné xy otaci
2
proti sméru hodinovych ruéicek. Vysledna intenzita je Iy = %% (141) = Iy — vInové desticka

opét neméni intenzitu.

*Cviéeni 9.10. Jakym hodnotdm Stokesovych parametru P, P, a P3 odpovidé linedrné, resp.
kruhové polarizované svétlo. Vysledky zakreslete.
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ReSeni: Stokesovy parametry jsou pro elektrické pole E(t) = (E, (t), Ey(t)) dény nasledujicimi
vyrazy:

p =\ (B QEE) (2Bt 5)B,) (421)
(E2) + (E) (E?) + (E}) (E?) + (EY)
Uvazujme svétlo linedrné polarizované ve sméru 7, tedy E (t) = Eomni coswt. Odtud
E.(t) = Eyn, coswt, Ey(t) = Egny coswt. (422)
Odtud zjistime, ze plati vztahy
(B2) = E3nd(cos” wt) = sEgn?,  (E2) = JEin, (423)
Pii vypoctu P, potiebujeme stiedni hodnotu
(2E,E,) = (2E3n,n, cos® wt) = E3ngn,,. (424)

Koneé¢né, pro vypocet P53 potfebujeme stfedni hodnotu

(2B, (wt — Z)Ey) = 2 (Ejnyny coswt cos(wt — 3))
= 2E3n,n, (cos wt sin wt) (425)
= Egngn,(sin 2wt) = 0.

Nyni zbyva dosadit do Stokesovych parametri, dostdvdme

_ .2 2
Pl—nx—ny,

PQ = QTZITLy, P3 =0. (426)

Zapiseme-li sin, = cos any, = sinf, pak P; = cos20, P, = sin20, P; = 0. V prostoru Stokesovych
parametru (Py, P2, P3) tedy dostdvdme jednotkovou kruznici v roviné P; = 0. Vsimnéte si, ze
danému bodu na kruznici odpovidaji pravé dva sméry n a —n, Stokesovy parametry jsou tedy
uréeny jednoznacéné rovinou polarizace daného svétlal

Kruhové polarizované svétlo je dané napriklad vektorem E(t) = Eg(cos wt, +sinwt). Odtud
(E?) = (E2 cos® wt) = %Eg = (EZsin® wt) = (E;) (427)
Pro vypocet P, potiebujeme stiedni hodnotu
(2E,E,) = +E3{coswtsinwt)) = 0. (428)
Koneé¢né, pro vypocet P53 potfebujeme spocitat
(2E,(wt — Z)E,) = £2E] (sin” wt) = £E}. (429)

Po dosazeni do Stokesovych parametru tedy dostavame P, = 0, P, = 0 a P3 = +1. Kruhové
polarizovanému svétlu tedy odpovidaji pdly stéry o poloméru 1.

*Cviceni 9.11. Svétlo dopadajici na linedrn{ polarizdtor je smésf linedrné polarizovaného a nepo-
larizovaného svétla. Otocite-1i polarizatorem o 60° oproti nato¢eni s maximalni proslou intenzitou,
dostanete intenzitu polovic¢ni. Urcete pomér intenzit nepolarizovaného a linedrné polarizovaného
svétla ve smési.
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Reseni: Intenzita dopadajiciho svétla I je souctem Iy = I, + I, kde I, je intenzita linedrné
polarizovaného a I, intenzita nepolarizovaného svétla. Interferenéni Clen lze zanedbat, jelikoz se
jedna o superpozici nekoherentnich vin. V zavislosti na thlu 6 k roviné linearné polarizovaného
svétla je intenzita proslého svétla I,(0) = I, cos? 6 + %In (dle Malusova zdkona a piikladu .
Progld intenzita je nejvétsi pro € = 0. Ze zaddni tedy mame rovnici 1,(0) = 2I,(+%). Po dosazeni

1 1 1 1
I, =2-1,+=-1, | ==-I,+1,. 430

I
p+2

Odtud I, = I,, — ve smési je stejny pomér linedrné polarizovaného a nepolarizovaného svétla.

*Cviceni 9.12. Smér polarizace linedrné polarizovaného svétla se rychle méni (mnohem rychleji,
nez je rozliSovaci doba méfictho pristroje) mezi ndsledujicimi dvéma stavy: @ = (cos 8y, £ sinby),
kde 0y < 7. Vypoctéte Stokesovy parametry. Urcete miru polarizace |P| = |(P1, P2, P3)| v zavislosti
na 6.

Reseni: Méame tedy elektrické pole, ve kterém se rychle stiidaji nasledujici dva stavy EtaE—:

E*(t) = Ey <jf(s)isn020> cos wt. (431)

Stiedni hodnoty slozek elektrického pole pies rozlisovaci dobu piistroje budou dany aritmetickym
prumérem stiednich hodnot pies periodu dvou stavi uvedenych vyse, tedy schematicky

1
(E4,,. =5 ((E)2 + (E7%)1) . (432)
2
Konkrétné pak
2 ]‘ +2 —92 1 2 ]. 2 ]. 1 2
(B, = 5 (<Ez yr+ (E, )T) =5 | cos 905 + cos 005 = 5 cos 0o. (433)

Uplné stejnym vypoctem vyjde <E§> = %sin2 0. Pro smiSené c¢leny pak vyjde

(2E.E)t,,. = = (2EfEf)r + 2E; E;)r)

N — N

(2E5 cos 0 sin 0 (cos® wt)r — 2§ cos Oy sin Oy (cos® wt)7) = 0. (434)

Posledni stiedni hodnota potiebnd pro vypocet P3 je

1
(2E;(wt — §)Ey) = 3 (2E3 cos 0 sin Oy (sin wt cos wt)r — 2E§ cos O sin Oy (sin wt coswt)r) = 0.
(435)
Celkové dostdvame
P; = cos? 0y — sin? 0y = cos 26y, P, =0, P; =0. (436)

Vidime, ze Stokesovy parametry vyjdou podobné jako svétlo polarizované ve sméru osy & anebo
7, ale vektor P = (Py, Py, P3) nele#f na jednotkové sféie, protoze |13| = | cos 29y|. Mira polarizace
se tedy zmensSuje se zvétsujicim se tihlem g, az pro 6y = 7 vyjde |I3| = 0, coz odpovidéd nepola-
rizovanému svétlu (pak opét roste, jelikoz pro 6y = 7 dostdvame linedrné polarizované svétlo ve

—

sméru osy )

s
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11 Difrakce

Cviceni 11.1. Maximum jakého nejvyssiho fadu muzete pozorovat v zeleném svétle o vinové délce
A = 550nm pro difrakéni miizku s 5000 vrypy na lem?

Reseni: Necht d je vzdélenost sousednich vrypt na miizce. Uhel 0, pod kterym pozorujeme
maximum m-tého fadu na stinitku je dan vztahem

sinf,, = m%. (437)

Odtud dostaneme podminku na maximaln{ ¥dd maxima ve tvaru m% < 1, tedy

d
—. 4
m <y (438)

Hustota poétu vrypl v naSem pifpadé n = 5.10°m~!. Vzdélenost sousednich vrypt je potom
d = 1/n a dostdvame podminku

1 1 1
= ~ 3,6. (439)

SN T B50-5-10%  2.75-10°1

Odtud vidime, ze pozorujeme maxima nejvyse tfetiho fadu.

Cviceni 11.2. Mohou se prekryvat spektra 1. a 2. fadu a spektra 2. a 3. fddu vznikajici na
difrakéni miizce, osvétlime-li ji bilym svétlem slozenym z vinovych délek 400-700 nm?

Reseni: Vzdélenost m-tého maxima od osy difrakéni mifzky zévisi na vlnové délce vztahem
Ym(A) = mL}. Resfme tedy nejprve podminku, zda muze nastat situace y1(A1) > y2(Ao), kde
Ao =400nm a A\; = 700nm. Po dosazeni tedy dostavame pozadavek

(440)

odkud vyjde podminka \; > 2)g. Pro zadané hodnoty toto nastat nemuze a prvni a druhé spektrum
se nikdy nepiekryvaji. Pro druhé a tfeti maximum dostaneme nerovnici

aan

kterou vySe zminéné vinové délky splni. Spektrum 2. a 3. fadu se tedy mohou piekryvat. O tom
jestli skuteéné budou rozhodnou parametry difrakéni miizky (spektrum 2. a 3. fadu vibec nemusi
byt vidét).

*Cviéeni 11.3. Difrakéni mifzka ma 500 vrypu na 1 mm. Vypocitejte tzv. disperzi, tj. velicinu

%, v okoli zeleného svétla (A = 500 nm) pro prvni a druhy Fad.

Reseni: Pro mifzku je thlova zdvislost maxima m-tého fadu déna vztahem sin 6,, = m%. Odtud
tedy 0, (N) = arcsin(m%). Disperzi pro m-ty rdd tedy dostaneme derivaci:

1
Om ey L m__ m (442)
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Hustota poctu vrypu n je v tomto piipadé n = 5-10°m~t. Odtud d = 20-10~" m. VInova délka je
A = 5-10~"m. Cislo pod odmocninou je tedy

d? —m2\? = (400 — 25m?) - 10714, (443)
Prom =1 a m = 2 tedy dostavame

db: 1 7. -1 5 -1 dby 2 7. .—1 —5.,-1
CLN) = —— - 107m ™ = 51610 °m ™!, T2(N) = ——-107m ' ~ 11,510 m~L. (444
d/\( ) 375 d)\( ) v/ 300 (444)

Cviceni 11.4. Zluté svétlo vyzafované atomy sodiku je dominované tzv. sodikovym dubletem,
jehoz vlnové délky jsou A\; = 589,0 nm a Ay = 589,6 nm. Jakd je minimélni hodnota poctu
vrypt/stérbin miizky, aby bylo mozné tyto dvé vlnové délky rozlisit ve spektru prvniho Fadu.

Reseni: Uhly7 pod kterymi pozorujeme maxima prvniho fadu pro obé vlnové délky oznacme 6
a 0. Plati pfiblizny vztah
A1 )\2
9 = —, 9 = —.
T T
Pro difrakéni miizku jsou sitky difrakénich maxim (vzdélenost mezi prvnimi nulami intenzity okolo
maxima) dané vztahy

(445)

kde N je celkovy pocet vrypu na difrakéni miizce. Aby se dala spektra obou vinovych délek rozlisit,
musi se obé pulky sitek ,vejit“ mezi dvé maxima. Dostaneme tedy vztah

é(xg M) =0 — 0y > %(69(/\1) 1 60(0)) = ﬁ(xg ). (447)

Odtud muzeme vyjadiit konstantu N jako

Ao+ A1 589.6+ 589,0
N > — ~ 1964,3. 448
“ -\ 0,6 ’ (448)

Mriizka tedy musi obsahovat alesponi 1965 vrypu.

Cviceni 11.5. Laserovému paprsku o vlnové délce A = 632,8 nm postavte do cesty vlas praméru
d. Na stinitku ve vzdélenosti L = 6 m pozorujete difrakéni maxima ve vzdédlenosti Al = 3 cm.
Jaky je prumér vlasu?

Reseni: Dle Babinetova principu je interferenéni vzor pro vlas stejny jako pro koneéné velikou
Stérbinu o sifce d. Pro stérbinu koneéné sitky d to vyjde stejné jako pro dvé tenké stérbiny d od
sebe. Vzdalenost sousednich maxim je tedy

A

Al~L-A0=L7. (449)

Odsud muzeme vyjadrit d jako funkei zbyvajicich proménnych a dostaneme

LN 6-632,8-1077

1= N~ "3 102

m=2-632,8-10""m = 126 ym. (450)

Cviceni 11.6 (Difrakéni obrazec obdélnikové Stérbiny). Naleznéte difrakéni obrazec (prubéh in-
tenzity na stinitku) obdélnikové stérbiny o rozmérech a, b.
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Reseni: Dopadé-li rovinnd vlna elektrického pole (ve sméru osy z) na piepazku s otvorem B,

je intenzita elektrického pole E = E(m,y) na rovinobézném stinitku v kolmé vzdalenosti L dana
Fraunhoferovym integralem

_ Ey . A
E(z,y) = 7062(@7191%)/ eI mEXHY) X gy, (451)
R B
kde napravo je plosny integral ptes plochu otvoru B a R = R(z,y) = \/L? + 22 + y2. Viz obrézek:
Y
A 2/

/X . —— A
g’ L

v
4

tomto pripadé velmi jednoduchy, mame vypocitat

/ e HEXTY) X gy = ( / ’ e’?"z%”XdX> ( / ei’“ﬁydy>. (452)
B -3 -4

Oba integraly daji podobny vysledek, spo¢téme si jen jeden z nich:

V tomto piikladé je B obdélnik se stiedem v (X,Y) = (0,0) o strandch a a b. Plodny integrél je v

[MEY

[} tnar = B (s o) 2Ry, (0,
_a ikx

S 453
. kr U\ R 2 (453)
Vysledné elektrické pole je tedy po dosazeni
, in [ kub
e absin () o (57)
E(x,y) = Ege'I=H0 = —— 2 T (454)
2R 2R
Intenzita I = I(z,y) je ¢asovd stfedni hodnota kvadrétu (redlné ¢dsti) tohoto pole
2 2
- E2a2b? [ sin(kz2) sin( X4l
I(z,y) = <Re[E(x7y)]2> = ng ( kLQQR LZIQbR ) (455)
2R 2
Vysledek muzeme zapsat pomoci dvou 1hli definovanych vztahy sinf, = & a sinf, = %. Potom
dostaneme ) )
I(oy) = E2a%0? (sin(%sing,) sin(% sin6,,) . (456)
’ 2R? ke ging, b sin g,
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Pro prubéh intenzity na ose & muzeme dosadit y = 0 (resp. spo¢itat lim,_,¢) s vysledkem

2

E2a2p? [ sin(%2sind,)
I(z) = =2 2 : 457
(z) 2R? ( e ging, (457)

Prubéh této intenzity je (v proménné siné,) zndzornén na nasledujicim obréazku:

e

_3A 2 A 0 2 22 3\ sinf,
a

a a a a

Q

Cvicéeni 11.7 (Difrakéni obrazec dvou stérbin). Najdéte difrakéni obrazec dvou $térbin sitky D,
jejiz stredy jsou ve vzdalenosti d.

Reseni: Zkouméme jednorozmérny problém, tedy pribéh intenzity v zdvislosti na x na fezu
y = 0. Vysledek ziskdme modifikaci predchéazejiciho vypoctu.

sy Y
A

y; | %

Spoétéme nejprve zvlast elektrickd pole od jednotlivych §térbin Ei(x) Tyto se 1isi od elek-
trického pole jedné stérbiny posunutim mezi v integralu pres X. Oproti predchozimu piikladu
tedy pocitame:

144D in(1 i
[ terax o e (otes _ o) - Dosagano DI g
2 5kDsin0
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b
kde nyni R(z) = VL2 + 22 a sinf = %. Druhy integral pro y = 0 davd [2, dY = b. Mdme tedy
2

. - bD . P Sin(lkDSmG)
E - E i(wt—kR) ,titkdsinf 2 ] 459
+(@) = Fogpe “ 1kDsing (459)

Vysledné elektrické pole je superpozici téchto dvou, dostavame

. . . L bD | 1 in(4kD sin 6
E(z) = By (¢) + E_(x) = Eo '™~ cos <2kd sin 9) w (460)
Prubéh intenzity snadno spocteme jako
. E2b2D? 1 sin(LkDsin0)\ >
_ 2\ _ o 2 ( Ly . 2
I(z) = <Re[E(:c,y)] > = —gpz 08 <2kdsm 9) ( T4 Dsimd ) . (461)

Prubéh intenzity na ose x pro d = % ma tento tvar (Sedé je pro srovnani intenzita jedné stérbiny
sitky D):

I
A
T T 0 T T T >
3 22 A A 2X E2N sin 0
D D D D D D

*Cviceni 11.8 (Difrakénd obrazec kruhového otvoru). Sestavte difrakéni integrdl pro kruhovy
otvor pruméru D. Vysledek zapiste pomoci Besselovy funkce J,,(x), jejiz integralni definice je

1 .
In () —/ et@sin(w)=nu) gy, (462)

T o r

Névod: Zaved'te polarni soufadnice v roviné stinitka i prepazky. Uvédomte si, Ze vysledek nemuze
zaviset na hodnoté poldrniho hlu v roviné stinitka a polozte ho roven vhodné konstanté. Integrujte
nejprve podle ihlové proménné. Pouzijte rekurentni vztah

%[w”Jn(x)] =a"Jph_1(x) (463)

pron = 1.

Reseni: Oznacme si (7, ¢) poldrni soufadnice v stinitku a (p, ¢) v roviné prepazky. Mame

T =T COSp, y =1 sinp, X = p cos ¢, Y = psin¢. (464)

70



A
A

(X,Y)
(z,9)

Vsimnéte si, ze R = /L2 + 22 + y2 = /L2 + r2. Nesmime zapomenout na zménu elementu plochy,
mame dS = dXdY = pdpd¢. Pokldddme ¢ = 7 a tedy dosazujeme x =0 a y =7, Y = psing.
Difrakéni integral pak ma tvar

. E . e
E(r)= —ez(“t_kR)/ el%rp51n¢pdpd¢. (465)
R B
f(r)
Samotny integral pfes otvor f(r) zapiSseme konkrétné takto:
D T
2 ks
f(r):= / p / RPN dp. (466)
0 -7
Vnitini dhlovy integrél je az na nasobeni 27 pfesné Besselova funkce Jy vy¢islend v bodé kLRp,

dostaneme tedy

f(r) = 27r/0€ pJo (kgo) dp. (467)

Nyni si zavedeme substituci v = ¥22 a dostaneme

R
2rR? 57
f(r)= W/o u Jo(u) du. (468)
Z rekurentniho vztahu vyse ale vime, ze u Jo(u) = -[u Ji(u)]. Potom snadno
21 R? krD 27 R? krD krD TRD krD
J0) = G ™ = s 7\ or ) = % R ) (469)

Vsimnéte si, ze funkce f(r) je redlnd. Vyslednou intenzitu tedy jiz ziskdme trividlné jako

2 1 . 2
110) = (RelBP) = b 1072 = S L% g, (Qapsing) = Bl (DakD0))

T 2R? 2k2r2 8R2 LkDsing
 2E2S? (Ji(3kDsin6)\’
- R? 1kDsing ’

(470)

71



kde jsme opét definovali thel 6 tentokrat vztahem sinf = 5 a S = iwD2 je plocha kruhového

otvoru. Prubéh intenzity pak mé ndsledujici tvar (3edé je pro srovnan{ intenzita pro Stérbinu siiky
D), a =~ 1,22:

22 3\ sin 0
D
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