Diferencialni formy

V nasledujicim textu budeme vzdy predpokladat, ze funkce, se kterymi
pracujeme, jsou dostatecnékrat diferencovatelné. Presnéji feceno potiebujeme,
aby existovaly druhé parcialni derivace a byly spojité.

Definice 1. Derivaci funkce f : R* — R v bodé ¥y € R" ve sméru
v € R™ rozumime ndsledugici limitu:

of(Zy) lim f(zo + hv) — f(fo).

ov h—0 h

Nevyzadujeme zde, aby vektor sméru v mél jednotkovou velikost. Derivace
ve sméru v udava, o kolik se v prvnim pfiblizeni funkce f zméni, pfi posunu
z bodu 7y o vektor ¥ do bodu 7y + v.

Véta 1. Pro derivaci ve sméru plati ndsledujici vztah:

Of(F0) oy OF ()
o =v-Vf@@::§;w 850.

Definice 2. Mé¢jme funkci f : R® — R. Diferencidlem funkce f v bodé
Zo rozumime linedrni zobrazeni

dfs R" >R, tedy dfs, € (R")",

definované jako

f (o) _
v

Definice 3. Diferencidlem funkce f rozumime zobrazeni df : R — (R™)#
definované jako df (Z) := dfz.

dffo (6) =

Diferencidl df zapisujeme nasledujicim zpusobem



kde dz; je i-ty soutadnicovy funkciondl, dx;(v) = v;. Po dosazeni konkrétniho
bodu 7' a konkrétniho sméru ¢ do diferencidlu df dostaneme hodnotu prirustku
funkce f v daném bodé a sméru:

Z 8:701 Z axl vi =0 V().

Diferenciél funkce tedy obsahuje informace o ptirustku funkce ve vsech bo-
dech pfi posunech ve vSemoznych smérech v.

Definice 4. Zobrazeni w : R™ — (R™)# nazjvdme diferencidlni formou.

Zapisujeme
n
w = E w; dx;,
i=1

kde w; : R™ — R jsou obecné funkce.

S obecnou diferencidlni formou se pracuje stejné jako s diferencidlem
funkce. Vyberu si bod 7 a smér ¢ a dostanu hodnotu
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Kazdy diferencidl funkce df je tedy diferencidlni formou (pro w; = 8—%,).
Jak uvidime déle, tak ale neplati, ze kazda diferencidlni forma by byla dife-

rencidlem néjaké funkce.

Definice 5. Diferencidlni formu w = )., w;dz; nazveme uzavienou,
jestlize plati

&ul(f) . &u](f)
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Pro formu ve dvou dimenzich tvaru w = w, dx + w, dy se vySe uvedené
podminky redukuji na
Ow,  Owy
oy Oz’
Ve tfech dimenzich mame formu tvaru w = w, dr+w, dy+w, dz. Zavedeme-li
oznaceni W = (wy, wy,w,), lze podminky uzavienosti napsat v jednoduchém
tvaru rot W = 0.

Definice 6. Diferencidlni formu w nazveme exaktnt, jestlize existuje funkce
f R = R takovd, Ze w = df .

Veéta 2. Kazda exaktni forma je zdroven uzaviend.



Diikaz. Méme-li exaktn{ formu w = df, plati w; = 2L. Po dosazeni do

ox; "
podminky uzavienosti
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Diky zadménnosti parcidlnich derivaci je forma uzaviend (zde potfebujeme
spojitost druhych parcidlnich derivac). O

Tato véta poskytuje snadny nastroj, jak rozhodnout, ze forma exaktni
neni, nebot uzavienost je nutnou podminkou exaktnosti. Jak pomoci uzavienosti
rozhodnout o exaktnosti se dozvime dale.

Definice 7. Spojité zobrazeni~y : [ — R™, kde I = (a,b) je uzavienyj interval,
nazveme krivkou.

Definice 8. Méjme krivku v : (a,b) — R"™. Krivku se stejnym pocdtecnim a
koncoviym bodem, ~y(a) = v(b), nazveme uzavienou krivkou.

Definice 9. MnozZinu M nazveme jednoduse souvislou, jestlize je kaZda
uzaviend krivka v @ I — M spojité deformovatelnd do bodu (tak aby pri
deformacich stdle zustdvala v mnoziné M ).

Intuitivné je jednoduse souvislda mnozina ,bez dér®, které by nam bréanily
kiivky smrsknout do jednoho bodu. Nejjednodussim ptikladem jednoduse
souvislych mnozin je R", n € N.

Piiklad mnoziny, kterd nenf jednoduse souvisla je napifklad R?\ {0, 0}.
Uzaviena kiivka, ktera obkruzuje pocatek neni stazitelna do bodu, jelikoz se
nam ji nepodaii pretahnout ptes chybéjici pocatek. (Ale napiiklad mnozina
R3\ {0,0,0} jednoduse souvisld je, protoze diky dimenzi navic se muZeme
dite v poc¢atku vyhnout.)

Ptikladem zajimavych mnozin, které nejsou jednoduse souvislé, jsou naptiklad
kruznice anebo povrch toru.

Nyni muzeme formulat dulezitou vétu ohledné exaktnosti forem:

Veéta 3. Diferencidlni forma uzaviend na jednoduse souvislé mnoziné je na
této mnoziné exaktni.

Prozatim jsme definovali diferencialni formy jako zobrazeni z mnoziny R".
Muzeme samoziejmé uvazovat i mensi defini¢ni obor D,, C R™. Pod pojmem
forma uzaviend na mnoziné M, resp. forma exaktni na mnoziné M, pak
rozumime uzavienou, resp. exaktni, formu s defini¢cnim oborem D, = M.



Definice 10. Krivkovy integrdl z formy w podél krivky 7y : {(a, b) — R", fﬂ/w,
je definovan ndsledujicim zpusobem:

kde funkce x;(t) jsou slozky krivky v, tzn. y(t) = (x1(t), ..., z,(t)).

Definici si jednoduse muzeme ,ospravedlnit* tak ze v integralu si vyraz
pro rozepsanou formu Y w; dx; rozsiiime zlomkem % dt, coz vlastné predstavuje
prechod od abstraktniho integrovani k integraci ptres parametr t kiivky ~.

Pokud zavedeme znaceni & = (wy, . ..,w,) adr = (dxy,...,dz,), muzeme

psat
/w— szdx,—/w-df’,
7 =1

tedy integral z diferencialni formy w neni nic jiného nez kiivkovy integral z
vektorového pole &.

Véta 4. Necht je diferencidlni forma w exaktni, w = df. Integrdl ffw pak
nezdvisi na volbé krivky v spojujici body A a B. Navic plati

[ o=

A

Diikaz. Bud kiivka v : (a, by — R™. Koncové body této kiivky jsou y(a) = A,
~v(b) = B; slozky kiivky ~(t) jsou z;(t). Z definice kfivkového integralu a

pouzitim exaktnosti formy, tj. w; = % mame

/ w—/ d:vZ d _/ axl dxdz<>dt'

Vyraz pod integralem ) | =4 af i piedstavuje derivaci slozené funkee £ (f(y(t))) =

4 (f o 7). Dosazenim

B b
/A w= / C(FGN) dt = SO = F60) ~ Fa(a) = 7(B) - f(4).

Disledek 1. Integrdl podél uzavrené krivky ~v z exaktni formy vymizi, tj.

fﬂ/w =0.



Definice 11. Bud w diferencidlni forma. Funkci p : R® — R nazveme
integrujicim faktorem formy w, jestlize je forma &w = pw exaktnd.

Dulezitym piikladem formy, ktera neni exaktni, je forma tepla wq (Casto
znacena 0Q)). Jejim integrujicim faktorem je prevracend hodnota teploty %
Vysledna forma je exaktni a je rovna diferencidlu entropie dS:

we
dsS = —=.
S T



