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Predmluva

Vaézeni studenti a jini ¢tendfi. Do rukou se vam dostaly pozndmky z predmétu Geometrické
Metody Fyziky 2 v podobé vyucované pocinaje letnim semestrem akademického roku 2016/2017.
Nejednd se o oficidlni skripta k pfedmétu. V textu se s pravdépodobnosti hrani¢ici s jistotou
nalézd velké mnozstvi chyb a pieklepu. Autor tohoto textu bude vdéény za kazdého pozorného
¢tendie, nevéhejte se ozvat. Sffeni tohoto textu provadéjte s rozmyslem, jedns se pouze o uéebni
pomtcku, nikoliv o oficidlni publikaci vyhovujici béZznym akademickym standardum.

Piedndska je z velké ¢asti inspirovand pristupem ve skvélé knize Maridna Fecka [1], kapi-
toly 13, 16, 19-21. V dikazech se obcas pouzivaji podrobnéjsi vlastnosti hladkych zobrazeni
(pod)variet. Velmi péknd (véetné moderniho znaceni) kniha na toto téma je [3]. V posledn{ kapi-
tole jsme pouzili konstrukei asociativniho fibrovaného prostoru, kterd se v témér identické podobé
nachézi v tfet{ kapitole knihy [4]. Alternativnim zdrojem pro nauku o hlavnich fibrovanych pro-
storech je [5]. Standardnim textem (pro mirné pokrocilé ¢tenare) je i klasicka kniha [2]. Do jejtho
Cteni se poustéjte jen s dostatkem volného ¢asu a odvahy.

Piijemné ¢teni vam pfeje Heinrich der Vogler, vévoda sasky a kral vychodofransky.
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Kapitola 1

Lokalni kalibrac¢éni invariance

1.1 Maxwellovy rovnice

Standardni diferencidlni tvar Maxwellovych rovnic je nasledujici. Necht (E,B) jsou vektory in-
tenzity elektrického pole a magnetické indukce. Maxwellovy rovnice jsou:

rotE+0,B =0, divB =0, (homogenni rovnice) (1.1)

divE =p, rotB—-9,E =]. (nehomogenni rovnice) (1.2)

Pouzivame soustavu kde ¢ = 1, abychom si usetfili praci. Primarnim cilem této ¢ésti je ukazat,
7e (E,B) mohou byt zakédovény do 2-formy F € Q2?(E!3) na varieté Minkowského prostoru

EY3 = (R%,g), kde g je Minkowského metrika. F' se nazyvé tenzor elektromagnetického
pole. Maxwellovy rovnice ziskaji extrémné jednoduchy tvar:

dF =0 (homogenni rovnice) , §F = —j (nehomogenni rovnice) , (1.3)

kde j € Q'(EY?) je 1-forma proudu. V nésledujicim si vysvétlime vyznam vsech piftomnych
pismenek. d je obyéejnd vngjsi derivace d : Q?(EY3) — Q3(EL3).

1.1.1 Hodgeova dualita

Necht (M, g,0) je libovoln4 orientovand varieta vybavend metrikou.

Piipomefime si, Ze na orientované varieté ma kazd4 lokdln{ soustava soufadnic (x!,...,z")
orientaci o(x!,...,2") = +1, pficemz Jakobidn pfechodové funkce mezi shodné orientovanymi

soustavami musi byt vzdy kladny.

Na (M, g,0) je vzdy vyznacnd vsude nenulové n-forma, tzv. metrickd forma objemu w,:

wy =o(x',...,x™)/|g| - dz* A ... A da", (1.4)

kde |g| = | det gi;| a gi; = g(0;, ;). Orientovanost variety M zaruci, ze definice w, nezélezi na
volbé souradnic. Existuje obvykly trik jak pracovat s w,. Na okoli libovolného bodu m € M Ize
vzdy pracovat v pravoto¢ivém ortonormélnim poli repéru:



Definice 1.1.1. Necht U je okoli bodu m € M. Potom (ey,...,e,) nazyvime polem repériu
(angl. local frame), pokud e; € X(U) a (e1lp, - - -, enlp) tvorl bazi T, M.

Rekneme, ze (eq,...,e,) je ortonormalni pokud g(ei,ej) = £6;5, a pravotoc¢ivy, pokud
(e1lp, ., enlp) tvori pravotocivou bézi T, M. Tj. jsou-li (x!,...,2™) pravotocivé souradnice na
okolf p, a mdme ¢;|, = Al - 9}|,, je det A = +1.

Dudlnim polem repéri (e!,...,e") nazyvame 1-formy e’ € Q' (U) splitujici e’(e;) = 5;, tj
v kazdém bodé tvoii dudlni bazi k (e1]p,- .-, enlp)-

Tvrzeni 1.1.2. Nechf (e1,...,e,) je pravotocivé ortonormdlni pole repéri. Potom
wg=¢e'A...Ne" (1.5)

Jingmi slovy, komponenini funkce (wg)il.,,in = €iy..4,, kde €. i, je primocaré zobecnéni Levi-

Civitova symbolu (+1 na sudé permutace (1,...,n), —1 na lzche a 0 v jingch pripadech).

Piiklad 1.1.3. V E'3 mdme globaln{ soufadnice. Vyhldsime o(t,x,y,z) = +1, tim zavedeme
orientaci. Je-li ¢ Minkowského metrika, mdme /|g| = 1 a forma objemu mé tvar

wg =dt Ndx ANdy A dz. (1.6)

Definice 1.1.4. Necht (M, g, 0) je orientovana varieta s metrikou. Hodgeova dualita je linedrn{
zobrazeni %, , : QP (M) — Q" ~P(M) definované jako

1
ky...kp
(*g,00)iy.ip_p = e P (W) ky ki .in_ps (1.7)
_ 1 1 s . ’ R s ) kq...kr _
kde a = Ty e/t A ... ANelr je p-forma napsand v béazi libovolného pole repéru, a a*t* =

gk gkeir . oy, ...5, jsou komponenty zdviZzené metrikou.
V nésledujicim budeme psat * = %, ,.
Tvrzeni 1.1.5 (Vlastnosti Hodgeovy duality).
1. % : QP(M) — Q" P(M) je linedrni isomorfismus vektorovijch prostori, pricemz
1 = sgn(g) x A", (1.8)
kde sgn(g) = sgn(det g;;) a () = (=1)Pa pro o € QP(M) ,,méri stupen formy*.

2. Pracujeme-li v pravotocivém ortogondlnim poli repéri, mdme

k1j1

1 .
(@i iy = 0TI gy ki iy (1.9)

p!
3. Ve specidalnich pripadech p =0 a p =n dostdavdme
* (1) = wg, *(wg) = sgn(g). (1.10)

Cviceni 1.1.6. Dokazte predchozi tvrzent.

Vidime, ze metrickd orientovand varieta poskytuje kanonicky isomorfismus prostoru svych
diferencidlnich forem. Obecné lze z dimenziondlnich davodu, (Z) = ( " ) nalézt pouze lokélné.
Vnéjsi derivace je linedrni operator na vnéjsi algebte zvysujici stupen formy Hodgeova dualita
umozni sestrojit operator snizujici stupern formy.



Definice 1.1.7. Necht (M, g, 0) je orientovana varieta s metrikou. Kodiferencidl ¢ : QP (M) —
QP~1(M) je linedrni zobrazeni definované jako

§=x"tdxn. (1.11)

Kodiferencial spliiuje 62 = 0. Pomoci kodiferencidlu miizeme definovat Laplacetiv - de Rhamtiv
operator A = —(dd + do).

1.1.2 Vektorova analyza v E3

Misto obecnych soufadnicovych vyjadieni prozkoumame Hodgeovu dualitu, kodiferencidl a La-
placeiiv-de Rhamtiv operator pro eukleidovsky prostor E? = (R3, g) se standardni metrikou a
orientaci o(z,y,z) = +1.

Metrika ndm umoznuje jednoduse ztotoznit vektorova pole a 1-formy. Mame tedy zobrazeni

t: QY E?) — X(E?) (zdvihani indextl) , b: X(E®) — Q' (E?) (snizovéan{ indextt) . (1.12)
V soufadnicich (2!, 22, 23) mdme f#(a;dz’) = g"a;0; a b(X'0;) = ¢;;X’dz’. Na druhou stranu
jsme pravé objevili, ze Hodgeova dualita ndm umozni ztotoznit (kanonicky) prostory Q!(E3) a
Q3~H(E3) = Q%(E®). Podobné mame ztotoznéni C*°(E3) = Q°(E3) s prostorem Q3(E?).

Pojd'me si spoéitat Hodgeovu dualitu explicitné. Upozornéni: (z!, 2%, 2%) nemusf byt kartézské

soufadnice! Muzou to byt napiiklad sférické (lokélni) souradnice (7,1, ). Potom tedy g;; # 0i;.

Predpokladame o(z!, 2, 23) = +1. Zavedeme si nésledujici (standardn{) oznagent:

dV = wy = %wijkdxi Adz? A dz", (element objemu) (1.13)
ds; == %wijkdxj A dz®. (element plochy) (1.14)
Vime, ze explicitné w;j, = \/HG,;J-;C. Uz jsme ukdzali, ze *(1) = wy = dV. Nésledné
({2 )1 = 37 (A5 " = g (A2 o = 9™ Tzt = 9 g (115)
Cel4 2-forma *(dx?) ma tedy soufadnicové vyjadient
* (da') = 1(*(dsci))jkdacj Adxh = gim(%wmjkdxj Adz?) = ¢g'™dS,,. (1.16)

2
Mimo jiné vidime, 7ze (dSi,dSs,dSs) tvoif v kazdém bodé bézi Q?(E?3). To nis pfivede na
nésledujici znaceni:
1. Kazdou 1-formu mizeme psat jako A - dr = A;dx’ = A'g;;jdz’.
2. Kazdou 2-formu miizeme psat jako B - dS = B'dS;.
3. Kazdou 3-formu mtZzeme psét jako h dV, kde h € C*°(E3).

Divod pro znaéeni je nasledujici. Ukézeme si, ze A a B skuteéné tvoif vektorovd pole na E3.
Duvodem je samoziejmé Hodgeova dualita:



Tvrzeni 1.1.8. S pouzitim vySe zavedené notace md operdtor Hodgeovy duality tvar

«(f)=fdV, x(hdV)=h, (1.17)
*(A-dr)=A-dS, *(B-dS)=B-dr (1.18)

Necht A = A'9; a B = B'0;. Potom A -dr =b(A) a B-dS = x»(B).

Diikaz. Pro (M,g,0) = E? platif x~1 = sgn(g) *x i* = *. Staéi tedy spoécitat prvni (levou)
polovicku rovnic. Prvni plyne z %(1) = dV a druhd z jiz odvozeného:

* (A - dr) = x(Algjida’) = Al gji * (da*) = AT g;;g"™dS,, = A7dS; = A - dS. (1.19)
Zbyvajici tvrzeni jiz trividlné plynou. |
Tento formalismus ndm nyn{ umoziiuje velmi snadno zavést (stdle v obecnych pravotocivych

soufadnicich v R3) vSechny zndmé vektorové operace na E3. Definujeme je pomoci nasledujictho
komutativniho diagramu:

QO(E3) —4 QUE3) — Q%(E?) —4 Q3(E?)

J{l D l”* | l (1.20)

Explicitné tedy dostavame nasledujici vyrazy:
grad =fd, rot =fx*db, div=xd xb=—§-b. (1.21)

V parametrizaci zavedené nahotfe potom muzeme vnéjsi derivaci prepsat pomoci vektorovych
operaci. Dostavame nésledujici tvrzeni:

df = grad f -dr, d(A -dr) = (rotA)-dS, d(B-dS)=divBdV, d(hdV)=0.  (1.22)

Cviceni 1.1.9. Ukazte, Ze v kartézskyjch soutadnicich dostdvdme standardni operace. Naleznéte
grad, rot a div ve sférickych souradnicich.

Cviéeni 1.1.10. Co plyne z identity d*> =07

Protoze plati § = xd * 7, d4 se pohotové odvodit i podobny diagram kde vystupuje kodife-
rencidl. Dostaneme vyjadfeni § pomoci vektorovych operaci:

0f =0, 6(A-dr)=—divA, §(B-dS)=(rotB)-dr, §(hdV)=—(gradh)-dS.  (1.23)

1.1.3 Modifikace pro E'?3

Nyni bychom chtéli odvodit obdobné vyrazy pro Minkowského prostor E13 = (R*, g). Misto libo-
volnych soufadnic nyni budeme pracovat ve standardnich kartézskych soufadnicich (¢, z,y, z) =
(20, 21, 22, 23), pricemz o(t,z,y,2z) = +1. Nasim cilem je vyjadrit diferencidl a kodiferencial

libovolné 2-formy. Uziteénym néstrojem je nasledujici jednoduché lemmas:



Lemma 1.1.11. Nechf o € QP(EY?). Potom existuji jednoznacné formy # € QP(EY?) a § €
QP~Y(EY3), tak ze ip, (7) = ip,(5) =0 a

a=dtN§+T. (1.24)
Jingmi slovy, rozklady forem 7 a § do souradnicové bdze neobsahuji 1-formu dt.

Dikaz. Necht o = I%Oéil...z‘,,ddiil A --- Adzi». Protoze je produkt bazickych 1-forem totdlné anti-
symetricky, bud obsahuje dt pravé jednou nebo viibec. Mdme tedy

_ _ 1 . .
a=dt N{ !Oéojl__.jp_ldel /\.../\da:jP*I}Jrﬁozjl__.jpdxjl A ANdadr, (1.25)

1
(r—1)
kde vSechny sé¢itaci indexy probihajf jen mnozinu {1, 2, 3}. |

Viimnéme si, ze formalné tedy vypadaji # a § jako formy na podprostoru E3. Jejich kompo-
nenty ale muzou zaviset i na zbyvajici souradnici ¢t. Rekneme, ze forma « je prostorova, pokud
5 = 0. Mizeme tedy pouzivat podobnou parametrizaci jako na E3:

O-formy: a = f (8,7) = (0, f), (1.26)
1-formy: o = fdt +a-dr (8,7) = (f,a-dr), (1.27)
2-formy: a =dt A (a-dr)+b-dS (8,7) = (a-dr,b-dS), (1.28)
3-formy: o« =dt A (b-dS) +h dV (5,7) = (b-dS,h dV), (1.29)
4-formy: a = dt A (h dV) (8,7) = (h dV,0). (1.30)

Durazné upozornéni: f = f(t,r), a = a(t,r) atd. Vyzbrojeni timto rozkladem, je jasné, kam
sméfuje nésledujici poéitéani. Jelikoz umime vnéjsi derivaci na formy na E3, chtéli bychom néjak
chytfe rozlozit i vnéjsi derivaci na a = dt A § + 7. Jelikoz chceme i formulku pro kodiferenciél,
odvodime i pravidlo pro Hodgeovu dualitu.

Pouzijeme nasledujici znaceni: d a % jsou vnéjsi diferencidl a Hodgeova dualita pusobici
formach v E® odpovidajici Eukleidovské metrice a orientaci o(x,y,z) = +1 tamtéz. Mizeme
jimi ptisobit i na prostorové formy v E'3, v kterych vystupuje t jen jako ,parametr®. Zavedeme
symbol d¢(a) = Ly, (). Pro prostorové formy jde opravdu jen o parcidlni derivaci komponent
podle ¢asu t.

Tvrzeni 1.1.12. Necht o = dt A § + 7. Potom plati ndsledugjici pravidla:

da = dt A (8,7 — d3) + dF, (1.31)
ko = dt N\ ¥ + ¥7)8, (1.32)
Sov = dt A 63 + (—8,8 — 67) (1.33)

Cviceni 1.1.13. Dokazte tvrzend.

Nyni uz muzeme velice snadno zkombinovat v8echna tvrzeni a odhalit nasledujici formulky
pro vnéjsi derivaci a kodiferencidl v E':3. Dostdvame:

df = (9.f)dt + (grad f) - dr, (
d(fdt +a-dr)=dt A (0ra—grad f) - dr + (rot a) - dS, (

d{dt A (a-dr)+b-dS} =dt A (0;b —rota)-dS + (divb) dV, (1.36
d{dt A (b-dS)+ h dV)} = dt A (O;h — divb) dV. (



Vysledky pro kodiferencial jsou podobné:

O(fdt +a-dr) = —0,f +diva, (1.38)
o(dt A (a-dr)+b-dS) = —(diva)dt — (9;a + rot b) - dr, (1.39)
d(dt A (b-dS)+ hdV)=dtA (rotb)-dr+ (—0db+ grad h) - dS, (1.40)
O(dt A (hdV)) =dt A (—gradh - dS) — (0;h) dV. (1.41)

Cviéeni 1.1.14. Pomoci vzoreckii pro diferencidl d a kodiferencidl 6 odvodte vzorecky pro
Laplace-de Rhamiv operdtor A = —(do + dd). Zejména ukazte Ze na 0-formdch dostdvdme

A(f) = 87(f) — divgrad f, (1.42)

a tedy na funkcich A = 0.

1.1.4 Maxwellovy rovnice pomoci forem

Definujme 1-formu proudu jako j = p dt—j-dr. Z vyrazu (1.28) vidim, Ze nejobecnéjsi 2-forma na
E'3 je jednoznaéné parametrizovana dvojici éasové zdvisljch vektorovych poli na E3. Uvazujme
tedy obecnou 2-formu F € Q?(E3) kterou parametrizujeme jako

F=dtA(E-dr)—B-dS. (1.43)

Protoze F' je kovariantni antisymetricky tenzor 2. fadu, lze jej psat jako matici 4 x 4 odpovidajici
komponentni matici F),,. Lze snadno spocitat, Ze je to pfesné zndmy EM tenzor.

Cviceni 1.1.15. Ukazte, Ze tomu tak opravdu je.

S vyse vyrobenymi nastroji lze snadno spocitat dF' a §F. Dostdvame

dF =dt A (—9;B —rot E) - dS — (divB)dV, (1.44)
0F = —(divE)dt — (O,E — rot B) - dr. (1.45)
Protoze obé formy # and § jednoznaéné uréuji formu v EV3, jejich porovnanim dostdvime ekvi-
valenci rovnic dF = 0 a F = —j s obéma sadami Maxwellovych rovnic.
Véta 1.1.16. Mazwellovy rovnice jsou ekvivalentni soustavé rovnice dFF =0 a 0F = —j.
Rovnice 6 F' = —j byva Casto zapisovéna jako d(xF) = — * j, kterou dostaneme zapusobenim

bijekce * na obé strany rovnice. Dudlni elektromagneticky tenzor *xF € Q2?(M) je (ve 4
dimenzich) opét antisymetricky tenzor, jehoz explicitni podoba je

«F=#dtAE—B-dS)=dtA(-B-dr)—EdS. (1.46)

Dostane se tedy z F' zdménou (E, B) za (—B, E). 3-forma J = *j md tvar J = p dV —dt Aj-dS.

Tento elegantni popis umozni velmi rychle a logicky odvodit zédkladni tvrzeni v kovariantni
teorii elektromagnetického pole. Napiiklad, forma F je uzaviend v R*. Pokud nepiedpokldddme
74dna dalsf topologickd omezenf na R*, automaticky existuje A € Q'(M), takova, ze dA = F.
Opét si muzeme A parametrizovat prostorovou 0 a 1-formou jako

A=¢@dt— A dr. (1.47)



Potom dA = dt A (—0:A — grad(p)) - dr — (rot A) - dS. Porovndnim s definici F' dostaneme
E = —-0;A —gradp, B =rot A. (1.48)

Uzavienost 2-formy F' a Poincarého lemma tedy spoleé¢né implikuji existenci elektromagnetického
4-potencialu. Forma A neni ur¢end jednozna¢né, muzu k ni zjevné pricist libovolnou uzavienou
1-formu. Ta je vsak vzdy (Poincarého lemma) alespon lokélné exaktni. Sta¢i tedy uvazovat A’ =
A+ dx pro x € C*°(EY3). Z vyrazi pro d nahote snadno spoctu, Ze

A" = (p + 0yx) dt — (A — grad x) - dr. (1.49)

Vidim tedy, ze dostavam presné standardni kalibraéni transformace v elektfiné a magnetismu.

1.2 Elektrina, magnetismus a akce

Dalsi uzitecna aplikace Hodgeovy duality ¢ihéa pfi snaze zapsat Maxwellovy rovnice pomoci vari-
ace akéniho funkcionélu. Vysledek (a vypocet) jsou s uzitim spravnych geometrickych ndstroji
otazkou chvilky.

Necht (M, g,0) je obecnd orientovans varieta s metrikou. Pro libovolné «, 3 € QP (M) méme
a Axf € Q(M). Jako kazdd n-forma, je i tato ndsobkem formy objemu wy. Muzeme tedy
definovat funkei (o, 8)g € C°°(M) vztahem

aAxf = (a,f)g - wg. (1.50)

Na prvnif pohled nenf vidét, ze je (o, )4 je symetrickd v (¢, §). S troskou kombinatoriky ale

1 o

(aaﬁ)g = Hah...ipﬂ“m%- (151)
Je-li (o, B)g = 0 pro vsechny § € QP(M), je nutné a = 0. Dulezité je, ze d a § tvoil ,témeér*
samosdruzené operatory:

Tvrzeni 1.2.1. Pro libovolnou (M, g,0) a dvojici forem o € QP(M) a € QP (M) plati
identita

{(da, B)g = (@, 08)g} - wg = d(a A %f3) (1.52)

S pouzitim Stokesovy véty pak dostdavdme integrdlni identitu

/M(da,ﬁ)g cwg = /M(a,éb’)g “wg + /aMa A *[. (1.53)

Predpoklddd se, Ze integrdly maji smysl. Pokud je OM = 0 a nebo je libovolnd z forem « nebo 5
na hranici rovna nule, dostdvdme

| (0pyw, = [ (@58, (1.54)

M

Diuikaz. Pustime d na a A 8 a budeme pouzivat definice:
dlaANxf)) =dan*f+ (=1)PaANdx*f = (do, f)g - wg —aA(dxD)(F)

= (da, B)g - wg —a A «(x T x0)(B)
= {(da,ﬁ)g - (a’(sﬁ)g} Wy

Zbytek tvrzeni je jednoduchou aplikaci Stokesovy véty. ]
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Pokud m4 integrovani smysl, definuje se skaldrni soucin (opravdicky) jako integrél

(@, B)g = /Mm,ﬁ)g . (1.55)

Nyni uz snadno muzeme vyslovit a dokdzat nasledujici tvrzeni.

Véta 1.2.2. Necht A€ QY (M) a j € QY (M) jsou libovolné 1-formy. Potom funkciondl

S[A] = (dA,dA), — (A7), (1.56)

1

2
je extremdlni pro F = dA spliujici nehomogenni Maxwellovy rovnice. Funkciondl je kalibracné
invariantni pokud j splriuje rovnici kontinuity §j = 0.

Diikaz. Necht A" = A + ea pro a € QY(M) s vlastnosti a|pys = 0 (podminka pevnych koncil).
Funkcional je extremalni pro A pokud S[A’] = S[A] + o(e?). Dostaneme

SA'] = — (A ')y — (A, )y = STA] — (A, da) + (01,3),} + o(e) (1.57)

Dostavame tedy podminku (dA, do)y + (@, j)g = 0 pro vsechny a nulové na hranici. S pouzitim
predchoziho tvrzeni tedy (o, 0F + j)4 = 0. Z nedegenerovanosti plyne §F = —j.

Funkciondl je kalibra¢né invariantni pokud (A + dx, j)g = (4, j) pro viechny x € C*(M),
a tedy (dx,j)q = 0. Za rozumnych piedpokladi (napiiklad kalibraéni transformace nulové na
hranici 0M) muzeme pouzit pfedchozi tvrzeni a dostavame (dx, j)q = (x,0j) = 0. |

1.3 Komplexni skalarni pole

Uvazujme nyni (opét libovolnou) varietu (M, g, 0) a uvazujme teorii komplexniho skaldrniho pole.
Geometricky mame tedy ¢ € Q°(M) ® C, coz miizeme interpretovat jako hladkou komplexni
funkei redlné proménné x € M. ¢(z) € C.

Obecné, uvazujme o € QP(M) ® C. Mizeme psat o = ag + i1, kde o € QP(M) jsou
oby¢ejné p-formy na M. Definujeme skaldrni (komplexn{) skaldrn{ soucin ((-,-)) jako kombinaci
standardniho skaldrniho sou¢inu v C a soucinu (-, -), na diferencidlnich forméch:

(o, B) = /M<a,@>g~wg, (1.58)

kde & = ap — ia; oznacuje komplexni sdruzeni. Soucin neni symetricky, ale symetricky s kom-
plexnim sdruzenim, tj. {8, ) = {«, 8)). Pro dvé stejné formy je redlny a

<<a7a>> = <a07 a0>g + <0417 a1>g eR. (159)

Vsechny operace z predchozich sekci se (po slozkdch) daji rozsifit na QP (M) ® C. Necht m > 0
je realné nezaporné cislo. Funkcional komplexniho skaldrniho pole ma tvar

Solg] = (do, do)) —m*{(¢, 6). (1.60)

V obvyklém znaceni na E'3 mame d¢ = 0,6 - dz* a funkciondl ma obvykly tvar
Solél = [ {0"9-0,0 = m*- o}’ (1.61)

11



V tomto ptipadé musi byt ¢lovék trosku opatrnéjsi, protoze skalarni sou¢in dvou ruznych forem
neni obecné realné ¢islo, misto toho dostaneme podminku

(Ap +m?, B) + (A¢ + m?¢, B)) = 0. (1.62)
Volbou redlného nebo ryze imaginarntho # dostaneme podminky
R(AG +m?0) = 0, S(Ad+m?) =0, (1.63)

a tedy jednu komplexni rovnici A¢ + m?¢ = 0. Tento drobny problém s variaci realnych funk-
cionali poskladanych z komplexnich éfsel se ¢asto Fedf povazovanim ¢ a ¢ za nezavislé proménné
a naslednou (nezdvislou) variacf podle obou. V (1.42) jsme ukézali, Ze na funkce je v M = RY3
pusobi A jako D’Alemberttv operdtor 1. Vysledna rovnice je tedy komplexni Klein-Gordonova
rovnice.

Funkcional Sy i pohybové rovnice jsou evidentné invariantni vuéi transformacim ve tvaru
¢ (z) = e *¢(x), kde a € R je libovolna konstanta. Takové transformaci se ¥kd globalni
kalibraéni transformace. Uvazujme tifdu transformaci ve tvaru ¢.(z) = e @ ¢(z), kde
a € C*°(M) jsou funkce které jsou nulové na hranici, tedy «|gp = 0. VUci takové transformaci
So nent invariantni. Rika se ji lokalni kalibraéni transformace.

Tuto neinvarianci muzeme s vyhodou vyuzit pro odhaleni zachovavajicich se veli¢in teorie
komplexniho skaldrniho pole. Dosazenim ¢, dostavame

Sold] = (d(e7* ), d(e™" @) — m* (e 6,7 g)
= (7" g, e~ dg)) — m* (e ¢, e g)
+ ((—ice " "“Ypda, e “Ydp)) + (e dp, —iee " pda) + o(€?)
= So[¢] + e((da,i(pd¢ — ¢dg))) + o(€”).

Nyni predpoklddejme, ze ¢ fesi pohybové rovnice. Jelikoz ¢f = ¢, musi platit So[¢l] = Sol¢] +
o(€?). Odtud tedy dostdvame, Ze pro feseni pohybovych rovnic musf platit

(o, i(¢d¢ — ¢de))) = 0 (1.65)

(1.64)

Protoze a je nulové na hranici, jsou d a § v tomto pifpadé sdruzené. Necht j = i(¢dp — ¢dg).
Pak nutné 65 = 0. Pro M = E'3 neni §§ = 0 nic jiného nez rovnice kontinuity. Oznac¢me J = *j.
Rovnice kontinuity je ekvivalentni rovnici dJ = 0. J je 3-forma, muzeme ji proto integrovat pres
3-rozmérné podvariety {t} x E3. V notaci podsekce 1.1.3 mame

j=i{¢ 0yp — ¢ 0y} dt + i{dgrad ¢ — ¢ grad ¢} - dr. (1.66)
Potom pro J = xj dostaneme
J =i{pgrad ¢ — ¢ grad ¢} - dt A dS +i{¢p Oy — ¢ 0,0} - dV. (1.67)

Nyni definujeme nédboj Q jako integrél z J pres ,platky {t} x E3:
Qt) = / J = / i{¢ 0ip — ¢ B} (t) - AV = / i{¢ 0s — ¢ B} (t, 2.y, 2)dr.  (1.68)
{t}x B3 E3 RS

Pomoci Stokesovy véty se da ukazat, ze Q(t) = 0 a tedy jde o integral pohybu.
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1.4 Minimalni interakce

Pfece jenom by se nam libilo mit Lagrangidn pro komplexni skalarni pole, ktery je lokdiné ka-
libracné invariantni, tedy invariantn{ viiéi transformacim ¢'(z) = e~***) ¢(z), kde a(z) je libo-
volné funkce na M. Problém vznikl v ¢lenu s vnéjsi derivaci, kterd se vuéi kalibrac¢nim transfor-
macim chovala nehezky. Napad je tedy nahradit operator d operatorem D kovariantni derivace
(jehoz podoba ale bude zaviset na volbé kalibrace) tak, ze bude platit pravidlo

D' (z) = e @ Dg(x). (1.69)

Prvni inteligentni napad je vzit D¢ = d¢ + A - ¢, kde A € Q1 (M) ® C, kde A’ musi jit vyjadrit
pomoci A a funkce «. Protoze problematické ¢leny jsou ryze imaginarni, téz musi byt A. Piseme
proto A’ =iA’ pro A’ € QY(M). Potom

D¢ =e " (dp +i(A —da) - ¢)). (1.70)

Porovndnim s pravou stranou tedy dostdvdme transformacni pravidlo A’ = A + da. Ale to je
piesné kalibra¢éni transformace pro elektromagneticky potencial A! Stac¢i tedy piidat interakei s
novym polem A a situace je zachranéna! Vyrobili jsme tedy akci

Shlg] = (D¢, Do) — m*((¢, ¢). (1.71)

Jenze my umime pfidat dalsi kalibra¢né invariantni ¢len do akce. Zatim je A pouze ,pozadi“, ale
neni problém ho povysit na dynamické pole a definovat:

S[6,4) = ~5(dA,dA}, + (D6, D) — m(0,0). (172

Vysledné akci se ikd minimalni lokalné kalibra¢né invariantni model, pficemz interakéni
¢leny (obsahujici ¢ i A soucasné) se nazyvaji minimdaln{ interakci. Zdanlivé chybi ¢len obsahujici
proudy j. Ale my muzeme rozepsat ¢len obsahujici D:

(D¢, Do) = (do, do)) — (A, i(¢de — dd))g + (A~ §, A ¢)) (L.73)

Je pfimocaré spocitat pohybovou rovnici, a dostdvame

OF = —i(¢dd — ¢dg) + 206 A = —i(¢D¢ — $Dg). (1.74)

Vidime, ze na pravé strané na misté proudu stoji ,vylepseny“ proud z pfedchozi podsekce. V
prvé fadé je lokélné kalibra¢né invariantni. Za povsimnut{ stoji, ze A vystupuje (schované v D)
i na pravé strané ,Maxwellovych rovnic*.

Hlavnim cilem tohoto predmétu je osvétlit geometricky vyznam vsech objektu vyskytujicich
se v tomto jednoduchém, ale dulezitém piikladu.
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Kapitola 2

Hlavni fibrovany prostor

2.1 Akce Lieovych grup

Lieova grupa dle definice = abstraktni hladk& varieta spolu s hladkou operaci nasobeni a inverze.
Jakékoliv jejich aplikace ve fyzice = mdme prostor(ocas) a néjakou t¥{du jeho transformaci, které
se uzaviraji do grupy. Toto zodpovidd ngjaké abstraktni Lieové grupé pusobici akci na varieté.

Definice 2.1.1. Nechf G je Lieova grupa. M je hladké varieta. Rekneme, Ze zobrazeni 6 :
G x M — M je leva akce Lieovy grupy G na varieté M, pokud je hladké a zobrazeni
0y : M — M definované jako 6,(m) = 6(g, m) spliyje:

1. 8. = 1), kde e € G je jednotka grupy. Jednotka grupy pusobi trividlné.

2. 03060, =044, pro véechny g,¢’ € G. Akce respektuje grupovou strukturu.
Je-li jasné o které akci mluvime, pouzivé se znaceni §,(m) = g-m. Axiomy potom majf tvar:

e-m=m, g-(g'-m)=(g99") m. (2.1)

Nekdy je vyhodné pracovat s pravou akei grupy ¢’ : M x G — M, kde je skldddni v druhém
axiomu naopak, tedy 6y o 9;, = 9;/g~ V tomto piipadé se pouzivd oznaceni 0 (m) = m- g a druhy
axiom (pro pravou akci) lze psdt jako (m-g)-¢g =m- (g99).

Tvrzeni 2.1.2. Pro kaZdé g € G, zobrazeni 0y : M — M tvori difeomorfismus M.
Cviceni 2.1.3. Dokazte predchozi tvrzent.

Cviéeni 2.1.4. Ukaste, Ze pro libovolnou levou akci 0, zobrazeni 0 : M x G — M definované
jako 0'(m, g) = 0(g—1, m) tvori pravou akci grupy a naopak. Mnoziny levyjch a pravijch akci grupy
G na varieté M jsou tedy izomorfni.

Definice 2.1.5. Je-li M =V pro vektorovy prostor V, a pro kazdé g € G mame 6, € GL(V),
tedy G pusobi pomoci linedrnich zobrazeni, pouzivé se znaceni p(g) = 0,, a zobrazeni p : G —
GL(V) se nazyva reprezentace Lieovy algebry G na vektorovém prostoru V.

Piiklad 2.1.6. Nechf M = R". Nechf G = GL(n,R). Pro (A, z) € G xR" definujeme (A, z) =
A.z. Je snadné ukdzat, ze 6 je levou akeci grupy GL(n,R) na varieté R™. Navic p(A) = 0a je
reprezentace.
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Piiklad 2.1.7. Nechf G je libovolnd Lieova grupa a M = G. Potom leva translace kde
04(h) = Ly(h) = gh tvoif levou akci, pficemz prava translace kde 0 (h) = R,(h) = hg tvoii
pravou akci. Koneéné, konjugace kde 6,(h) = ghg™" tvoif levou akci G na G.

Priklad 2.1.8. Necht G = GL(n,R). Necht V je koneéné-rozmérny redlny vektorovy prostor.
Oznacéme si mnozinu v8ech bazi prostoru V jako E(V).

Necht e = (e, ..., e,) je element £(V) a A € GL(n, R). Definujeme novou bdzi e- A prostoru
V vztahem (e - A); = A¥ey, kde horn{ index matice oznaéuje fadky a doln{ sloupecky. Potom

(e- (A.B)); = (A.B)fe, = A“Ble, = B/ (A¥e,) =Bl(e- A); = ((e- A) - B); (2.2)

Ziejmé e - 1 = e. Definovali jsme tedy pravou akci GL(n,R) na mnoziné £(V'). Je tahle akce
hladka? Zatim jsme neiekli, jakd je hladka struktura na £(V'). Zvolim si fixni bazi e® prostoru V.
Kazd4 baze e € (V) 1ze tedy napsat jako e = €? - A(e). Zobrazeni ¢(e) :== A(e) € GL(n,R) C
R™™ definuje globalni souradnicovou mapu pro £(V'). Je snadné si nyni rozmyslet, pro¢ je pravd
akce hladkd v takto zavedenych souradnicich.

Definice 2.1.9. Necht 0 : G x M — M je akce G na M. Necht m € M je libovolny fixni bod.
Orbitové zobrazeni ™) : G — M pifslusné bodu m definujeme jako 0(™ (g) = 6(g, m).

Jeho obrazem #(™) (@) je orbita bodu m oznacovana jako G -m C M. Mnozinoveé
G-m={m' € M |m'=g-m pro néjaké g € G}, (2.3)

a orbitu bodu m si lze tedy pfedstavovat jako mnozinu vSech bodu v M kam z bodu m redlné
dosahneme akci grupy G.

Tvrzeni 2.1.10. Necht 0 je akce grupy G na M. Definujeme ndsledujict relaci na varieté M :
m~m' < body m am' lezi oba v jedné orbité néjakého bodu (2.4)

Potom relace =~ je ekvivalence. Prislusné tridy ekvivalence jsou orbity akce 6 a celd varieta M
lze tedy napsat jako disjunktni sjednoceni orbit akce.

Dukaz. Musime ukézat, ze =~ je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Zjevné m = m, protoze
m € G - m. Relace je symetricka z definice.

Abychom dokézali tranzitivitu, sta¢i si uvédomit, ze pokud dvé orbity G - p a G - p’ maji
néjaky spolecny bod, jsou stejné: G -p = G - p'. Vskutku, je li m € (G -p) N (G- p'), mdm
m=g-p=g -p.Odtud p’ = (¢’ g)-p. Je-lih-p' € G-p/, pak h-p' = (hg'"'g)-pe G-p,a
tedy G - p’ C G - p. Opacné inkluze se dokdze stejné.

Tranzitivita je nynf trividlni zalezitosti. Je-li m ~ m’ a m’ ~ m/”, vim, Ze jsou orbity G - p a
G-p',zem,m' € G-pam/,m"” € G-p'. Potom ale maj{ obé orbity spole¢ny bod m/, jsou stejné
a rozhodné tedy m ~ m’.

Dokazali jsme tedy, ze = je relace ekvivalence. Zbytek jsou vlastnosti relace ekvivalence. W

Pozndmka 2.1.11. Zatim jsme mluvili o orbitach jako o podmnozinach M. D4 se ukazat, ze kazda
orbita je wnorend podvarieta M. Nejsou to tedy obecné vlozené podvariety s podprostorovou
topologii z M.

Piiklad 2.1.12. Necht G = SO(2) a M = R2. Uvazujme standardni akci grupy rotacf na R2.
Potom orbita kazdého bodu x # 0 € R? je kruznice Sﬁxﬂ C R2,tj. SO(2) - o = Sﬁxl\’ aprox =0
je orbitou pocatek SO(2) -0 = {0}. V tomto pifpadé jsou to vlozené podvariety R2.
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Definice 2.1.13. Necht 0 : G x M — M je akce. Necht m € M je libovolny fixni bod. Potom
stabilizator bodu m je podmnozina G,, C G definovana jako

Gm={9€G|g-m=m}, (2.5)

Ize ji tedy chépat jako mnozina prvka G co nepohnou bodem m. G,, se také nazyva grupou
izotropie bodu m.

Tvrzeni 2.1.14. G, C G tvoii podgrupu. Tato podgrupa je uzaviend mnozina v G a tedy tvori
vloZenou Lieovu podgrupu G.

Diikaz. Je-li g,g' € G, mam (gg’)-m = g(g'-m) = g-m = m. Podobné g1 -m =g~1-(g-m) =
(997 -m =e-m =m. A tedy G,, C G je podgrupa. Je to uzaviena mnozina, protoze muzu
psét G, = (™)1 ({m}), kde 8™ je (spojité) orbitové zobrazeni pifslusné bodu m.

Zbytek je netrividlni (velmi) dukaz z teorie Lieovych grup. |

Grupové akce muzou mit ruzné vlastnosti, které lze zformulovat piimo i pomoci orbit a
stabilizdtori. Shriime si nékolik takovych vlastnosti:

Definice 2.1.15. Necht 6 : G x M — M je akce Lieovy grupy G na M. Potom

1. Akce je tranzitivni, pokud kazdé dva body m,m’ € M lze spojit akci néjakého prvku
grupy, tj. existuje g € G, takové, ze g-m =m/'.

Ekvivalentné, akce je tranzitivni, pokud méa préaveé jednu orbitu.

2. Akce je volna, pokud pro libovolny bod m € M rovnost g -m = g’ - m implikuje g = ¢'.
Ekvivalentné, rovnost g - m = m implikuje g = e.

Akce je volna pravé tehdy kdyz je pro kazdé m piislusny stabilizator G, trividlni pod-
grupou G, tj. G,,, = {e}.

3. Akce je efektivni, pokud pro kazdy bod g € G takovy, ze g # e existuje m € M, takové,
ze g - m # m. Tj. kazdy netrividlni element G s néjakym bodem na M pohne.
Ekvivalentné, prunik vsech stabilizatoru je trividlni podgrupa G.

Cviceni 2.1.16. Argumentujte, Ze kazdd volnd akce je efektivni. Naleznéte priklad akce kterd je
efektivni, ale neni volnd. Opacné tvrzent tedy neplati.

Priklad 2.1.17. Necht 6 je akce z pifkladu 2.1.6. Tato akce md dvé orbity GL(n,R) -0 = {0}
a GL(n,R) -z =R"\ {0} pro z # 0. Nen{ tedy tranzitivni. Zarover Gy = GL(n,R) a akce neni
volna. Kdyby A.x = x pro vSechny =z € R", znamenalo by to, ze R™ je vlastni podprostor A s

vlastnim ¢islem 1, coz ale znamena A = 1. Vidime, ze akce je efektivni. Obecné pro =z # 0, G,
je mnozina matic pro néz je x vlastnim vektorem s vlastnim ¢islem 1.

Priklad 2.1.18. Uvazujme akce z piikladu (2.1.7). Leva translace §, = Ly je tranzitivni, protoze
rovnice Ly(h) = h/ mé FeSeni pro kazdou dvojici (h, h'). Pokud Ly(h) = h, mdme gh = h a tedy
g = e. Levd translace je volna a tedy efektivni.

Necht 64(h) = I,(h) = ghg™" je konjugace. Akce nenf tranzitivni, protoze orbitou jednotky
je jen jeden bod, tj. G - e = {e}. To také ukazuje, ze akce neni ani volna protoze G. = G. Tato
akce neni ani efektivni, protoze centrum grupy je definované jako mnozina

Z(G) ={g € G| gh = hg pro vsechny h € G}. (2.6)
Konjugace je tedy efektivn{ pravé tehdy kdyz Z(G) = {e}. To rozhodné nespliiuje kazdd grupa.
Pro Abelovskou (komutativni) je Z(G) = G, nebo napiiklad Z(GL(n,R)) = {A-1| X € R}.
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Piiklad 2.1.19 (Hopfova fibrace I). Uvazujme grupu G = SU(2). Pfipomenme, ze
SU@2)={A € C*» | ATA =1 a det(A) =1}. (2.7)

Snadno se ukéze, ze SU(2) = S3. Vskutku, parametrizujeme-li obecnou komplexn{ matici,

A= (: 2) (2.8)

podminky na A € U(2) okamzité davaji A~! = AT. Zaroven vime, ze |det A| = 1 a tedy
det A = e'* pro né&jaké k € R. Odtud

(?\‘ g) = i (57 j) . (2.9)

To ndm uréi § = e @ a v = —e\. Je praktické prejit k parametrizaci o = e™/2a/ a A = e™/2).
Zapomeneme na apostrofy a muzeme psat
_ ik/2 a A
A=c (/\ a) : (2.10)

Jesté nesmime zapomenout na det A = e**. Ale to ndm ddva podminku |a|? + |y]? = 1. A tedy

U(2) = {e™/? (_O‘X 2) [la? +y* =1, s e R} =S x 3. (2.11)

Pro SU(2) je k = 0, takze vidime, ze SU(2) = S?, navic dostdvame rozklad U(2) = U(1) x SU(2).
Ve skutec¢nosti jsou vSechny mnozinové bijekce i difeomorfismy a kartézsky soucin je pfimy soucin
Lieovych grup. Taky je vidét, ze SU(2) je jednoduse souvisld a U(2) neni.

Uvazujme nyni varietu M = Hy(2,C) hermitovskych matic 2 x 2 s nulovou stopou. Tato
mnozina tvoii vektorovy prostor ze kterého zdédi hladkou strukturu. Vskutku:

o I3 X1 77:132 _ 3
Hy(2,C) = {<$1 + iy s ) | z = (x1,22,23) € R°}. (2.12)

Linedrn{ izomorfismus R3 — Hy(2,C) lze psat jako ¥(z) = x101 + 1209 + w303, kde o; jsou
standardni Pauliho matice:

o) = <(1) (1)> o9 = (8 _OZ> 03 = ((1) _01). (2.13)

Je snadné vidét, ze det(¥(x)) = —||z||?, kde ||z|| je standardn{ eukleidovskd norma v R3. Nyn{
definujeme akci SU(2) na prostoru Ho(2, C) nésledovneé:

Oa(H) = AHAT pro viechny H € Hy(2, C). (2.14)

Snadno se oveid, ze 64 (H) je hermitovskd a bezestopd. Muzeme tedy pouzit tuto akci abychom
definovali akci 6 : SU(2) x R? — R3 vztahem 64 () = U104 (¥(z))). Plati pravidlo

[0a(2)]]? = — det(0a (¥ (z))) = — det(AT(2)AT) = — det(¥(z)) = ||z||>. (2.15)

Vidime tedy, ze Oa definuje ortogondlni linedrni transformace, a tedy elementy grupy O(3).
Muzeme se na 6 divat jako na zobrazeni 6 : SU(2) — O(3). Ve skutecnosti ma ¢ hodnoty v grupé
vlastnich ortogondlnich transformaci a tedy v SO(3). Jak se to ukéze?
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Plati (bez dukazu), ze libovolnd matice v SU(2) 1ze psédt jako maticovd exponencidla ve tvaru

A:exp(—%an~a) = cos(%)l —isin(%)(n~a), (2.16)

kde n = (n1, ng, n3) je smérovy vektor a a € R. Necht (e, e2, e3) je standardn{ baze v R3. Mame
VU(e;) = 0;. Je-li H = H'o; obecnd matice v Hy(2,C), mizeme psét H' = %Tr(aiH). Vskutku:
1 1 1 1 .
5 Tr(o;H o) = H’“§ Tr(oiok) = H’fZ Tr({os,01}) = H’fZ Tr(20;x1) = H* 6 = H'.  (2.17)

Chceme-li tedy spocitat jak vypadd matice zobrazeni Oa ve standardni béazi, mame

Oaley) = U1 (Oa (o)) = %Tr(aaAabAT)qu(aa) = %Tr(aaAabAT) < ea (2.18)

Nyni je potieba dosadit matici A v celé své krdse (2.16). To se d4 velmi snadno (byt za delsf
¢as) vypocitat s pouzitim formulek pro stopy sou¢inu Pauliho matic.

Tr(oy) =0, Tr(0q0p) = 28ap,

2.19
rI‘r(o—aO—bO—c) = 2i€abcu TI’(O'anO'CUd) = 2(§ab(scd - 5a55bd + §ad60b) ( )

Vysledek je po delsim pocitdnim nésledujici. Pokud Ry, = %Tr(oaAobAT), mame
Rap = 0ap cos(a) 4+ (1 — cos(@))nanp — €apene sin(a) (2.20)

Toto jsou ovéem komponenty nejobecnéjsi matice rotace R(«, n) o tihel o € R okolo osy zadané
smérovym vektorem n. Dostdvame tedy grupovy homomorfismus 6 : SU(2) — SO(3), ktery je
surjektivni. Z vyjadieni matice Ry, = % Tr(o,Ao,A'L) vidime, Ze je to zobrazeni hladké. Dokonce
plati, Zze jde o takzvané hladké ponoreni (angl. submersion).
Sekci zakoncéime nasledujici uzite¢nou definici:

Definice 2.1.20. Necht 6 a ¢’ jsou akce Lieovy grupy G na dvou hladkych varietach M a M !
Necht ¢ : M — M’ je hladké zobrazeni. Rekneme, Ze ¢ je G-ekvivariantni, pokud

©(0(g,m)) = 0'(g, (m)). (2.21)

Pomocf teckové“ notace zapiSeme prehledngji jako ¢(g-m) = g - p(m).

2.2 Fibrované prostory

Tato sekce slouzi pouze k rychlému pripomenuti hlavnich pojmu a notace. Struc¢né feceno,
(hladké) fibrované prostory jsou hladké variety co lokalné v jistém smyslu vypadajf jako kartézsky
soucin kousku tzv. bazické variety a tzv. vlakna. Baze a vlakno vystupuji v definici nesymetricky.

Definice 2.2.1. Nechf 7 : E — M je hladké surjektivni zobrazeni dvou hladkych variet £ a M,
nazyvanych totalni prostor F a bazicka varieta M. Zobrazeni 7 se nazyvéa projekce.

Necht {U,}aer je oteviené pokryti variety M a {¢q}acs je kolekce hladkych difeomorfismi
bo : Uy x F = 77 1(U,), kde F je hladka varieta nazvand typické vlakno, takova, Ze plati

To ¢, =m, kde m : U, x F — U, je projekce. (2.22)
Potom se ¢ = {(Uq, da)}acr nazyva lokdlni trivializace.

Rekneme, ze trojice (E, M, ) se nazyva fibrovany prostor, pokud existuje néjakd lokaln{
trivializace. Casto piSeme jen w: E — M.
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Vldknem fibrace nad m € M rozumime mnozinu E,, = 7~ 1(m). Zdkladnim poznatkem
je, ze kazdé vldkno E,, je vlozena podvarieta E difeomorfni typickému vldknu F. Kazdé m je
totiz v U, pro néjaké a a ¢n(m,-) : F — E,, je hledany difeomorfismus. Muze se ale stdt, ze
bod m je obsazen ve vice okolich z pokryti daného lokdlni trivializaci. Potom pfijdou na pretfes
takzvana pfechodova zobrazeni definovana pro m € U, N Ug jako

(9as(m))(f) = w20 &5 (d5(m, f)), (2.23)

kde my : Uy x F — F je projekce. Z konstrukce je zobrazeni g,g(m) pro kazdé m hladkym
zobrazenim z F do F. Je to hladky difeomorfismus, protoze gas(m)~' = gga(m). Piechodova
zobrazeni tedy mizeme brat jako gop : Us MUz — Diff (F'). Rekneme, ze gos : Uy NUg — Diff (F)
jsou hladkd, pokud pro fixni f, zobrazeni m — (gag(m))(f) € F je hladké zobrazeni.

Pro kazdé m € U, N Ug musi tedy gpg splilovat podminky

Joa(m) =1p, gga(m) = (gaﬁ(m))il- (2.24)

Muze se stat, ze m € U, N Ug N U,. Potom se snadno odvodi tzv. kocyklova podminka:

gaﬁ(m) © gﬁ’y(m) = goz'y(m)~ (225)

Casto nastane situace, kdy ¢lovék zacne s typickym vldknem F, bazickou varietou M a se surjek-
tivni projekci 7 : E — M z totalniho prostoru, ktery apriori neni hladkd varieta. Potom je
uzite¢né nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.2.2. Necht n: E — M je zobrazeni z mnoZiny E do hladké variety M. Necht F je
hladkd varieta. Méjme zaddana bijektivni zobrazeni ¢ : Uy X F' — 7T_1(Ua) takovd, Ze mop, = m
a {Uq }acr je oteviené pokryti M.

Pokud jsou vSechna prechodovd zobrazent gop : Uy N Ug — Diff(F) hladkd, existuje unikdtni
topologie a hladkd struktura na E, Ze w : E — M je hladké a {(Uy, ¢o)}acr tvord lokdlnd trivia-
lizact pro fibrovany prostor w : E — M s typickym vldknem F'.

Toto tvrzeni se aplikuje velmi ¢asto, napiiklad u konstrukce tecného a kote¢ného vektorového
bundlu. Ve skutec¢nosti plati jesté silnéjsi tvrzeni. Dokonce nepotiebujeme ani zobrazeni ¢, ani
prostor E. Nasledujici véta ukaze, ze jedinym zajimavym objektem jsou pfechodova zobrazeni.

Véta 2.2.3. Necht M a F jsou hladké variety. Necht {Uy }acr je oteviené pokryti M a pro kazdsj
neprazdny prunik U, N Ug existuje hladkd funkce gop : Us N Ug — Diff(F) splriujici podminky
(2.24), takovd, Ze pro vSechny neprdzdné pruniky U, NUg NU, plati kocyklovd podminka (2.25).

Potom existuje fibrovany prostor w : E — M s typickym vldknem F a lokdlni triviali-
zact {(Uq, o) tacr takovou, Ze gop jsou jeji prechodovd zobrazeni. Takovy fibrovany prostor je
unikdtni aZ na izomorfismus.

Aplikace tohoto tvrzeni uz neni tak castd pfi konstrukci uzite¢nych fibrovanych prostort,
casto se v8ak hodi v existen¢nich dukazech. Casto nastdva situace, kdy F' neni obecnd varieta,
ale varieta s dodate¢nou strukturou. Velmi uzite¢nym piikladem je ten nésledujici:

Definice 2.2.4. Necht 7 : E — M je fibrovany prostor, kde F = V je vektorovy pro-
stor. Rekneme, 7ze F je vektorovy fibrovany prostor, nebo téz vektorovy bandl, pokud
prechodovd zobrazeni gos : Uy N Ug — Diff(V) maji hodnotu v kone¢né-rozmérné podgrupé
GL(V) C Diff(V), neboli pro kazdé m € U, NUgz je gap(m) linedrn{ isomorfismus prostoru V.

Kazdé vlakno E,, vektorového bandlu mé unikatni strukturu vektorového prostoru, takovou
7e ¢o(m,-) : V. — E,, je linedrni isomorfismus.
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Casto je linearni struktura na vladknech dopfedu zadana, viz. konstrukce T'M. Potom staci
OveérTit, Ze je trivializaéni zobrazeni ¢, (m, -) linedrni. Potom je automaticky linedrni isomorfismus
a prechodové funkce jsou linearni isomorfismy.

Dalsim dulezitym konceptem jsou lokalni fezy fibrovaného prostoru. Kromé jejich pfimocaré
geometrické interpretace (napf. lokdlni vektorovd pole) ¢asto muzou poslouzit ke konstrukce
lokalni trivializace (viz. ndsledujici sekee).

Definice 2.2.5. Necht 7 : E — M je fibrovany prostor. Rekneme, ze hladké zobrazeni o : U — E
je lokdlni rez fibrace 7 pokud 7o o = 1y. Prostor lokalnich fezu na okoli U se oznacuje jako
Ty(F). Pokud U = M, iikdme, Ze o je globdlni fez a piseme I'(F) pro jejich mnozinu.

2.3 Principalni fibrace

Centralnim objektem této prednasky bude dalsi specialni pripad fibrovaného prostoru. Uvazujme
nyni piipad, kdy F' = G, kde G je Lieova grupa. Jak omezit prechodova zobrazeni nyni?

Staci si uvédomit, ze G samotnd tvoil podgrupu Diff(G). Vskutku, kazdému g € G muzeme
piifadit unikdtni levou translaci L, € Diff(G). Ptifazeni g — Ly je grupovy monomorfismus,
protoze Lgy = Lgo Ly, Lo = 1g, a Ly = 1¢ implikuje g = e. Budeme se nyni zabyvat pravée
fibrovanymi prostory, jejichz pfechodova zobrazeni lezi v této podgrupé.

Definice 2.3.1. Necht 7 : P — M je fibrovany prostor s typickym vldknem G, kde G je Lieova
grupa. Necht R : P x G — P je pravd akce Lieovy grupy G na P. Pfedpokldddme ndsledujici
vlastnosti vSech zicastnénych:

1. Akce R je volna a pusobi podél vldken, tj. m o Ry = 7 pro vSechny g € G.

2. Zuzeni akce R na kazdé vldkno je tranzitivni, tj. pro kazdé p,p’ € P, existuje (unikétni)
g€ G, takovéze p' =p-g.

3. Existuje lokdlni trivializace {Uy, ¢a }acr, jejiz zobrazeni jsou ekvivariantni, tj. pro kazdé
m e U, a g,h € G plati
¢a(ma gh) = Qba(mag) “h. (2'26)

Takovou lokalni trivializaci budeme nazyvat principalni.

Potom se fibrovany prostor (P, M, m, R) nazyva hlavni fibrovany prostor nebo téz principalni
G-bandl, principalni fibrovany prostor atd. Anglicky nejc¢astéji principal G-bundle.

Pozndmka 2.3.2. Vsimnéte si, ze akce R nemuze byt pro M # {m} tranzitivni. Dokonce snadno
uréime orbity, jsou jimi presné vldkna fibrace P,, difeomorfni grupé G. Zaroven, az na piiklad
trividlniho principalniho bundlu, P,, nem& dobfe definovanou strukturu Lieovy grupy - obecné
nelze jednozna¢né urcit jednotku grupy.

Tvrzeni 2.3.3. Necht (P, M, , R) je hlavni fibrovansj prostor. Potom prechodovd zobrazeni prin-
cipdlni trivializace maji hodnoty v podgrupé G C Diff (G).

Diikaz. Necht m € U, NUg. Pro prvek h € G muzeme psét

(gap(m))(h) = (m2065")(d5(m, h)) = (w2065 ") (¢s(m, ) - h) = (2065  (d5(m, €))) - h. (2.27)
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Oznagime-li §o5(m) = ma 0 95 ds(m, €)), mizeme psdt

(9ap(m))(h) = Gap(m) - h = Ly, (m)(h). (2.28)
Vidime tedy, ze ptrechodova zobrazeni skuteéné pusobi jako leva translace grupou G, a tedy maji
hodnoty ve vyse zminéné podgrupé Diff (G) |

Poznamka 2.3.4. Podobné jako v piipadé obecné fibrace plati opa¢né tvrzeni. Pokud méame
fibrovany prostor P s typickym vliknem G, v némz piechodova zobrazeni pusobi levou translaci,
muzeme totalni P vybavit unikdtni pravou akci grupy G volnou a tranzitivni podél vldken, kterd
z dané lokalni trivializace udéla principalni a tedy z P hlavni fibrovany prostor.

Piiklad 2.3.5. Necht P = M x G je trivialn{ fibrovany prostor, 7 : M x G — M projekce.
Definujeme R, (m,h) = (m, h - g). Potom identické zobrazeni ¢ : M x G — M x G je principalni
lokdlni (zde globélni) trivializace a m : M x G — M je hlavni fibrovany prostor.

Hlavni fibrovany prostor ma nésledujici uzitetnou vlastnost, kde pokryti lokalnimi fezy vzdy
definuje principalni lokaln{ trivializaci.

Tvrzeni 2.3.6. Nechf m: P — M je hlavni fibrovany prostor. Necht {Uq }ac1 je oteviené pokryti
M a {04}acr je kolekce hladkijch lokdlnich vezi oo € Ty, (P). Potom ¢l, : Uy X G — 7= 1(U,)
definovand jako ¢, (m,g) = oo (m) - g definugi principding lokdlni trivializaci P.

Dukaz. Protoze mo o, = 1y, a w(p- g) = p, dostdvdme (¢l (m, g)) = w(oa(m)) = m = 71 (m).
Zobrazeni jsou ekvivariantni, ziejmé ¢!, (m, gh) = o,(m) - (gh) = (0a(m) - g) - h = ¢ (m, g) - h.
Pro dokonéen{ ditkazu musfme ukézat, ze ¢, : U, x G — 7~ 1(U,) je difeomorfismus.

¢!, muzeme psat jako slozeni hladkych zobrazeni ¢/, = Ro (0, X 1g), kde R: Px G — P
je prava akce na P. Mame tedy ¢!, hladké. Necht p € 7=1(U,). Protoze bod o, (m(p)) lezi ve
stejném vldkne, existuje unikatni g, (p) € G, takovy ze

p=0a(m(p)) - 9a(p)- (2.29)

Definujeme inverzni zobrazeni jako ¢/;1(p) = (7(p), ga(p)). Snadno se ovéii, ze opravdu ¢/, o
¢t = 1 and ¢/;1 o ¢, = 1. Vime tedy, ze ¢/, je hladkd bijekce. Abychom ukizali, ze jde
o difeomorfismus, stac¢i ukdzat, ze ¢/, je vnoreni, tedy jeho tecné zobrazeni je v kazdém vodé
injektivni. Potfebné prostredky (fundamentdlni vektorové pole) budeme mit az v dalsf sekci. W

Dusledek 2.3.7. Hlavni fibrovany prostor je trivializovatelny, prdvé tehdy kdyz existuje néjakiy
globdlni hladky Tez.

Priklad 2.3.8. Nechf M je libovolnd varieta s pravou a volnou akci R grupy G. Necht M/G je
mnozina viech orbit akce R nazyvand prostor orbit. Definujeme zobrazeni 7 : M — M/G jako
m(m) = G - m, tj. kazdému bodu pfiradi jeho orbitu. Jelikoz kazd4 orbita je orbitou néjakého
bodu, je 7 surjektivni. Pro kazdé O € M/G je n=1(0) = O C M vidéna jako podmnozina M.

M /G vzdycky topologicky prostor, kde U C M/G je oteviend pravé tehdy kdyz 7=1(U) je
oteviend v M. Je to nejhrubsi (nejméné otevienych mnozin) topologie v které je 7 spojité. Za
idedlnich okolnosti existuje (ne vzdy!) hladkd struktura, takovd ze m : M — M /G je surjektivni
hladké ponoteni (surjective submersion).

Za takovych podminek vzdy existuje pokryti {U,}aes variety M/G a kolekce hladkych fezu
{oa}acr, kde o, : U, — M spliuje 7o 0, = 1y,,. Modifikaci dukazu predchoziho tvrzeni se
dé ukdzat, Ze pfesné stejnym zpusobem se na 7 : M — M/G da definovat struktura hlavniho
fibrovaného prostoru.
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V dalsim piikladu se podrobné podivame na fyzikalné extrémné dulezity piiklad hlavniho
fibrovaného prostoru. Je jim tzv. Hopfova fibrace 7 : S* — S?, kde G = U(1) = S*.

Piiklad 2.3.9 (Hopfova fibrace IT). Uvazujme nyni grupu SU(2) a jeji pusobeni na dvou riuznych
prostorech. Z definice (je to podgrupa maticové grupy GL(2, C)) pusobi na vektorovém prostoru
C2, tj. pro x € C? a A € SU(2) puisobi jako A.x = La ().

Ujasnéme si nejprve, jak piesné vypadaji orbity této akce. V. C? mame normu definovanou
jako ||x||> = x"x. Podobné jako pii ditkazu SU(2) = S* vidime, Ze pro r > 0 mizeme psat
S;={xeCxx=r={xeC||Ix| =} (2.30)
Tvrdime, ze orbity SU(2) jsou pfesné tyto tifrozmérné sféry pro r > 0. Viimnéte si, Ze mame
C2?/SU(2) = [0, +00), prostor jenz neni nikdy hladkou varietou.

Protoze akce SU(2) zachovdva normu, tj. [[Ax| = [|x| pro véechny A € SU(2), kazd4 z orbit
musf byt obsazena v néjaké z S?. Nechf x € S? je libovolné. Sestrojime A, ze x = A.xo, kde
xo = (1,0)T je jeden z ,pélia“ S3. Necht y = (o, A\)T. Dosazenim snadno zjistime, ze

A=l (i‘ __A) . (2.31)

r «

Protoze ||x|| = 7, snadno se ukdze, ze opravdu A € SU(2). Viz také (2.11). Jelikoz kazdé dva
body na S? spojime sekvenci dvou akef SU(2), musi byt celd S2 v jedné orbité.

Definujeme nyni zobrazeni 7 : C? — R? vztahem

w(x): = xioix. (2.32)

Nyni ovéfime nékolik vlastnosti tohoto zobrazeni.

Bod 1: 7 skoro zachovava normu: Pro libovolny x € C? je xx' hermitovskd komplexni
matice 2 X 2. Lze ji unikdtné zapsat pomoci normy ||x|| a zobrazeni 7 jako

o = S 1+ 70 - o0) (233

Snadno se ukéze, ze (1,01, 02,03) tvoif bazi prostoru H(2,C) hermitovskych matic. Vzpomerite
Hy(2,C) z piikladu 2.1.19, coz je podprostor H(2,C) tvofeny linedrnim obalem béze (01,02, 03).
Koeficienty v této bazi se ziskaji pomoci stop, tj.

1
H= §(Tr(H) -1+ Tr(o;.H) - 0y) (2.34)
Pro H = xx' pomoci zdmén ,pod stopou“ snadno dostavame vysledek. Uzitim této formulky

snadno zjistime eukleidovskou normu obrazu 7 () v zdvislosti na normeé ||x||. Mame

I* =

[[7(x) T()im(x)i = x'oixxToix = Tr(xToixxtoix) = TrOxtoixx o))

1
= 1(||X||4 Tr(oi04) + 7(x);m(X)k Tr(oj0:0%04))

1. (2.35)
= E(HXH 2053 4 2m(x) ;7 (X)k (05 0ki — 0104 + 05i0ik))

- i(ﬁllxll4 =27 ()|1?).
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Odtud ||[r(x)||? = ||x||*, a tedy 7 definuje zobrazen{ = : SE/F — S2. Zobrazen{ je hladké protoze
puvodni zobrazeni je jen polynom v komponentach .

~ Bod 2: 7 je ekvivariantni zobrazeni: Pripomerime, ze mame grupovy homomorfismus
6 : SU(2) — SO(3) a tedy i akci 8o grupy SU(2). Tvrdime, ze

T(La(x)) = Oa(m(x))- (2.36)

To ale ve skute¢nosti pfimo plyne z definice akce 0. Vskutku, mame

m(La(x))i = X"(ATo;A)x = Tr(o; AxxTAT) = %TT(UiA(HXHQ 14 7(x)kor)AT) 237
= m(X)k - %Tr(UiAO'kAT) = Rik - 7(X)k-

To je ale presné vyjddieni (2.36). Vidime, ze 7 je ekvivariantni.

Bod 3: 7:S? — §? je surjektivni zobrazeni: Necht n € S? C R? je vektor normovany na
1. Necht ¢ € S* C C? je libovolny normovany vektor, (¢ = 1. Ozna¢me n’ = 7(¢) normovany
obraz v C2. Protoze S? je orbita grupy rotaci, ur¢ité existuje B € SO(3), ze n = B.n’. Ale
protoze nakryti 6 : SU(2) — SO(3) je surjektivni, existuje A € SU(2), takové ze B = f. Potom

T(La(C)) = 0a(7(¢)) = B = n. (2.38)

A tedy 7 je surjektivni. Ve skutec¢nosti jde o surjektivni ponofeni, protoze kazdé ekvivariantni
zobrazeni m4 konstantni hodnost podél celé orbity, v tomto piipadé tedy podél celé S3. A hladké
surjektivn{ zobrazeni s konstantn{ hodnosti je vzdycky ponofeni (to neni trividlni tvrzeni).

Bod 4: Podél vldken 7 volné a tranzitivné pusobi grupa U(1). Pripomenme, Ze grupu
U(1) € GL(C, 1) = C vybavujeme hladkou strukturou podvariety C ~ R?, pficemz

U(1) = {exp(ia) | « € R} = S*. (2.39)
Tj. a je ,polarni“ soufadnice na S'. U(1) m4 pravou (a tedy i levou) akci na C? definovanou
jako nésobeni odpovidajicim komplexnim éislem: y - €™ = e'@y. Ziejmé |x - || = ||| a akci

tedy mizeme ztizit na S* C C2. Oznaéme Ria (¢) = ¢ - €'®. Chceme ukdzat, 7e 0 Reia = T

w(€()i = () oi(e"*() = e ((Tai¢)e™ = 7(()s. (2.40)

Dal chceme ukdzat, ze akce pﬁsobl' volné. Necht e’( = (. Staéf rovnici vyndsobit ¢ zleva a
dostavame e’*¢fT¢ = ¢f¢. Odtud e’ =1 = eu(1)-

Koneéné, musime ukazat, ze je akce tranzitivni. Necht ¢ € S?, takové, ze 7(¢) = n. Definujme
komplexn{ matici ¥ = n - 0. Podle predpokladu (T = 1(1+n- o). Odtud tedy

B(Q) = (2¢¢F - 1)¢ =2 - ¢ = ¢ (2.41)

Odtud vidime, Ze kazdy bod vldkna 7~ !(n) je vlastnim vektorem operdtoru ¥ s vlastnim é&islem
1. Opaéné tvrzeni je také pravdivé. Nechf X(¢) = ¢. Méme 7(¢); = (fo;¢. Vyndsobenim n; a
sectenim pres ¢ dostdvame 7(¢); - n; = 1, tj. w({) -n = 1. Ale n({) i n jsou smérové vektory,
odkud plyne 7(¢) = n. Vldkna 7 maji tedy jednoduchou interpretaci:

77 (n) = {¢ € C? | ¢ je normovanym vlastnim vektorem n - o s vlastnim éfslem 1} (2.42)
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Kazdy absolvent kvantové mechaniky vi, ze n - ¢ mé vlastni ¢isla {—1,1} a piislusné vlastn{
prostory jsou jednorozmérné. Je-li tedy x’ libovolny jiny normovany vlastni vektor, je x' = e*®x
pro néjaké €' € U(1). To ukazuje tranzitivitu.

Bod 5: Dostavame netrividlni hlavni fibraci se strukturni grupou U(1): Ukdzali jsme,
ze m: S? — S? je hladké surjektivni submerze. Definovali jsme hladkou volnou akci piisobici
tranzitivné podél vldken. Abychom ukézali, Ze jde o hlavni fibraci, musi se definovat lokalni
trivializace. Protoze 7 je submerze, vzdycky existuje kolekce {o4 }acr hladkych fezu m, jejichz
definién{ obory pokryvaji S2. Uplné stejné jako v ditkazu tvrzeni 2.3.6 se pomoci nich definuje
principalni lokalni trivializace S3.

Vysledny hlavni fibrovany prostor se nazyvd Hopfova fibrace. Vysledek neni trivialni fib-
rovany prostor, protoze S 2 S? x S' a topologicky prostor S? x S neni jednoduse souvisly.

VVVVVV

ze kolekce vSech bézi vsech teénych prostoru tvoii fibrovany prostor s pfirozenou akci grupy
GL(n,R). Je dulezité mu porozumét, protoze naprostd vétsina formdlnich definic v teorii hlavnich
fibrovanyjch prostoru pochdzi ze studia tohoto specidlniho pripadu!

Piiklad 2.3.10 (Hlavni fibrace repéru (angl. Frame bundle)). Pfipomenme piiklad 2.1.8. Pro
kazdy n-rozmérny vektorovy prostor V jsme definovali varietu £(V) vSech bézi prostoru V.

Necht M je libovolnd n-rozmérnd hladks varieta. Definujeme totdln{ prostor F(M) jako

F(M)= | | &TnM), (2.43)
meM

tj. F(M) je mnozina vSech baz{ viech teénych prostoru k varieté M. Necht e € E(T,, M). Potom
7w F(M) — M definujeme jako 7(e) = m, tj. kazdé bézi priradime bod variety M, kde se dotyka
tecny prostor jehoz je e bézi. Jelikoz £(T,, M) # 0, je 7 surjektivni.

Typickym vldknem 7 : F(M) — M bude Liecova grupa GL(n,R). Necht {U,, pa}tacs je
soufadnicovy atlas variety M. Oznaéme pifslugné soufadnicové funkce z¢, : U, — R. Pro kazdy
bod m € U, tedy dostavame prvek 9(*)|,, € &(T,, M), kde

0 7]

- ’.'.,7
ozt |, ozn

O, = ( ). (2.44)

m

Nyni definujeme lokaln{ trivializaci ¢, : Uy x GL(n,R) — 7~ 1(U,). Piipomenime, ze GL(n,R)
pusobi pfirozené zprava na £(V') pro libovolny n-rozmérny prostor. Potom

pa(m,A) ==Y, - A, (2.45)

pro kazdé m € U, a A € GL(n,R). V duchu tvrzeni 2.2.2 musime ukdzat, Ze jsme pravé definovali
bijekei, takovou Ze 7 o ¢, = 1. Ale protoze 0(*)|,, je béze v T,, M, je i vysledek piisobeni A (z
definice). A tedy 7(dq(m, A)) = m. Zjevné je to bijekce, protoze pro kazdé e € £(T,, M) existuje
pravé jedno A € GL(n,R), ze e = 0®|,,, - A. Abychom mohli vyuzit sluzeb tvrzenf 2.2.2, musime
ukazat, ze prechodova zobrazeni jsou hladka.

Necht tedy m € U, N Ug. Ale potom 9®|,, = 9(®)|,, - J(m), kde J je Jacobiho matice
transformace pfechodového zobrazeni ¢, o cpgl. Potom prechodové zobrazeni trivializace je

[905(M)](A) = T2y (d5(m, A)) = w26, (0] - A)
= 12670 - 3(m) - A) (2.46)
=J(m) - A.
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Vidime tedy, ze prechodové zobrazeni pusobi levou translaci prvkem J(m), ktery (jako kazda
Jacobiho matice v atlasu) hladce zdvisi na m. Z tvrzen{ 2.2.2 tedy plyne, Ze existuje unikdtnf
hladké struktura na F(M), kterd z = : F(M) — M udéla fibrovany prostor.

Musime jesté definovat vhodnou akci GL(n,R) na F(M). Existuje jedind logickd moznost, a
tedy Ra(e) =e-A prokazdé e € F(M) a A € GL(n,R). V kazdém vldkné tedy definuje pravou
akci z prikladu 2.1.8, o které jsme jiz ukazali, Ze je tam volnd a tranzitivni.

Nakonec najednou ukézeme, ze akce je hladka a lokélni trivializace {(Uy, ¢u)}acr je ekviva-
riantni a tedy tzv. principdlni. Pro kazdé A, B € GL(n,R) a m € U, méme

Ra(¢a(m,B)) = ¢a(m,B) - A = ((0%m) - B) - A = ¢po(m,B.A). (2.47)

To ukazuje ekvivarianci. Zaroveii je pravd strana hladkd v (m,B,A), a tedy R : 77 1(Uy) x
GL(n,R) — 7~ 1(U,) je hladké zobrazeni pro kazdé o € I. w : F(M) — M se nazyva hlavni
fibrace repéri, nebo znaméji v anglictiné frame bundle.

Cviceni 2.3.11. Ujasnéte si, zZe lokdlni tezy m : F(M) — M odpovidaji (lokdlné definovangm)
polim repéri. Dle dusledku 2.3.7 je tedy F(M) trivializovatelny prdvé tehdy kdyz existuje globalné
definované pole repéru. Takové varieté se rika paralelizovatelnd. To nastane naptiklad pokud
M = G je Lieova grupa.

2.4 Fundamentalni vektorova pole, vertikalni podprostor

Nésledujici odstavce funguji pro libovolnou hladkou varietu P s libovolnou pravou akci R :
P x G — P Lieovy grupy G. Pfipomenme, ze Lieova algebra g = Lie(G) Lieovy grupy G je
vektorovy prostor ktery ztotoznujeme s tecnym prostorem v e € G, tj. g = T.G.

g je izomorfni podprostoru X, (G) nekone¢né-rozmeérné Lieovy algebry X(G) tvofenému levo-
invariantnimi vektorovymi poli. Izomorfismus pfifadi kazdému z € g piislusné levo-invariantni
vektorové pole ! definované jako

2, = Lo(2) = [Tu(Ly)](2). (2.48)

Plati #1|, = x. Jelikoz x je vektorové pole jako kazdé jiné, existuji i jeho integralni kiivky.
Jeho integraln{ kiivka v : R — G startujici v ¢ = 0 z bodu e se oznacuje jako y(t) = exp(tx), tj.

d
exp(0-z) =e, p exp(tx) = $L|exp(m). (2.49)
Zejména plati, ze x je tetné k exp(tx) vt =0, tj. x = %}tzo exp(tx).

Intuitivné je néasledujici myslenka velmi jednoducha. Zvolim si libovolny bod m € P a libo-
volny element = € g. Ten je tecny ke kiivce exp(tx). Pro kazdé t se podivam, jak prvek exp(tx)
zapusobi na bod m, tedy na bod m - exp(tx). To mi ale definuje novou kiivku ¢ — m - exp(tx),
tentokrat ,namalovanou® ve varieté P. A ja se podivim na jeji tetnu v bodé m, tj. pro t = 0.
Tim definuji te¢ny vektor v T, P:

d
H#2|m = —|m - exp(tz). (2.50)
dt|,_,

Tento postup zopakuji pro kazdy bod m € M a dostanu tedy vektorové pole #x. Je to hladké
vektorové pole, protoze zobrazeni ¢#* : R x M — M definované jako ¢#*(t,m) = m - exp(tz) je
hladké v m a splituje viechny vlastnosti toku vektorového pole. Je jasné, ze ¢#* je tokem #x.
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Definice 2.4.1. Pro kazdé x € g, #z se nazyva fundamentalni vektorové pole prvku .

Piitfazeni fundamentalniho vektorového pole x — #x muzeme interpretovat jako zobrazeni
# : g — X(P). Casto se nazyvd infinitesimalni generator akce R. Nyn{ ukdzeme, Ze toto
zobrazeni méa nékolik zasadnich vlastnosti.

Tvrzeni 2.4.2. Zobrazend # : g — X(P) je linedrni. Pro kaZdé m definuje linedrni zobrazeni
H#m g — T P. Vlastnosti tohoto zobrazeni odrdzi lokdlni vlastnosti akce R:

(i) Je-li Gy, = {e}, je #m monomorfismus.

(ii) Ezistuje-li otevirené okoli bodu m, kde je akce R tranzitivni, je #.,, epimorfismus.

Diikaz. Piipomenme si orbitové zobrazeni R(™) : G — P definované jako R(™(g) = R(m,g) =
m - g. Potom muzeme psat

A1 RO (exp(ta)) = BRI (z) = (TLR™)(z).  (2.51)

d
#m(x) = #x|m = - dt
t=0

™ exp(tz) =

t=0

Ale RS]") : g =7T.G — T, P je jako kazdy push-forward linedrn{ zobrazeni. Tedy #|,, je linedrni.

Nynf ad (i): Za téchto piedpokladii je zobrazeni R™ injektivni. Necht #,,(x) = 0. S vyuzitim
toho, ze R(™) (gh) = RU™ (g) - h dostdvame

iR(m) (exp(tx)) = 4

g o R™ (exp(sz) - exp(tz))

RO (expl(s + 1)) = =

p =0 =0 (2.52)
= % Rexp(tx) (m . exp(s:v)) = Rexp(tw)*(#m(fy)) =0.
s=0

Odtud vidim, ze R (exp(tz)) = R (e) pro kazdé t € R. Z injektivity exp(tx) = e pro véechny
t € R. Odtud ale z = %|t:0 exp(tz) = 0. A tedy #,, je injektivni.

Ad (i4): Nechf R je tranzitivni na okoli V' 3 m. Potom H = (R(™)~1(V) je oteviend mnozina
splijici, ze RU™ (H) =V, a tedy R'™ : H — V je tedy surjektivni hladké zobrazeni. Protoze
R(™ je ekvivariantni, jeho teéné zobrazeni Tj, R"™) m4 stejnou hodnost pro kazdé h € H. Ze
surjektivity ale uz (netrividlné) plyne, ze T, R™ m& maximalni hodnost, tedy je surjektivni pro
kazdé h € H. To plati zejména pro #,, = T.R"™). |

Disledek 2.4.3. Nechf w: P — M je hlavni fibrovany prostor s pravou akci R. Potom je pro
kaZdé p € P zobrazeni #, : g — T, P monomorfni.

Orbity akce R jsou vloZené podvariety vidken w—1(m). Potom pro kazdé p € P a m = w(p),
#p g — T,(m~1(m)) je linedrni izomorfismus, tj. tecné prostory k vldknim jsou kanonicky
izomorfni g.

Dukaz. Prvni tvrzeni je ziejmé, protoze akce R je volnd a zbytek plyne z (7). Protoze vldkna
jsou vlozené podvariety a orbity akce R, muZeme akci zuzit na né. Tam je akce volnd a navic i
tranzitivni. Fundamentdlni vektorova pole jsou tedy te¢nd k vldkntm a jelikoz je podél nich akce
tranzitivni, z tvrzeni (ii) vyplyva, Ze je #|, : g = Tp(m~1(m)) C T, P je surjektivni. [ ]

Jelikoz jak g tak X(P) maji pfirozenou strukturu Lieovy algebry, muzeme se ptat, jak moc
# respektuje tuto pfidanou strukturu. Nejprve si ale musime pifipomenou néasledujici pojem.
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Definice 2.4.4. Necht M a N jsou libovolné hladké variety, ¢ : M — N. Nechf X € X(M) a
Y € X(N) jsou hladk4 vektorova pole. Rekneme, 7ze X a Y jsou p-vztaZzenal, pokud

P+ (X|m) = Yp(m)- (2.53)

Piseme X ~, Y.

Analyzou odpovidajicich lokdlnich tokt lze snadno odvodit nasledujici tvrzeni:

Lemma 2.4.5. Necht ¢ : M — N jako v predchozi definici. Necht X ~,Y a X' ~, Y'. Potom
X, X i [V ). (250
Ezplicitné teceno, pro kazdé m € M plati p.([X, X']|m) = [Y, Y]l o(m)-

S vyuzitim tohoto pozorovani je jednoduché dokazat nésledujici dulezité tvrzeni:

Tvrzeni 2.4.6 (Infinitesimalni generdtor je homomorfismus). Nechf R : P x G — P je pravd
akce Lieovy grupy G na varieté P. Potom zobrazeni # : g — X(P) je homomorfismus Lieovijch
algeber, tj. pro kaZdé x,y € g plati rovnost

[#x, #y] = #[2, ylg- (2.55)

Diikaz. Dikaz je pifmou aplikaci lemmatu 2.4.5. Nechf m € P je fixni bod, a necht R : G — M
je orbitové zobrazeni piislugné akci R. Necht = € g a ¥ € X(G). Potom al ~ gm) #a:

(m), L d (m) d d
R* X = —|R gexp tr = —|m- g exp tr = —7|(m-g)-exp tx

= #x|mq = #.’E|R(m)(g).

Pro libovolné xz,y € g, m € P a g € G tedy dostavame relaci

R[22, Py = [#a, #9]lm-g- (2.57)

Dosazenim g = e poté uvidime pfesné rovnost (2.55). |

7 definice fundamentalnich vektorovych poli lze o¢ekdvat zajimavé chovani vuéci translacim
piislusné akce. Pfipomenme si definici adjungované reprezentace. Pro kazdé g € G mame
pifslusnou konjugaci I, : G — G. Plati I(e) = e. Jelikoz g = T. G, piislusné tetné zobrazeni I,
definuje linedrni izomorfismus Lieovy algebry g. Definujeme Ady(x) := Iy, (x). Plati

4 I,(exp(tx)) = 4 gexp(tx)g . (2.58)

A =
dy () dt|, % dt|;_,

Zaroven ale plati (jako pro kazdy element g) rovnice Ady(x) = %|t20 exp(tAdg(x)). Z jedno-
znacnosti maximalnich integrélnich kiivek vektorovych poli potom plyne nasledujici lemmas:

Lemma 2.4.7. Pro vsechny g € G, x € g a t € R plati rovnost

exp(tAdy(z)) = gexp(tz)g™". (2.59)

INéekdy téz p-piibuzna.
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S vyuzitim tohoto pozorovani je jiz snadné dokdzat ndsledujici (klicové) tvrzeni:

Tvrzeni 2.4.8. Nechf R: P x G — P je pravd akce Lieovy grup G na P a # : g — X(P) je
prislusny infinitesimdlni generdtor. Potom pro kaZdé g € G a x € g plati

Ry (#x) = #(Ady-1(x)). (2.60)
Diikaz. Nejprve si zapisme (2.60) v kazdém bodé m € P. Mdme ukézat, ze
Ry (#|m) = #(Adg-1(2))|m.g- (2.61)

Za¢néme piimocarym vypoctem z levé strany.

Ry (#x|m) = % ?_(q)(m -exp(tx)) = % (17;0 -exp(tx)) - g
= i/ 9) (57" expleno) (2.62)
d
= ] 9) - (A (@) = (A (s

A je to dokézano, a je to hotovo. |
Cviceni 2.4.9. Naleznéte modifikaci tvrzeni 2.4.6 a 2.4.8 pro levé akce Lieovych grup.

Piiklad 2.4.10 (Fundamentalni vektorova pole na hlavni fibraci repéri). Nechf P = F(M) a
G = GL(n,R). Zavedeme si nejprve lokalni soufadnice na totdlnim prostoru F'(M).

Pfipomenime, Ze lokaln{ trivializaci jsme zavedli s pomoci soufadnic (U, (z*, ..., 2")), piicemz
trivializacni zobrazen{ ¢ : U x GL(n,R) — 7~ }(U) jsme zavedli jako ¢(m,A) = 9|, - A, kde
Om = (O1lm,---,0nlm) € E(TmM) je baze soufadnicovych teénych vektoru. Kazdy bod (béazi
néjakého teéného prostoru) e € 7~ H(U) tedy muzeme jednoznaéné popsat pomoci bodu m a
matice A, Zze e = 9|, - A.

Standardni baze {E.}",_, vektorového prostoru R™" matic n x n se zavede vztahem

(E3); = 856, (2.63)

tj. B je matice co mé nuly vSude kromé jednicky v pruseciku b-tého fadku a a-tého sloupecku.
Potom matici A mizeme napsat jako A = A’E?. Vskutku, méme A; = Ag(Eg); Pro prvek
e = 0|, - A definujeme souradnicové funkce z° : 771 (U) > Ra yy : 7~ *(U) = R jako

zi(e) := 2t (m), yi(e) := Af. (2.64)

Soufadnicové funkce z' : 771(U) — R a 2° : U — R se standardné oznacuji stejnym symbolem,
piestoze jde o funkce na jingch varietdch. Casto budeme psat y(e) = y&(e)EL. Snadno se ovéid,
ze (zt,...,2" yi,...,y") tvoif lokdln{ soufadnice na 7= (U).

Pojd'me si spoéitat fundamentdlni vektorova pole pravé akce R : F(M) x GL(n,R) — F(M).
Piipomeiime, ze g = gl(n,R) = R™". Kazdy element x € g lze tedy zapsat jako x = z{E®.
Jelikoz # je linedrni, staci spocitat #Ef. Necht e € F(M) je libovolny bod. Potom

0
oz’

0

#Elﬂe:Vl e"‘W;Tyg

: (2.65)

e

28



kde V% a W§ se vypocitaji (z definice) jako

) d| . d
V' = 7 z'(e-exp(tEy)), Wi= 7 yg(e - exp(tEp)). (2.66)
t=0 t=0

Jelikoz akce piisobi podél vldken, neméni bod ve kterém se béze nachdzi. A tedy V? = 0. Pro
vypocet druhé komponenty, vyraz v zdvorkidch muzeme ptepsat jako

e~ exp(tEf) = Olm - y(e) - exp(tEy) = Olm - ({y(e) - exp(tE})}I Ey,). (2.67)
7 definice soufadnicovych funkci tedy dostdvame vyraz

yale - exp(tEy)) = {y(e) - exp(tEy)}g (2.68)
Derivaci v t = 0 a s vyuzitim toho, ze exp(tEy') je opravdickd maticové exponenciala, dostavame

d

{fg(e) ~exp(tE;) Y = {y(e) - By} = yi(e) (Ey)a = 0ui(e). (2.69)

Nyni jen zbyvé dosadit tyto koeficienty a dostaneme

0 0

Eple = (05ys(e)) - =—| =y;i(e) - . 2.70
#BEle = G gz =i | (2.70)
Pro zpfehlednéni znacni budeme pouzivat oznaceni 9; = % a df = %. Peclivé si vsimejte

polohy indext v druhé definici. Potom lze psiat #E7 (bez indikace konkrétniho bodu) jako
#E? = y5 - 02, atedy pro x € gl(n,R) obecné jako #x = a’ #Ef = 2% y¢ - 9% (2.71)

Cviceni 2.4.11. Owérte explicitnim vipoctem, Ze pro fundamentdlni pole #x z predchoziho
prikladu plati tvrzent 2.4.6 a 2.4.8.

Pro obecnou akci Lieovy grupy poskytuji fundamentalni vektorova pole dilezité informace o
samotné akci. Pro topologicky dostateéné hezké Lieovy grupy G (souvislé a jednoduse souvislé)
dokonce kéduji celou akci, z pouhé znalosti zobrazeni # lze rekonstruovat celou akci R. Pro nase
Ucely, tj. pro studium hlavnich fibrovanych prostortu vsak plni dalsi uzite¢nou funkci. V kazdém
bodé totiz generuji nésledujici vyznacny podprostor te¢ného prostoru totalniho prostoru P.

Definice 2.4.12. Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor se strukturni grupou G. Pro
kazdé p € P definujeme vertikalni teény podprostor, jehoz elementy nazyvame vertikalni
vektory, jako jadro te¢ného zobrazeni k projekei, tj.

Ver,(P) ={X € T,P | m.(X) = 0} = ker(T,n). (2.72)
Jelikoz 7 je vzdy hladkd submerze, mame dim(Ver,(P)) = dim P — dim M.

Jelikoz jednotlivd vldkna P, = 7~ !(m) jsou vlozené podvariety P definované jako vzory
jednotlivych bodu bdze M (tvz. ,level sets“), d4 se snadno nahlédnout, ze pro kazdé p € P,
plati T,,(P,,) = ker(T),m) = Ver,(P). Geometricky je tedy Ver,(P) tvofen teénymi vektory, které
jsou v daném bodé p teéné k vidknu fibrace. V kombinaci s dusledkem 2.4.3 dostdvame nédsledujici
dulezité tvrzeni.
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Tvrzeni 2.4.13. Necht m : P — M je hlavni fibrovang prostor s akci R. Necht # je infi-
nitesimdlni generdtor R. Potom pro kaZdé p € P, zobrazeni #, : g — Ver,(P) je linedrn{
izomorfismus.

Definice 2.4.14. Nechf X € X(P) je hladké vektorové pole. Rekneme, ze X je vertikalni, je-li
X|p € Ver,(P) pro viechny p € P.
Upozornéni: neni pravda, ze obecné X = #x pro néjaké x € g. Existuji ale unikatni hladké

funkce X# € C°(P), ze X = X* - 4##t,,, kde {t,}{™,® je libovolnd baze g.

Vertikalni podprostor ma dalsi vyznacnou vlastnost. Teéné zobrazeni k pravé akci zobra-
zuje vertikalni vektory na vertikalni, vSechny vertikalni podprostory podél jednoho vlakna jsou
kanonicky izomorfni. Toto je tvrzenim nasledujiciho lemmatu:

Lemma 2.4.15. Pro libovolné p € P a g € G plati Ry (Very(P)) = Very,.4(P).
Dikaz. Tvrzeni snadno plyne z vlastnosti m o R; = m. Potom pro X € Ver,(P) plati

Ta(Rgi (X)) = (mo Ry)(X) = m(X) = 0. (2.73)
Odtud plyne inkluze Ry, (Ver,(P)) C Ver,.4(P). Opacna inkluze se ukdze podobné snadno. Pro

Y € Very.,(P) muzeme psit Y = Ry.(Ry-1,(Y)), kde R,-1,(Y)) € Ver,(P) podle jiz dokazané
inkluze. ]
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Kapitola 3

Forma konexe

3.1 Formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Pii praci s hlavnimi fibrovanymi prostory ¢asto narazime na diferencidlni formy, jejichz hod-
noty na vektorova pole nejsou hladké funkce do realnych cisel, ale hladké funkce s hodnotami v
kone¢né-rozmérném vektorovém prostoru. Nékteré ze standardnich operaci na obycejnych dife-
rencidlnich formach 1ze snadno rozsitit na tuto vétsi tiidu, nékteré ne.

Definice 3.1.1. Necht M je hladk4 varieta. Je-li V' libovolny koneéné-rozmérny vektorovy pro-
stor, fekneme, ze w je diferencidlni p-forma s hodnotami ve V, je-li

Wi X(M) x - x X(M) = C®(M, V) (3.1)

p krat

totalné antisymetrické zobrazeni, které je C°°(M)-linedrni v kazdém vstupu. C*° (M, V') oznacuje
modul hladkych funkei z M do V. Oznaéme prostor takovych forem jako QP (M, V).

Pozndmka 3.1.2. Pro V =R dostaneme prostor oby¢ejnych diferencialnich forem na M.
Podobné jako v ptipadé obyc¢ejnych forem muzeme formu ,vy¢islit® v kazdém bodé m € M.

V tomto pifpadé dostdvdme p-linedrni totdlné antisymetrické zobrazent: w|,, : (T,,M)? — V.

Ve skutecnosti ma prostor Q7 (M, V) velmi jednoduchou strukturu. Necht {£,}m" je libovolnd

béze vektorového prostoru V. Potom muzeme psét
w(X1,..., X)) =w(X1,..., X,)E,. (3.2)

Snadno se ovéri, ze wt € QP (M,R) = QP(M) jsou obycejné tzv. komponentni p-formy. Kazdou
formu w € QP (M, V') tedy muzeme psét (pro danou bézi jednoznaéné) jako w = w"E,,.

Tento zapis muzeme pouzivat k zobecnéni znamych operaci na diferencidlnich forméch:

Definice 3.1.3. Vnéjsi derivace, vnitini soucin a Lieova derivace se definuji jako:
dw = (dw")E,, www = (ww")E,, Lyw= (Lyw")E, (3.3)
Necht A € End(V) Potom muzeme definovat pusobeni A na QF(M,V) jako

A(w) =w"A(E,). (3.4)
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Cviceni 3.1.4. Ujasnéte si, Ze vySe zminéné definice nezdvisi na vgbéru bdze {E,} a definuji
tedy kanonické operace na prostoru forem s hodnotami ve V.

Pro obecny prostor V neexistuje jednoduchy zpusob, jak definovat analog vnéjsitho souc¢inu.
Obecné totiz neumime z dvojice vektoru ve V vyrobit jeden, a to ,bilinedrnim zpusobem®.
Pochopitelné existuje situace, kdy to umime.

Definice 3.1.5. Necht je V je zdroven algebra, tj. existuje bilinedrni zobrazeni - : V x V — V.
Potom na QP(M, V) muzeme definovat vnéjsi sou€in predpisem

wAT=wtANTY(E, E,) (3.5)

Cviceni 3.1.6. Owvérte, Ze definice je nezdvisld od vybéru bdze. Ujasnéte si, Ze pro obecnou
algebru neni A ani asociativni ani gradované antisymetricky.

Piiklad 3.1.7. Ukazme si dva typické piiklady kde lze fict néco vic o souéinu A .

(i) Souéin - je asociativni. Potom i A je asociativni. Neni-li pochyb o algebie pouzité ve V,
vynechavame tecku.

Neni vsak gradované antisymetricky. To plati pouze pro piipad, kdy je - komutativni souc¢in.
To je duvod pro¢ v8e funguje pro V = R, kde mame komutativni asociativni soucin.

(ii) V = g je Lieova algebra se zévorkou [-,]g. V tomto pfipadé se pouzivéd znacent
WwAT]g=wt ATY[E,, E)g (3.6)

Soucin [-A-]4 nenf asociativni, ale miizeme Fict néco o vysledku prohozeni obou vstupujicich
forem. Pro w € QP(M, g) a 7 € Q9(M, g) dostdvame

WATlg=w! ATY[E,, E)]lg = (—1)PIT" NWHE,, Elg = (—1)pq+17” ANWHE,, E,lq

= (1P [r A, (3.7)

Vidime, ze plati jistda forma gradované antisymetrie, ktera se ale 1isi o celkové znaménko!
Na rozdil od béznych forem napifklad pro w € Q2**1(M, g) obecné neplat{ [w A w]y = 0.

Cviéeni 3.1.8. Naleznéte pravidlo pro piisobeni vnéjsi derivace d na vnéjsi soucin w A .

3.2 Formy afinni konexe

Nyni si ukazeme, ze Christofellovy symboly druhého druhu pro afinni konexe na varieté M lze
uzite¢né interpretovat jako komponenty komponentnich forem jistych forem.

Definice 3.2.1. Nechf M je hladk4 varieta. Afinni konexi na M rozumime R-bilinedrni zob-
razeni V : X(M) x X(M) — X(M) které pro vechny X, Y € X(M) a f € C*°(M) spliiuyje

VixY = fVxY, Vx(fY)=fVxY + (X.[)Y, (3.8)

kde Vx = V(X,-) se nazyva operator kovariantni derivace ve sméru X.
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Necht (e1,...,e,) je libovolné pole repérii definované lokalné na okoli U C M. Piipomeiime si,
ze e € 'y (F(M)) lze interpretovat jako lokdln{ fez hlavni fibrace repéru. Potom Christoffelovy
symboly druhého druhu vzhledem k repérovému poli (ey,...,e,) jsou hladké funkce na U
definované vztahem

Ve, (en) =T ec (3.9)

Nejprve je tfeba si uvédomit, ze I'f, netvoil komponenty tenzoru. Vskutku, necht €’ je jiné
repérové pole definované na U’. Potom plati ¢’ =e- A pro A : UNU’' — GL(n,R). Po dosazen{
a vyuzit{ axiomu (3.8) snadno dostaneme vztah

I, = (ATHRALAITY + (ATHEAL (er.AD). (3.10)
Vidime, Ze I'f, jsou tenzorové v a a c. To nas vede k definici lokalnich 1-forem konexe:
wp(X) = (€%, Vxep), (3.11)

pro viechny X € X(M). Protoze Vx je C°°(M)-linedrni v X, jsou &5 € QY(U). Z definice plati

wy =T7g,e” (3.12)
Upozornéni: soucésti definice wf je vzdy i konkrétni lokalni repérové pole (eq, ..., e,). Pokud w;®
jsou lokdln{ 1-formy konexe piislugné repérovému poli (ef, ..., e, ), dostdvame vztah

Q= (ATHE &F A+ (ATDi(er A’ (313
= (ATh oF A+ (A7) dAG. '

platny na pruniku UNU’. Vidime, Ze relace pfipominaji souc¢iny matic. Pro¢ z toho tedy skutecné
sou¢iny matic neudélat? Necht {E? o p=1 je standardni baze R™" = gl(n, R). Definujeme (jednu)
lokdlni 1-formu konexe & € Q'(U, gl(n,R)) vztahem

b= QL. (3.14)

Jinymi slovy, &f tvoii komponentni 1-formy . Samotnou transformacni funkei A : UNU’ —
GL(n,R) lze interpretovat jako O-formu s hodnotami v GL(n,R), tj. A = ASE?, a tedy A €
QU NU’,GL(n,R)). Potom lze transformaé¢ni vztah (3.13) prepsat jednoduse jako

o'=ATTOA + ATHA. (3.15)

Zatim vypada prepis globalné definované kovariantni derivace do lokdlné definovanych objektu
@ jako ¢isty formalismus, byt umime piepsat transformaéni vlastnosti Christoffelovych symbolii
pomoci elegantni rovnice. To se vSak zméni ze zavedeni lokdlnich forem kfivosti a torze:

Q5(X,Y) = (¢, R(X,Y)eq), T(X,Y) = (e, T(X,Y)). (3.16)

Z kterych opét udéldme formy s hodnotami ve vektorovych prostorech. Necht {E,}i_; je stan-
dardni baze v R™. Potom 2 € Q?(U, gl(n,R)) a T' € Q*(U,R") definujeme vztahem:

O=0%E!, T=T°E,. (3.17)
Jelikoz R a T jsou z definice tenzory, snadno se odvodi transformaé¢ni pravidla
QO =A"10A, T = AT, (3.18)

kde na pravé strané matice A~! piisobi na sloupecky v R™, kde m4 hodnoty forma T. Vztahy
mezi konexi V a jejimi tenzory kiivosti R a torze T se daji velmi elegantné zapsat pomoci
piislusnych lokalnich forem.
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Tvrzeni 3.2.2 (Cartanovy strukturni rovnice). Nechf (e1,...,e,) je pole repéri na U, a necht
w jsou odpovidajici lokdlni formy konexe na U. Potom plati rovnice

Qf = dof + 0% A (3.19)
T = de® + &f A e, (3.20)
kde {e*}"_, C QY(U) je odpovidajici dudlni repérové pole. Miizeme definovat e* € QY (U, R™)
vztahem e# = e®E, a obé rovnice piepsat v Teci forem s hodnotami ve vektorovém prostoru:
Q=do+oAD, (3.21)
T = de? 4+ & A e, (3.22)
Drikaz. Dokéazeme si jen druhou z rovnic, prvni rovnici lze ukdzat uplné analogicky s pomoci

definice operatoru kiivosti R. Abychom dokézali rovnici ¢islo dvé, pouzijeme standardni formulku
pro vnéjsi derivaci a vyjdeme z pravé strany:

de®(X,Y) = X.e*(Y) - Y.e"(X) — e*([X,Y])
= (Vxe"Y) — (Vye", X) (3.23)
+ ea(VXY —VyX — [X, Y]),

kde jsme pouzili definici kovariantni derivace 1-formy: (Vxa,Y) = X (a,Y) — a(VxY'). Nyni si
sta¢i uvédomit, ze kovariantni derivace e® lze vyjadrit pomoci lokalnich forem konexe jako

Vxe® = -0 (X)eb. (3.24)

To 1ze snadno uvidét tieba z vyjadieni kovariantni derivace 1-formy pomoci Christoffelovych
symbolu. Po dosazeni tedy dostavame

de*(X,Y) = =0 (X)eb (V) 4+ O (V)b (X) + T(X,Y). (3.25)
Toto je ale presné kyzena Cartanova strukturni rovnice. |
Pro¢ jsou tyto rovnice uzite¢né? Okamzité vidim, ze musi existovat néjaké dusledky téchto

rovnic, protoze d?> = 0. Jejich odvozen{ je trividlni, piesto maji zdsadni disledky pro obecnou
teorii relativity.

Disledek 3.2.3 (Bianchiho identity). Pro libovolnou konexi V plati Bianchiho identity:
AA+ONQ—QAG=0 (3.26)
QAne? —o AT =dT. (3.27)

Drikaz. Ukézeme si jen prvni z rovnic, druha je analogickd. Z prvni z Cartanovych strukturnich
rovnic dostdvdme zaptsobenim d a vyuzitim d? = 0 rovnici

dr=doArd)=dornd—oNdo=Q—-ON)AG—DA(Q—DAD)
R . (3.28)
=QAw—0AQ.
To je ale pfesné prvni z rovnic nahote. |

Na prvni pohled nepfipominaji nic zndmého, ale nazev napovidd, ze odpovidaji znamym
identitdm pro Riemannovy tenzory kfivosti. Prvni z nich plati pro libovolnou konexi:

Rapfedse] = 0. (3.29)

Druh4 se zjednodusi pro konexe s nulovou torzi a dava R,jp.q = 0.
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3.3 Forma konexe na hlavnim fibrovaném prostoru

V této sekci si definujeme fundamentdlni objekt teorie hlavnich fibrovanych prostoru, tzv. formu
konexe. Jelikoz jeji definice muze na prvni pohled vypadat neprihledné, budeme si jeji vlastnosti
v prvni fadé demonstrovat na piikladu P = F(M).

Necht (fi,..., fn) € Tu(F(M)) je pole repéru na okoli U. Necht 7 : F'(M) — M je hlavni fib-
race repérii. Na 7~ 1(U) C F(M) mizeme zavést funkee y : 771 (U) — R podobné jsme zavddéli

lokdln{ soufadnice (oznacené stejné), tj. kazdy bod e € 7~ 1(U) odpovidajici bazi (e1,...,e,) v
teéném prostoru T3, M pro m = 7(e) lze nakombinovat jako

€a = Ya(€) - (fo)lm- (3.30)
Snadno se ovéif, ze y¢ : m#'(U) — R jsou hladké funkce, muzeme je pouzivat jako lokdln{
soufadnice na F(M) spoleéné se souradnicemi na okoli v U v bazové varieté (x!,... z").

Necht V je afinnf konexe na M a @ € QY (U, gl(n,R)) je lokélni forma konexe piislugna poli
repértt (f1,..., fn). Definujeme si nynf lokélni 1-formu w nahote, tj. na 7=1(U) C F(M) jako
wile = (y~1e(e) - T (@g)le -y (e) + (y~)e(e) - dyile, (3.31)
kde y¢ jsou funkce definované pomoci (3.30). Kli¢ové je nyni nasledujici pozorovani.

Tvrzeni 3.3.1. Nechl (f{,...,f.) je libovolné jiné pole repéri na okoli U', a necht &' je
prislusnd lokdini forma koneze. Je-liw' € 7=1(U’) definovand jako (3.31). Potom na #=1(UNU")
plati

W= w. (3.32)

Zejména nezdvisi na konkrétnim viybéru pole repéri pri konstrukci w. JelikoZ definiénimi obory
lokdlnich Fezii mizeme pokryt M, dostdvime w € QY(F(M),gl(n,R)), tzv. globdlni formu
afinni konexe .

Diikaz. Na U N U’ dostavdme A : UNU' — GL(n,R), ze f'|;n = flm - A(m) pro vsechny
m € UNU'. Potom dostdvame vztah

€= flm-yle) = f'lmy'(e) = flm - A(m) - y'(e). (3.33)
Odtud tedy y(e) = A(n(e)) - y/(e) pro viechny e € 7~ 1(U NU’). Nyni uz mtzeme dosadit:

wle = y*(e) ‘77*(‘1’|7r(e > cy(e) +y " (e) - dyle
v He) T (AT'0A) |n(e)) - ¥/ (€)
+y () A ((e))d(A(;r(e)) y'(€)) 53
Ye) m ({ATIOA + AT dA (o)) - Y ()
Y e) - dye
He) (@ o)) - ¥ () + 4 (e) - dy|e = .

Toto dokazuje naSe tvrzeni. Je jasné, ze muzeme M pokryt definiénimi obory lokalnich fezu -
uvazujme tieba soufadnicova repérova pole. |

=y~
=y~

Neni prekvapivé, ze globdlnimu objektu (afinni konexe V) nakonec odpovidé globdlni objekt
(misto M na F(M)). MuZeme se ptét, jestli jsme neztratili vyrobou globdlniho objektu w néjaké
informace obsazené v &, tj. zdali umfme vyrobit nazpét konexi V z w. Céstecnou odpoved déva
nésledujici lemma;
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Lemma 3.3.2. Je-li f = (f1,..., fn) libovolné lokdlng pole repéri na okoli U C M, muzeme f
interpretovat jako hladky lokdini ez o € Ty (F(M)), tj. 0 : U — F(E) s vlastnosti moo = 1y.
Zde o(m) = (film, -+ fnlm) € Fm(M). Necht w € QY (F(M), gl(n,R)) je globdlni forma afinni

koneze V. Potom @ definované vztahem
w=0"(w) (3.35)
definuje prdvé lokdlni formu konexe & prislusnou repérovému poli (fi,..., fn).

Drikaz. Jelikoz definice w byla nezéavisla od vybéru repérového pole, muzeme si vybrat pravé to
nase odpovidajicf o, tj. wl. = y~1(e) - (@) - y(e) + y~1(e) - dyle, kde & je lokdln{ forma konexe
odpovidajict (fi,...,fs) ay: 7 1(U) — GL(n,R) jsou definované (3.30). K vypoétu budeme
potiebovat zndt zejména hodnotu y(o(m)) pro m € U. Ale y(o(m)) Fesi rovnici

flm =o(m) = flm - y(a(m)). (3.36)

Odtud y(o(m)) = 1. Zejména tedy o*(dy|s(m)) = d(y © 0)|m = 0. Potom dostdvame

0" (Wlo(my) =y~ (o (m)) - o™ (1" (@]m)) - y(o(m)) = &lm. (3.37)

Coz bylo dokézati pro kazdy bod m € U. [ |

Vidime tedy, ze z formy w velice snadno dostaneme lokalni formy konexe v libovolném poli
repéri, mame na to piimou formulku. Lokalni formy konexe = Christoffelovy symboly v daném
poli repérti. Ne kazda forma w € Q' (F(M), gl(n,R)) oviem odpovid4 formé afinn{ konexe V na
M. Nyni si ukdzeme dvé jeji charakteristické vlastnosti, které o tom rozhoduji.

Tvrzeni 3.3.3 (Charakteristické vlastnosti formy konexe). Nechf w € QY(F(M),gl(n,R)) je
(globdlni) forma afinni konexe sestrojend pomoct (3.31). Potom plati ndsledugici:

(1) Necht #x € X(F(M)) je fundamentdlni vektorové pole prislusné x € gl(n,R) Potom
w(#x) =z, neboli wi (#x) = zf, (3.38)
kde x = 2} EY je rozklad do standardni bdze.
(ii) Necht A € GL(n,R), a symbol Ra(e) = e- A necht oznacuje pravou akci. Potom
Ri(w) = A 'wA = Adp 1 (w). (3.39)
Dukaz. Ad (i): Ukézali jsme, ze generdtor #x mé pro F(M) explicitni tvar
ol = S #ES = ol = 2§y (e) - .. (3.40)

Navic uz vime, ze generdtory generuji vertikalni podprostor Ver.(F(M)), tj. m«(#z|.) = 0. Odtud
dostavame vyjadieni

wi (#z) = y2(m* (@), #)yd + (y )2 (dys, xfypok,)
k

_ ~ (3.41)
=0+ (y )aafyros,op = (y Hiysal = zf.

Coz je piesné komponentni vyjadreni tvrzeni (7).
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Ad (ii): Tady si sta¢i uvédomit, ze funkce y : U — GL(n,R) pouzité v definici w jsou
ekvivariantni, tj. y(Ra(e)) = y(e) - A pro kazdé A € GL(n,R) a e € 7~ }(U). Pozor - zde A
nejsou funkce, ale fixni invertibilni matice! Potom

Rp(Wlea) = yle- A)™" RA (7" (@lnen))) -yle A) +yle- A)™' - Ra(dyle.a)
= A7 {y(e) " (@lae) - yle) - A+yle)™! - d(yo Ra)le},

kde jsme pouzili m o Ro = 7. Lze si snadno rozmyslet, ze d(y o Ra)|e = dyl. - A. Po dosazeni

RZ(U‘)'e-A) = Ail : {y(e)il 'W*(O:)‘Tr(e)) y(e) + yil : dy‘e} A
= AW A = Adp -1 (w]e).

(3.42)

(3.43)

A méme to dokdzané! Hura. [ |

Nyni si bez dukazu vyslovime tvrzeni, které dokazeme pozdéji v mnohem obecnéjsi podobé.

Tvrzeni 3.3.4. Necht w € Q' (F(M), gl(n,R)) je libovolnd 1-forma spliujici (5.38) a (3.39).
Potom w definuje unikdtni afinni konexi na M, kde prislusné lokdini formy konexe (a tedy

Christoffelovy symboly v bdzi libovolngch polich repéri) ziskdvdme formuli (3.85).

Nyni se muzeme bez obav vratit k obecnému hlavnimu fibrovanému prostoru = : P — M se
strukturni grupou G a jeji prislusnou Lieovou algebrou g = Lie(G). Vidime, ze vlastnosti (3.38,
3.39) maji stdle perfektn{ smysl. To nds privadi k ndsledujici definici (a terminologii):

Definice 3.3.5. Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany G-prostor a g = Lie(G). Potom 1-formu
A € QY(P,g) nazyvame formou konexe na hlavnim fibrovaném prostoru, pokud spliuje
nasledujici podminky:

(i) A(#x) =z pro kazdé x € g, kde # : g — X(P) je infinitesimdlni generdtor akce G na P.

(ii) Je to tzv. Ad-ekvivariantn{ forma, tj. pro kazdé g € G musi platit

R;(A) = Ady1 (A). (3.44)

Ze nejde o prazdny pojem lze snadno ukézat pomoci geometrické interpretace v nasledujici
kapitole. Zatim se spokojime s tim, ze lze ukézat, ze na kazdém hlavnim fibrovaném prostoru
existuje alespon jedna forma konexe. Pro budouci uicely si ukazme jeden snadny dusledek definice.

Lemma 3.3.6. Nechf {tu}ii:mlg je libovolnd bdze g. Necht A € QY(P,g) je forma konexe. Necht

Ar e QY (P) jsou komponentni 1-formy A, tj. A = AFt,. Potom (Allj, . 7Agimg) tvor? linedrné
nezdquisly soubor forem v Ty P pro kaZdé p € P.

Diikaz. Necht {)\u}ii:mlg jsou konstanty, ze A, Al = 0. Z definice konexe dostdvame vztah

AF(#x) = t*(x). Méme tedy
0 = ALYy (1)) = At () = Ay (3.45)

To dokazuje linearni nezavislost souboru. ]

Zahy uvidime, ze tento technicky detail je klicovy pro geometrickou interpretace formy konexe.
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Kapitola 4

Horizontalni distribuce a zdvih

4.1 Hladké distribuce a jejich integrabilita

Necht M je hladk4 varieta. V kazdém bodé m € M muZeme vybrat néjaky k-rozmérny podpro-
stor D,, C T,, M. Potom D se nazyva k-rozmérna distribuce v M. Pochopitelné nas zajimaji
takové distribuce, kde zavislost D,, na bodu m je v néjakém smyslu hladka.

Definice 4.1.1. Nechf D je k-rozmérné distribuce v M. Rekneme, ze D je hladka, pokud pro
kazdy bod m € M existuje okoli U > m a k-tice vektorovych poli (Vi,..., V) definovanych na
okoli U, takovych, ze D,, = R{Vi|n, ..., Vi|n} pro véechny n € U. Rikdme, ze (V1,.. ., V}) lokdlné
generuje D.

Priklad 4.1.2. Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor. Potom D, = Ver,(P) je k-

rozmérnd distribuce v P, kde k = dimg. Stacf si zvolit bézi {t,}F_,. Potom (V1,...,V}) =
(F#t1, ..., #ti) lokdlné generuje D. Ver(P) se nazyva vertikdlni distribuce v P.

Jednim z nejcastéjsich zpusobu zadani podprostoru vektorového prostoru je jako mnozina
feseni soustavy homogennich linedrnich rovnic. Nejinak je tomu v piipadé hladkych distribuci.

Tvrzeni 4.1.3. Necht (a1,...,aq4) je soubor q 1-forem na varieté M linedrné nezdvisljch v
m € M, tj. a; € Q1 (M) a rovnice N'a|y, = 0 implikuje A\; = --- = X\, = 0. Definujeme
q
Dy = () ker(tilm) € T M. (4.1)
i=1

Potom D je hladkd (n — q)-rozmérnd distribuce na M.

Dikaz. Protoze (i|m, - .., 0q|m) jsou linedrné nezavislé v kazdém bodg, lokélné l1ze na néjakém
okoli U najit lokalni korepérové pole (e, ...,e"), ze €|,y = a;lm pro 1 < i < g a viechny m € U.
Necht (eq,...,e,) je piislusné dudlni pole repéru. Potom zfejmé D,, = R{egt1|m,---,€nlm}
pro v8echny m € U. Vidime, ze soubor (€441,...,¢e,) lokdlné generuje D a tedy D je hladkd
distribuce. |

Pozndmka 4.1.4. Casto tvori (ai,...,aq) komponentni 1-formy pro a € QY(M,V), kde V je
g-rozmérny prostor s baz{ {E*}!_, a a = a, E*. Potom muzeme psit D, = ker(al,,), tj.

Do = {X € TuM | &fm(X) = 0}. (4.2)
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Piipomenme si, ze je-li N C M libovolnd vnofend k-rozmérna podvarieta M, identifiku-
jeme pro kazdé n € N tecny prostor T, N s k-rozmérnym podprostorem te¢ného prostoru T, M.
Muzeme se ptat, jestli pro zadanou k-rozmérnou hladkou distribuci D ndhodou nevznikne pod-
prostor D,,, C T,, M pravé timto zpusobem.

Definice 4.1.5. Nechf D je hladké k-rozmérné distribuce. Rekneme, ze vnofend podvarieta
N C M je integralni podvarieta distribuce D, pokud pro vSechny n € N plati T, N = D,,.
Rekneme, e distribuce D je integrabilni, pokud kazdy bod m € M je obsazen v néjaké integralni
podvarieté D.

Piiklad 4.1.6. Uvazujme vertikdlni distribuci Ver(P). Vldkna P,, = 7 !(m) tvoif integrln{
podvariety, protoze jsme ukézali, ze pro p € P, plati Ver,(P) = T,(P,,). Jelikoz kazdy bod
p € P je v néjakém vlakneé, vertikalni distribuce je integrabilni.

Ovérovat integrabilitu z definice by bylo velmi nepohodlné. Nastésti se ukazuje, ze existuje
snadné ovéfeni pfimym vypoctem.

Definice 4.1.7. Nechf D je hladké k-rozmérn4 distribuce. Rekneme, ze vektorové pole X € X(U)
pro U C M je lokdlni fez distribuce D, pokud pro véechny m € U plat{ X|,, € D,,. Rekneme,
7e D je involutivni distribuce, pokud pro kazdé dva jeji lokélni fezy X, Y € X(U) je i komutator
[X,Y] lokdlni fez D. Tj. [X,Y ]|, € Dy, pro kazdé m € U.

Oveérit involutivitu distribuce byva vétsinou snadné diky nasledujicimu tvrzeni.

Tvrzeni 4.1.8. Necht D je k-rozmérnd hladkd distribuce. Potom D je involutivni prdavé tehdy
kdyz pro kazdy bod existuje soubor (Vi,..., Vi) lokdlné generujici D na okoli U tohoto bodu,
spliwgict podminku Vi, Vj]|m € Dy, pro kazdy bod m € U a dvojici indexi i,j € {1,...,k}.

Cviceni 4.1.9. Rozmyslete si dukaz predchoziho tvrzeni. Ndvod: Leibnizovo pravidlo.

Jakakoliv integrabilni distribuce je pfikladem involutivni distribuce.

Tvrzeni 4.1.10. Kazdd hladkd integrabilni k-rozmérna distribuce je involutivnd.

Diikaz. Necht X,Y € X(U) jsou libovolné dva lokalni fezy integrabilni distribuce D. Necht
m € U je libovolny bod. Potom existuje integralni podvarieta N C M, ze m € N a D, =T,N.
Zejména tedy X|,,Y |, € T,N pro véechny n € NNU. Necht i : N — M je pifslusné vnoreni. S
troskou diferencidlni geometrie se dd ukézat, ze existuji hladkd vektorovd pole X', Y’ € X(N N
i~ 1(U)), takovd, ze X’ ~; X a Y’ ~; Y jsou i-vztazend. Potom dle Lemma 2.4.5 plati relace
(X", Y'] ~; [X,Y], neboli [X,Y]|;(n) = 4([X',Y']|n). V ptvodni ,podmnozinové* notaci ale
identifikujeme n s jeho obrazem i(n) € M a teény podprostor T, N s jeho obrazem 4, (T, N) C
T;(nyM. Ptedchozi rovnost tedy fikd [X,Y]|, € T,,N = D,, pro véechny n € N N U. Specidlné
pron =m a D je tedy involutivni. [ |

Muzeme se tedy ptat, jestli ndhodou existuji hladké distribuce, které jsou involutivni, ale
nikoliv integrabilni. Odpovédi je jednoznaéné ne! Dikaz je zcela nad rdmec této predndsky :)

Véta 4.1.11 (Frobenius). KaZdd hladkd involutivni k-rozmérnd distribuce je integrabiln.

Je zajimavé, ze dukaz ddva konstruktivni ndvod na konstrukei integralnich podvariet.
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Piiklad 4.1.12. Lze snadno ukdzat, ze Ver(P) je involutivni distribuce. Ukédzali jsme, ze za jeji
lokélni generdtory muzeme vzit soubor (#ty, ... #tx). Protoze plati

[#tw #t] = #{[tuvtu]g} = CZu#tm (4.3)

je podle tvrzeni 4.1.8 distribuce Ver(P) involutivni.

Predpoklddejme, ze mame D zadanou pomoci g-tice linedrné nezavislych forem (o, ..., aq)
jako v tvrzeni 4.1.3. Konstruovat lokalni generdtory a ovérovat involutivitu je pfilis komplikované.
Bylo by tedy mnohem snazsf ovéiovat pifmo vlastnosti forem a; € Q' (M). A ono to jde.

Tvrzeni 4.1.13. Necht D je zadand jako v tvrzend 4.1.3.

Potom D je involutivni prdvé tehdy kdyz da;(X,Y) = 0 pro kazdé 1 < i < q a pro kaZdou
dvojici lokdlnich tezi X, Y € X(U) distribuce D.

Diikaz. Nechf X,Y € X(U) jsou libovolna vektorovd pole. Potom
do;(X,Y) = X.0;(V) = Yo (X) — o ([ X, Y]). (4.4)

Pro dva lokdln{ fezy dostdvame a;(X) = a;(Y) = 0 a tedy rovnost do;(X,Y) = —a;([X,Y]) na
okoli U. Z definice snadno vidime, ze involutivita D je ekvivalentni nulovosti pravé, a tedy i levé
strany. A mdame dokédzédno. |

4.2 Horizontalni distribuce

Na konci predchozi kapitoly jsme v zdanlivé nedulezitém lemmatu 3.3.6 ukazali, ze pro formu
konexe A € Q(P, g) dostdvame g-tici linedrné nezavislych forem (Al,..., A%), kde ¢ = dimg a
A" € QY(P) jsou komponentn{ formy A v bazi {tH}Z:l algebry g, tj. A = A!t,. Vzhledem k
tvrzeni 4.1.3 nés tedy napadne nésledujici definice:

Definice 4.2.1. Necht p € P je libovolny bod hlavnfho fibrovaného prostoru 7 : P — M. Potom
Hor,(P) ={X € T,P | A|,(X) =0} CT,P (4.5)
nazyvame horizontalni te¢ny podprostor v bodé p.

Tvrzeni 4.2.2 (Charakteristické vlastnosti horizontdlni distribuce). Necht Hor,(P) je hori-
zontdlni tecny podprostor prislusny dané formé konexe A € Q'(P,g). Potom

(i) Pritazeni D, = Hor,(P) definuje hladkou (n — dim g)-rozmérnou distribuci v P, kterou
budeme nazyvat horizontdlni distribuci prislusnou konexi A.

(i) Horizontdlni podprostor je komplementdrni k vertikdlnimu podprostoru, tj.
T,P = Ver,(P) & Hor,(P) (4.6)

pro kazdy bod p € P. Odtud je zrejmy puvod ndzvoslovi. Diky tomuto rozkladu mdme rovnéz
jednoznacéné urcené projektory ver : T,P — Ver,(P) a hor : T,P — Hor,(P).

(iti) Horizontdlni podprostor se chovd prirozené vzhledem k pravé akci grupy G, presnéji
Ry, (Hory(P)) = Hory.4(P) (4.7)

pro kazdé p € P a g € G. Rekneme, Ze horizontdlni distribuce je G-invariantnd.
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Diikaz. Ad (i): Pro libovolnou bézi {t,}},_; muzeme definici Hor,(P) piepsat jako Hor,(P) =
M1 ker(A"). Zbytek plyne z tvrzeni 4.1.3.

Ad (4i): Uz vime, ze Very,(P) je g-rozmérny podprostor isomorfni algebfe g, zatimco Hor,(P)
je (n— g)-rozmérny podprostor. Sta¢i tedy ukazat, ze Ver,(P)NHor,(P) = {0}. Necht X € T,,P
je z tohoto pruniku. Ukdzali jsme, Ze kazdy vertikdlni vektor 1ze v bodé p psét jako X = #,(x)
pro unikédtni z € g. Ale protoze X je i horizontalni, dostdvame 0 = A|,(X) = A|,(#z) = =.

Ad (iii): Necht X € Hor,(P). Pro kazdé g € G dostdvame
Alpg(Rg« (X)) = (Bg(Alp-g))(X) = (Adg-1(A]p)(X) = Ady-1(A[,(X)) = 0. (4.8)

Odtud plyne inkluze R, (Hor,(P)) € Hor,.4(P). Protoze oba maji prostory maji stejnou dimenzi
a Ry, je linedrni izomorfismus, jsme hotovi. |

Vidime, ze pro dukaz charakteristickych vlastnosti horizontalni distribuce jsme vyuzili praveé
obé charakteristické vlastnosti A z definice 3.3.5. To néas piivadi na myslenku, Ze ve skutecnosti
kazd4 distribuce spliiujici (4.6, 4.7) by mohla pochédzet z néjaké formy konexe A. Nésleduji tvrzen{
ukazuje, ze oba pohledy jsou plné ekvivalentni.

Tvrzeni 4.2.3 (Konexe jsou horizontaln{ distribuce). Necht D je hladkd k-rozmérnd distribuce
v P spliiujici podminky
TpP = Very(P) & Dy, Rgu(Dp) = Dy (4.9)

Potom ezistuje prdvé jedna forma koneze A € QY(P,g), ze D, = Hor,(P).

Diikaz. Definujeme linedrn{ zobrazeni A|, : T, P — g. a ukdzeme, ze definuje hladkou 1-formu se
spravnymi vlastnostmi. Jelikoz Ver,(P) = {#z|, | = € g} a D, md byt horizontalni podprostor,
méme jedinou moznost jak A, definovat, tj.

Alp(#zlp) =z, Alp(Dp) =0. (4.10)

To definuje A, : T,P — g jednoznacné. Protoze je D hladké distribuce, méme pro kazdy bod
p € P a jeho okoli U C P a piislusné lokdlni generdtory (Vi,...,V%), kde k = n — dimg. Je-li
{tu}ﬁi;nlg libovolnd béze, mam lokdlni generdtory vertikdlni distribuce (#t1,...,#t,). Dohro-
mady (#t1,...,#te, Va,..., Vi) tvori pole repéra na U. Je-li A = AFt,,, dostavame

AF(#t,) = o8, A¥(V;) =0, (4.11)

coz dokazuje, ze A* jsou hladké 1-formy na U. Jelikoz kazdy bod je v takovém U, jsou A* € QL(P)
hladké 1-formy na celém P. Zbyvé ukdzat, ze A spliuje (3.44). Pro X = #z|, dostdvame

(R;A)|p(#$|p) = A|p-g(Rg*(#=’E|p)) = A‘p-g(#Adgfl(xﬂp-g)
= Adg-1(z) = Adg— (Alp(#]p)) = {Adg—1 Al } (#lp)-
Vyéislena na vertikalni vektory tedy rovnost (3.44) plati. Je-li X € D,, mame dle pifedpokladu

Ryi(X) € Dp.g. A tedy (R;A)[p(X) = Alp.g(Ryg«(X)) = 0= Ady-1(A[,(X)). Rovnost tedy plati
i vyéislend na vektory z D,,. Jelikoz T, P = Ver,(P) & D, jsme hotovi. |

(4.12)

Pozndmka 4.2.4. Odted tedy budeme volbou konexe rozumét libovolny z obou ekvivalentnich
pohledii. Konexe se ¢asto definuje pomoci volby horizontalniho podprostoru. Je to totiz obecnéjsi
definice, kterd ma smysl v mnohem §irsi t¥idé fibrovanych prostoru, které se iikda Ehresmannova
konexe.

41



Priiklad 4.2.5. Interpretace pomoci horizontalnich distribuci ndm snadno umozni najit jeden
velmi obecny piiklad konexe. Necht 7 : P — M je libovolna hlavni fibrace. Nechtf A je Rieman-
novskd metrika na P, kterd spliuje R} (h) = h pro vechny g € G. Potom

Hor, (P) = Ver,(P)*" (4.13)

je konexe na P. Jelikoz takové h vzdycky existuje, existuje vzdycky i konexe na P.

4.3 Horizontalni zdvih, paralelni prenos

Spocitame-li dimenze, zjistime, ze dimenze horizontalni distribuce je stejnd jako dimenze M.
To znadi, ze by mohl existovat kanonicky izomorfismus Hor,(P) a tetného prostoru T, M v
odpovidajicim bodé m = 7(p). A je tomu tak.

Tvrzeni 4.3.1. Necht w: P — M je hlavni fibrovany prostor s konexi A € Q' (P,g). Potom pro
kazdy tecny vektor X € T,,M a dany bod p € P, ve vldkné nad m existuje prdvé jeden hori-
zontdlind teényj vektor X € Hor,(P) takovy, ze . (X)) = X. Potom X! se nazjvd horizontdlni
zdvih vektoru X do bodu p € P.

Zobrazeni X — X je linedrni izomorfismus prostori, Ty, M a Hor,(P).

Diikaz. Necht X € T,, M je libovolny vektor. Vezmu si libovolné soutadnice (z?, ..., z") na okolf
U bodu m. Potom mizu psat X = X%0;|,.

Zavedeme si nyni vhodné soufadnice na P. Muzeme predpoklddat (pfipadnym zmensenim
okolf U), ze méam trivializa¢ni zobrazeni ¢ : U x G — 7~ 1(U). Necht p = ¢(m, go) pro go € G.

Potom v G mam soufadnice (y', ..., y*) nanéjakém okoli V > gq. Potom si na okoli U = ¢(U x V)
bodu p ve varieté P muzu zavést lokalni souiadnice (z!,..., 2", 4%, ..., y*):
a'(p) = a'(7(p)), y"(p) :=y" (20" (D)), (4.14)

kde nalevo jsou soufadnicové funkce na P, zatimco vpravo ty na M, respektive na G. Jsou to
zjevné hladké souiadnice, které nyni muzeme pouzit k nalezeni XZI}. Budeme psat 9; a J,, pro
prislusné souradnicové vektorova pole na U. Nejprve si ujasnéme nasledujici pravidla:

7 (0ilp) = Oilm, 77*(8u|p) = O (4.15)
7 definice m, dostavam

Oxiom Oxd

7 (0ilp) = % Oilatw) = 57| Gilntw) = Oilwp) = Oilm, (4.16)
P P

Az o) oz?
4 (0 = — Oilntmy = = Oilr(p) = On(p) = Oy 4.17
(Oulp) o |, il (p) al ilx(p) = On(p) (4.17)

dim g

To mimo jiné dokazuje, ze {0, |y}, 21" tvoif bazi Ver,(P). To ale znamena, ze pro kazdy tecny
vektor ve tvaru Y9, |, existuje jednoznacny element y € g, ze Y*0,|, = #ylp. Proto muzu psat
hledany vektor XZ’} ve tvaru

X;JL = Wiai‘p +YH O, = Wiai‘p + #Ylp- (4.18)
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Nejprve vyzkoumame podminku m, (X)) = X. Z rovnic (4.15) dostavam m, (X") = W9;|,,, a tedy
nutné W = X*. Abychom uréili y € g, pouzijeme podminku horizontality, tedy A|,,(X;}) =0:

0= A|p(X£L) = XiA|p(8i|p) + Alp(#ylp) = XiA‘p(ai|p) +y. (4.19)

Méme A = A¥t,, pro zvolenou bézi {tu}ii;“lg algebry g. Potom dostdvam y = —X*AY (p)t,,, kde
Al'(p) = A", (84p) = {A*(9;)(p)}. Po dosazeni zpét tedy nachdzime rovnici

X;};L = Xiai‘p - XiAét(p) #tu|p = Xi(8i|p - Af(p)#tﬂp). (4.20)

Timto jsme ukdzali, ze horizontaln{ zdvih existuje a je jednoznacny (pozadavky jeho vlastnosti
ndm uréily vSechny komponenty). Zjevné taky zavisi linedrné na X a definuje tedy linedrni zob-
razeni. Jelikoz ma levou inverzi, w*(XI}}) = X, je to monomorfismus. Z dimenziondlnich divodu
je to izomorfismus. V kazdém bodé p € U jsme dostali bazi Hor,(P) ve tvaru

az‘h|p = 0ilp — A?(p)#tﬂp- (4.21)

A dukaz je hotovy. ]

Jelikoz horizontdlni podprostory v ruznych bodech jednoho vldkna 7 jsou propojeny akci
grupy jako v (4.7), lze ocekdvat néjakou specidlni vlastnost od horizontdlniho zdvihu vektoru.

Lemma 4.3.2. Pro libovolné body p € P a g € G a libovolnyg X € T,,, M, kde m = w(p) plati

X!, =Ry (X)) (4.22)

Diikaz. Vektor Rg. (X)) je podle (4.7) horizontéln{ a diky vlastnosti mo Ry = m se promité zpatky
na X, tj. m.(Rg«(X})) = m.(X])) = X. Splituje tedy obé zdkonné povinnosti horizontélniho
zdvihu X do bodu p- g a z jeho jednoznacnosti tedy plyne dokazovana rovnost. |

Jelikoz umime jednoznacné zdvihat vektor z kazdého bodu M, dostaneme pfirozené napad
zdvihat celd vektorova pole na M. Nésledujici véta je jednoduchym dusledkem tvrzeni 4.3.1.

Tvrzeni 4.3.3. Necht X € X(M) je hladké vektorové pole. Potom existuje prdvé jedno hladké
vektorové pole X" € X(P) které je horizontdini a w-vztazené s X, tj. m.(X"|,) = X| (). Vekto-
rové pole X" nazjvdme horizontdlnim zdvihem vektorového pole X .

Diikaz. Jednoznaénost a existence je jasnd, protoze musime definovat X"|, = (X |7T(p))2. Zbyva
ovéfit jeho hladkost, ale nahofe jsme ukézali, ze na 7= 1(U) C P lze psat X" jako

XM= (X"om)- {0 — Al'#t,}, (4.23)
kde X = X?0; na U. To je zjevné hladké vektorové pole. |

Disledek 4.3.4. Horizontdlni zdvih je G-invariantni vektorové pole a plati [X" Y"] ~, [X,Y].

Jednou z hlavnich aplikaci horizontélniho zdvihu je moznost definovat jednoznacny zdvih
kiivek v bazové varieté do bazového prostoru. Ukdzeme si, ze v piipadé hlavni fibrace repéri
odhalime jednu z nejdulezitéjsich aplikaci afinnich konexi.
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Véta 4.3.5 (Paralelni pienos). Necht v : I — M je hladkd kFivka a v(0) = m. Necht p € P, je
libovolny bod.

Potom existuje prdvé jedna hladkd krivka 4" : I — P, takovd Ze mo~" = ~, ¥"(0) = p, a
pro kazdé t € I plati 4" € Horyn(yy (P). v se nazgvd horizontdlni zdvih kfFivky v a samotny
proces konstrukce horizontdlniho zdvihu se nazjvd paraleln? prenos podél krivky .

Diikaz. Zderivovanim vztahu o v* = « podle ¢ dostavame 7.(7") = 4. Je tedy jasné, ze 4"
musi byt horizontédlnim zdvihem # do bodu v"(t), tj. dostavame

A= () (4.24)
Po dosazeni do (4.20) tedy fesfme rovnici
. d
P'(8) = 22 (YON0: ey = AT (" (O) #tulon i} (4.25)

Po slozen{ se souradnicovymi funkcemi se jednd o soustavu autonomnich (napravo nevystupuje
derivace 7" (t)) obycejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmé zobrazeni 7" (¢). Madme zadanou
pocatecni podminku 4" (0) = p. Reseni tedy vzdy existuje, je hladké a jednoznaéné. |

Cviceni 4.3.6. Rozmyslete si, Ze paralelni prenos nezdvisi na reparametrizaci kiivky v ve smyslu:
Rekneme, Ze ~' je reparametrizaci v, pokud ¥’ = yo o pro o : I — I takové, ze o'(t) # 0 pro
viechny t € 1. Ukazte, Ze potom v'" = vhoo. Zejména tedy mizeme hovotit o paralelnim prenosu
Ltrajektorii®, tj. nezdvisi na konkrétni parametrizaci.

Piiklad 4.3.7. Ukédzeme si paralelni prenos v piipadé P = F(M). Nejde ani tak o piiklad, jako
pivod nézvoslovi. Necht (z!,..., 2" yi,... y?) jsou soufadnice ne 7~1(U), kde pro e € 7= (m)
definujeme e = 9|, - y(e). Oznacme si z'(t) = 2°(y(t)) a y2(t) = y2 (" (1))

Uvédomme si, ze vyslednd kiivka 7" definuje v kazdém bodé kiivky v(t) bazi (e1(t), ..., e, (t)):
Vi) = (e1(t),. .. en(t)) € E(TyinyM), (4.26)

kde eq(t) =y (t) - Ob|(1)- Necht A = w je forma konexe pifslusnd afinn{ konexi V. Pro dosazen{
do (4.25) tedy potiebujeme znét funkce A, coz v znaceni na F(M) odpovidd wi(d;). PFmym
dosazenim do (3.31) dostdvdme rovnici

wi (0;) = (™ ")e{(@r, 05) o mhyy = (v~ )e{Tf; o why. (4.27)

Vyraz na pravé strané (4.25) lze tedy prepsat jako

—Al#t = — W (0)#E, = —wi (0:)yade = —(y™ )AL o Thypysr

4.28
— {Tpomh- 0] )
Nyni si staci uvédomit, Ze levou stranu (4.25) lze prepsat jako
() = L (3 (6) - Dl ) + 29 (D) -
dt 7 dt e (4.29)

= &'(t) - Dilyn ey + 95 (1) - Dol oy,
kde jsme vyuzili toho, ze x'(7"(t)) = 2°(y(t)) = 2'(t). Po dosazeni do pravé strany dostdvame

&' (t) - {04lyn o) — D) (E) - Ohlan ey} (4.30)
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kde piseme I'f;(t) = T'f;(v(t)). Porovnanim koeficientli u bazickych te¢nych vektortu dostaneme
soustavu n? diferencidlnich rovnic

g5 (1) + & (DT (D)ys(1) = 0. (4.31)
Nezapominejme na poc¢dtecni podminku yg(0) := ef. Co jsme pravé zjistili? Zactneme s kiivkou ~y
a v bodé m = v(0) si zvolime po¢atecni podminku, bazi (e1,. .., e,) € E(T,M), kde e, = € Oi|m.

Vysledna kiivka 7" (t) odpovidd ,roznesen{* (eq(t),...,e,(t)) této baze podél kiivky v(t), kde
ey(t) = Yy (t)0al~(r) spliuji rovnici (4.31), coz je ale rovnice paralelniho pienosu pro kazdy
z vektoru, tj. paralelné rozndsime (e, ..., e,) podél v(t). Uzavirdme s tim, ze pro P = F(M)
paralelni prenos je paralelni prenos.

4.4 Veliciny typu p a jejich paralelni prenos

Zatim jsme zjistili, ze pro hlavni fibraci repéru je horizontalni zdvih kiivek z bazické variety
ekvivalentni paralelnimu roznésen{ celé baze (tetrady, vielbeinu) podél dané kiivky. Zajimé nés,
jakym zpusobem zformulovat paralelni prenos konkrétnich tenzoru, napiiklad forem nebo vek-
tort. K tomu slouzi nasledujici velmi obecnd definice:

Definice 4.4.1. Necht 7 : P — M je hlavni fjbrovanjr prostor. Necht (V, p) je koneéné-rozmérna
reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V. Rekneme, ze a € QP(P, V) je p-forma typu p kdyz

Ri() = plg~)a (4.32)
Jejich prostor oznacujeme jako Qb(P, V). Specidlné O-formy typu p nazyvame veli¢iny typu p.

Pozndmka 4.4.2. QB(P, V) C QP(P, V) je vektorovy podprostor. Netvoii viak C*°(P)-podmodul.
Tvoii ale C*°(M)-modul, kde ndsobeni f € C°°(M) je definované jako

fra:=(foma. (4.33)

Musi se ovéfit, ze f-a € QP(P, V). Pro kazdé p € P a g € G dostdvdme

Ry((f - @)lpg) = Ry (f(m(p- 9)))etlpg) = F(m(p)plg™aly = plg™)((f - @)lp). (4.34)

Piiklad 4.4.3. Forma konexe A € Q'(P, g) je 1-forma typu p, kde (V, p) = (g, Ad). Rikdme, ze
A je 1-forma typu Ad.

Definice 4.4.4. Necht ® € Q°(P, V) je veli¢ina typu p, kde (V, p) je libovolnd kone¢né-rozmérna
reprezentace G na V. Nechf v : I — M je libovoln4 hladk4 kiivka. Rekneme, Ze ® je autopara-
lelni veli¢ina podél v, pokud ® o 4" : I — V je konstantnf, tj.

d
0= @@ oy (1)) =4"(t) - ®. (4.35)

Zatim neni jasné, pro¢ by pravé tahle definice méla byt tou spravnou cestou. Vice se vyjasni
v nésledujicim ptikladé.

Priklad 4.4.5. Necht P = F(M) a uvazujme kanonickou reprezentaci GL(n,R) na R", tj.
p(A)x = A .z, pro vSechny € R” a A € GL(n,R). Ukdzeme, zZe existuje kanonicky izomorfismus
nasledujicich C*°(M)-moduli:
0 [a¥)
Q,(F(M),R") = X(M), (4.36)
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tj. veli¢iny typu p jsou v tomto piipadé vlastné hladka vektorova pole na bazové varieté M.

Nechf ® € QI (F(M),R™). Pro kazdé e € F(M) je tedy ®(e) € R", a pro kazdé A € GL(n,R)
plati ®(e- A) = A~1.®(e). Nejprve intuice. Kazdé e € F(M) je baze v tetném prostoru T (o) M.
Potom Xg bude vektorové pole takové, ze komponenty teéného vektoru Xq>|7r(e) v bazi e =
(e1,...,en) budou tvoreny pravé n-tici redlnych ¢isel ®(e) € R™. Chovén{ vzhledem k pravé akci
GL(n,R) zajisti, ze definice dobfe funguje pii volbé jiné bize e’.

Necht § = (04, ..., 0y) je soutadnicové pole repérii pislugné lokalnfm soutadnicim (z!,. .., 2™)
na okoli U C M. Mam tedy 0|, € E(TrnM) = Fpn (M) pro viechny m € U. Definujeme vektorové
pole X¥ na U vztahem

XY = ®(0|m)" - O4|m. (4.37)

protoze ptirazeni m +— 9|, je hladké zobrazeni (je to hladky lokdlni ez F(M)) a ® je hladké
zobrazen{ do R™, jsou ®(9|,,)* hladké funkce na U. A tedy X¥ € X(U).

Necht (y!,...,y™) jsou lokdlni soufadnice na U’, a necht &’ je pifslugné soutadnicové pole
repéri na U’. Pro m € U N U’ plati transformaén{ vztah &'|,, = 9|p - J(m), kde J: UNU’' —
GL(n,R) je Jacobiho matice souradnicového prechodu. Potom ale pro m € U N U’ dostdvam

XY | = ©(0'|m)" + O}lm = B - I(m))" - {3 (1) Ok |1 }
= {371 (m).@(0])} - {IE(M)Ok|m }
= (I (M)} ©(0]m)? TE(m) Oklum
= @(0]m)" - Oyl = X |m-

(4.38)

Tim jsme ukdzali, Ze vztahem X¢|y = XY definujeme hladké vektorové pole Xg na M. Snadno
se ukdze, ze piifazeni ® — Xg je C°°(M)-linedrni zobrazeni vzhledem k ndsobeni z pozndmky
4.4.2, a tedy morfismus C>° (M )-modula Q) (F(M),R") a X(M).

Zbyvé sestrojit inverzni zobrazeni. Necht X € X(M). Pro libovolny bod e € F(M) mame
e = (e1,...,en) € E(TreyM). Mame X|r() = A* - ¢;. Definujeme ®x(e) = (A,...,A")7T €
R™. Z obvyklych transformaé¢nich vlastnosti vektorovych poli snadno plyne, ze ®x(e - A) =
A1 Dy (e). Je tieba ovéiit hladkost ®x : (M) — R™. Staéf ovéiit hladkost po slozen{ s kazdym
trivializaénim zobrazenim F (M), které jsme ale volili ve tvaru ¢(m, A) = 9|, - A. Potom

Ox(p(m,A)) = AL dx(9|m) = AL (X (m),..., X" (m))T, (4.39)

kde X|,, = X*(m) - Oi|m. Prava strana zjevné hladce zavisi na m i A. Je zjevné, ze zobrazeni
X — ®x je oboustrannd inverze k zobrazeni ¢ — Xg.

Tvrzeni 4.4.6. Predpoklddejte znaceni z pFedchoziho prikladu. Potom ® € Qg(F(M),R”) je
autoparalelni podél krivky ~(t) podle definice 4.4.4 prdvé tehdy kdyz prislusné vektorové pole X¢
je autoparalelni podél y(t) v obvyklém slova smyslu.

Diikaz. Podle piikladu 4.3.7 definuje horizontalni zdvih 4" kiivky v paralelné roznesenou bazi
V() = (er(t), ..., en(t)) € E(TyyM) v kazdém bodé kiivky . Potom pro kazdé ¢ € I odpovidd
®(y"(t)) piesné komponentdm vektorového pole Xg v bazi (e1(t),...,en(t)). Ale vektorové pole
je autoparalelni podél kiivky pravé tehdy kdyz m4 v libovolné paralelné roznesené bazi (tetrads,
vielbeinu) konstantni komponenty, tj. ® o v" je konstantni funkce ¢. |

Cviceni 4.4.7. Ukazte, jak lze zpusobem podobnym prikladu 4.4.5 popisovat 1-formy na M.
Zkuste si rozmyslet, jak uchopit libovolnd tenzorovd pole na M.
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Kapitola 5

Vnéjsi kovariantni derivace, forma
krivosti

5.1 Horizontalni ¢ast forem

Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor vybaveny formou konexe A € Q!(P, g). Dostdvame
tedy rozklad T,P = Ver,(P) @ Hor,(P) pro kazdy bod p € P. Mame tedy dobfe definovany
projektor hor, : T,P — Horp(P). Vzhledem k tomu, ze Hor(P) je hladka distribuce, da se
ukdzat, ze vSe funguje na trovni vektorovych poli, tj. pro kazdé X € X(P) a p € P definujeme

(hor X)|,, := hor,(X1p), (5.1)

a vysledek hor X € X(P) je hladké horizontalni vektorové pole na P. Dostavdme tedy C°°(P)-
linedrni projektor hor : X(P) — X(P) a hor X nazyvame horizontalni ¢asti vektorového
pole X. Dokazme si nyni drobné technické lemma

Lemma 5.1.1. Pro horizontdlni édst vektorového pole plati vztah
Ry, ((hor X)) = (hor Ry (X))lp.g, (5.2)
pro vSechnyp € P a g € G.

Diikaz. 7 vlastnosti (4.7) okamzité plyne, ze horp.q oRg. = Rgs o hory,. Zbytek je definice. |

Definice 5.1.2. Nechf o € QP(M,V) je p-forma s hodnotami ve V pro libovolny koneéné-
rozmérny realny vektorovy prostor V. Horizontalni ¢ast hor o formy o definujeme vztahem

{hor a}(X1,...,X,) := a(hor X1, ..., hor X,,). (5.3)
Rekneme, ze o je horizontalni p-forma, pokud hor a = a.

Tvrzeni 5.1.3. Plati ndsledujici vlastnosti operdtory hor:

(i) hor : QP(P,V) — QF

hor

(P, V) je projektor, kde QY (P, V') je prostor horizontdlnich p-forem.

hor
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(it) hor je ekvivariantni vzhledem k pravé akci grupy G na QP(P, V), .
Ry (hor ) = hor(Rja), (5.4)
pro vSechny o € QP(P, V) a g € G.
(iii) Operdtor hor zachovdvd p-formy typu p, tj. hor(Qh(P,V)) C Qb (P, V).
(iv) Vzhledem k vnéjsimu soucinu (md-li pro konkrétni V' smysl) se hor chovd prirozené, tj.
hor(a A B) = hor(a) A hor(f), (5.5)

pro viechny o, 8 € QP(M, V), kde A je definovany s pomoci néjakého (daného) bilinedrniho
ndsobeni na V.

(v) Forma « je horizontdlni, pravé tehdy kdyz iw () = 0 pro vSechna vertikdlni vektorové pole

W € X(P). Ekvivalentné iy, (a) =0 pro vSechny x € g.

Diikaz. (i) je ziejmé, (i7) plyne z lemmatu 5.1.1, a pfiméa aplikace tohoto tvrzeni na formu typu
p davé (di7). Vlastnost (iv) je okamzitym dusledkem definice tenzorového soucinu a jeho antisy-
metrizace, tj. vnéjstho sou¢inu. Ad (v): Ze jde o podminku nutnou je ziejmé. Predpokladejme,
ze « splituje 4y (o) = 0 pro véechna vertikalni vektorovd pole. Potom pro libovolné X € X(P):

ix (hor(a)) = hor(iher x@) = hor(ixa). (5.6)

Protoze iw (ix ) = ix (iwa) = 0 pro véechna vertikaln{ vektorovd pole W, muzeme opakovdnim
stejného argumentu dokazat, ze plati tvrzeni

{hor(a)}(Xy,...,X,) = ix, - - ix, hor(a) = hor(ix, ...ix,a) = a(X1,..., X}), (5.7)

kde jsme vyuzili, Ze na z definice hor(3) = 8 pro viechny 8 € Q°(P,V). Odtud hor(a) = «
a dokazali jsme, ze o je horizontélni p-forma. Ze je zminéns podminka ekvivalentni jednodussi
podmince ix, () = 0 plyne z C'*°(P)-linearity puvodni podminky a vlastnosti, ze kazdé vertikalni
vektorové pole W lze psat jako W = f< . #t,, kde f¢ € C°°(P) jsou unikétni hladké funkce. H

5.2 'Vnéjsi kovariantni derivace

V predchozi sekci jsme zamérné pomléeli o chovéni vnéjsiho diferencidlu d vzhledem k horizontalni
projekci forem. Duvod je ziejmy - vnéjsi derivace horizontalni formy neni obecné horizontalni.
Pokud chceme tuto vlastnost, musime zacit pouzivat jiny diferencidlni operator:

Definice 5.2.1. Necht 7 : P — M je hlavn{ fibrovany prostor vybaveny konexi A € Q!(P,g).
Operétor D vnéjsi kovariantni derivace definujeme jako

D =horod. (5.8)

Tvrzeni 5.2.2 (Vlastnosti vnéjsi kovariantni derivace). Plati ndsledugici:

(i) D:QP(P,V) = QP (P, V) je R-linedrni operdtor.

(ii) D je ekvivariantni vzhledem k pravé akci grupy G na QP (P, V), tj.

RyoD=DoR] (5.9)
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L . 1
(i) D zachovdvd formy typu p, tj. D(Q5(P,V)) C QbF1(P, V).
(iv) Na vnéjsim soucinu (md-li pro konkrétni V- smysl) se D chovd jako

D(a A B) = D(a) A hor(B) + f(hor a) A D(B). (5.10)

pro vechny o, B € Q*(P,V), kde A je vnéj§i soucin definovanyj pomoct libovolné (dané)
dodatecné algebraické struktury na V.

Drikaz. Vsechna tvrzeni jsou piimocarou aplikaci tvrzeni 5.1.3 spoletné s obvyklou vlastnosti
vnéjsi derivace d ve tvaru: Ry od = do Ry. |

Ukazuje se, ze vnéjsi kovariantni derivace muze byt vyhodnd pro popis autoparalelnich veli¢in
dle definice 4.4.4. Vysledek shrnuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5.2.3. Necht © : P — M je hlavni fibrovany prostor s konexi A € Q*(P,g). Necht
[ONS Qg(P, V) je velicina typu p, kde (V,p) je reprezentace G na V.

Necht U C M je oteviend mnoZina v M a D® = 0 nald = 7=+ (U). Potom ® je autoparalelni
velicina podél libovolné krivky v : I — U.

Diikaz. Necht «: I — U je libovoln4 kfivka. Potom

g(fb o™M)(t) = A" (£)-® = ((d®)]yn ), 3" (1)) = ((d®)yn (1), hor (3" (1))

dt
— {(DD)]n (1), 3" (1)) = 0.

(5.11)

To dokazuje, ze ® je autoparalelni podél ~(¢). |

5.3 Forma krivosti

Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor a A € Q'(P,g) je konexe na P. Ukézali jsme, ze
vertikdlni distribuce Ver(P) tvoii standardni pifklad integrabiln{ distribuce. Je tedy pfirozené
prozkoumat rovnéz integrabilitu horizontdlni distribuce odpovidajici konexi A. Podle tvrzeni
4.1.13 musime prozkoumat dA(X,Y’) na dva lokélni Fezy horizontdlni distribuce. Definujeme

Q(X,Y) :=dA(hor X, horY) = DA(X,Y). (5.12)
Potom 2 = DA € Q?(P, g) se nazyva forma k¥ivosti konexe A. Dostdvame nasledujici:

Tvrzeni 5.3.1 (Integrabilita horizontdln{ distribuce). Horizontdini distribuce Hor(P) je inte-
grabilni, prdvé tehdy kdyzZ md nulovou formu krivosti, tj. Q = 0. Také Tikdme, Ze konexe A je
plochad.

Tvrzeni 5.3.2 (Vlastnosti formy kiivosti). Necht Q = DA je forma krivosti konexe A. Potom
(i) Q je 2-forma s hodnotami v g typu Ad, tj. Vg € G plati

RIQ = Ad, Q. (5.13)

(i) Q je horizontdlni forma, tj. hor Q = Q.
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Vypocet Q) vypadd na prvni pohled nepfijemné - pro danou formu konexe musime nejprve
vypocitat horizontalni projektor hor : X(P) — X(P). Nastésti se ukazuje, ze existuje jednoduchd
explicitni formulka pro vypocet 2. Nejprve si vyslovime dvé technicka lemmata.

Lemma 5.3.3. Necht a € Qb(P,V) je p-forma typu p, kde (V,p) je konecné-rozmérnd repre-

zentace Lieovy grupy G na prostoru V. Necht p' : g — End(V) je pFidruZend reprezentace Lieovy

algebry g, 4. p'(z)(v) = %|t=0 plexp(tz))(v) pro vsechny x € g a v € V. Potom plat(
Lyza=—p'(z)a, (5.14)

pro vSechny x € g.

Diikaz. Stagi si uvédomit, ze tok vektorového pole #x mé tvar ¢;(p) = Rexp(tz)(p). Potom

* d *
(Lyza)lp = at ¢t(a‘¢t(p)) = dt Rexp(tw)(a‘P'exP(tCE))
t=0 t=0
(5.15)
= o |plexp(=tz))al, = —p'(z)alp,
t=0
kde z € g a p € P byly libovolné. A mame dokézano. |

Piiklad 5.3.4. Pro formu konexe mame A € Q! (P, g). Pridruzena reprezentace k Ad je ad, tj.
[,y]g = ada(y) = &|,_, Adexp(tz) (y). Forma konexe tedy spliuje rovnici Ly, A = —[z, Al.

Lemma 5.3.5. Nechf a, 3 € QY (P,g) Potom pro kazdd dvé vektorovd pole X,Y € X(P) plati
[a A Blg(X,Y) = [a(X), B(Y)]g + [B(X), (Y )] (5.16)

Specidlné [a A a]g(X,Y) = 2[a(X), a(Y)],.

Drikaz. Necht {tu}zi:mlg je libovolnd béze g a o = a*t,,, B = B¥t,. Potom méme

[a A Blg(X,Y) = (o ABY) X, Y) [ty t]g = {a(X)B"(Y) = B"(X)a (V) }Eu, tu ]
= [a(X), B(Y)]g + [B(X), a(Y)]q-

Tvrzeni pro dvé stejné 1-formy je ziejmé. |

(5.17)

Nyni jiz miuzeme vyslovit tvrzeni zasadni pro vypocet Q.

Tvrzeni 5.3.6 (Vypocet formy kiivosti). Necht A € QY(P,g) a Q = DA je prislusnd forma
krivosti. Potom plati formulka

1
Q:dA+§[A/\A]g. (5.18)

Této rovnici se nekdy téz rika Cartanova strukturni rovnice. Primocarym dusledkem tohoto
turzeni je Bianchiho tdentita ve tvaru

DQ = DDA = 0. (5.19)

Diikaz. Jde o rovnost dvou 2-forem s hodnotami v g. Rovnost staéi ovéfit na dvojici vektorovych
poli (X,Y), kde mdme postupné
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(i) (X,Y) jsou obé horizontdlni. Levd strana ddvd Q(X,Y) = dA(hor X, horY) = dA(X,Y).
Prava strana je dA(X,Y) 4+ [A(X), A(Y)]g = dA(X,Y), protoze A(X) = A(Y) = 0.

(ii) (X,Y) jsou obé vertikalni. Protoze jde o rovnost C°°(P)-bilinedrnich objektu, staci ji overit

pouze pro X = #x a Y = #y, kde z,y € g. Jelikoz hor(Q2) = Q, je podle tvrzen{ 5.1.3, bod
(v), levd strana nulové. Pravd strana dava

(AA+ SIAN Alg) (o, #h9) = dA(Ghe, #9) + [AG#2), Ay

= #o. A#y) — #y-A#e) - All#a, #yle) + o,gly - 20
= #r.y — H#y.x — [z,ylg + [z,y]g = 0.

A tedy i prava strana je nulova.

(iii) (X,Y), kde X = #x a Y je horizontélni. Levd strana je nulova ze stejného divodu jako v
bodu (ii). Prava strana déva

(AA+ S[AN Al (#a,Y) = dAGH#e, ¥) + [A(#), AV,

= #2.A(Y) — Y. A(#x) — A([#z,Y]) (5.21)
= (L A)Y) = Yor = [z, A(Y)]g = 0,

kde jsme pouzili vysledek piikladu 5.3.4. A tedy i pravé strana je nulova.
Zbyvé ukazat Bianchiho identitu. Piimo z definice dostavame
1 1 1
DQ = D(dA + 5[14 NAlg) = §D[A NAlg = i[DA Ahor(A)] — [hor(A) ADA]; =0, (5.22)

kde jsme pouzili bod (iv) tvrzen{ 5.2.2 a vlastnost hor(A) = 0. [ |
Pozndmka 5.3.7. Pozor! Obecné neplati tvrzeni, ze D? = 0.

Priklad 5.3.8 (Maurerova-Cartanova 1-forma). Necht G je libovolnd Lieova algebra. Ukdzeme
si nyn{ piiklad uzite¢né 1-formy s hodnotami v g = Lie(G). Levd Maurerova-Cartanova
1-forma 07, € Q(G,g) je definovand vztahem

Or(z) = x, (5.23)

pro vSechny x € g. Zjevné tim definujeme hladkou 1-formu na G. Maurer-Cartanova forma ma
nasledujici vlastnosti:

(i) 01, spliiuje Maurer-Cartanovu rovnici
1
dor, + §[QL AN 9[,}9 =0. (5.24)

(ii) Or je levo-invariantni a Ad-ekvivariantn{ vuci pravé translaci, tj.

L:(61) = 01, R(01) = Ady0r, (5.25)
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Abychom dokézali (i), vezméme z,y € g. Potom:
dir(z",y") = «".0L(y") -y .0 (2") - 0n([a", y"])
=~ 2,9l = —[0(z"), 0. (y")];-
Ad (i4): Levo-invariance je zfejmé, protoze forma je levo-invariantni, je-li jeji vycislen{ na levo-
invariantni vektorovéd pole konstantni. Vuci pravé akci dostdvame
(Ry01)|n(x"[n) = OLlng(Ryu(@"[n)) = 01 |ng(RguLis) = 01| ng(Lnw Rgui)
= OLlhg(Ligs(Lg-1:Rgu)) = 01 |ng({Adg—1 ()} 5,) (5.27)
= Adgfl(x) = (Ad9710L|h)(xL|h).

(5.26)

Poznamka: Pochopitelné existuje i prava Maurer-Cartanova forma 6, kterd je pravo-invariantni a
Ad-ekvivariantni vuci levé translaci a spliuje Maurer-Cartanovu rovnici s opaénym znaménkem.

Piiklad 5.3.9 (Trividlni hlavni fibrace). Spocitdme si nyni nejobecnéjs{ formu konexe a
kiivosti na trividlnim hlavnim fibrovaném prostoru P = M x G. Nejdiiv je tfeba si ujasnit, ze
pro kazdé p = (m, g) méme T(,, )P = T,, M © T,G. Tecné vektory v (m,g) tedy budeme psat
jako usporadané dvojice vzhledem k tomuto rozkladu.

Jak vypadaji v tomto pifpadé fundamentalni vektorova pole? Nechf z € g. Potom:

d d
H#I|(m,g) = T (m, g -exp(tz)) = (0, T g-exp(tx)) = (Om,mL|g), (5.28)
t=0 t=0

kde z¥ € X(G) je levo-invariantni vektorové pole na G piislusné elementu x € g.

Necht (X,y"|y) € T:nM & T,G je nejobeendjsi tecny vektor z Ty, o) P, tj. X € T,,M ay € g.
Plisobeni pravé akce Rp. na (X,y”|,) je nésledujict:

Rn(X,y"|g) = (X, Ria(y"]g)) = (X, {Adp—1 ()} | gn) (5.29)

Hleddme ted nejobecnéjsi formu konexe A € QY (M x G, g). Jelikoz T(*;n g)P =T,Ma&T,G,
muzeme pSét Al(m,g) ve tvaru A|(m,g) = (A/‘(m,g)a A/I‘(m,g))a kde A/|(m,g) T M — ga AH|(m,g) :
TyG — g jsou linedrni zobrazeni. Pozor, vidime, ze A’ muze zaviset na g a A” na m.

Z prvni vlastnosti formy konexe A(#x) = = a vySe vypocitaného tvaru #z dostdvame

T = A|(m,g)(#z|(m7g)) = Al|(m,g) (Om) + A//|(m,g) ($L|g) = A//‘(m,g) (CCL|9)' (5'30)

To ndm ale iika, ze A”|(, 4) = 01|y a tedy zrovna A” na bodu m nezavisi. Chceme prozkoumat
druhou vlastnost formy konexe, tj. Rj; (Al gn)) = Adp-14](m,4). Potom

(B (Al (m.gn) (X5 4"19) = Alm.gn) (X, {Adn -1 (1)} |gn) = A'|(m.gn) (X) + Adp-1(y).  (5.31)
Pravé strana dava pozadované rovnice dava
{Adh*1 A|(’m,g)}(X7 yL|g) = AdhflA,‘(m,g) (X) + "4dh*1 (y) (532)

Dostavame tedy rovnost A'|, gny = Adp-1A'|(,4). Oznacme A'|,, := A'| (1 c). To ndm definuje
hladkou 1-formu A’ € Q'(M,g). Potom zjevné A'|,, o) = Ady—1A’|,,. Vyslednd formulka pro
formu konexe je tedy:

A|(m’g) = Adgflﬂ-T(Al)‘(myg) + 71'5(9[,)|(m19). (5.33)
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Prostor vSech moznych konexi na P = M x G je tedy prostor forem Q!(M,g). Jak vypadd
horizontdlni zdvih odpovidajici konexi A? Pro X € X(M) muzeme psét

XM mg) = XN mg)s X (mog))s X' mg) € TeM, X" |(m.g) € TyG- (5.34)

Jelikoz X"|(;,,q) € TyG, mizeme jej psat jako y(m, g)tl,, kde y(m,g) € g. Podminka projekce

T (X" (,g)) = X d&VA X'|(. ) = X |1 Podminka A(, ) (X"|(n,q)) = 0 dévé

Ady—1 A | (X |im) + y(m, g) = 0. (5.35)
A tedy y(m, g) = —Ady-1(A’, X)(m). Zjistujeme, ze horizontélni zdvih ma tvar
XM m,g) = (Xl —{Ady-1 (A", X) (M)} ) = (X|m, —{(A", X) (m)}F]y). (5.36)

Nyni bychom chtéli vypocitat formu kiivosti 2. Zde je velmi snadné vypocitat vysledek z definice.
Potfebujeme totiz znat komutator dvou horizontalnich zdviht. PHimym vypoctem

(X" Y Mgy = (X, Y], —({X.A'(Y) = Y.A'(X) + [A'(X), A (V)]g}(m)"]g).  (5.37)
Potom Q(X" Y") = dA(X" V") = —(A,[X", Y"]) m4 tvar

(X" Y} (m, g) = Ady {X.A'(Y) = Y.A'(X) = A'([X,Y]) + [4(X), A'(Y)]g}(m)
1 5.38
= Adg—{(dA" + i[A/ ANAN)(X,Y)Hm). (5.38)
Vidim, Ze konexe A odpovidajici formé A’ € Q' (M, g) je plochd, pokud dA’ + $[A’ A Al = 0.
To snadno splnime polozenim A’ = 0, kde potom A = 75(01) se nazyvd kanonickd plocha
konexe na P =M x G.

Lemma 5.3.10 (Maurer-Cartan na GL(n,R)). Nechf ¢ : M — GL(n,R) je libovolné hladké
zobrazeni a 0y, je levd Maurer-Cartanova forma GL(n,R). Potom ¢*(0.) = ¢~ ldp, kde ¢ lze
interpretovat jako element p € Q°(M,GL(n,R)) a tedy dp € Q' (M, GL(n,R)).

Z tohoto divodu se béiné pouzivd oznaceni 0 = g 'dg. Je zjevné, Ze ve stejném tvaru plati

pro libovolné maticové grupy (tedy podgrupy GL(n,R)).

Diikaz. Necht X € T,,M. Potom ¢*(6L)|M(X) = €L|¢(m)(50*(X)) = Lw(m)fl*gﬂ*(X). Ale Lie-
ova grupa GL(n,R) C gl(n,R) je oteviend podmnozina vektorového prostoru a tedy p.(X) €
Typ(m) GL(n,R) = gl(n,R) je matice n x n, a Ly(;,)-14 je obycejné ndsobeni matici zleva.

Navic se z definic snadno ukaze, Ze pii ztotoznéni C*°(M,GL(n,R)) = Q°(M,GL(n,R))
dostavame (explicitnim vypoctem) o, (X) = dg|,,,(X) pro vsechny X € T, M. Tedy

¢*(01)|m(X) = o(m) ™! - dplm(X), (5.39)
coz dokazuje tvrzeni lemmatu. |

Piiklad 5.3.11 (Forma kiivosti na F'(M)). Vysledki z pFedchoziho piikladu muzeme vyuzit k
analyze pripadu hlavn{ fibrace repéru. Pro libovolné lokélni pole repéra f = (f1,..., fn) na U.
Na 771 (U) jsme si zavedli funkce y : 7~ (U) — GL(n,R) vatahem e = f|.(c) - y(€) a psali jsme

w=yle)™ (@) - yle) +y~"(e) - dyle, (5.40)
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kde @ € QY(M,U) je lokéln{ forma konexe na U piislusna poli repérit f. Na celou konstrukei w
muZzeme pohlizet nasledovné. Sestrojime zobrazeni ¢ : 7= 1(U) — U x GL(n,R) vztahem

Y(e) = (r(e),y(e)). (5.41)
Jedn4 se o hladky ekvivariantn{ difeomorfismus 7=!(U) a trivialn{ hlavn{ fibrace U x GL(n,R).
To je snadny disledek toho, ze ¥ = ¢! pro ekvivariantni trivializaéni zobrazeni ¢ : U x

GL(n,R) — 7~ 1(U) odpovidajici hladkému fezu o(m) = f|,, ve shodé s tvrzenim 2.3.6. Protoze
w € QYU, gl(n,R)), mizeme na ve shodé s piedchozim piikladem sestrojit na trividlni fibraci
U x GL(n,R) formu konexe A podle vztahu (5.33), tj.

Alm,a) = Adpa-177(0)(m,a) + 75 (0L) | (m,A) (5.42)

pro vSechny (m,A) € U x GL(n,R). Snadno se ukdze, 7e w sestrojend nahofe je potom prosté
pullback A zobrazenim v, tj. w = ¥*(A). To plyne z vlastnosti 7 09 = 7, T30 = y a zejména z
lemmatu 5.3.10. Protoze v je ekvivariantni difeomorfismus, snadno se nahlédne, ze horizontalni
zdvihy vzhledem k obou konexim jsou v-vztazené, tj. v, (X"|.) = Xﬁw(e), kde X" je zdvih
vzhledem ke konexi w a X" vzhledem k A. Z definice formy konexe je ziejmé, ze plati vztah
Q =1¢*(Q4). Dostdvame tedy rovnici

(00X VM) He) = Qa(Xh, YE) = Adyoy {(d + 5[0 A QL) (X, V)}m). (5.43)

Nynf si stacl vzpomenout na tvrzeni 3.2.2 a Cartanovy strukturni rovnice, odkud dostdvame
vztah do + $[0 A @]y = €2, kde  je lokaln{ forma kiivosti (vyrobend z Riemannova tenzoru).
Méme tedy rovnici, kterd ndm iikd (s pouzitim definice Ad v maticové grupé):

{QX", Y")}e) = yle) ™" - X, Y)(m) - y(e) = {(y" - 7" (Q) - y) (X", Y")}e). (5.44)
Hodnoty formy konexe sta¢i ovérit na horizontalni zdvihy vektorovych poli a plati tedy rovnost:
Q=y ' 7)) -y (5.45)

Vime, Ze leva strana je z definice dobfe definovana a tedy nezavisld od vybéru repérového pole
f, které pouzivame na pravé strané. Stejné jako pro formu konexe muzeme puvodni formy
lokélni formy konexe (a tedy Riemannuv tenzor) ziskat pomoci pullbacku fezem odpovidajicim
repérovému poli f: Q0 = 0*(Q2), kde o(m) = f|m pro viechny m € U. Zjistujeme tedy, Ze pro
F(M) je forma kfivosti vskutku formou kiivosti!

5.4 Kovariantni derivace forem typu p

V piedchozi sekci jsme ukézali, ze kovariantni derivaci 1-formy A 1ze psat snadno pomoci rovnice
(5.18), kde explicitné nevystupuje horizontdlni distribuce odpovidajici konexi A. Muzeme tedy
doufat v podobné zjednoduseni pro vétsi t¥idu diferencidlnich forem na P. Ukazuje se, ze dobrym
kandidatem jsou staré dobré p-formy typu p z podsekce 4.4. Ukazuje se vSak, ze musime pridat
jeden predpoklad (jehoz ovéreni uz znalost horizontalni distribuce vyzaduje).

Tvrzeni 5.4.1. Nechf o € QP(P,V) je horizontdlni p-forma typu p, kde (V, p) je dand konecne-
rozmérnd reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V. Potom

Da =da+p'(A) A a, (5.46)

specidlné pro viechny veliciny ® typu p plati DO = dp+p' (A)®. Zde p' je pridruend reprezentace
Lieovy algebry g na V a p'(A) A o= A" Aot - p/(t,)E;, kde {tu}f;:mlg a {E; 3V jsou libovolné
bdze g, respektive V.. Pro p = 0 nepiseme zbyteéné symbol A .
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Diikaz. Dukaz je podobny ovéfeni (5.18). Dosazujeme vektorova pole (Xi,...,Xp41). Jsou-li
viechna horizontdlni, mame p’(A) A a = 0, protoZe v kazdém séitanci ve vné&jsim souéinu poleze
horizontélni vektorové pole do A a dé nulu. Potom Da(Xy,...,Xpt1) = da(X1,..., Xpt1) 2z
definice D.

Jsou-li mezi vektorovymi poli alespon dvé vertikdlni, daji obé strany nulu. Levd strana z
definice, napravo mame da a p'(A) A «. V obou z nich musf (po dosazen{ do obvyklych formulek
pro d a vngjsi soucin) alespon jedno z vertikdlnich vektorovych poli vlézt do «. Protoze je «
horizontalni, ddva podle tvrzeni 5.1.3 bod (v) nulu.

Zbyvé tedy dokédzat tvrzeni pro pravé jedno vertikalni vektorové pole. Muzeme piedpokladat,
ze X1 = #x. Leva strana je opét rovna nule a vpravo dostavame

(da)(#x, XQ, P 7Xp+1) = (i#zda)(Xg, . ,Xp+1) = (E#wa — di#wa)(Xg T 7)(del)
= (Lyaa)(Xa, ..., Xpt1),

kde jsme vyuzili horizontality ix,a = 0. Pro druhy ¢len na pravé strané mame

(p'(A) N @) (#z,Xo, ..., Xpt1) = p (A(#2))a(Xo, ..., Xpi1) = pl(@)a(Xa,y ..., Xpt1), (5.48)

kde do totalni antisymetrizace ve vnéjsim soucinu piispéje pouze jeden ¢len opét z duvodu hori-
zontality «. Prava strana je tedy nulova pokud Ly,a + p'(z)a = 0. Ale to je dle lemmatu 5.3.3
dusledek toho, ze « je typu p.

(5.47)

Kazda veli¢ina typu p je O-forma typu p a tedy automaticky horizontalni. Pravé dokazané lze
tedy na O-formy aplikovat vzdy. |

Dausledek 5.4.2 (Vyjadieni Bianchiho identity). Forma kfivosti Q konexe A spliiuje rovnici
dQ+[ANQ]g =0. (5.49)

Diikaz. Forma kfivosti je horizontélni 2-forma typu Ad. Zde p’ = ad a tedy mame p'(A) A Q =
[A A Q]g. Potom zbyva aplikovat pfedchozi tvrzeni a pouzit Bianchiho identitu (5.19). |

Piiklad 5.4.3 (Vnéjsi kovariantn{ derivace vektorovych poli). Ukdzali jsme si, Ze vektorova pole
lze interpretovat jako veli¢inu typu p, kde V = R™ a p(A)x = A.z. Ukazme si, jak explicitné
vypadé vnéjsi kovariantni derivace ®x, kde X € X (M) je odpovidajici vektorové pole.

Budeme pracovat lokalné na 7=1(U), kde (U, (z!,...,2™)) jsou lokélni soufadnice na M.
Necht X = X'9;. Ukézali jsme, ze potom ®x(d|,,) = (X1(m),..., X"(m))T. Ukdzeme si, ze
plati nasledujici rovnost:

<D(®Y)7Xh> =®y,v, (5.50)

kde V je afinn{ konexe kterou mame na F (M) kédovanou pomoci formy konexe w. Minule jsme
ukézali, ze horizontdlni zdvih X = X"0; mé lokdlné explicitni tvar

X"e = X' (n(e){Bile — Thi(7(e))ys(e) e} (5.51)
kde e = 0|(c) - y(e). Velicina @y je definovana pomoci komponent ¥ = Y0, vztahem
Oy (Om) = (Y(m),...,Y"(m))T. (5.52)
Pro obecny bod e € 7~ (U) tedy dostavdme vyjddien{
)

Dy (e) = Py (Oln(e) - y(e)) = p(y(e) ™)@y (Oln(ey) = yle) (Y (n(e)),..., Y™ (m(e)))"

= (y~")ile) - Y(n(e)) Ei. (5.53)
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Odtud dostdvame nésledujici vztah pro pro vnéjsi kovariantni derivaci:

(D(@y)', X")(e) = {X".®5 }(e) = {X".(y " ")j}e) - Y (m(e)) + (y~)j(e) - {X".(Y7 o F)}((e) |

5.54

Druhy ¢len je snadny, protoze pro kazdé f € C°°(M) mame X".(fon) = (X.f) o, coz plyne z
vlastnosti X" ~, X. V prvnim se vyuzije obvykl4 rovnice:

XMy i == O (X ) (Y (5.55)

Toto plati pro libovolnou funkci s hodnotami v maticich a libovolné vektorové pole. Potom se
vyuzije, ze X".yF = (dyF, X") jsou presné komponenty X" pifslusné 9f a tedy

(X" )(e) = =X(m(e)) Thg(m(e)) yi" (e)- (5.56)
Dosazenim zpét dostavame vyjadieni
{X" .y )5He) = Xx(e)) (y1)ile) T, (x(e)). (5.57)

Konetné muzeme dosadit do vyrazu pro kovariantni derivaci a obdrzime
(D(@y)", X")(e) = XU (m(e){(y™ )i (¥ (m(e)) + (v~ i(e)Tf,(x(e)) Y (m(e)}.  (5.58)

Hleddme V € X(M) spliwjici rovnici (D(®y ), X")(e) = @y (e). Komponenty V?(m) dostaneme
vyéislenim pravé strany na e = 9|,, a ndslednym odectem i-tého prvku vysledného vektoru v
R™. Dosazenim do levé strany potom

Vi(m) = (D(®y)", X")(8]m) = X4(m){81Y7 (m) + 6,T% (m)Y7 (m)} (5.59)
={X9(Y} +T5,Y7)}(m) = (VxY)'(m). '

Dokézali jsme tedy rovnost (5.50). Isomorfismus X (M) = QO (F(M),R™) ndm tedy umoziuje
piimym vypocétem pomoci D vyjadiit kovariantni derivaci Vx s kterou jsme zacali v prvni fadé.

Jelikoz pro horizontalni formu typu p je jeji kovariantni derivace ziejmé opét horizontalni
forma typu p, muzeme se ptat co se stane, kdyz znovu aplikujeme D a pouzijeme stejny vzorec.

Tvrzeni 5.4.4 (Ricciho identita). Pro libovolnou horizontdlni p-formu o« typu p, kde (V, p) je
konecéneé-rozmérnd reprezentace G na V', plati identita

D%a = p'(Q) A a. (5.60)
kde Q € Q?(P,g) je forma kiivosti. Specidlné pro viechny ® € Qg(P, V) plati D*® = p/'(Q)®.
Diikaz. Dvojitou aplikaci (5.46) dostavdme vyraz

D?a = D(da + p'(A) A o) = d(da + p'(A) A &) + p'(A) Ada + p'(A) A )

. . . 5.61
= J(dA) Ao+ p(A) A ((4) A o) (>0
Piimo z definice se d4 s uzitim definice reprezentace Lieovy algebry ukazat, ze
. . 1 .
§(A) A ((4) A @) = 5o/ (A A Alg) Ao (5.62)
Po dosazen{ zpét tedy dostdvéme D?av = p/(dA + L[A AN Alg) Aa=p'(Q) A a. |
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Piiklad 5.4.5 (Ricciho identita pro F'(M)). Uvazujme opét P = F(M) s konexi w odpovidajici
Va (V,p) = (R”,p), kde p(A)zr = A.z, tak ze Q)(F(M),R") = X(M). Pouwzitim (5.50) a
predchoziho tvrzeni dostdavdme pro XY, Z € X (M) rovnost

v\ (Vy 2) -y (Vx 2)—Vixy 2 = UX", V). 0y (5.63)

Komponenty odpovidajicich vektorovych poli v bodé m dostaneme vyéislenim obou funkci v
bodé e = 9|, a odectem i-té komponenty. S vyuzitim (5.44) potom dostdvame

{(Vx(VyZ) = Vy(VxZ) = Vixy1Z}(m) = {QUX,Y)}(m)Z7 (m) = (da', R(X,Y)Z). (5.64)

Dostavédme tedy presné to, Gemu se i{kd Ricciho identita (pro néds definice Riemannova tenzoru).

5.5 Integrabilita paralelniho prenosu, holonomie

Na paralelni prenos, t.j. horizontalni zdvih kiivek se muzeme divat nasledovné. Zvolime si libo-
volné vldkno P,, pro m € M a bod p € P. Chceme definovat prenos bodu p do jiného vlakna
P, pro m’ € M. Zvolim si (po ¢astech hladkou) kiivku v : I — M s vlastnosti v(0) = m a

/!

~v(1) =m'.

Podle véty 4.3.5 existuje unikatni kiivka 4" : I — M s vlastnosti v*(0) =pamoy" =4.Z
konstrukce je v*(1) € P,,» a my tedy mtzeme definovat paralelni pienos jako T (D) = Y (1).
Pro danou kiivku ~ takhle muzu zobrazit kazdy bod p € P, dostdvdm tedy (hladké) zobrazeni
obou vldken 7.} . : P, — P, . Snadno se ukdze, ze je to dokonce difeomorfismus, protoze
horizontalnimi zdvihy kfivky ' (t) := (1 —t) s pouzitim jednozna¢nosti muzu definovat inverzni

’
zobrazeni, t.j. 7, . = (7} ..) 7"

2 o o - ’ ~ ~ z L. . . Y e ’ ~ > . . 7 7
Nyni se muzeme oprdvnéné ptat, jestli definice 7, ., zdvisi od vybéru krivky ~ spojujici

body m a m'. Odpovéd poskytneme v této sekci. Nejprve si musime trosicku vylepsit vlastnosti
integrabilnich distribuci.

Definice 5.5.1. Necht M je hladk4 varieta. Potom F se nazyvé k-rozmérna foliace M, pokud
F je soubor vzajemné disjunktnich neprazdnych souvislych vnofenych k-rozmérnych podvariet
M, takovych, ze M = Jpcr F.

1

Kazdy bod m € M navic musi mit souradnicové okoli (U, ¢) = (U, (z',...,x™)) takové, ze
o(U) C R" je n-rozmérné krychle a pro kazdé F € F je F NU bud prazdnd mnozina, nebo
spocetné sjednoceni k-rozmérnych ,platki“ ve tvaru S = {q € U | 2¥*1(q) = c!(q),...2" =

c"(q)}. Podvarietdm F € F se iikd listy foliace.

Frobeniova véta ndm davala integrabilitu distribuce, t.j. kazdy bod lezi v néjaké integralni
podvarieté. Nésledujici véta nam dédva mnohem silnéjsi tvrzeni.

Véta 5.5.2 (Globdln{ Frobeniova véta). Nechf D je integrabilni k-rozmérnd distribuce. Potom
Fp={NC M| N je mazimdlni souvisld integrdlni podvarieta distribuce D}. (5.65)
je k-rozmérnd foliace variety M.

Maximalita znamend, ze N € Fp neni obsazend v zadné dalsi souvislé integralni podvarieté.
Vzhledem k vlastnostem Fp je kazdy bod m € M obsazeny prdvé v jedné souvislé maximalni
integralni podvarieté, kterou muzeme oznacovat jako IV,,. Plati tedy napiiklad pravidlo, ze pokud
m’ € Ny, médme N,,, = N,,,. Horizontdln{ distribuce m4 jesté jednu vyznacnou vlastnost. Je totiz
G-invariantni. V nésledujicim se ndm bude hodit néasledujici pomocné lemma;
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Lemma 5.5.3. Necht D je libovolnd k-rozmérnd integrabilni hladkd distribuce v P, kterd je
G-invariantni ve smysiu Rg.(Dp) = Dy.q pro vSechnyp € P a g € G.

Potom prislusnd foliace Fp spliuje viastnost Np.q = Rg(N,), tj. listy foliace prislusné p a
p - g jsou vzdajemné difeomorfni a vztaZeny akci grupy G.

Nyni si musime ujasnit, ze otdzka nezavislosti paralelntho pfenosu z daného vldkna P, do
néjakého dalstho vldkna P/, na kiivce v se d4 ekvivalentné preformulovat jako nezdvislost para-
lelnfho pfenosu z P, do P, pomoci uzaviené smycky v : I — M, tj. v(0) = v(1) = m.

Lemma 5.5.4. Paralelni prenos T;Zl,m, pro dang bod m € M a libovolng bod m' € M nezdvisi na
volbé krivky v : I — M s~v(0) =m a (1) =m/, pravé tehdy kdyz pro kaZdou uzavienou smycku
v I — M, takovou Ze o/'(0) = +/(1) = m mame 77, ., = 1p,, .

Dikaz. Jeden smér je trividlni. Predpoklddejme, ze paralelni pienos do libovolného bodu m’
nezévisi na volbé v, a necht 4 je smycka s pocatkem v M. Ale konstantni kfivka ~.(t) = m
pro v8echny t € I ma pro kazdé p horizontdlni zdvih v podobé konstantni kfivky v p. Podle
predpokladu tedy

Tom(P) = Toim(P) = - (5.66)
Opacné, necht v, a 7y, jsou dvé kiivky spojujici m a m’, necht p € P, a p; = v (1), p2 = 7% (1).
Musime ukézat, ze p; = pa. Kfivka v/ = ~v5 L%~ definovans vztahem

, 1(2t) t € [0, 3]
7t = { @1 -1) te b1

je uzaviend smycka v pocatkem v m. Protoze ps a p; jsou ve stejném vldkné, mame ps = p; - g
pro unikatni g € G. Musfme nynf sestrojit horizontdlni zdvih ' startujici z p. Protoze v% konéf
v jiném bodé nez 41, nemtizeme slozit v} s (v)~1. Mitzeme ale uvazovat kiivku 45 (¢) = v5(t) -
g, kterd uz splituje 45 (1) = 7(1). Navic je horizontalni, protoze Horp.o(P) = Ry.(Hor,(P)).
Snadno se nahlédne, 7ze 4" := (48)~1 x4} je horizontalni zdvih +/ startujici z bodu p. Potom

(5.67)

7 (D) =7"(1) = 45(0) =75(0) g =p-g. (5.68)

Podle ptedpokladu je ale %";;m = 1p_, odkud plyne p = p - g. Jelikoz je akce volna, dostdvame
g = ¢ a konecné py = p;. |

Nyni si musime poradné rozmyslet, jak funguje horizontdlni zdvih kiivek ve vztahu k inte-
grabilni horizontaln{ distribuci. Necht m € M je fixn{ bod. Pfedpoklddejme, ze A € Q'(P,g)
definuje integrabilni distribuci, tj. 2 = 0. Ukézeme si, ze pro body dostatecné blizko m € M je
paraleln{ pfenos integrabilni, tj. nezdvisi na volbé kiivky, kterd dany bod m’ spojuje s M.

Tvrzeni 5.5.5. Nechf m € M. Necht m : P — M je hlavni fibrovany prostor. Potom existuje
okoli U bodu m, Ze pro libovolné dvé krivky v,y : I — U spliugici v(0) = v/(0) = q a v(1) =
Y (1) =¢ plati 7], = 7';;,.
Diikaz. Zvolime si p € 7~ 1(m) libovolny. Jelikoz Hor je integrabilni distribuce, existuje ma-
ximélni souvisld integralni podvarieta N, piislusnd bodu p. Necht 7’ = 7| N, : Np = M je
restrikce 7 na podvarietu N,. Z horizontality Tj,(N,) = Hor,(P) plyne, ze 7’ je lokélni difeo-
morfismus. Existuje tedy okoli V- C N, bodu p a U C M bodu m = n(p), ze n'|y : V = U je
difeomorfismus. Je-li v : I — U, definujeme 7" (t) = (7'|v/) "1 (y(t)). Mdme tedy 4" : I — V C N,,.
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Po slozeni s vnofenim N, < P dostavame hladkou kfivku kterd je v kazdém bodé horizontalni
a projektuje se zpét na . Necht v"(0) = r. Je-li 7/ libovolnd jina kiivka se stejnymi koncovymi
body, mame " (0) = (7T/|V)_1(’}/(0)) = (7'lyv) "1 (v(0)) = v"(0) = r, a stejné se ukéze, ze maji
stejny koncovy bod. To dokazuje 7' (1) = 7 /(). Ale zbytek plyne z G-ekvivariance paralelniho

a,q’
pfenosu. Je-li v’ € P,, potom ex1stuJe unikdtni g € G, ze v’ = r - g. Plat{

’ ’

T ) =1 () g=1] () g=T] (1) (5.69)
A mame dokéazéano! ]

Vidime, ze pro kfivky v dostate¢né malém okoli bodu m zaruéi integrabilita Hor nezavislost
paralelniho pfenosu na kfivkach v tomto okoli. Muzeme se tedy oprdavnéné ptét, jak je to pro
obecnou kiivku spojujici libovolné dva body ¢ a ¢’. Obecnd odpovéd je zéporna, jak si ukdZeme
na piikladu. Pro spravné tvrzeni si musime definovat nésledujici pojem.

Definice 5.5.6. Necht M je hladké varieta a necht v,~" : I — M jsou dvé hladké kiivky, takové
ze v(0) =+/(0) a y(1) = +/(1), tj. jejich zacatky a konce jsou stejné.

Rekneme, 7e v a +' jsou homotopické, existuje-li hladké zobrazeni h : I x I — I, takové ze

(i) h(t,0) = ~(t), h(t,1) = ~(¢). Jingmi slovy h|rxgoy =7 @ hlrxpy ="

(ii) h(0,s) = v(0) = ~/(0) a h(1,s) = v(1) = +'(1). Jinak feceno, dostdvame tiidu hladkych
kiivek hg(t) := h(t, s), které vsechny zac¢inaji a konéi ve stejném bodé a hg =y a hy = 7.

Budeme psit v ~j v'. Specidlné pokud v je smycka (tedy v(0) = ~(1)), fekneme, ze v je
homotopicka nule, pokud v ~, 0, kde 0(¢) = v(0) = (1) je konstantni kiivka.

Pozndamka 5.5.7. VSimnéte si, ze pfedpokldddme hladkost homotopie h. Vétsinou se homotopie
definuji pouze jako spojitd zobrazeni. Zejména jsou zajimavé prostory, kde je kazdd (spojitd)
smycka (spojité) homotopicka nule, kterym se k4 jednoduse souvislé. Kupodivu se d4 ukazat,
ze tato vlastnost je plné ekvivalentni tvrzeni, ze kazda hladkd smycka je hladce homotopicka nule.

Nyni jiz miZeme vyslovit nédsledujici tvrzeni, které davé spréavnou odpovéd na piedchozi
otazku.

Tvrzeni 5.5.8. Necht m € M je libovolny bod, a 7 : P — M necht je hlavni fibrovany prostor
vybaveny plochou konexri A € QY(P,g). Necht v a ~' jsou libovolné hladké kvivky takové, Ze
7(0) =+'(0) = m a~(1) =v(1') = m'. Navic predpoklddejme, Ze y ~p, o'. Potom 1., ., =T ..
Drikaz. Dukaz tvrzeni si pouze nac¢rtneme. Vezmeme homotopii h : I x I — M dvou zadanych
kiivek v a 4. Necht hs = h(-,s) a h} = h(t,-) jsou dvé piislusné tiidy hladkych kiivek.

S vyuzitim kompaktnosti ‘'mydlové bubliny’ h(I x I) C M a tvrzeni 5.5.5 vyrobime rozdélen{
0,1]] CTavpodobé 0 =t; < --- <ty =1a0=s <---<s, =1, tak, ze paralelni pfenos
po dvou (po ¢astech hladkych) kiivkach hg, |, .., @ h;jﬂ [si,5:41] (tj- po dolnf a pravé hrané
obdélntku h([t;, tj41] X [s;, si41])) je stejny jako po dvou kiivkdch hy [is, s, @ Py l[t;e,,0) (8-
po levé a horn{ strané téhoz obdélniku). S pouzitim tohoto umime ukdzat, ze paralelni pfenos
podél kiivky v = ho = hs, je stejny jako podél h,,, ktery je stejny jako podél h,, atd.. ]
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Priklad 5.5.9 (Neintegrabilita pro integrabilni distribuci). Uké&Zeme si, ze opravdu musime
uvazovat pouze vzajemné homotopni kiivky. Vezmeme si M v podobé plasté kuzele bez $picky
(jako podmnoziny R3) a 7 : F(M) — M. Konexi A bude odpovidat standardni Levi-Civitova
konexe V odpovidajici indukované metrice na M C R3. Necht a je vyska kuzele a R jeho polomér.
Lokalni soufadnice na M jsou (z,¢), kde z € (0,a) udéva jak vysoko nad rovinou (z,y) se
nachdzime a ¢ je standardni poldrni soufadnice. Vlozeni M do R® m4 v soufadnicich tvar

x = %(a —z)cos(p), y= g(a —z)sin(p), z==z. (5.70)

Indukovand metrika na M dopadne nésledovné. Nejprve si vezmeme standardni metriku v E3
zapsanou v cylindrickych souradnicich (r, p, 2):

gps = dr @ dr 4+ dz ® dz + r’de @ dp. (5.71)

Prechod (pullback) do kuzele M pak spocivd v substituci r(z) = £(a — 2). Potom dr = —£dz a
dostavame

g=(R/a)*{(1+ (a/R)*)dz ® dz + (2 — a)*dp @ dp}. (5.72)

Nyni je celkem piimocaré spocitat Christoffelovy symboly Levi-Civitovy konexe podle obvyklych
formulek. Dostaneme nasledujici:

1

_ -1 z
e, =(-a), T, = —W(Z —a). (5.73)
Jinymi slovy, netrividlni jsou pouze nésledujici kovariantni derivace:
1
-1
Vo.(0p) =V, (0.) = (2 —a) "0y, Vp,(9,)= *W(z —a)0.. (5.74)
Z duvodu antisymetrie operdtoru kfivosti staci vypocitat kombinaci R(0,,, 0.). Mame
1
_ -1
R(0,5,0:)0, = Va,((z —a)""9,) + Vaz(m(z —a)dz)
(5.75)
= — L 0, + ! 0,=0
- 1+ @R 1+ (e/RPT T

Hodnota operatoru R(9,, 0.) na 0. vyjde nula podobnym vypoctem a dostdvame R = 0.

Horizontalni distribuce v tomto piipadé je integrabilni. Nyni si vezmeme nasledujici uzavienou
a hladkou smy¢cku v : [0,1] — M.

2(t) = 2(v(1)) = 20, @(t) = p(7(t)) = 2. (5.76)

Jedna se tedy o kiivku co jednou obto¢i kuzel ve vysce zg. Chceme paralelné prendset teény vektor
(VZ,V¥?) € T(zy,00M podél kiivky ~(t). Necht V*(t) V¥(t) oznacuji komponenty paralelné roz-
neseného teéného vektoru podél kiivky . Nyni ukdzeme, ze (V*(1),V¥(1)) # (V*(0),V¥?(0)) =
(V#, V). Rovnice paralelnfho pfenosu davé

VE(t) + oD, (VP (t) =0, VA(t) + (T, (VP () + (T8, (H)VE(t) = 0. (5.77)
Po dosazeni do obou rovnic dostavame

2

(a — 20)

27 (a — zp)
1+ (a/R)?

VE(t) + Ve(t) =0, VP (t) — VZ(t) = 0. (5.78)
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To je ale vede standardnim postupem na dvé rovnice druhého fadu:

4m2 R?

472 R? v
R% +a?

VE(t) + VE() =0, VP(t) + i (t) = 0. (5.79)

To je ale standardni harmonicky pohyb, tj. dostdvame rotaci vektoru V' = (V*,V%®) v rovineé
(z, ). Explicitné, s troskou poéitani:
VE(t) = VZ cos(2mwt) + w(a — 2z9) V¥ sin(2rwt), (5.80)
Ve(t) = V¢ cos(2mwt) + (w(a — z0)) V7= sin(2nwt), (5.81)
kde w = R/vVR?+ a? je kosinus thlu mezi podstavou a plastém kuzele M. Vsimnéte si, ze

paralelni pfenos je integrabilni pravé tehdy kdyz w € Z, coz ale nemuze nastat pro kuzel, kde
vzdycky 0 < w < 1.

Cviceni 5.5.10. Zkuste si celou diskuzi pro vdlec a ukazte, Ze v tomto pripadé Zdadny problém
nenastane. Tento vysledek se dd dostat i vtipnym trikem. Vilec je totiz kuzel, kde a — oo. Potom
w = 0 a paralelné prendseny vektor je konstantni.

Problém neintegrability paralelniho pfenosu lze formalizovat nésledujicim zpusobem. Definu-
jeme relaci ekvivalence na P néasledovné. Rekneme, ze p ~ ¢, pokud existuje po ¢astech hladka
kiivka v : [0,1] = M, takovd, ze v(0) = w(p), v(1) = n(q), a g = T;(p)ﬁ(q) (p). Definujeme

Hol,(A) ={9€G|p-g~p} CG. (5.82)
Mnozina Hol,(A) se nazyvad grupou holonomie konexe A v bodé p € P.

Lemma 5.5.11. Hol,(A) je Lieova podgrupa G. Jeji komponenta sowvislosti obsahujict jednotku
e € G se nazgvd redukovand grupa holonomie Holg(A) a sestdvd se z proku Hol,(A) kde
povolime ekvivalenci jen pomoct kiivek homotopickych nule (kontraktibilnich).

Diikaz. Ukézeme si jen, ze Hol, (A) tvoif grupu. Zjevné p ~ p, protoze jde o relaci ekvivalence (coz
plyne z toho, ze horizontéln{ zdvih konstantni smycky zajist{ trividln{ paraleln{ pfenos p na p).
Odtud e € Hol,(A). Inverzi ndm zajist{ paralelni pfenos po smycce v'(t) = (1 —t) a uzavienost
na grupovy soucin vyrobf slozeni navdzéni{ dvou smycek 1 a y2 (s ndslednou reparametrizaci). W

Cviceni 5.5.12. Rozmyslete si, Ze pro p’ = p - h plati Hol, (A) = Ij,-1 (Hol,(A)).

Z tvrzeni 5.5.8 plyne, Ze pro integrabilni konexi A dostdvame Holg(A) = 0 pro vSechny p € P.
Rovnéz jsme si ukazali, ze tvrzeni neplati pro celou grupu Hol,(A). Existuje zptusob, jak grupu
holonomie (jejf algebru) piimo vypocitat z formy kifivosti. Vyslednou vétu uvddime bez dukazu:

Véta 5.5.13 (Ambrose-Singer). Necht m: P — M je hlavni fibrovany prostor, kde M je souvisld.
Necht p € P je libovolny bod. Necht T'(p) = {q € P | ¢ ~ p}. Potom

Lie(Hol,(A)) = Uger(p) Im(Q],) € g. (5.83)

Odtud dostavame dulezity dusledek:

Dusledek 5.5.14. Je-li Holg(A) =0 pro kaZdy bod p € P, mdme Q = 0.
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Diikaz. Pokud je redukovand grupa holonomie nulovd, méme 0 = Lie(Holg(A)) = Lie(Hol,(4))
pro kazdé p € P. Pro libovolné p tedy podle Ambrose-Singerovy véty plati Im(€2|,) = 0 pro
vsechny ¢ € I'(p). Specidlné Im(Q2|,) = 0. Odtud Q = 0. |

Konec¢né, ukazuje se, ze pro souvislou varietu M muzeme jednoduSe vztahnout grupy holo-
nomie v ruznych vldknech.

Lemma 5.5.15. Necht M je souvisld varieta. Pak pro libovolné dva body p a p' existuje (neka-
nonicky) isomorfismus Hol,(A) = Hol,/ (A).

Diikaz. Prop’ a p v jednom vldkné jsou grupy holonomie adjungované prvkem unikdtnim prvkem
grupy ¢. Snadno je vidét, ze pro ¢ ~ p plati Hol,(A) = Hol,(A). Ale pro souvislou varietu M
vzdy existuje hladkd kiivka v spojujici libovolné dva body m, m’ € M. Jej{ horizontéln{ zdvih do
bodu p € P,, potom zajist{ p ~ ¢ = v"(1) € P,,. To ndm spoji izomorfismem grupy holonomie
ve dvou ruznych vldknech P, a P, . [ |

Priklad 5.5.16. Jako dalsi piiklad si ukdzeme neintegrabilni horizontalni distribuci s neinte-
grabilnim paralelnim pfenosem a spocitdme si grupu holonomie explicitné.

Budeme uvazovat téméi hloupouckou trividlni hlavni fibraci 7 : R® — R2, kde 7(x,y,2) =
(z,y), G = (R,+) a akci Rq(z,y,2) = (2,y,2 + a). Fundamentalni vektorové pole pifslusné
a € g=Rje#a=a-9d,. Formou konexe A je tedy obycejna 1-forma na R3. Definujeme

A =dz+ zdy — ydz. (5.84)
Mdme A(#a) = a a R:(A) = A= Ad,-1(A). A je tedy formou konexe. Horizontaln{ podprostor
v bodé (z,y, z) ma tvar Hor(, , .y R® = R{(d, —20.), (0, +y9.)}. Horizontaln distribuce je tedy
(globélné) generovand dvojici vektorovych poli e; = 9, — 20, a es = 0, + y0.. Mame

[e1, ea] = 20,. (5.85)
To ukazuje, ze Hor(R?) nenf v tomto piipadé integrabilni. Forma kiivosti 2 je jednoduse:
Q=dA=2-dxANdy #0. (5.86)
Necht (z9,%0,20) € R? je libovolny bod.

Protoze je M = R? souvisld a jednoduse souvisld, staéf vypoéitat grupu holonomie v jednom
bodé P = R?, feknéme (0,0,0).

(i) Nejprve si ujasnime, ze (0,0, z9) ~ (%o, Yo, 20) pro libovolny bod (zg,y0) € R2. Spojim
bod (0,0) a (zg,y0) tseckou v(t) = (zot,yot). Horizontaln{ zdvih v"(¢) startujici z bodu
(0,0, 20) tedy musf mit tvar v () = (zot, yot, 2(t)) pro 2(0) = 2o. Podminka horizontality d4
ale 2(t) = 0, a tedy z(t) = 2(0) = 2zo. Tedy 7" (t) = (zot, yot, z0). Mame (1) = (9, yo, 20),
coz dokazuje nasSe tvrzeni.

(ii) Uvazujme nyni bod (a,0) pro a > 0 a smycku v(t) = (a cos(t), asin(t)). Zajima nés jeji hori-
zontalni zdvih v do bodu (a, 0,0). Dostaneme 7" (t) = (a cos(t), asin(t), z(t)) kde z(0) = 0.
Podminka horizontality davé rovnici 2(t) = —a?. Odtud v"(t) = (acos(t),asin(t), —a’t).
Mame v(1) = (a, 0, —a?). To ndm dava (a,0,0) ~ (a,0, —a?).

(iii) S pouzitim (i) a (ii) dostdvame (0,0,0) ~ (a,0,0) ~ (a,0,—a?) ~ (0,0, —a?). Odtud
dostévame —a? € Hol(,0,0y(A). Protoze je to podgrupa, musime mit

{0,—a®,a®} € Holg 9,0)(A). (5.87)
Konecné, a je libovolné a tedy Hol(g,0)(4) =R = G.
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Kapitola 6

Kalibracni teorie

6.1 Lokalni formy, kalibra¢ni transformace

Necht 7 : P — M je hlavn{ fibrovany prostor s konex{ A € Q(P,g). Necht o : U — P je lokaln{
fez hlavni fibrace. Vybéru takového fezu fikdme volba kalibrace na U. Pomoci fezu muzeme
udélat pullback forem konexe a kiivosti. Definujeme:

A=o"(4), F=o"(Q). (6.1)
Potom A € QY(U,g) a F € Q2(U, g) se nazyvaji lokalni formy konexe a k¥ivosti.

Priklad 6.1.1. Pripomenme si, ze pro 7 : F(M) — M odpovida volba kalibrace volbé repérového
pole (e1,...,e,) na okoli U, kde o(m) = (e1]m,---,enlm). Ukazovali jsme, ze 0*(A) = & a
o*(Q2) = Q, kde @ a Q) jsou odpovidajici lokdln{ formy konexe a kfivosti vzhledem k repérovému
poli (e1,...,¢€y).

Nejdulezitéjsi otdzkou je pochopitelné transformace A pii zméné fezu o. Necht o’ : U’ — P
je jiny lokaln{ fez, takovy, ze U N U’ # @. Potom pro kazdy m € U NU’, o(m) a ¢’(m) jsou ve
stejném vldkneé. Existuje tedy funkce g : U N U’ — G, takovd ze pro viechny m € U N U’ plati

o'(m) = o(m) - g(m) (6.2)

Zobrazeni g se nazyva (lokalni) kalibraéni transformace. Nejprve si musime ujasnit, ze g
definuje hladké zobrazeni. Ale to plyne okamzité z dukazu Tvrzeni 2.3.6 protoze g odpovida
pravé prechodovému zobrazeni mezi zobrazenimi lokdln{ trivializace odpovidajici fezum o a o’.

Abychom spoéitali jak souvisi A" = ¢"*(A) a A = 0*(A), budeme ziejmé muset ovérit, jak
souvisi o, a o,. Nejprve si ukdzeme ndsledujici technické lemma.

Lemma 6.1.2. Necht M,N,N’, S jsou hladké variety. Uvazujme hladkd zobrazeni g : M — N
ah: M — N'. Potom mdme hladké zobrazeni f : N x N' — S. Dohromady je tedy mozné sloZit
zobrazeni k : M — S jako k(m) = f(g(m),h(m)), tj. k= fo(g,h). Necht X € T,, M. Potom

ka(X) = {f(, h(m))« 0 g H(X) +{f(g(m), )+ 0 hu }(X). (6.3)
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Diikaz. Nechf X = %|t:0 ~(t). Potom mame spocitat

| £ (1)), bl (8)). (6.4)

t=0 dt t=0

U ktvey)

k(X)) = =

Ted se jenom pouZije derivovani slozené funkce a to jak vypadd derivace funkce z kartézského
souc¢inu a vysledek snadno vyplyne. [ |

Ted jednoduSe pouZijeme toto lemma pro nasledujici volby. Mame M = UNU’, N = P,
N' =G a8 =P. Vezmeme g =0, h =g a kone¢éné f = R (pravd akce G na P). Potom

k(m) = f(g(m), h(m)) = R(c(m),g(m)) = o(m) - g(m) = o’(m). (6.5)

Abychom vypocitali k., musime tedy zjistit, jak vypadd R(-,g)« a R(p,-). pro libovolné g € G
ap € P. Zjevné R(-,g)+ = Ry« v nasem obvyklém znaceni. Pro druhy piipad R(p,-) = 0P je
orbitové zobrazen{ a tedy R(p,-)«(z”|,) = #x|p.4. Piisobeni na libovolny te¢ny vektor Y € T,G
potom dévd R(p, )«(Y) = #{01|4(Y)}|p.g. Po dosazeni tedy

0 (X) = Rg(m)«(0:(X)) + #{0LIg(m) (8+(X)) Hor (m) (6.6)

S pouzitim tohoto vyrazu je jiz snadné spocitat vztah mezi A’ a A. Dostdvdme

Al (X) = Algr(m) (05(X)) = (0" Ry 1) (Al (m) ) (X) + OLlg(m) (84(X))
= Adg(m)-1 (0" (Alom))) (X)) + &7 (0L)[m(X) (6.7)
= {Adg(n)-1(Alm) + " (01)Im }(X).
Dostavame tedy tvrzeni shrnujici predchazejici vypocet:
Tvrzeni 6.1.3. Nechf ¢ : U — P a o' : U — P’ jsou dva lokdini vezy, g : UNU' — G je
prislusnd kalibraéni transformace. Potom pro A" = 0'*(A) a A= 0*(A) plati na UNU' vztah
A= Adg-1(A) +g"(0L). (6.8)

Poznamka 6.1.4. Pro maticové grupy G je Ad konjugace matic a plati Lemma 5.3.10. Potom
muzeme psat kalibraéni transformaci (6.8) ve tvaru

A=glAg+gldg. (6.9)

Nyni muzeme snadno dokézat tvrzeni 3.3.4. Tam jsme tvrdili, Ze libovolnd forma konexe
w € QYF(M),gl(n,R)) vztahem & = 0*(w) definuje lokdlni formy konexe piislusné ngjaké afinni
konexi V.

Dausledek 6.1.5 (Dukaz tvrzeni 3.3.4).

Dukaz. V pripade G = GL(n,R) je tedy g(m) = A(m) a podle predchozi poznamky tedy
W' = A0 A+A~1dA. Ale to je presné vztah (3.15) ktery jsme odvodili pro lokaln{ formy konexe
na zakladé transformacnich vztaht pro Christoffelovy symboly pii zméné lokalniho repérového
pole. Muzeme tedy komponenty & v daném repérovém poli (odpovidajicim fezu o) vyhldsit za
Christoffelovy symboly a dostaneme dobfe definovanou afinni konexi V na M. [ |

Nyni je velmi snadné odvodit podobné transformaéni vztahy i pro jiné druhy veli¢in na
hlavnim fibrovaném prostoru. Ukazeme si jeden takovy piipad:
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Tvrzeni 6.1.6. Necht o € Qb(P, V) je horizontdlni p-forma typu p. Necht a = o*(a) a @’ =
o™ () jsou prislusné lokdlni formy. Potom na U NU' plati vztah

a' = p(g)a (6.10)

Specidlné pro lokdini formy konexe tedy F' = Adg-1(F).

Diikaz. Opét jde o piimocaré dosazeni vyrazu (6.6). Protoze « je dle pfedpokladu horizontalni,
muzeme zcela ignorovat vertikdlni ¢ast (ndsledujici za #). A tedy

a' =" (Rga) = 0" (p(g™)a) = p(g~ )™ (a) = p(g™")a. (6.11)
To dokazuje tvrzeni. Jelikoz F = *(Q) a F' = ¢"*(Q2), kde Q je horizontélni 2-forma typu Ad,
dostdvame ihned vztah mezi 7' a F. ]

Konecné taky dokonéit jeden nedokonceny dikaz. Sliby se maji plnit:

Pi#iklad 6.1.7 (Dokonéen{ ditkazu tvrzeni 2.3.6). Mame zobrazen{ ¢/, : U, x G — 7~ }(U,) o
kterém jsme nedokézali, ze je vnofeni, tj. ¢, : Tm,g)(Ua X G) = Ty, (m,g) (7~ (Us)) mé byt
prosté. Piipomenme, ze T(y,,q)(Ua X G) = T,Uqy @ TyG. Obecny element TG si navic mizeme
napsat jako L], = L,.(x) pro element x € g Lieovy algebry. Necht tedy ¢/, (X,zL],) = 0 pro
X € T,,M a x € g. Necht X = +(0) pro n&jakou kiivku « : I — U,,. Potom tedy mdme

do(y(t), g - exp(tz)) = a aa(7(t)) - g - exp(tx). (6.12)

d
0:¢/oz*(X7xL| ): N
! t=0 dt t=0

dt

Podobnym vypoétem jako v ditkazu lemmatu 6.1.2 ted muZeme psat

o= 1 {%(v(t))-g-exp(tx)ZRg*(Oa*(X))Jr#xlaa(m).g (6.13)

:%7

Aplikaci 7, na ob¢ strany tedy dostavdme 0 = (moR;004)«(X) = X, kde jsme vyuzili vertikalitu
generdtorti: 7, (#x) = 0. Tedy X = 0. Ptvodni rovnice ndm dé #[4_ (m.¢)(7) = 0, a tedy = = 04
z injektivity zobrzeni #|, implikované volnosti akce. A tedy (X,z%|;) = (0n,0,), coz dokazuje
injektivitu zobrazen{ ¢/, ,.

Na zévér této sekce si odvodime analog (6.8) pro tzv. infinitesimaln{ kalibra¢n{ transformace.
Ptesny vyznam této definice si ujasnime. Nejprve je tfeba vysvétlit nasledujici problém. Vime, ze
zobrazeni exp : g — G je lokdln{ difeomorfismus. Pi{slusné tecné zobrazeni exp, : To(g) — Te(G)
v bodé 0 je obyéejnd identita na g (pouzije se To(g) = g a T.(G) = g). MuzZeme se ale ptét, jak
vypada piislusné te¢né zobrazeni v libovolném bodé y € g. To neni zas tak snadné ukazat.

Lemma 6.1.8. Tecné zobrazeni exp, : Ty(9) — Toxp()G md tvar (zde opét T,(g) = g):

exp*(z) = LexP(y)*{¢<_ady)[z]}’ (6-14)

kde ¢ : R — R je analytickd funkce kterou lze psdt jako

o0 n

et —1 T 1 1
_ — C  — 14+ = —z2 ... 6.15
@)= — ;(n+1)! LT TR (6.15)

Specidlné dostavame 01 |cxp(y) (exp,(2)) = ¢(—ady)[z].
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Nyni budeme piedpoklddat, ze kalibra¢ni transformace g mé tvar g(m) = exp(tx(m)), kde
x:UNU' — g. Ekvivalentné x € Q°(U NU’, g). Jediné co je potieba poradné vypocitat je jak
vyjadiit g*(0r). Mdm g = exp ox’, kde x'(m) = tx(m). Odtud tedy pro X € T,, M

{87 (00) }m (X) = 0Llg(m) (8+(X)) = OLlexp(x (m)) (exP. (XL(X))) = d(—adx ) [XL(X)].  (6.16)

Jiz jsme jednou argumentovali, ze pro zobrazen{ do vektorového prostoru je x/, (X ) = (dx’)| (X),
kde dx’ € QY (U NU’,g). Vysledn4 kalibraén{ transformace je tedy

A = Adeyy(—1)(A) + d(—tady)[t - dx] (6.17)

Pod pojmem infinitesimalni kalibra¢ni transformace rozumime rozvoj pravé strany do
nejvys prvniho fadu v parametru t. Dostdvame tedy

A = A+ t{—adx(A) + dx} + o(t?) = A+ t{[A,x]4 + dx} + o(t?). (6.18)

Ve fyzice se ¢asto vubec nepiSe parametr t a o zobrazeni x se misto toho 7ikd, ze je malé. Pro
lokdlni formy kiivosti plati transformacni vztah

F' = F+t[F.x]g +o(t?) (6.19)

Opét se dé& ukézat, ze pro souvislé a jednoduse souvislé Lieovy grupy jiz infinitesimalni transfor-
mace zcela urcuji spravné chovani na ,koneénych transformacich®.

derivace D : QP(P,V) — QPFY(P,V). Je-li 0 : U — P fez (volba kalibrace), mizeme tedy
definovat (lokaln{) vnéjsi kovariantni derivaci D : QP(U,V) — QP+ (U, V) na viech lok4lnich
objektech (pochézejicich z pullbacku Fezem) vztahem

D(c*(cokoliv)) := o*(D(cokoliv)). (6.20)
Zejména na forméach typu p a lokdlni formé konexe dostdvdme oc¢ekavany vysledek.

Tvrzeni 6.1.9. Necht A € QY(P,g) je forma koneze a Q = DA odpovidajici 2-forma krivosti.
Necht o : U — P je lokdlni ez, pricemiz A = o*(A) a F = o*(Q) jsou lokdini formy konezre a
krivosti. Potom plati vztah

I:DAszJr%[A/\A]g. (6.21)

Ddle, necht o € Qb(P, V') je horizontdlni p-forma typu p a nechf a = o* () je odpovidajic lokdini
objekt. Potom plati vztah
Da =da+p'(A) A a. (6.22)

Diikaz. Dukaz je piimou aplikaci Cartanovy strukturni rovnice (5.18) a formulky (5.46). Pak se
jen vyuzije definic a obvyklych vlastnosti diferencidlnich forem. Napiiklad

1
F=DA=D(c*(A)) =c*(DA) =0c"(dA + 5[‘4 A Alg)
1 1 (6.23)
=d(c*(A)) + 5[0*(A) No*(A)]g =dA+ i[A/\A]g.
To dokazuje prvni z rovnici. Pro horizontdlni formy typu p je dikaz podobny. |
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Nyni musime odpovédét na dulezitou otdzku. Do této doby jsme mluvili o lokalnich objektech
pochézejicich z globalnich na totalnim prostoru P. To je vSak presny opak situace se kterou se

vees

(zvolené) kalibraci a pracujeme pouze s tim, jak se pii zméné kalibrace zméni (tomu fikdme
kalibra¢ni transformace). V komplikovanéjsim prostorocase (napiiklad M neni kontraktibilni)
musime navic viechny objekty definovat pouze lokdlné. Obecnd odpovéd spojujici oba svéty je
dand nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 6.1.10. Necht {0, }acr je kolekce hladkijch vezi hlavni fibrace © : P — M, takovd Ze
jejich definiéni obory tvori oteviené pokryti bize M. Mame tedy hladkd zobrazeni o, : Uy, — P,
moo, = ly, a muZeme psdt M = UyerU,.

Pro kazdy neprdzdng prinik Uy, NUg # 0 definujeme zobrazeni gop : Uy NUg — G vztahem
g (m) = 0Oq (m) - 8ap (m) (6.24)

Jingmi slovy, gap je zména kalibrace oo — og na U, N Ug. Necht {Aq}acr je kolekce lokdlné
definovanych 1-forem s hodnotami v g, Ao € Q' (U, g) takovd, Ze na U, NUg plati

Ap = Adggﬂl (Aa) + 845(01), (6.25)

pro kazdy neprdzdny pranik U, N Ug # 0.

Potom existuje unikdtni forma konexe A € QY (P, g), takovd Ze A, = o’ (A).

Diikaz. Cely dukaz je jen zobecnénim diskuze v sekci 3.3. Klicovym je fakt, Ze na P muzeme
pouzivat lokalni trivializaci odpovidajici kolekci Fezti {04 }acr definovanou jako ¢, (m,g) =
oo(m) - g. Viz tvrzen{ 2.3.6. Potom na kazdé oteviené mnoziné n~!(U,) C P dostavdm hladké
zobrazeni g, : 71 (U,) — G definované vztahem p = ¢q(7(p), ga(p))-

Definujeme formu A, € QY (7~ 1(U,), g) vztahem
Ao = Ad 1 (7" (Ad)) + 94 (01). (6.26)

Nyn{ musime ukézat, ze na 7~1(U, NUpg) plati A, = Ag a tedy dostavdme globdlné definovanou
formu A vztahem Al -1y, ) := Aq. Pro p € 771 (U, N Up) dostdvame:

p = ¢(m(p), 95(p)) = 05(m(p)) - g5(p) = oa(7(p)) - ap(m(p)) - 95(P)

= ¢a(m(p); 8ap(m(p)) - 95(p))- (6.27)

~

Porovnanim s definujicim vztahem tedy g.(p) = 8ap(m(p)) - gs(p). DAl je t¥eba si rozmyslet, ze
pro libovolnou funkei g : N — G plati vztah Adg(g*(6r) = g*(0r). Potom muzeme vypocitat,
jak se zméni prvni ¢len. Oznac¢me g:w = gqp o . Potom

Adqgl (71'* (_,45)) = Adg;l (Adg;ﬁﬂ—*{Adg;é (Aa) + g;ﬁ(eL)})
— Ad, {7 (AL + Adg (8125(01))} (6.28)
— Ad {7 (A + 85 (0]

Aplikaci lemmatu 6.1.2 pro g = g;,5, h = g, f = p (grupovy soucin v &) dostdvame

ga*(X) = Rgg(p)*(g/aﬁ*(X)) + Lg;[,(p)*(gﬁ*(X))v (6'29)

67



pro vSechny X € TP, kde p € U, N Ug. Odtud muzeme vypocitat transformacni vlastnosti:

(95(0L)1ps X) = (OLlg5()> 95+(X)) = (OLlgs(0)> Ligrt e AGan(X) = Ry )+ (g (X))
Ry, (p)+ (Baps (X))

{

<9L|9a ga*<X)

= {ga(0L)|p, X) = (R, () (0Ll g () B (X))

= (g 00 X) = (Ady 1) (Bl ) B (X)) (6.50)
= (g2(01)lp — Ady—1 () (Adgr  (5)8a5(01)), X)

= (920r)|p — Ad -1, (805(0R), X).

Vidime, ze druhy ¢len pfesné odeéte ¢len s 0 pochazejici z prvniho ¢lenu a Ag = A,. Zbyva
ovérit, ze A spliiuje axiomy formy konexe. Nejprve mame

Aa(#a) = Ad 1 (77 (Aa), #2)) + (92.(01)) (F2) = (95(0L) (#2) = 00(gas(#2)).  (6.31)
Ale gou(#1]p) = 5|,_0 9a(p-exp(tz)) = £|,_, 9a(p) - exp(tx) = %4, ). Odtud tedy

Ao(#2) = 0p(2") = 2. (6.32)

Pii vypocétu jsme pouzili vlastnost g, o Ry, = Rj, © g, kde na levé strané Ry, je prava akce na P
a na pravé strané pravé nasobeni na G. S pouzitim tohoto vztahu mame

R (Aa) = Adg; ()~ (77 (Aa)) + Ry (95(01)) = Adp-1{Ad 1 (77 (Aa)) + 92(02)}. (6.33)

To dokazuje, Ze A definuje formu konexe na P. Ted musime ukdzat, ze o5 (A) = A,. Z definice
ga(0a(m)) = e. Mame tedy

0(A) = 0 {Ad 17" (Aa) + g5(01)} = Ade-1 (70 02) " (Aa) + €°(0L) = Aa. (6.34)

Pouzili jsme, ze pullback konstantnim zobrazenim e : U, — G je nulovy.

Kone¢né, musime ukézat jednoznacnost konstrukce. Necht o%(A) = o%(A’). Necht p €
71 (U,) je libovolny pevné zvoleny bod. Necht p = o, (m) - g pro jednoznaény element g € G a
m = m(p). Tvrdime, ze mame rozklad T,P = Rgs(0ax(TmM)) & Ver,(P). Mame

dim(Rg«(as (T M)) = dim(ca« (T M)) = dim(T,,, M) = dim(M). (6.35)
Oba podprostory tedy maji pozadovanou dimenzi. Zaroven musi mit prazdny prunik, protoze

Ta(Rgs(0ax(X))) = Rgs(0a+(X)) = X, a vertikalita tedy okamzité implikuje X = 0. Pro kazdou
konexi A|verp( py=A |Verp( p), takZe musime ovéfit rovnost jen na komplementdrnim podprostoru:

Alp(Rgu(0ax(X))) = Adg—1 (A5, (m) (0ax(X)) = Adg-1 (Aa|m (X))
= Alp(Rg*(Ua*(X)))-

To dokazuje jednoznacnost a dukaz mame hotovy. |

(6.36)

Pozndmka 6.1.11. Uplné analogicky se dokdze tvrzeni, kde méame kolekci {aq}tacr a an €
OP(Uy, V) na kazdém pruniku spliiujf relaci ag = p(g;ﬁl)aa. Potom existuje prdvé jedna ho-
rizontalni p-forma o € QP(P, V) typu p, takovd ze a, = 0, ().
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Pozndmka 6.1.12. Mame-li na okoli U C M fixovanou kalibraci o : U — P a mame k dispozici
lokaln{ formu konexe A € QY (U, g), miizeme operdtor kovariantni derivace jednoduse definovat
jako Da = da + p'(A) A a pro viechny a € QP(U,V). Dostdvdme operator D : QP(U, V) —
QP U, V). Je to oviem pouze lokélni operace. Mame-li kolekci {a }acs Spravné se transfor-
mujicich p-forem (viz. pfedchozi pozndmka) a kolekci { A, }aer jako v predpokladu tvrzeni 6.1.10,
dostdvame nicméné kolekei {Day }aer se spravnymi vliastnostmi a vse funguje podle predpokladu,
tj. je-li aq = 07,(a) pro a € QH(P, V), je Da, = o, (Da).

Piiklad 6.1.13 (Maxwellovo pole). Uvazujme trividln{ hlavn{ fibrovany prostor P = E*3 xU(1),
tj. M = EY3 je Minkowského prostor vybaveny metrikou n = Diag(1, —1, -1, —1).

Necht w € Q' (EY3,u(1)) je forma konexe na P (oznaéime ji w misto A z politickych ditvodit).
Necht o : EY® — P je globalni fez o(m) = (m,e), a necht A = o*(w) je piislusnd lokaln{ forma
konexe na E3. Nyn{ je tfeba si uvédomit, ze u(1) = {antihermitovské matice 1 x 1} = R{i},
kde ¢ € C je komplexn{ jednotka. u(1) je tedy jednorozmérny vektorovy prostor kde muzeme
zvolit baz{ t; = i. Potom A se rozkldda jako A = A -t; = iA, kde A € QY (EL3).

Kalibra¢ni transformace je hladké zobrazeni g : U — G = U(1). Pro jednoduchost U =
E13. Protoze U(1) = S! C C je jednotkovd kruznice, mtzeme psat! g(m) = exp(ix(m)) pro
x : B — R a kazdé m € E13. Dostavame tedy kalibraéni transformaci A — A’ ve tvaru

A = Adg-1 A+g ldg=A+i-dx (6.37)
Rozpisem A tedy presné A’ = A+dy, coz neni nic jiného nez kalibra¢n{ transformace Maxwellova

4-potencialu tak jak jsme ji psali v podsekei 1.1.4.

Nyn{ uvazujme 2-formu kiivosti a jeji lokdlni podobu F = ¢*(2). Opét F = iF pro F €
Q*(E™3). Mdme F = DA = dA+ 3[AN Al = dA. Odtud F = dA a vidime, ze F = iF
popisuje piesné EM tenzor. Kalibracni transformace je v tomto piipadé F' = Adg—1F = F, a
tedy F’ = F. Kalibra¢n{ invarianci F' lze tedy vnimat jako dusledek ,abelovskosti“ grupy U(1).

Koneéné, uvazujme nédsledujici reprezentaci U(1). Vezmu prostor V' = C (se strukturou 2-dim
redlného vektorového prostoru) a definuju p(g)[\] = g-A, pro viechny g € U(1) =S CCa A € C.
Nyni uvazuju veli¢inu typu p, tj. ® € QS(R C). Necht ¢ = o*(®) je odpovidajici lokalni velicina.
Jelikoz ¢ € Q°(EY3 C), muzeme ji rozlozit do baze {1,i} prostoru C pomoci komponentnich
forem ¢g, 1 € QV(EL3) = C°(EY3) a psat ¢ = ¢o - 1+ ¢1 - i = ¢g + i¢1. Vidime, ze ¢ nenf nic
jiného, nez komplexni skaldrni pole! Podle tvrzeni 6.1.6 navic dostavame

¢ = p(g™")¢ = exp(—ix)o. (6.38)

To je ale presné lokalni kalibra¢ni transformace diskutovana v sekci 1.3. Kone¢né, podivejme se
na vnéjsi kovariantni derivaci D. Z tvrzeni 6.1.9 mame

Dp=dp+p (A Aa=dp+A-¢=dp+iA-é. (6.39)

To je ale do pismene presné kovariantni derivace D definovana ,ru¢né“ v ¢asti 1.4.

6.2 Kalibra¢éné invariantni i¢inek

Nyni bychom se chtéli nalézt univerzalni navod jak z lokalnich velicin F, A a piipadné ,hmo-
tovych poli“ odpovidajich lokdlnim verzim veli¢in typu p vyrobit funkciondl akce invariantni vuéi

1Tohle je ve skutetnosti celkem pikantni tvrzeni, které neni tak snadné ukdzat. Dokonce neplati pokud U neni
jednoduse souvislé! V takovém pripadé nelze takto zapsat uplné kazdé zobrazeni g.
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lokélnim kalibra¢nim invariancim. Pfipomernime, ze pro obyc¢ejné p-formy na varieté (M, g,0) s
metrikou a orientaci jsme definovali (pseudo)skaldrni soucin (-, -)4:

@By = [ @By = [ ansd (6.40)

Necht o, € Qb (P, V') jsou horizontdini p-formy typu p, a necht a,b € QP(U,V) jsou jejich
lokdlni verze a = o*(a), b = o*(B) odpovidajici volbé kalibrace o : U — P. Chtéli bychom
definovat podobny skaldrni soucin jako pro formy kde V = R.

Resenf je nasnadé. Necht (-, -)y je symetrickd bilinearni nedegenerovans forma na vektorovém
prostoru V (tj. pseudoskaldrni soucin). Necht {F;}H2V je libovolnd baze prostoru V. Definujeme

((a7 b))V = (aiv bj)g : <Eia Ej>V' (6'41)

Snadno se ovéfi, ze tato definice nezdvisi na vybéru baze. Z definice je ((a,b)) € C=(U).

Nynf piedpoklddejme, ze o’ : U' — P je jiny lokdln{ fez, a ' = o’*(«) and b’ = ™ () jsou
odpovidajici lokdlni formy. Muzeme tedy najit hladkou funkeci (a’,d")) € C°°(U’). Pochopitelné
chceme aby na pruniku byly obé funkce totozné, tj. ((a,b))|vnv: = (@',b"))|uny . Rozdil obou
Fezil ndm definuje kalibra¢n{ transformaci g : U NU’ — G ana U N U’ plati

a =p(gVa, V¥ =p(g ). (6.42)
Potom pro m € U N U’ dostdvdme kalibra¢ni transformaci
(@', 6")v(m) = (a',b7)g(m) - {p(g™" (m)) By, p(g™" (m)) Ej)v. (6.43)

Definice 6.2.1. Necht (V,p) je reprezentace Lieovy grup G. Necht (-,-)y je (pseudo)skaldrni
souc¢in na V. Rekneme, ze (-, )y je p-invariantni, pokud

(p(g)v, p(g)w)v = (v,w)v, (6.44)

pro vSechny v,w € V a g € G. Pro souvislou grupu G je tato vlastnost ekvivalentnf p’-invarianci:
(0 (@)v, w)y + (v, p' (x)w)y =0, (6.45)

pro vechny v,w € V and z € g, kde p/(z) = %|t=0 p(exp(tz)) je odvozend reprezentace Lieovy
algebry g na prostoru V.

Vidime, Ze p-invariance je presné vlastnost, kterd nds zachrdni a zajisti invarianci vaéi ka-
libra¢nim transformacim. Pfedpoklddejme tedy, Ze (-, )y je p-invariantni. Potom

(o', 0Dy (m) = (a',b7)g(m) - (Ey, Bj)v = (@, b))y (m). (6.46)
Dostévdme tedy kalibraéné invariantni? objekt ((a, b))y .

Jak jsme to jiz nékolikrat délali pii definici globédlnich objekti, muzeme si nyni najit libo-
volnou kolekci fezt {0, }er, ze jejich definiéni obory pokryji celou varietu M, pro kazdy fez
definovat lokdlni objekty a, = o} (a) a b, = 0};(8) a hladké funkee ((a,,b.)) € C*(U,), které
ovsem na libovolnych prunicich splyvaji, tj. pro véechny m € U, N U, méame (a,,b,))v(m) =

2Tady je samoziejmé trosku problém se znagenim, protoze z logickych divodi objekt zapisujeme pomoci
symbolu (tady a a b) odpovidajici konkrétni kalibraci. Kalibraén{ invarianc{ se tedy mysli, ze kdyz si vybereme
jinou kalibraci a objekt zapiSeme pomoci odpovidajicich symbolua (tady a’ a V'), nic se nezméni.
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(au,bu)v(m). Dostavame tedy globédlné definovanou funkci, kterou muzeme integrovat pres
celou varietu M. Vétsinou ji oznacujeme prosté ((a, b)) pomoci jejtho (libovolného) lokélniho re-
prezentanta. Tuto funkci (zajistili jsme, Ze je globdlné definovand) jiz muzeme integrovat pies
celé M:

{a, b))y = / (a,b)v -wy = / (a A xb)y (6.47)
M M
Pro kazdou dvojici horizontalnich formu typu p tedy umime vyrobit redlné ¢islo. Ukazme si nyni

dva piiklady této konstrukce, které budeme v nasledujicim potfebovat:

Piiklad 6.2.2. Predpoklddejme, ze (V,p) = (g, Ad). Pro kazdou kalibracéni teorii mdme k dis-
pozici formu kiivosti Q2 = DA € Q%(P,g), ktera je horizontdlni 2-forma typu Ad. Potfebujeme
tedy néjakou Ad-invariantni symetrickou nedegenerovanou bilinedrni formu (-, )4 na g. Je-li g
poloprostd, méame k dispozici Cartan-Killingovu formu (-, -)4 definovanou vztahem

(x,y)g = Tr(adyady). (6.48)

Necht F = 0*(€) je lokdln{ forma kfivosti odpovidajici néjakému lokdlnimu fezu. Lok4ln{ formé
konexe A se v feci teorie pole ¥ika kalibraéni pole a funkcionél

Skinld] = =5 4F, F)g (6.49)

se nazyva kineticky €len kalibraéni teorie popisované polem A.

Piiklad 6.2.3. Uvazujme (V,p) = (C, p), kde C povazujeme za dvourozmérny reilny vektorovy
prostor s bazi {1,i} a p(g)\ = g - . Pokud zapiSeme g = e'X pro x € R, mé zobrazeni p(eX) v

bézi {1,:} matici ve tvaru
ixy _ [COSX —sinx
ple™) (sinx cosx )’ (6.50)
coz jen potvrzuje zndmy fakt, Ze ndsoben{ komplexnim éislem exp(iy) lezicim na jednotkové

kruznici odpovidé rotaci v Gaussové roviné o thel x. Divame-li se na C jako na rediny vektorovy
prostor, je prirozenou volbou Euklidovsky skalarni soucin

(ag + iar, Bo +ifr)v = aoBo + ou B, (6.51)
ktery je pfirozené invariantni vaci rotacim a tedy (-, )y je p-invariantni.

K véci muzeme piistupovat i jinak, tj. divat se na C jako na jednorozmérny komplexni vek-
torovy prostor a pouzit standardni (komplexni) skaldrni sou¢in na C, tj.

M=), (6.52)
Tento skaldrni soucin (je seskvilinedrni, ne bilinedrn{) je p-invariantni vaci p jako komplexni re-
prezentaci U(1) na C. Je-li o € Qb(P, C) horizontéln{ p-forma typu p a a = o*(a), mizeme pouzit
(-,)v nebo (-,-)¢ k definici (stejného) redlného &isla (a,a)). Specidlné tedy muzeme definovat

G¢inek pro komplexni skalarni pole

Solg] = (Do, Do)y — m* (¢, d)v. (6.53)

Je dulezité si uvédomit, ze v D je porad schované Maxwellovo kalibra¢ni pole A = —iA. Jelikoz
u(1) neni poloprostd Lieova algebra, nemuzeme pouzit pro pfiddni kinetického ¢lenu Cartan-
Killingovu formu jako v pfedchozim piikladé (je dokonce nulovd). Jelikoz u(l) = R{i} = R,
muzeme pouzit standardni skaldrni souc¢in na R, t.j. (ia,ia’)y = aa’. Potom
1 1 CoL 1
Stinld] = L (F. Fa = —3 (B F)- (i 1i -1}y = 2 {dA,dA),. (654

Kombinaci Sk, a Sy dostdvame presné minimdln{ interakei S, kterou jsme nalezli v (1.72).
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Tyto priklady v zasadé shrnuji zdkladni filozofii kalibracnich teorii. Mame Lieovu grupu G
a hlavni fibraci # : P — M. Varieta M plni tlohu fyzikalniho prostorocasu. Kalibraéni pole
A € QYU,g) je lokdlné definovand veli¢ina pevné spjatd s fixaci kalibrace o : U — P a
predepsanym chovanim pii zméné kalibrace. Geometricky odpovida volbé konexe A € Q(P, g).

Potom pro kazdou reprezentaci (V,p) Lieovy grupy G muzeme definovat hmotova pole
a € QP(U,V), kterd jsou lokélni verz{ horizontélni{ p-formy « typu p, a € Qg(P, V). Na V
potifebujeme p-invariantni pseudoskalarni soucin.

Dohromady muzeme vytvorit kalibra¢né invariantni u¢inek (akci) pro pole A a hmotové pole
a (téch muzeme do akce ptidat libovolny pocet) definovany jako

S[A,q] = —%((DA DAY, + (Da, Da))y — m?(a, a)v, (6.55)

pficemz interakce poli A a a je vidy schovand vyhradné v Da = da + p'(A) A a.

Piiklad 6.2.4 (Yang-Millsova teorie, 1954). Uvazujme izospinovy dublet ¥ € C>°(E13, C?),
tj. U = (¢1,¢2)T, kde ¢1,¢2 € C®°(EH3,C) jsou komplexn{ skaldrni pole. Pfslusny funkciondl
pro ¥ se obvykle pise ve tvaru

So[¥] = /d‘*x{(auqﬂ)(aﬂ) —m2utu) = /d% Z{a%i - Outi —m2gi - b} (6.56)
=1

Funkcional je zjevné invariantni viiéi transformaci ¥/ = S7'W, kde S € SU(2) je konstantni
matice. Problémem je opét lokéln{ kalibra¢ni transformace, kde S = S(x).

Nastést{ uz piesné vime, jak postupovat. Uvazujme kanonickou reprezentaci SU(2) na V = C2,
tj. p(S)[x] = S.x pro véechny y € C2. Potom lokaln{ kalibraéni transformace ¥ odpovida piesné
kalibraéni transformaci ¥ = o*(®) pro ® € C;°(P,C?) je velicina typu p a P = E'? x SU(2).
Standardni skaldrni soucin (-,-)c2 je p-invariantni z definice grupy SU(2) a muzeme ho tedy
pouzit pro definici (komplexniho seskvilinedrniho) skaldrniho soucinu ((-, )y . Potom

Sol W] = (A, dWY)y — m? (¥, W)y, (6.57)

a vime, ze je tieba nahradit d operdtorem vnéjsi kovariantni derivace D = d + p'(A), kde A €
QYEY3,5u(2)) se kalibraéné transformuje vztahem

A =87'AS +S7dS. (6.58)

Pripomenime, ze algebra su(2) ma bazi standardné zvolenou jako {7,}3_,, kde 7, = —i0,.
Fyzikové ovSem nemaji radi anti-hermitovské matice, takze pracuji s hermitovskou bézi (kterd

ale nenf baze su(2)!) {T,}3_,, kde T, = 10,. Komutaéni relace v obou bazich jsou

[Taa Tb] = €abcTc, [Taa Tb] = ieabcTo (659)

Lokéln{ forma konexe A se potom parametrizuje jako A = A%r, = —iA%T,, kde A* € QY (EL3)
jsou komponentni 1-formy, a piSeme A = A%T,. Kovariantni derivace D pusobici na dublet ¥
tedy ziskd tvar DU = d¥ — iA - U. Analogicky, je-li F = o*(Q2) odpovidajici forma kfivosti,
piseme F = —iF°T,, kde A% € Q?(E3). S pouzitim komutaé¢nich relaci vyse tedy

1
F® = dA® + ieabcAb A A (6.60)
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Zapsano v obvyklych komponentéch vzhledem k standardni soufadnicové bazi v E'3 dostdvime
modifikovany vyraz

F, = 0,A% — 0, A% + eape AL AL, (6.61)

Konecné, kalibraéni transformaci lze psdt jako (zde A, = AfT,)
A, =S71A,S+iS719,8. (6.62)
Koneéné, musfme analyzovat kineticky élen Sy, [A] = —1 (F, F))q z pitkladu 6.2.2. D4 se snadno

ukézat, ze Cartan-Killingova formu lze pro g = su(2) a vSechny A, B € su(2) psét jako (A, B)y =
4Tr(AB). Po dosazen{ tedy dostdvéme:

1 1 4 a g _ 4 a g
- 5({]—", -7:>>g = 4 /Md x{Flw(Fb) }<TaaTb>g = _/Md :U{FI“,(Fb) } Tr(7ap)- (6.63)

Ale Tr(1,m) = f% Tr(o,0p) = fééab. Celkové tedy dostavame
1 : 1 4 a a\puy
a=1

Vsimnéte si, ze normalizace kinetického ¢lenu se muze ligit knizka od knizky. Duvodem je ne-
jednoznaénost volby pseudoskldrniho soucinu, kde si muzeme obecné vzit libovolny nasobek
Cartan-Killingovy metriky.

6.3 Pohybové rovnice kalibrac¢ni teorie

Uvazujme hlavni fibrovany prostor m : P — M se strukturni grupou G. Uvazujme kalibracni
teorii pole A spolu s hmotovym polem a, definovanou akei (6.55). Jak vypadaji pohybové rovnice?
Piipomenme si, ze kodiferencidl je zobrazeni definované pomoci Hodgeovy duality: § = *~1d x 7,
kde 7} je operédtor definovany na p-formdch jako f(a) = (—1)Pa.

Definice 6.3.1. Necht D : QP(U, V) — QP+L(U, V) je operator kovariantni derivace. Pro véechny
a € QP(U,V) definovany jako Da = da + p'(A) A a. Necht g je metrika na M. Kovariantni
kodiferencial D' definujeme vztahem

Dl =« D, (6.65)
kde * ptisobi pouze na komponentni p-formy jako obycejna Hodgeova dualita na M.

Dostavame tedy zobrazeni DT : QPHL(U, V) — QP(U, V). Stejné jako pro D neplati, ze (D)% =
0, presnéji (DN)%(a) = — 1 (p(F) A * a). Dilezité je, ze v platnosti zistava sdruzeni s
operatorem D, coz si dokazeme v nésledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 6.3.2. Nechf a € QP(U,V), b € QP (U, V). Potom plati pravidlo
d{a A *b)y = {(Da,b)y — (a, DTb)v} - w,. (6.66)

Je-lia = o*(a) a b= 0*(B) pro kalibraci o : U — P a horizontdini formy o € Qb(P, V), resp.
B e QI;'H(P, V), jsou obé strany kalibraéné invariantni n-formy (definuji tedy globalni n-formu
a md smysl je integrovat pres celou varietu M ). Dostdvame tedy rovnici

/M dla A by = (Da, by — (@, Dby (6.67)

73



Konecné, pokud je integrdl z (a A xb)y pres OM z jakéhokoliv divodu nula, dostdvdme
(Da, b))y = (a, DIb)y. (6.68)

Diikaz. Dukaz je modifikaci podobného tvrzeni pro obycejny kodiferencidl. Pfimym vypoctem
d{a A *b)y = (da A *b)y + (—1)P(a A d(xD))v
= (Da A xb)y + (—1)P(a A D(*b))v
—((P'(A) A a) Axb)y = (=1)P(a A (p(A) A *D))v
= (Da A *b)y — (a A x(x D % 7(D)))v
A N A GBY - ({9 (ta) Bis By + (Bu ! () By}
= {(Pa,b)v — (a. Do)y} - wy.

V poslednim kroku jsme pouzili p’-invarianci formy (-, -)-. Kalibraén{ invariance je zfejmé, stejné
jako zbyvajici tvrzeni (Stokesova véta). |

(6.69)

Predpoklddejme, ze a = ¢, tj. a = c*(P) pro ¢ € QS(R V) veli¢inu typu p. S vyuzitim
predchoziho tvrzeni muzeme odvodit pohybové rovnice akce S[A, ¢]. Nejprve nalezneme po-
hybové rovnice pro kalibraéni pole A. Necht A € Q(P,g) je konexe a nechf 8 € QY (P, g) je
horizontalni 1-forma typu Ad. Potom A= A+ed je opét konexe na P. Pro jednoduchost OM = ().
Prislusnd forma kiivosti dava

Q= di+ %[A AAlg = Q4 efdb+ [ANO)} +0(2) = A+ DI+ o(2).  (6.70)

Lokalné dostéavéme vztah F = F +¢DVY + o(€?), kde ¥ = o*(6). Variace kinetického ¢lenu je tedy
velmi jednoduchd z pomoci predchézejiciho tvrzeni:

. 1

StinlAl =~ (F, g = — 5 (F Fha — lF, Do = Suinl A] — e(DVF, 0 +0(?). (6.71)

Nicméné nesmime zapomenout, ze kineticky ¢len hmotového pole (D¢, D¢)) rovnéz obsahuje

konexi. Je-li ¢ = ¢*(®), mame D® = D® + o/ (9)®. Lokélné tedy Do = D¢ + p (9)¢. Odtud
(D¢, Do)y = (Do, Do)y + 26¢(Dg, o' () ) + o(e?). (6.72)

Ve variaci kinetického clenu dostdvdame clen ve tvaru ((-,9))y. Nasim cilem je tedy prepsat
(D¢, p'(9)p)v = =5 (T, 0)g, kde J bude phnit roli ,étyFproudu®. Zavedeme si oznacent p, ;. =
(P (tW)Ej, Ex)v a sy = (tu, ty)g. Potom dosazenim do definic dostdvame

(Do, ' (D)D) - wy = (¢ (0)¢ A xD)y = "¢ A (+Dg)* ¢/ (1) Ej, Exhv
= 0" A +{p},;18' DS"} (6.73)
= 9" A *{SV/\PIAjkébjDéf’k} “(tustu)g-
Zavedeme si nynf lokdln{ 1-formu proudu J € Q(U, g) vztahem
T = =2{s"p\;ud’ Do}ty = —2(0'(t)6, DY)y - o, (6.74)

kde t4 = s""t,,. Potom tedy (D¢, p'(9)¢))v = —5(T,9))4. Celkovou variaci akce S vzhledem k
A muzeme tedy psat jako

S[A, o] = S[A, ¢] — {(DIF + T, 90 g} + o(e?). (6.75)
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Jelikoz do prvniho fadu v € se musi obé akce rovnat, dostdvame pohybovou rovnici ve tvaru
DIF=-7. (6.76)

Variace akce pro hmotové pole je jiz velmi jednoduchd. Predpokladame b = ® + ¥, lokdlné
¢ = ¢ + eyp. Po dosazeni do akce

S[A, 8] = S[A, ¢] + 2¢(D"Dg +m?¢, ¥)v + o?) (6.77)
Z nedegenerovanosti ((-,-))y potom plyne pohybové rovnice pro ¢ ve tvaru
DID¢ +m?p = 0. (6.78)

Tvrzeni 6.3.3. Kalibracni pole A a hmotové pole ¢ spliiuji pohybové rovnice (extremalizuji
funkciondl S) prdvé tehdy kdyz

DF =0, DIF=—-7, DID¢+m2¢=0. (6.79)
Prund z rovnic nepochdzi z variace akce. Ctyiproud je ddn rovnici (6.74).

Tvrzeni 6.3.4 (Noetherovsky proud j). Definujeme j = J + * '[A A xF|y. Potom j sphiuje
rovnict kontinuity ve tvaru d * j = 0, neboli ekvivalentné 6j = 0.

Diikaz. Pohybové rovnice (6.76) davé (ekvivalentné) «7 = —DxF = —d(*F) — [AA*F]g. Odtud
—d(*F) = x(T + AN xF|g), atedy 0 =d = (T ++ AN xF|g) =d=j. [ |
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Kapitola 7

Pridruzeny vektorovy fibrovany
prostor

7.1 Redukce ekvivariantnich vektorovych bandla

Na zacdatek si ujasnime jednu generalni proceduru, kterd za jistych okolnosti umoziuje vektorovy
bandl nad totdlnim prostorem hlavni fibrace 7 : P — M vybaveny vhodnou grupovou akci
yredukovat® na vektorovy bandl nad M, jehoz totalni prostor je prostor orbit E/G. Nejprve si
ovsem musime vyjasnit nékolik zdkladnich pojmu z teorie vektorovych bandli.

Definice 7.1.1. Necht ¢ : E — M a ¢ : E' — M’ jsou dva vektorové bandly. Potom dvojice
(F, ) se nazyvd morfismus vektorovych bandla, pokud 7 : E — E' a ¢ : M — M’ jsou
hladka zobrazeni takova, ze nasledujici diagram je komutativni:

E-—f s F

lq lq/ . (7.1)

M 5 M
Jinymi slovy, F(En) C E, (m)» ti- F zobrazuje vldkno nad m do vldkna nad p(m). Kromeé
toho musi byt F po vldknech linedrni, tj. pro kazdé m € M je F,, = F|g, linedrni zobra-
zeni piislusnych vektorovych prostoru, tj. F,,, € Hom(E,,, E;(m)). Jsou-li F a ¢ difeomorfismy,
nazyvé se (F, ) izomorfismus vektorovych bandli.

Morfismy vektorovych bandli jsou standardni nastroj jak porovnavat vektorové fibrované
prostory. Izomorfni vektorové bandly jsou tedy po vsech strankach ,de facto stejné“.

Lemma 7.1.2. Necht (F,¢) je morfismus vektorovijch bandli E a E’', kde ¢ : M — M’ je
difeomofismus. Potom je to izomorfismus pravé tehdy kdyz je pro kazdé m € M zobrazeni F,, €

/ AP
Hom(Em,, E, ) linedrni izomorfismus.

Nyni mame definice potiebné k popisu vektorovych bandlu vhodnych k redukci.

Definice 7.1.3. Nechf 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor s akci R : P x G — P grupy
G. Necht g : E — P je vektorovy bandl nad totdlnim prostorem P s typickym vldknem V.
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Predpoklddejme, Ze na totdlnim prostoru E puisobi G pravou akei R : E x G — E. Rekneme, 7e
FE je ekvivariantni vektorovy bandl, pokud jsou splnény nésledujici dvé vlastnosti:

1. Pro kazdé g € G tvoii dvojice (Ry, R,y) automorfismus vektorového bandlu E.

2. Pro F existuje m-saturovand ekvivariantni lokalni trivializace {(Uy, V0 ) tacr- To zna-
mend, ze pro kazdé o € I je U, = 7w 1(U,) pro otevienou mnozinu U, C M, a kazdé
trivializacni zobrazenf 1, : Uy X V — ¢~ (Uy) je ekvivariantni:

Yo (Rg (p)7 U) = §Rg (¢a (pa U))v (72)

pro kazdé (p,v) € U, x V a g € G. V oblibené teckové notaci 1, (p - g,v) = Vo (p,v) - g.

Necht E/G je prostor orbit piislusny pravé akci R, a ozna¢me f : F — E/G prislusné faktor-
zobrazeni, tj. pro kazdé e € E je f(e) € E/G orbita obsahujici bod e. Rikali jsme si, ze ne vzdycky
je E/G poctivou varietou (takovou, Ze § je hladkd submerze). UkdZeme si, Ze pro ekvivariantnf
vektorovy bandl F se da fict mnohem vic.

Tvrzeni 7.1.4. Necht q : E — P je ekvivariantni vektorovyj bandl. Potom na E/G existuje
unikdtni struktura vektorového bandlu (tj. véetné hladké struktury) ¢° : E/G — M, takovd, Ze
(b, 7) se stane po vldknech bijektivnim morfismem vektorovijch bandli E o E/G. Zejména

E— E/G

Jq & (7.3)

P—"—> M

tvori komutativni diagram a j : E — E/G je hladkd surjektivnd submerze. Vektorové bandly E a
E/G maji spolecné typické vldkno.

Diikaz. Budeme postupovat v duchu tvrzeni 2.2.2, tj. sestrojime lokalni{ trivializaci prostoru E/G,
a ukdzeme, 7ze prechodovéd zobrazen{ jsou hladkd. Tim zajistime na F/G topologii a hladkou
strukturu. Pak zbyvé ukédzat tvrzeni o (i, 7) a jednoznacnost konstrukee.

Nejprve si definujeme projekci ¢° : E/G — M. Mizeme si ji definovat pifmo pomoci ko-
mutativity diagramu (7.3), tj. definujeme ¢%(f(e)) = 7(q(e)). Musime ukézat, ze tento piedpis
definuje zobrazen{ ¢%, tj. musi dévat stejné hodnoty v piipadé, ze f(e) = (e’). To ale znamend,
ze existuje g € G takové, ze ¢/ = Ry(e). Ale (Ry, Ry) je morfismus vektorovych bandlu, a tedy
go Ry = Ry 0 q. Navic R pusobi podél vldken, a tedy mo Ry = w. Odtud tedy

¢*(5(")) = m(a(')) = m(a(Ry(e))) = m(Ry(a(e))) = m(ale)) = " (5(¢))- (7.4)
A tedy ¢% je dobfe definované a navic automaticky zajisti komutativitu (7.3).

Jdeme vyrobit lokdln{ trivializaci. Necht {(Uy,va)}acr je m-saturovand ekvivariantni trivi-
alizace z predpokladu. Mizeme piedpoklddat, ze U, = 7~ (U, ), kde U, jsou okoli, kde mame
lokdlni trivializaci {(Uy, ¢ )}acr pro hlavni fibraci P. Chceme definovat bijektivni zobrazent
fo : Ua XV — (¢1) 71 (Uy,) a ovéfit, ze pifsluina piechodova zobrazeni jsou hladka. Necht m € U,
and p € 7~ (m) je libovolny bod vldkna P nad m. Pro kazdé (m,v) € U, x V definujeme

ua(m,v) = h(d)a(pa U)) (75)
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Musime zjistit, zda prava strana nezéavisi na vybéru p € P,,. Necht p’ = p - g. Potom

1@a(p - 9,v)) = b(Walp,v) - 9) = 1(¥alp, v)), (7.6)

kde jsme vyuzili ekvivarianci trivializa¢niho zobrazeni ¢, (danou predpokladem). Jak vypadd
zobrazen{ inverzn{ k y,? Mame definovat p;' : (¢%) ™' (Uy) — U, x V. Pro libovolné e € Us,:

po (8(e) = ((mom)(3H (€)), ma (v (e))), (7.7)
kde 7 a w9 jsou projekce z kartézského soucinu U, x V na prvni a druhou komponentu. Opét je
potieba ovérit, ze pravd strana se nezméni pokud g(e) = y(e’), tj. ¢ = Ry(e) pro néjaké g € G.
7 ekvivariance zobrazeni v, ovSem plyne, zZe

movg (e g) =m (') g, moit(erg) =m oty (e). (7:8)
Odtud plyne i nezavislost u; ! na volbé reprezentanta tiidy (orbity) i(e). Je to viak inverze?
pa ' (o (m,v)) = pgt (5(¢a(p, ) = (T 0 m1)(p,v), m2(p, v)) = (M, v). (7.9)

Opacné poradi je obdobné jednoduché. Koneéné, necht o : Uy NUg — GL(V) jsou prechodova
zobrazeni odpovidajici lokaln{ trivializaci {(Us,¥a)}acr. Definujeme giﬁ U NUz — GL(V)

obvyklym vztahem [giB(m)}(v) = (m2 o pugt)(us(m,v)). Pro p € U, N Uz mame z definice
pfechodovych zobrazeni vztah ¥5(p, v) = Yo (D, [Gas(p)](v)). Po dosazeni tedy

(955 (M) (v) = (2 0 15 ) (85 (p, ) = (w2 © 415" ) (Ea(P: [Jas (P (1)) = [as(P)] (V). (7.10)

7Z toho ale plyne, zZe jog a gi 5 Jsou zobrazeni vztazend relaci gos = gi g om. Jelikoz m je hladkd
sumberze a gop je hladké zobrazeni, musi byt i gi P hladké zobrazeni.

Abychom ukézali, Ze (§, 7) je morfismus vektorovych bandli, musi byt § hladké, diagram (7.3)
musi komutovat (to uz jsme zajistili), a b, : E, = (E/G)x(p) musi byt linedrni. Pfipomenme si,
ze linearni struktura v jednotlivych vldknech se zavadi pomoci lokalni trivializace, tj. fekneme,
7€ fo(m,v) + A+ po(m,w) := pa(m,v + Aw). Pro hladkost a linearity § tedy staci ukdzat, ze
kazdé slozeni p ooty : Uy X V — U, x V je hladké a po vldknech linearni. Ale

(o' o5 ova)(p,v) = (m(p),v), (7.11)

kde jsou zminéné vlastnosti ziejmé. Navic je zFejmeé f po vldknech bijektivni (lokélné je to identita
na V). Dokdzali jsme tedy v8echno az na jednoznacnost.

Piedpokladejme, ze pf : (E/G)" — M spliiuje predpoklady tvrzeni, kde apostrof oznacuje
pouze rozdilnost pridanych struktur (hladky atlas, fibrace), a necht ' : E — (E/G)’ je od-
povidajici zobrazeni (mnozinové opét stejné). Muzeme definovat (mnozinové identitu) zobrazeni
V. E/G — (E/G) vztahem W¥(h(e)) = t'(e), které je automaticky hladké, protoze f je surjek-
tivni submerze a f je hladké. Stejné nalezneme inverzi ¥~! a ¥ je tedy difeomorfismus. Plati

P(E(H(e) = p(E'(e) = m(ale)) = ¢’ (u(e)). (7.12)

Vyuzili jsme, ze f je morfismus vektorovych bandli. Odtud plyne komutativita diagramu:

E/G —*— (E/G)

| | (7.13)

M —

Obdobné se ukdze, ze ¥, : (E/G)m — (E/G)), je linedrni isomorfismus, coz dokazuje, Ze
(P, 1) je izomorfismus vektorovych bandlu E/G a (E/G)’. To je dikaz jednoznacnosti. |
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Pted uvedenim piikladu redukce vektorovych fibrovanych prostort si jesté za ¢erstva ujasnime,
jak vypadaji hladké fezy nového fibrovaného prostoru E/G. Ukazuje se, ze se daji kanonicky
ztotoznit s podmnozinou fezu puvodniho vektorového bandlu FE.

Definice 7.1.5. Nechf ¢ : E — P je ekvivariantni vektorovy bandl nad P. Necht ¢ € T'(E) je
hladky fez E. Rekneme, ze ¢ je G-invariantni ez, pokud pro vSechny g € G a p € P plati

(p-g) = Ry(¥(p))- (7.14)

Mnozinu G-invariantnich fezli oznacujeme jako I'¢(E).

I'c(E) je zjevné vektorovy podprostor I'(E). Nejde vsak o C°*°(P)-podmodul, protoZze pro
obecnou funkci f a1 € I'¢(Ep) neni f1 G-invariantni fez bandlu E. Lze vSak snadno nahlédnout,
ze g (E) tvori C*°(M)-modul, kde ,ndsobeni“ & hladkou funkei h € C°°(M) je definované jako
(he))(p) = (hom)(p)-¥(p), tj. ve zkratce he1p = (hom)i. Mnozina hladkych fezu vektorového
bandlu E/G téz tvori C°°(M)-modul, d4 se tedy ocekdvat, ze I'¢(E) a T'(E/G) spolu mohou
néjak souviset.

Tvrzeni 7.1.6. C(M)-moduly T'c(E) a T(E/G) jsou kanonicky izomorfni.

Diikaz. Definujeme zobrazeni @ : I'¢(E) — I'(E/G) a ukdzeme, ze jde o bijekci C*°(M)-moduli,
tj. o linedrni bijektivni zobrazeni, které spliiuje vlastnost ®(h e 1)) = h - ®(¢)). Definujeme

{@(¥)}(m) :=tb((p), (7.15)

pro kazdé m € M a libovolné p € m~1(m). Musime ovéiit, ze ® je dobte definovany hladky fez
E/G. Je-li p’ = p- g jiny bod vldkna nad m, mame f(¢(p")) = b(R,¢(p)) = §(»(p)). Navic
E—*5 E/G
P—"—>M
komutuje, coz dokazuje, ze ®(v)) je hladké zobrazeni (7 je hladkd submerze). Koneéné, mame

(* o ®(¥))(m) = ¢ (4(¥(p)) = 7((g 0 ¥)(p)) = 7(p) = m. (7.17)

A tedy ¢% o ®(¢)) = 1) a jde o fez fibrace E/G. Zobrazeni ® je zjevné linedrni. Konecné, pro
kazdou funkci h € C*° (M) dostdvame

{@(he)}(m) =4((hom)(p)(p)) = h(m) -4y (p)) = h(m) - {@(4)}(m). (7.18)

S konstrukei inverze ®~! je to trosicku slozitéjsi, protoze musime vyuzit lokalni trivializaci
popsanou v piedchozim dikazu. Necht ¢ € T'(E/G). Na okoli U, muzeme definovat kompozici
bo = pgt 0@, tj. ¢ : Uy — Uy x V. Z definice hladkého fezu ¢, (m) = (m,gZ)a(m)) pro
hladké zobrazeni gZ;a : Uy — V. Pro libovolny bod p € U, = 7 }(U,) definujeme (lokdln{

fez) (8 1(}))a : Uy — E vztahem (®7(9))a(p) = Ya(p, da(m(p))). Protoze qo ¢ = 1y, a
funkce napravo jsou zjevné hladké, dostavame hladky lokélni fez na U,. Pokud ukazeme, Ze pro

p € Uy NUg plati (B71(h))a(p) = (27(¢)))(p), dostaneme hladky globalni fez ®~1(¢).

Porovnanim dvou ruznych trivializa¢nich zobrazeni na E/G dostédvame pro m € U, NUp

Ha(m, $a(m)) = d(m) = ps(m, $s(m)) = pa(m, [g55(m)]($5(m))), (7.19)
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a tedy ¢q(m) = [giﬁ(m)](g{bg (m)). Nyn{ muzeme porovnat lokalni fezy E, necht p € U, NUp:
(@71 (9)a(p) = Ya(p: a(m(p)) = Yalp: [98s (T(P))] (S5 ((p))}
= Yol P, [Gap ()] (S5 (7 ()} = Vs(p, S5 (n (D)) = (B(0))5(p).

Méme dokazano, ze ®~1(¢) definuje globaln{ fez. Zbyva ovéfit, ze je vskutku inverzni k ®. Pro
m € U, mame

(7.20)

(@2 (@)}Hm) = 5@ (9)(p) = (50 Ya) (P, Pa(7(p))) (7.21)

Ale z definice lokdlni trivializace § o 1, (p, v) = pa(m(p),v), a dostdvame tedy
{®(271(9)}(m) = pa(m, da(m)) = d(m). (7.22)
Opacné poskladani 1 o ® = 1 se ovéif obdobné. A mame dokazano. ]

Nyni si ukazeme dva klasické piiklady této konstrukce.

Piiklad 7.1.7 (Redukce tetného bandlu). Uvazujme vektorovy bandl 7p : TP — P, tj. obycejny
te¢ny fibrovany prostor. Pravou akci ® : TP x G — TP miuzeme definovat nasledovné. Nechf
X € TP,tj. X € T,P pro bod p = 7p(X). Definujeme Ry (X) = Rys(X). Rgx € Hom(T,P, T),.,P)
a R, je tedy po vldknech linedrni zobrazeni takové, ze diagram

Tp 2oy Tp

lTP lTP (7-23)

R
P—— P
komutuje. (Ry, Ry) je tedy automorfismus vektorového bandlu T'P. Musime ukézat, ze na TP
existuje ekvivariantn{ lokéln{ trivializace. Necht {(Uy, ¢a)acs} je principalni lokdlni trivializace
P, tj. ¢o 1 Uy X G = Uy, = 77 HU,). Pro kazdé p € U, mame tedy p = ¢o(m,g) prom € U, a
g € G. Zobrazeni ¢, je difeomorfismus, a tedy ¢+ : TnUa ®TyG — T, P je linedrni izomorfismus.

Piedpokladejme, ze na U, C M mame lokaln{ soufadnice (z?,...,2"), a necht (17, x) € R"dyg.
Definujeme trivializacni zobrazen{ v, : Us x (R™ @ g) — 75" (Us) jako

YalGalm 0), (7,2)) = ua(V' = ]2, (7.2

pro vechny (m,g) € U, X G. Snadno se ovéii, ze jde vskutku o hladkou lokdlni trivializaci
(v podstaté je to standardn{ lokaln{ trivializace te¢ného bandlu, kde se nejprve pouzije lokéln{
izomorfismus TU,, = TU, x TG). Navic je to ekvivariantni lokdln{ trivializace:

Ri{va(Pa(m,g), (17,3;))} = (Rp o ¢a)*(vi8i|mva|g) = (¢a o (1 x Rh))*(vi8i|mva‘g)
= s (V' 0ilm, Ruu(2"]g)) = Gas (V' 0ilm, | gn) (7.25)
= wa((ba(m’ gh)7 (‘7756)) = wa(Rh(¢a(m’g))’ (‘7,.%'))
Muzeme tedy vypustit vySe zminénou mainerii a sestrojit vektorovy bandl TED :TP/G — M.
Podle vyse zminéného tvrzeni navic I'(TP/G) = I'¢(TP) = Xg(P), kde X € Xg(P), pokud
Ry (X|p) = X|pg, tzn. T'(T'P/G) odpovidéd G-invariantnim vektorovym polim na P. TP/G se

nékdy nazyva Atiyahuv vektorovy bandl a hraje dulezitou roli pii vice ,algebraickém® popisu
konexi na principalnim fibrovaném prostoru.
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7.2 Asociovana fibrace

Druhy piiklad je natolik dulezity, ze si vyslouzil vlastni sekci. Uvazujme libovolnou konecné-
rozmérnou reprezentaci (V,p). Vezmeme si trividlni vektorovy bandl F = P x V nad P, tj.
q = m. Pravou akci R : E x G — F si zavedeme vztahem

Ry(p,v) = (p-g,pg~ ")), (7.26)

pro vsechny (p,v) € P x V. Snadno je vidét, ze akce pusobf linedrné po vldknech a (Ry, Ry) tvoii
automorfismus vektorovych bandli. Kanonicka (globélni) trivializace ovéem neni G-ekvivariantni.
Musime si definovat jinou.

Necht {(Uy, ¢a)}acs je lokdlni trivializace hlavni fibrace P. Necht
nujeme nasi oblibenou hladkou funkci g, : Uy, — G vztahem p = ¢, (7
trivializa¢ni zobrazeni v, : Uy X V — 7 1(1/{(,) jako

Ya(p,v) = (p, p(g2 " (p))[V]). (7.27)

Je snadné si rozmyslet, ze jde o hladké zobrazeni. Inverzni zobrazen{ ¢! m4 tvar ¢, 1(p,v) =
(p, p(ga(p))[v]). Zbyva ukazat, ze je tato lokalni trivializace ekvivariantni.

R (a(p,v)) = (- hyp(h ) {plga" ()]} = (0~ ks p((ga(p) - B)~H)[0])
= (p-h,p(galp-h)")[0]) = Yalp - h,v).
Pouzili jsme obvyklou ekvivarianci funkce g,. Jakd jsou prechodova zobrazeni trivializace 1,7

Pfipomenme, ze zobrazeni g, a gg jsou pro p € U, NUg vztazeny jako g (p) = ggﬁ (m(p)) - 95(p),
kde ggﬁ jsou piechodové zobrazeni {(Uy, ¢a)}acr. Potom

U, = 7 1U,), a defi-
(p), ga(p)). Definujeme

(7.28)

[905(P)](v) = T2 0 b5 (p(p,v) = T2 0¥y (p, (95" (P)) V)
(o, p(92 ) [p(gks (m(0)[v]]) (7.29)
= p(g45(m(p)))[v]-

:7‘[’20¢

Jinymi slovy, pfechodovymi zobrazenimi jsou kompozice g, = p o gf 5 o m. To mi ihned déva

prechodovd zobrazeni (P x V)/G ve tvaru giﬁ =pogls

Definice 7.2.1. Vektorovy bandl na faktorprostoru (P x V)/G se nazyva vektorovy bandl
pridruzeny hlavni fibraci 7 : P — M a reprezentaci (V,p). Obvyklé znaceni je P x, V.
Nekdy téz asociovany vektorovy bandl.

Nyni muzeme pouzit tvrzeni 7.1.6 k identifikaci modulu fezta I'(P x, V) .

Tvrzeni 7.2.2. Pro kaZdou pridruZenou reprezentaci mdme kanonicky izomorfismus
(P x,V)= QS(P, V) (7.30)
Jingmi slovy, Tezy P X,V lze identifikovat s velicinami typu p.

Dukaz. Ve svétle tvrzeni 7.1.6 staéi ukdzat, ze I'(P x V') jsou pravé veli¢iny typu p. Kazdy fez
o € I'(P x V) musi byt hladké zobrazeni o : P — P x V, spliijici m 0 0 = 1p. Tedy

a(p) = (p, 2(p)), (7.31)
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kde ® : P — V je hladka funkce. Mdme tedy kanonicky izomorfismus I'(P x V) = C>(P, V).
Rez o je G-invariantni, pokud ,(c(p)) = o(p - g). Potom méme

_ !
Ry(a(p)) = (-9, p(g™ @D = o(p-9) = (p-9,2(p " 9)) (7.32)
Dostavdme podminku ®(p - g) = p(g~")[®(p)], tedy nic jiného nez & € QI(P,V). Dostavame
tedy kyzeny izomorfismus T'(P x, V) = Q) (P, V). [ ]

Priklad 7.2.3. Pro (V,p) = (g, Ad) se gp = P X a4 g nazyvé adjungovany vektorovy bandl.
Jeho tezy jsou Ad-ekvivariantni funkce na P.

Priklad 7.2.4. Necht 7 : F(M) — M je repérové hlavni fibrace variety M. Zvolime si repre-
zentaci (R™, p), kde p je kanonické reprezentace GL(n,R) na R™.

Piipomerime, ze lokéln{ trivializace {(Uy, o) }acr fibrace F(M) je definovana na okolich U,
z hladkého atlasu M jako ¢ (m, A) = O - A, kde 0, = (O1]m, - - -, Onlm) je soufadnicovéd baze
v bodé m odpovidajici danym lokdlnim soutadnicim (z!,...,2") na U,. Potom zobrazeni g,
piifazuje bodu e € F'(M) matici go(e) = A(e), takovou Ze e = 0| () - A(e). Akce na trividlnim
bandlu E = F(M) x R" ma tvar Ra(e,V) = (e- A,A"LV). Na U, = 7~ (Us,) mé lokalni
trivializace fio : Ua X R" — (7)1 (U,) tvar pa(m, V) = f(tbale, V) = (e, A=(e).V), kde
e € F,,(M) je libovolnd baze T,, M.

Nyni pfipomenme lokdln{ trivializaci tetného bandlu TM. Definujeme ji jako {(Us, 7o) tacr,
kde 74 : Uy X R — T]\_/Il(Ua) mé tvar 7,(m, ‘7) = V0. Je-li m € U, NUp a na Uz mame
lokaln{ soufadnice (y*,...,y"), prechodové zobrazeni m4 tvar

— —

[9ap(m)](V) = I(m)~".V, (7.33)

kde J(m) = 22,
Definujeme si nyni izomorfismus vektorovych bandla (F,1a) z TM do F(M) x,R™. Nejprve

lokélné jako zobrazeni F, : 7, (Us) — (7‘1’5)71((]0[) pomoci piislusnych lokélnich trivializaci:

m je Jacobiho matice transformace soutadnic.

Fa (Ta(ma ‘7)) = :ua(m’ ‘7)’ (734)

To definuje zjevné hladké a po vldknech linedrni a bijektivni zobrazeni na 1, (lokélné je to

identita). Sta¢i ukdzat, ze pro m € Uy NUg je (F3)m = (Fa)m- Prechodovéd zobrazeni pro

F(M) x, R™ jsou giﬂ(m) = p(gfém) (m)). Ale gfém)(m) = J71(m). A mizeme pocitat:
Falr(m, V) = Folralm, I (m).V)) = pia(m, I~ (m).V) = pg(m, V). (7.35)

To ale ukazuje, ze pro m € U, N Ug pilisobi F, stejné jako Fgz, coz dokazuje naSe tvrzeni.
Dostavame tedy globalni izomorfismus F : TM — F(M) x, R".

Pripomenme, ze body asociované fibrace P x, V maji tvar f(p,v), kde (p,v) € P xV a
8(p’,v") = f(p, v), prave tehdy kdyz existuje g € G, takové, ze (p',v") = (p- g, p(g~)v).

7.3 Paralelni prenos, kovariantni derivace

Nyni si odvodime nékolik alternativnich zpusobu jak popsat paralelni prenos fezu asociované
fibrace. Ukazeme si jakym zpusobem definuje konexe A na hlavni fibraci operator kovariantni
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derivace. Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor a necht (V,p) je libovolna koneéné-
rozmérné reprezentace jeho strukturni grupy G. Necht ¢ : P x » V. — M je piislusny asociovany
vektorovy bandl.

Budeme psiat E = P x, V. Necht ¢ € T'(E). Necht v : I — M je hladkd kiivka. Necht
A € QY(P,g) je 1-forma konexe na P. Necht py € P je libovolny bod vldkna nad ~(0), tj.
7(po) = 7(0). Necht 4" : I — P je horizontélni zdvih kiivky « startujici z bodu py, tj. 7*(0) = po
aToyh =4.

Pro kazdé t € I je ¥(y(t)) = b(p(t),v(t)) € E, kde (p(t),v(t)) € P x V. Jelikoz je v fez, musi

platit v(t) = ¢* (¥ (4(t)) = ¢* (4(p(t), v(t))) = (mom1)(p(t), v(t)) = m(p(t)). A tedy mop(t) = ¥(t).
Bod p(t) muze byt zvolen jako libovolny bod vldkna nad ~(t), mizeme tedy zvolit

P(y(t)) = (Y (1), v(2))- (7.36)

Horizontalni zdvih (pfitomnost konexe) ndm tedy umoziiuje volit si konzistentné reprezentanta
tiidy ¥ (y(t)) v E. Nyn{ ma smysl nésledujici definice.

Definice 7.3.1. Necht ¢ € ['(E) ay: I — M je zvolend hladka kiivka. Zbytek znaceni necht
odpovidd diskuzi vyse. Rekneme, Ze fez v je autoparalelni podél kiivky ~(t), pokud je funkce
v(t) : I — V definovana vztahem (7.36) konstantni.

Abychom ukézali, Ze je tato definice korektni, musi si ¢lovék rozmyslet, Ze nezavisi na volbé
startovntho bodu po horizontélntho zdvihu v". Pokud 4™ startuje z p) = po - g, méme v (t) =
A" (t) - g pro viechny t € I. Potom

Y(y(1) = 80y (1), 0/ (1) = 4(+" (t) - 9, ' (1)) = 5(Y" (2), p(9)V' (1)) (7.37)

Odtud tedy v(t) = p(g)v'(¢). Potom ale v(t) = p(g)v’(t) a konstantnost vektorové funkce v(t)
tedy implikuje konstantnost v’(t).

Ukézali jsme, 7e T'(E) je pfirozené izomorfni C'°°(M)-modulu QS(P, V) veli¢in typu p. Tam
jsme jiz ale koncept autoparalelni veli¢iny definovali. Je tedy logické ukéazat, ze obé definice jsou
plné ekvivalentni.

Tvrzeni 7.3.2. Nechl 1 € T(E), a nechl ® € Q)(P,V) je odpovidajici velicina typu p. Potom
Y je autoparalelni podél krivky v prdvé tehdy kdyz ® je autoparalelni podél krivky v, tj. (v (1))
je konstantni pro libovolny horizontdlni zdvih " .

Diikaz. Necht ® € QS(P, V) = T'g(P x V). Odpovidajici tez ¢ € T'(E) je definovany jako
w(m) = 4(p,®(p)), kde p € 7=1(m) libovolny bod vldkna na m. Pro m = v(t) si mizeme p
vybrat jako v*(t), tj. ¥(v(t)) = 4(y"(t), ®(v"(t))). To ale ukazuje, ze v(t) = ®(y"(t)), takze
zjevné v(t) je konstantni pravé tehdy kdyz ®(v"(t)) je konstantni. To dokazuje nase tvrzeni. W

Autoparalelnost veli¢in muzeme analyzovat pomoci nasledujici definice kovariantni derivace.
Necht X € X(M) je vektorové pole. Necht v(¢) : I — M je integralni kiivka pole X startujici
z bodu m, tj. 7(0) = m. Necht 7" : I — P je libovolny horizontélni zdvih . Necht ¢ € I'(E).
Definujeme kovariantni derivaci fezu ) podél vektorového pole X vztahem

d o(t)), (7.38)

(Vx0)m) =4(/(0), G| ol

kde v(t) je zobrazeni definované vztahem (7.36). Musime ovéfit, ze V x1 je opravdu hladky fez
E. Misto ptimého ovéfeni muzeme pouzit izomorfismus I'(E) = Q%(P, V).
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Lemma 7.3.3. Necht ® € Q%(P,V) je velicina typu p. Nechf X € X(M). Potom Vx® €
C>(P,V) definovand vztahem

Vx® = X", (7.39)
je opét velicina typu p. Zde X" € X(P) je horizontdlni zdvih vektorového pole X . Odpovidd-li ®
fezu ¢ € T(E), pak Vx® odpovidd Tezu V x1).

Dukaz. Mimo jiné tim zadarmo dokdzeme, Ze opravdu Vxv¢ € T'(E). Zjevné Vx® je hladké

zobrazeni z P do V. Musime ukézat, Ze je to veli¢ina typu p. Pfipomeiime, ze X" je G-invariantni
vektorové pole, tj. X"|,.; = Ry (X"],). Nyni mizeme psat

(Xh@)(p'g) = <(d¢))‘p‘gth|p~g> = ((d®)[p-g, g*(Xh‘p» = <R*((dq))|p ) Xh‘p>

= (d(Ry®)[p, X",) = (d(p(g~")®)|p, X" |) = p(g~ H{(X".@)(p))}.

Odtud tedy Vx® € QS(P, V). Zbyva ukdzat, ze Vx® odpovida fezu Vx). Necht o' € T'(E) je

fez odpovidajici Vx®. Mame

¢'(m) = b(p, (Vx®)(p)) = tlp, (X".®)(p)), (7.41)

kde p € 7=1(m) je libovolny bod vldkna nad m. Necht v : I — M je integrdlni kiivka pole X
startujici z bodu m, a necht 7" : I — M je horizontélni zdvih v startujici ze zvoleného (ale
libovolného) bodu p € 77! (m). Ale potom mizeme psit (X".®)(p) = £|,_, ®(v"(1)) a

(7.40)

| 20" (7.42)

Ale v ditkazu piedchoztho tvrzen{ jsme ukézali, ze v(t) = ®(y"(t)), a tedy opravdu ¢y’ = Vx¢p. B

Ptredtim, nez si vyjasnime vlastnosti kovariantni operatoru kovariantni derivace, musime si
vyjasnit nésledujici. Prostor veli¢in typu p, neboli (ekvivalentné) fezt asociované fibrace P x,
V' si muzeme vybavit ,povldknovou metrikou“, neboli C°°(M)-bilinedrnim zobrazenim (-, )y :
QNP V) x Q)(P,V) — C>(M), které je symetrické a nedegenerované, tj. (®,®')y = 0 pro
vsechny P e QO(P V) implikuje ® = 0. Necht (-, )y je p-invariantn{ nedegenerovand symetrickd
bilinearni forma na V. Potom muzeme definovat

(@, @)y (m) = (®(p), 2" (p))v (7.43)

kde p € 7~ 1(m) je libovolny bod vldkna nad m. Snadno se ovéii, ze prava strana nezdvisf na volbé
p (p-invariance (-, -)y) a levd strana zavisi hladce na m (7 je surjektivn{ submerze). Symetri¢nost
a nedegenerovanost plyne z vlastnosti (-, )y .

Tvrzeni 7.3.4. Necht o : U — P je lokdlni 7ez a ¢ = o*(®) € C°(U,V) a ¢' = o*(P') jsou
prislusnd lokding verze ® a ®'. Potom na U mdme (¢, ¢" )y = (®,P")y.

~—

Diikaz. Pro kazdé m € U muzeme psét
(¢, 8")v(m) = (a"(®)(m),o” (') (m))v = ((a(m)), D' (c(m))v = (2, D)y (m). (7.44)
[ |

Nyni si muzeme shrnout vlastnosti kovariantni derivace V. Muzeme ji psat v Feci veli¢in typu
p nebo (plné ekvivalentné) v feci fezt asociované fibrace P x, V. My si v tuto chvili zvolime
prvni z moznosti. P¥ipomenme, ze Q) (P, V) tvoi{ C*°(M)-modul s ndsobenim e.
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Tvrzeni 7.3.5 (Vlastnosti V). Necht V : X(M) x Q(P, V) — Q%(P,V) je konexe odpovidajici
formeé konexe A € QY (P,g). Potom V je R-bilinedrni a plati

Vix(®) = feVx(®), Vx(fe®)=feVx(P)+ (X.f)e?, (7.45)

pro vsechny X € X(M). Vnési kovariantni derwace D : Q)(P,V) — QL(P,V) souvisi s
operdtorem kovariantni derivace V vztahem

Vx(®) = (D®, X") = (d®, X"). (7.46)
Koneéné, kovariantni derivace V je vidy kompatibilni s metrikou (-,-)v, tj.
X(®,9")y = (Vx®, &)y + (&, Vx®)y, (7.47)
pro kazdé vektorové pole X € X(M) a @, 9" € Q)(P,V).
Dukaz. Vsechna tvrzeni lze snadno dokézat z definice. Pro libovolnou funkei f € C°°(M) mame

{Vix(@)}p) = (fX)"p-@ = {(f o) X"}[,.® = f(m(p)) - (X".@)(p) = {f » VxP}(p). (7.48)

Druhéa vlastnost se dokdze velmi obdobné. Souvislost z vnéjsi kovariantni derivaci plyne piimo
z definice D. Kone¢né, pro libovolnou p-invariantni formu (-,-)y a indukovanou metriku (-, )y
muzeme psét (P, ')y o = (P, P')y,. Potom

X.(®,8)yor = X".(®, 0"y = (X".®,d)y + (&, X0y
= <VX(P, (I)/>V + <q), VX(I)/>V (749)
= {(VX(I), ‘I),)V + (P, Vx‘l),)v} oT.

Protoze je m surjektivni zobrazeni, dokazali jsme kompatibilitu s metrikou. |

Vidime, ze V ma vlastnosti velmi podobné obycejné kovariantni derivaci na varieté. To neni
tiplné ndhoda. Vskutku, pokud pro P = F(M) konexe A € Q*(F(M), gl(n,R)) odpovid4 afinn{
konexi V na varieté M. Vezmeme-li si V = (R", p), kde p je standardn{ reprezentace GL(n,R) na
R", médme QO(P,V) = X(M) a kovariantni derivace v této sekci definuje puvodni afinni konexi.

Mame-li k dispozici operdtor kovariantni derivace V, mizeme definovat operator kiivosti
R prisludny V nésledujicim zpisobem. Pro vsechny X, Y € X(M) a @ € Qg(P7 V) definujeme

R(X,Y)® = Vx(Vy®) - Vy(Vx®) - Vix yP. (7.50)
Snadno si odvodime nékolik zakladnich vlastnosti operatoru kiivosti:

Tvrzeni 7.3.6. Operdtor krivosti R prislusny kovariantni derivaci V je C°(M)-linedrni v
kazdém vstupu, tj. je R-linedrni a vzhledem k ndsobeni funkci plati

R(X, fY)® = R(fX,Y)® = R(X,Y)(f ¢ ®) = f ¢ R(X,Y)®, (7.51)
pro vsechny X,Y € X(M), f € C=(M) a ® € Q)(P,V). Plati vztah

R(X,Y)® = p/(QUX", Y")® (7.52)
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Diikaz. Vlastnosti vzhledem k ndsobeni funkef jsou jednoduchy dusledek (7.48). R-linearita je
ziejma. Ukézeme si pouze jedno z tvrzeni. Nechf X,Y € X(M), f € C*(M) a ® € Q(P,V).

RX,Y)(fe®)=Vx(Vy(fe®)) - Vy(Vx(fe®)) —Vixy|(fe?)
=Vx(feVyP+(Y.[)ed)—Vy(feVxD+ (X.f)e D)
—feVixy®—([X,Y].f)ed
= fo{Vx(Vy®) = Vy(Vx®) = V(x y|P} (7.53)
+(X.f)oVyP+ (Y.f)eVx®— (Y.f)eVxD— (X.f)eVy®
FIX(Yf) — Yi(Xf) = [X,Y].f} 0 ®
— fe R(X,Y)®.

Linearita v ostatnich vstupech se dokéze analogicky (jednoduseji). Zbyva ukdzat posledni tvrzeni.
7 definice kovariantni derivace mame

R(X,Y)® = X".(Y".®) - Y (X".®) - [X,Y]".® = {[X", V" - [X,Y]"}.®. (7.54)

Musime tedy vyzkoumat akci vektorového pole [X" Y"] —[X,Y]". Pfipomenme, 7e X" ~; X, a
z toho ditvodu [ X" V"] ~, [X,Y]. Jinymi slovy, [X", Y] — [X, Y]" je vertikdln{ vektorové pole.
Méme tedy [X", Y] — [X,Y]" = f#-#t, pro nezndmé funkce f* € C°°(P). Zaplisobime na obé
strany 1-formou konexe A. Dostdvame

Pty = A" #t,) = A(X™ YT - (X Y)Y = A(XR, YY)
= —{X" A" —YhAX"Y) - A(X", Y} (7.55)
= - QX" Yh) = —ar(xh Yh) ¢,

Odtud tedy f* = —Q*(X" Y"). Piipomenime, ze ® je velicina typu p a tedy plati
R(X,Y)® = fl#t,.® = —p'(f - 1,)® = p'(QX", Y"))®. (7.56)

A méme dok4zano! [ |

7.4 Kalibracni teorie podruhé

Na zaveér této kapitoly si ukdzeme, jak lze akci kalibra¢ni teorie prepsat v teCi globalné defi-
novanych objektu na M, coz je v kontrastu s origindlnim funkciondlem, kde akci definujeme
Hlepenim po lokdlnich kouscich“. Nejprve si musime definovat nasledujici zobecnéni znamého
pojmu formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Definice 7.4.1. Nechf ¢ : E — M je vektorovy fibrovany prostor. Potom zobrazeni w :
X(M)x---xX(M) — T'(F) se nazyva p-forma s hodnotami v fezech F, pokud je totdlné anti-
symetrické a C'*°(M)-linedrni v kazdém vstupu. Jejich prostor tvoii C°°(M)-modul oznacovany
jako QP(M, E). Pro trividln{ vektorovy bandl E = M x V mdme I'(E) = C®°(M,V) a tedy
QP(M,E) = QP(M,V) je prostor forem s hodnotami ve vektorovém prostoru V.

Formy s hodnotami ve vektorovém bandlu 1ze opét rozlozit do ,komponentnich forem*. Ten-
tokrat to obecné lze pouze lokdlné. Rekneme, Ze {wu}zazni{ ) jsou lokalni generatory I'(E),

pokud ¢, € T'y(E) je pro kazdé p lokdlni fez E na okoli U C M a pro kazdé m € U tvoii
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{w](m)};aflk ) bazi vektorového prostoru vldkna E,. Lze si snadno rozmyslet, ze kazdy fez

¢ € T'(E) lze na U psat jako ¢ = f74; pro unikétni hladké funkce f7 € C°°(U). Potom pro
w € QP(M, E) muzeme na U pro vektorova pole (X1,...,X,) psat

W( X1, Xp) = w (X7, .00, Xp) - 5, (7.57)
a analogicky jako pro formy ve vektorovém prostoru zjistime, ze w? € QP(U).

Piiklad 7.4.2. Nechf E = gp = P X a4 g je adjungovany vektorovy bandl. Jiz jsme si ujasnili,
ze T (E) 2 CY(P, g). Definujeme F € Q?(M, gp) vztahem

F(X,Y)=Q(X"Y") eT'(gp) (7.58)

Musime ukdzat, ze pravd strana je opravdu Ad-ekvivariantn{ a zdvis{ C°°(M)-linedrné na X a
Y. Prvni véc plyne z ekvivariance 2-formy kiivosti a invariance horizontélnich zdvihu:
F(X,Y)(p-9) = Q|p'g(Xh|p~g>Yh|p~g> = Q‘p-g(Rg*(Xh|p)v Rg*(Yh|p))
= R;(Q|p'9)(Xh|p7Yh|p) = Adgfl(Q‘p(Xh‘pvyh‘p)) (7'59)
=Ad, 1 (F(X,Y)(p)).

C°°(M)-linearita plyne z vlastnosti (f - X)" = (f o) - X". Potom
F(fX,Y)=Q((fom) - X" Y") = (form) - QX" Y") = fe F(X,Y). (7.60)

Linearita v druhém vstupu jiz plyne z antisymetrie. Dokézali jsme, ze F' € Q2(M, gp). Jelikoz
je horizontalni 2-forma na P, obsahuje F' vSechny informace o kiivosti Q@ = DA. Z tohoto duvodu
se nékdy F' iika 2-forma kiivosti konexe A.

Na rozdil od forem na vektorovém prostoru nemuzeme piimocaie definovat vnéjsi derivaci
d:OP(M,E) — QP (M, E). V piipadé, Ze E = P x, V je asociovany vektorovy bandl, muzeme
vyuzit operatoru kovariantni derivace.

Definice 7.4.3. Nechf E = P x, V Potom I'(E) = C2°(P,V) = Q°(M, E) Definujeme kovari-
antni diferencial V : Q°(M, E) — QY (M, E) vztahem

V(®)(X) = Vx(P), (7.61)
pro viechny ® € Q°(M, E) a X € X(M).

Z vlastnosti kovariantni derivace plyne, ze V(®)(f - X) = V;.x(®) = f o Vx(®) a tedy
opravdu V(®) € QY(M, E). Ve skutecnosti se d4 kovariantn{ diferencial V rozsifit na zobrazen{
V : QP(M,E) — QPTY(M,E) s vyuzitim pomocné afinni konexe na M. Nebudeme to vsak
potfebovat.

Kone¢né, musime si ujasnit, ze pro varietu (M, g, 0) muzeme na prostoru forem QP (M, Px,V)
definovat povléknovy skalarni soucin (-, -)y analogicky jako na Q9 (P, V) = Q°(M, P x, V), jen s
pouzitim Hodgeovy duality. Necht {®; ?L“{V jsou libovolné lokalni generdtory I'(E). Potom na
U C M muzeme psat w = w’ - @, w' = W'k ®;,. Definujeme

(w, )y = (W, w™), - (®;, Pr)v, (7.62)

kde na pravé strané pouzivame povlaknovy skaldrni sou¢in definovany na C;)’O(P7 V) v predchozi
sekci. Snadno se oveéri, ze (-,-)y je (pseudo)skalarni soucin na prostoru QP (M, P x, V).
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Necht A € Q'(P, g) je forma konexe, F' € Q*(M, gp) pifslusnd 2-forma kiivosti. Necht ® €
QS(P, V) je velic¢ina typu p. Muzeme definovat funkciondl

S’[A,@}:/ {—%(F7F)g+(V<I>,V<I>)V—m2(<I>,<I>)V}~wg. (7.63)

Nyni si ukdzeme, Ze tohle je piesné stejny funkciondl jako kalibra¢ni teorie pro dvojici polf (A, ¢)
definovany akei (6.55). V této verzi ovSem nepouzivame lokalni fezy a prislusné lokélni formy
konexe A a hmotové pole ¢. Mimo jiné opravdu vidime, ze skute¢nymi geometrickymi objekty v
pozadi kalibra¢n{ teorie jsou globdlni pole (A, ®).

Tvrzeni 7.4.4. Funkciondl S'[A, ®] je ekvivalentni prepis funkciondlu S[A, ¢].

Dukaz. Muze byt matouci, ze S piseme jako funkciondl od poli (A, ¢). To mé svij puvod ve
fyzice, protoze tam vzdy pouzivaji lokalni objekty. Striktné vzato zavisi i S pouze na dvojici
(A, ®). Oba funkciondly S a S’ jsou integrdly n-forem na varieté M, piicemz v piipadé S jsou
integrandy definované pouze lokélné (a na prunicich se transformuji tak aby definovaly globaln{
n-formu). Necht o : U — P je lokalni fez. Uvazujme nejprve kineticky ¢len. Necht F = o*(2) je
lokdlni forma kfivosti. Mdme

1

SuinlA] = /M((]-‘, Fg -y, (7.64)

kde (F,F))g € C=(U) je (lokalné definovand) funkce
(F, Fg - wg = F* Nseg(F¥) - (tu, tv)g- (7.65)
Na druhou stranu, kineticky ¢len v .S” mé explicitni tvar

1

1 v 1 v
2<Fa F)g TWg = —§(F“,F )g : (‘I)uaq)u)g "Wy = _§FM N *(F ) ’ ((I)H’CI)V)Q’ (7-66)

kde {® #}ii:mlg jsou libovolné lokalni generdtory I'(gp) na néjakém okoli U. Lokaln{ Fez o muzeme

vyuzit ke specidlni volbé lokdlnich generatorii na U. Chceme &, € CF(P, g). Definujeme
®,(0(m)) = tu, (7.67)

kde t,, € g je vektor baze {tu}ii:mlg algebry g. Standardnim zptsobem muZzeme definovat hladké
zobrazeni g : 7~ 1(U) — G vztahem p = o(w(p)) - g(p). Pro libovolné p tak z pozadavku ekviva-
riance ® dostavame jednoznacny predpis

0, (p) = Pula(n(p)) - 9(p)) = Adg(p)—1 Pp(o(n(p)) = Adg(p)-1 (t4)- (7.68)

Z definice g(p-h) = g(p)-h a snadno se tedy ovérf, ze ®,, je Ad-ekvivariantni funkce definovana na

71 (U), a tedy ®, € C3(m1(U),g) 2 Tu(gp). Necht & € O (=1 (U), g). Mdme ®(c(m)) =
f*(m) - t,, pro jednoznacné a hladké funkce f* € C>(U). A tady

O(p) = ®(a(m(p))-9(p)) = Ady(p)-1(2(o(7(p))) = f*(7(p))- Adg(p)-1 (tn) = (f* Pu)(p). (7.69)

Vidime tedy, ze {@M}ii:mlg tvoif lokélni generatory I'(gp) na U. S vyuzitim lokélniho Fezu muzeme
pro m € U psat

(P, @u)g(m) = (Bp, @1 )g(m(0(m)) = (Rpu(0(1m)), @o(0(m)))g = (tustu)g (7.70)
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Zbyva ukdzat, ze komponentni 1-formy F* and F* (pro tyto konkrétni lokdlni generdtory) jsou
stejné. Z definice mame

FMX,Y)e®, =F(X,Y)=QX"Y") = QX" Y") t,. (7.71)
Obeé strany jsou funkce na P, které vycislime v bodé p = o(m). Dostdvame
{FH(X,Y)Hm) -t = {Q(X", Y} o(m)) - L. (7.72)

Nyni si sta¢{ uvedomit, ze o.(X|n,) = Xh|g(m) + #|5(m) Pro néjaké x € g, a podobné pro Y.
Jelikoz 2 je horizontalni 2-forma, dostavame

{Q(X", Y") Ho(m)) = Qo (04(X|m), 0 (Y]m))

(D (X s V) = {FH(X, V) } (). (7:73)

Porovnanim obou stran dostavame vysledek. Tedy Skin[A] = S}, (A). Ekvivalence zbyvajicich
clenu se ukaze uplné analogicky, tj. pfitomnost lokalniho fezu ¢ poslouzi k vybéru vhodnych

lokélnich generatoru C*°(U)-modulu I'y (P x, V). |
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Kapitola 8

Spinova teorie

8.1 Cliffordovy algebry a spinova grupa

Necht V je koneénérozmérny realny vektorovy prostor. Pro kazdé p € N definujeme

TP(V):=V® V. (8.1)

p krat

Konvenéné zavadime T°(V) := R. Pro p € N je tedy T?(V) vektorovy prostor generovany
vektory ve tvaru v; ® - - - ® vp, které spliuji relace

Q- @W M) ® QU =11Q QU QUFMN Q- Quw, Q- Qu,  (8.2)

prokazdéi € {1,...,p} avektory v1,...,vp, w; € V. TP(V) se nazyvé p-td tenzorova mocnina
vektorového prostoru V. Je-li (ei)?;nll(v) baze V', tvoii soubor

(€iy @ @ €i,)(ir,....ip)E{1, )P (8.3)
bazi TP(V). Jinymi slovy T?(V) je koneénérozmérny vektorovy prostor a dim(7?(V)) = nP.
Uvazujme direktni sumu téchto prostoru, tedy

T(V):= P17 (V). (8.4)
p=0

Elementy tohoto prostoru jsou formalni soucty koneéné mnoha elementu z ruznych tenzorovych
mocnin. Napiiklad tedy vyrazu typu 1 + v @ w — ¢ ® y ® z. Pro netrividlni V' je T(V) vady
nekone¢nérozmeérny vektorovy prostor!

Na T'(V) lze zavést asociativni bilinedrni sou¢in ® : T(V)xT(V) — T(V). Pro kazdé p,q € Ny
zavedeme ®,, , : TP(V) x T4(V) — TPT4(V) vztahem

(M@ ®Vp) Opg (W1 R Quwy) (=11 Q- QU QUi ® -+ R Wy (8.5)
pro vsechny vy, ..., vp,w1,...,wq € V, a rozsiiime na bilinedrni zobrazeni. Pro p = 0 nebo ¢ = 0

zavedeme jako A ®g,t := M a t' ®,0 A := A’ pro viechny A € R = T°(V) at € TI(V) a
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t' € TP(V). Soucin ® pak dostaneme pozadovanim bilinerity, napiiklad:

14+vw)®@(rz—-—y®Rz)=1®12— 12 (Y 2)
+WRW) R z— (VO W) Va2 (Y& 2) (8.6)
=12-1QY®2+1UWRT—VvRWRYR 2.

(T'(V),®) se nazyvé tenzorova algebra prostoru V. Trividlné se ovéii, ze T'(V) je asociativni
algebra s jednotkou 1 € T°(V) = R. Tenzorové algebra neni komutationi.

Definice 8.1.1. Idedlem J C T(V) nazyvame podprostor J takovy, ze pro vsechny j € J a
vechny s,t e T(V) plati s®@ j @t € T(V).

Pro kazdou podmnozinu S C T(V) existuje idedl (S) generovany mnozinou S. Je to
unikatni nejmens{ ideal obsahujici mnozinu S. Explicitné ma tvar

(S)=R{t@sat |seS, t,t' eT(V)}. (8.7)
Pro kazdy idedl J C T(V) existuje struktura asociativni algebry s jednotkou na faktorprostoru

T(V)/J. Piipomenme, ze na T(V) se zavede relace ekvivalence t ~t' <t/ —t € J. T(V)/J je
prostor tiid této ekvivalence. Struktura algebry se zavede jednoduse vztahem

[t]-[t'] =[t®t] (8.8)
Tato definice dava smysl pouze v pripadé, ze J je idedl v T'(V). Jednotkou je tiida [1].

Definice 8.1.2. Nechf V je koneénérozmérny vektorovy prostor vybaveny pseudoskaldrnim
soucinem g : V- x V' — V. Uvazujeme idedl J4 (V') definovany jako

JgV) ={veow+wev—2¢w,w)|v,weV}) (8.9)
Cliffordova algebra odpovidajici (V, g) je definovana jako pifslusnd faktoralgebra, tedy

CU(V. g) = T(V)/Jy(V). (8.10)

Jak tato algebra vypadd v praxi? Necht [v] € CL(V,g) je tiida ekvivalence v € V = T(V).
Potom pro kazdé v, w € V dostavame nasledujici relaci:

[v] - [w] + [w] - [v] = [ @ w + w @ v] = 2g9(v, w)[1]. (8.11)

Prostor CI(V, g) je tedy generovany formdlnimi kone¢nymi linedrnimi kombinacemi vektoru tvaru
[v1] -+ - [vp] = [11®- - -@uy]. Je-li (e;)}—; bédze V, snadno se rozmysli, ze kazdy element u € C1(V, g)
lze psét jako jednoznacéné linedrni kombinace

u=Y > ave] e, (8.12)
p=01<i; <--<ip<n

Vidim, ze C1(V, g) je kone¢nérozmeérnd algebra a dim(CL(V, g)) = 2™. Tento rozklad rovnéz zadavé
nekanonicky izomorfismus vektorovych prostori Cl(V,g) = AV. V nésledujicim upoustime od
explicitniho psan{ zdvorek okolo generdtoru [v].
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Piiklad 8.1.3. Necht p,q € Ny a uvazujme V = RPT4 vybaveny standardnim pseudoskaldrnim
soucinem g = n(™9). Obvykle se pouzivé znaceni Cl(p, q) := CI(RP+4, n(pv‘I)).

Uvazujme Cl(1,1) se standardni bdzi (e1,es). Mame tedy g(e1,e1) = 1, g(ea,ea) = —1
a g(er,ea) = g(ea,e1) = 0. Podle predchoziho pozorovani tedy béazi Cl(1,1) tvori vektory
(1,e1,e9,€e1 - €2). Obecny prvek u € Cl(1,1) lze tedy psét jako kombinaci

u=a+ale; +a’es + al?e; - es. (8.13)

Jak vypad4 souéin s jinym prvkem v = B+ te; + 3%ea+B'2e; 5. JelikoZ je (e1, e) ortonormdln{
bézi V', je snadné nalézt souciny bazickych elementu, t.j.

e1-e; = gler,er) =1, (8.14)
es - eg = g(eg,e2) = —1, (8.15)
e1-ea= —eg-e1+2g(er,ea) = —eg - €. (8.16)

Pomoci nich uz snadno spocitame libovolny soucin u - v. Uvazujme napiiklad u = 1+ e1 - e3 a
v = e1 — eg. Potom s pouzitim téchto relaci

u-v=(l4+ey1-e3) -(e1—e3)=€e;1 —€es+ej-e9-€1—€1-€5-€
( 1 2) (1 2) 1 2 1°€2-€1 1°€2-€2 (8.17)
:261—262.

Podobné snadno se da pocitat v libovolné ortonormalni bézi v libovolné Cliffordové algebie.

Piiklad 8.1.4. Uvazujme vektorovy prostor C?? komplexnich matic 2 x 2, vybaveny stan-
dardni asociativni algebrou maticového nésobeni. V tomto prostoru lezi trojice Pauliho matic
{01, 09,03}. Jak zndmo, tyto spliuji antikomutacni relace

{U,’,Uj}EO’Z‘O'j—FO'jO',' :261'3'12 (818)

Uvazujeme-li nyni Cliffordovu algebru C1(3,0), zjistime, Ze zobrazenf W : C1(3,0) — C?? defino-
vané na generdtorech jako W(e;) := o; je izomorfismus algeber, t.j. C1(3,0) = C?2.

Mame dva vyznamné podprostory CI(V,g). Definujeme C1*(V,g) jako u € CI(V,g) majici
netrividlni koeficienty v rozkladu (8.12) pouze u sudgch soucinu generdtoru. Podobné C17 (V] g)
ma netrividlni koeficienty pouze u lichgjch sou¢inu generdtoru. Snadno se ovéri, ze definice nezavisi
na vybéru baze (e;)_; a dostavdame direktni rozklad vektorového prostoru

Cl(V, g) = CI*(V,g) & CI™(V, g). (8.19)
C1T(V, g) tvoif podalgebru CI(V, g). Nyni mizeme definovat dilezity pifklad Lieovych grup.
Tvrzeni 8.1.5. Necht (V,g) je konecnérozmérny vektorovy prostor vybaveny pseudoskaldrnim
soucinem g. Uvazujme pouze V # 0. Definujeme podmnozZinu
Pin(V,g) :={ue Cl(V,g) |u=vy---vg, g(v;,v;) € {—1,1}, k € N}, (8.20)
tedy elementy v u, které lze psdt jako soucin koneéné mnoha elementi z V- C ClL(V,g) normo-
vangich na +1. Ddl oznacujeme Spin(V, g) := Pin(V, g) N C1T(V, g).

Potom Pin(V, g) a Spin(V, g) tvori Lieovu grupu vzhledem k ndsobent indukovanému z C1(V, g).
Pin(V, g) se nazgvd pinovd grupa prislusnd (V, g). Spin(V, g) se nazyjvd spinovd grupa prislusnd
(V,g). Opét se pouzivd standardni znaceni Pin(p, q) := Pin(RP+4, n(P-9)) 4 podobné pro Spin(p, q).
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Diikaz. Ukazme si ze Pin(V, g) tvoil grupu. Je-li vy - v, € Pin(V,g) a wy---wy € Pin(V, g),
zjevné jejich soucin je opét v Pin(V, g). Pin(V, g) obsahuje jednotku 1. Protoze V # 0, existuje
v € V takovy, ze g(v,v) € {-1,1}. Potom 1 = v-v-v-v € Pin(V,g). Inverze k vy --- vy je
+og - - - v1, kde znaménko zavisi na konkrétni normalizaci vektoru.

Jak ukézat, ze tvori Lieovu grupu? Plati, Ze pro kazdou kone¢nérozmérnou asociativni algebru
(A,%4,14) s jednotkou je podmnozina A* := {a € A|a*4b=0b%x4a =14 pro néjaké b € B}
vzdy otevienou podmnozinou A (se standardni topologif). Jelikoz A* je zjevné grupa, tvor{ A*
Lieovu grupu, jejiz Lieova algebra je A vybavend komutdtorem [a, bl 4 := a*4b—bx 4 a. Klasickym
prikladem je maticova algebra A = R™", kde A* = GL(n,R).

D4 se ukéazat, ze Pin(V, g) tvori podgrupu a uzavienou podmnozinu Lieovy grupy C1*(V, g)
a tedy Lieovu grupu. Dikaz pro Spin(V, g) je analogicky. |

Pozndmka 8.1.6. Protoze Pin(V,g) a Spin(V,g) jsou zkonstruovdny jako uzaviené podgrupy
C1*(V, g), jejich Lieovy algebry pin(V,g) a spin(V,g) musi jit ztotoznit s podalgebrami Lieovy
algebry ¢l (V, g) = CI(V, g). D4 se relativné snadno ukézat, Ze obé jsou stejné a plati

pin(V, g) = spin(V, g) = CI*(V,g) = R{e; - ¢ | i < j}, (8.21)

kde (e;)™, je libovolna ortonormélni béze (V,g). Podprostoru CI%(V, g) se iké bivektory v
Cl(V,g), protoze e; - e; — 2e; A e; definuje kanonicky izomorfismus CI*(V,g) = A%V. Dalsi
ekvivalentni popis je CI>(V,g) = {v-w —w-v | v,w € V}.

Kazdy element u € Cl(V,g) lze kanonicky rozlozit jako u = uy + u_, kde uy € Cli(V, g)-
Definujeme zobrazeni 7j : CI(V, g) — CL(V, g) vatahem 7j(u) := uy —u_, tj. CI5(V, g) jsou vlastni
podprostory 7 s vlastnim ¢islem +1.

Lemma 8.1.7. 1) je automorfismus algebry C1(V, g).

Dikaz. Pro kazdé u,v € Cl(V, g) mdme

N(u-v) = f((uy +u-) - (v4 +0-)) =0(ug - vp Fu- v +ug - vo +us - vy)

=Up Vyp +U— -V — Uy -V — U_ - Vp (8.22)
= (ug —u-) - (v —v-) '
= 7)(u) - 7 (v).

Diikaz je hotov. u

Nyn{ si ukdzeme, ze grupy Pin(V, g) a Spin(V, g) maji kanonické reprezentace na prostoru V.

Tvrzeni 8.1.8. Nechf u € Pin(V, g). Definujeme zobrazeni p : Pin(V, g) — GL(V) vztahem

[o(w)](v) := 7j(u) v u™ (8.23)

pro kazdé v € V. Potom plati ndsledujict turzeni:

(i) (V,p) je reprezentace grupy Pin(V, g).

(i) Prouw €V NPin(V,g) je p(u) zrcadlentd okolo roviny kolmé na u, t.j.

oo 2¢(u, v)u
[p(w)](v) = PR (8.24)
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(11i) p md hodnoty v podgrupé O(V,g) C GL(V, g).

(iv) p muzeme interpretovat jako hladky epimorfismus p : Pin(V,g) — O(V,g). Jeho jddro je
ker(p) = {-1,1} & Z,.

(v) Oznacme py restrikci p na Spin(V,g). Potom (V,py) je reprezentace Spin(V,g) na V a
p+ : Spin(V, g) — SO(V, g) je hladky grupovy epimorfismus se stejngm jddrem.

Dukaz. Dokazme nejprve bod (ii), tedy u € V. Ziejmé u = u_ a tedy 7(u) = —u. Protoze
u-u = g(u,u), mizeme psat u~! = g(u,u) tu. Dostdvame tedy
p(u))(v) 1 ~(29(u,v) ~ v )
p(u)](v) = — U-v-u=— g(u,v) —v-u)-u
g(u,u) g(u,u)
(8.25)
2¢(u,v)
=v— —F—"2u
9(u, u)

Zrcadleni okolo roviny kolmé na wu je ortogondlni transformace, t.j. v tomto piipadé p(u) €
O(V, g). Musime si rozmyslet, ze [p(u)](v) € V C Cl(V,g) pro obecné u € Pin(V,g). Ale u =
wy - wg, pro w; € V ospliyjiel g(w;, w;) € {—1,1}, a tedy

[p(u)](v)

ﬁ(w1~-~wk)~v-(w1---wk)_l=ﬁ(w1)~--ﬁ(wk)~v-w,§1-~-wf1
[

p(wy) o0 plwg)](v) €V, (8.26)

protoze p(u) je pusobeni k po sobé nésledujicich zrcadleni vektoru v. Zejména p(u) € O(V,g).
Zéroven snadno vidime, ze p : Pin(V,g) — O(V, g) je grupovy homomorfismu a (V, p) je repre-
zentace Pin(V, g) na V. Mdme tedy dokdzand tvrzeni (i) a (iii).

Hladkost p plyne z faktu, Ze je lze povazovat za restrikci hladkého zobrazeni p : C1*(V, g) —
Hom(V, C1(V, g)) definovaného stejnou formulkou. Fakt, ze p je surjektivni{ plyne z Cartanovy—
Dieudonného véty, kterd iikd: Kazdy element A € O(V, g) lze psdt jako sloZeni nejugse dim (V)
zreadlend. Zbyva nalézt jadro p.

Necht tedy A(u) - v-u~! = v pro viechny v € V. Pifeme u = u; + u_. Potom dostdvame
rovnici (uy —u_)-v=v-(us +u_). Protoze v € V C C1” (V, g), médme dvé nezavislé rovnice

Up V=0V Uy, U_ V= —V- U_ (8.27)

pro kazdé v € V. Necht (e;)"_; je libovolnd ortonormélni béze V. Pisme uy = ay + b_ - ey, kde
ay € CIT(V,g) a b_ € CI(V,g) jiz neobsahuji e;. Protoze u, musi komutovat s libovolnym
v € V, musi komutovat i s ey, a tedy

(ayr +b_-e1)-e1=e1-(ar +b_-e1). (8.28)

Protoze a4 a b_ neobsahuji e;, mame a4 -e; =e;-e4 ab_-e; = —e; - b_. Odtud po dosazeni
ay -e1+gler,er)b_ =aye; —gler,er)b_, (8.29)

tedy b— = 0 a ug = a4 neobsahuje e;. Zopakovdnim tohoto argumentu nemuze u4 obsahovovat

zadny generator e; a tedy uy = A. S pouzitim druhé z rovnic bychom analogicky ukézali, ze
u_ =0 a tedy u = \. D4 se ukézat, ze A € Pin(V, g), pravé tehdy kdyz A € {—1,1}.

Tvrzeni o Spin(V, g) plyne z toho, Ze slozeni sudého poctu zrcadleni mé determinant +1, a
tedy je elementem SO(V,g). [ |
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Tvrzeni 8.1.9. Dd se ukdzat, Ze p : Pin(V,g) = O(V, g) a py4 : Spin(V,g) — SO(V, g) jsou tzv.
dvoulistd nakryti.

Jingmi slovy, p je surjektivnd lokdlni difeomorfismus a kazdy bod A € O(V,g) md okoli U
takové, ze p~Y(U) je disjunktnim sjednocenim dvou souvisljch mnozin difeomorfnich U.

Nakryvaci homomorfismus p : Pin(V, g) — O(V,g) vzdy indukuje izomorfismus algeber p’ :
pin(V, g) — o(V, g). Pro kazdé u € pin(V, g) = C1*(V, g) jej ziskdme formuli

plexp(tu)). (8.30)
t=0

d
/ —

Zde méame usnadnénou situaci, protoze exp(tu) je ,opravdickd“ exponencidla v asociativni algebte
Cl(V, g), tedy absolutné konvergentni suma

exp(tu) Z (8.31)
p=0 p krat
Mam tedy spocitat vyraz
[0 (w)](v) d j(exp(tu)) - v - exp(tu) ! d exp(tu) - v - exp(—tu)
— Zlplex V- ex = Zlex v - exp(—
g at|,y " b at|, 2y ’ (8:32)
=u-v—v-u=:[u,v.

Volme nyni za u generdtory Lieovy algebry pin(V,g), tedy u = e; - e;, kde i < j a (e;)7—; je
ortonormélni baze V. Dostavame

['(ei-e)l(v) =e;-ej-v—v-ee

= 2g(e;, vV-e;j)—V-€-€e
= 2g(<£j ,g()] —)Zg(ez,ij)))e +v-e ]ej —v-e € (8:33)
= 2¢g(ej,v)e; — 2g(e;,v)e;.
Zaved'me si oznaceni &;; pro linedrnf operétor &;; € o(V, g) dany pro i,j € {1,...,n} vzorcem
Eij(v) :==g(ej,v)e; — glei,v)e;. (8.34)
To je oviem obvykld baze algebry o(V, g). Jeji matice vzhledem ke stejné bézi (e;)?_; ma tvar
(&i3)E = glej, e0)8F — glei, e0)dy. (8.35)
Dokézali jsme nésledujici lemma:
Lemma 8.1.10. Indukovany izomorfismus p' : pin(V, g) — o(V, g) md tvar
pllei-e;) =2&;, (8.36)

pro vechny 1 < i < j < n, (&)}, je ortonormdini baze (V,g) a &;; € o(V,g) jsou definované
vztahem (8.34). Zavddime proto novou bdzi (mij)i<; algebry pin(V,g), kde m;; = Le; - e; =
1les,ej]. Potom p(my;) = &;j.

Pozndmka 8.1.11. Vyraz m;; = %[e;, e;] mé dobry smysl pro libovolné hodnoty 4, € {1,...,n}.
Vsimnéte si, Ze m;; = —my; a zejména m;; = 0.
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8.2 Prolongace hlavnich fibrovanych prostoru

Definice 8.2.1. Necht 7 : P — M je hlavni fibrovany prostor se strukturni grupou G. Necht
p: H — G je hladky homomorfismus Lieovych grup.

Hlavni fibrovany prostor w : Q — M se strukturni grupoou H spolu s hladkym zobrazenim
¢ : Q — P nazveme prolongaci P nad p, pokud

i : Q — P je hladké zobrazeni takové, ze mo ¢ = w;
(i) p:Q ] : ¢ = w;

(ii) ¢ je ekvivariantni, t.j. pro kazdé ¢ € Q a h € H plati
p(q-h) = e(q) - p(h). (8.37)

Zobrazeni ¢ mé obvykle velmi podobné geometrické vlastnosti jako homomorfismus p. Pro
nés je dulezité zejména nésledujici pozorovani:

Tvrzeni 8.2.2. Je-li p: H — G nakryti, je i p : Q — P nakryti.

Diikaz. Ukazme nejprve, Ze ¢ je surjektivni. Nechf p € P. Ozna¢me m := 7(p). Pro libovolné
q € Qn, lezi p(q) ve stejném vldkné jako p. Odtud ¢(q) - g = p pro jednoznacné g € G. Jelikoz je
p surjektivni, muzeme psét g = p(h) a tedy

p=¢(q)-9=¢(q) - p(h)=p(q-h). (8.38)

Odtud vidime, ze je surjektivni. Necht ¢ : U x G — 7Y (U) a ¢ : U x H — ¢~ (U) jsou
ekvivariantni trivializa¢ni zobrazeni pro P, resp. pro Q. Definujme hladké zobrazeni ¢ : U — G
vztahem ¢(m, @(m)) = ¢(vp(m,e)). Potom pro kazdé (m,h) € M x H dostdvame

p((m, h)) = (yp(m,e)-h) = p((m,e))-p(h) = ¢(m, (m)) - p(h) = d(m, $(m) - p(h)). (8.39)

Definuju si nynf nové zobrazen{ ¢' : U x G — 7~ 1(U) piedpisem ¢'(m, g) = ¢(m, p(m) - g). Lze
snadno uvidét, ze tento predpis definuje nové trivializaéni zobrazeni pro P adaptované na
p, protoze zobrazeni ¢ ziskd pro kazdé (m,h) € U x H tvar.

p(1h(m, h)) = ¢'(m, p(h)). (8.40)

Vidim, ze ¢'~' o @lw-1@y o =1 x p, coz je ziejmeé lokdlni difeomorfismus. Proto nutné i ¢ je
lokaln{ difeomorfismus.

Abychom dokézali, ze jde o nakryti, stac¢i pro kazdy bod pg € P nalézt stejnomérné nakryté
okoli U C P. Necht mg := m(p). Necht U je souvislé okoli bodu myq spolu s lokalnimi trivializacemi
¢ UxG—rm 1 U)ay:Ux H— w Y(U) splitujici (8.40). Mame py = ¢'(mg, go) pro néjaké
go € G. Protoze p je nakryti, existuje stejnomérné nakryté okoli V' C G bodu gg. Snadno se
rozmysli, ze U := ¢(U x V) je stejnomérné nakryté okoli bodu pg. |

Nadale predpoklddejme, ze p : H — G je nakryti. Potom p indukuje izomorfismus Lieovych
algeber p’ : h — g. Ukazuje se, Ze vertikdlni podprostory a konexe 7 : P — M a jeho prolongace
@ Q — M jsou pevné svazany.

Tvrzeni 8.2.3. Nechf v : Q — M a ¢ jsou prolongaci ™ : P — M nad nakrytim p. Potom
nasledujici fakta jsou pravdivd:
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(i) Necht # : g — X(P) a #' : h — X(P) oznacuje infinitesimdlni generdtory. Potom #'x a
#0' () jsou p-vztaZend pro kazdé x € Y. Jingmi slovy, pro kaZdé q € Q mdme

0 (#4(2)) = #o(0) (0 (2)). (8.41)

Zejména plati p.(Very(Q)) = Very()(Q)-

(ii) Pro kazdou konezi A € QY (P, g) zaddvd A" := p'~1(¢*(A)) konexi na Q. Naopak, pro kaZdou
konexi A" € QN(Q, ) ewistuje prdvé jedna konexe A spliugici tento vztah.

(iii) Ekvivalentné mdme o.(Hor| (Q)) = Horyq)(P) pro kazdé q € Q.

Diikaz. Necht ¢ € Q a = € b jsou libovolné. Potom
, d d d
Pu(#q(2)) = i 5 1q - exp(ta)) = —0(q- exp(te)) = — | @(q) - plexp(te)). (8.42)
t=0 t=0 t=0

Ale p(exp(tx)) = exp(tp'(x)) a tedy na pravé strané dostdvame #.,,)(p'(2)). To dokazuje tvrzeni
(7). Vztah vertikalnich podprostoru je ziejmy.

Necht A € Q(P, g) je forma konexe na P. Zjevné A’ € Q'(Q, h). Musime ovétit axiomy formy
konexe. Pro kazdé ¢ € Q a x € h mame

A'lg(#q(2)) = 07 (Al (0x(Fq(2))) = 07 (Alp() (#o (0 (¢ (2)))) = 2. (8.43)

Na ovéreni ekvivariance je potfeba si rozmyslet, ze pro kazdé x € h a h € H plati formulka
§ (Ady () = Adyy (). (8.44)

To snadno ziskdme z piislusnych definic, protoze

plhexp(ta)h =) = | p(h)plexp(ta))p(h)

P (Adp(z)) = % plexp(tAdp(z))) = %

t=0 t=0 dt]i=o (8.45)
= e @ @) = G expltAdoy(0/(2) = Adn (00
Potom pro kazdy vektor X € T,Q plati
(R (Al ))(X) = A'lgn(Ria(X)) = '~ (Al p(qn) (0 (R (X)) (8.46)

Ale p o Ry = R,(n) © p. Mizu tedy pouzit ekvivarianci formy A a dostdvam

(R (A|g-n)(X) = o'~ H{Ad )1 (Al pq) (9 (X))}
= Adp-1(p"™ (Al (g (9:(X)))) (8.47)
= Ady-1 AL (X),
kde jsme pouzili vyse odvozeny vztah (8.44). Vidime, ze A’ € Q'(Q, b) je opravdu forma konexe.

Naopak, je-li A’ € Q1(Q, ) forma konexe, definujeme pro kazdé p € P a X € T,,P formu A|,
nésledovné. Protoze ¢ je surjektivni, existuje ¢ € Q, ze p = ¢(q). Potom

Alp(X) = P/(A/|Q(Xq)), (8.48)
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kde Xq € T,Q je jednoznaény vektor takovy, ze X = go*(Xq). Musime ovérit nezavislost pravé
strany na vybéru ¢. Je-li ¢(¢’) = p pro jiné ¢', méme ¢’ = q - h pro n&jaké h € ker(p). Z
jednoznacnosti plyne, ze Xy = Rp.(X,). Potom tedy

P/(A/|q’ (Xq’)) = Pl((RZ(A/|q))()iq)) = P/(AdhflA/‘q(Xq)) (8.49)

= Adp(h)’lp/(A/l Xq)) = P/(A/|q(Xq))-

Zbyvé ukazat, ze A|, definuje hladkou formu, ale to snadno plyne z toho, ze ¢ je nakryti (lokalni
difeomorfismus). To dokazuje tvrzeni (ii). V dikazu tvrzeni (iii) staci ovéfit, ze ¢, (Hor(Q)) je
v jadru Al pro viechna g € Q, ale to je zfejmé.

Lokalni fezy hlavni fibrace P a fibrovaného prostoru @ jsou opét v blizkém vztahu. K tomuto
potifebujeme jedno obecné tvrzeni:

Tvrzeni 8.2.4. Necht v : Q — P je nakryti. Necht M je souvisld a jednoduse souvisld varieta.
Necht o : M — P je hladké zobrazeni. Necht mg € N je libovolny bod a zvolme gy € Q takové,
Ze p(qo) = o(mo).

Potom existuje prdvé jedno hladké zobrazeni 6 : M — Q takové, Ze p o6 =0 a 6(ng) = qo.

To se nam bude hodit pro nésledujici pozorovani:

Tvrzeni 8.2.5. Necht m: P — M je hlavni fibrovans prostor a w : Q — M, ¢ : Q — P jeho
prolongace nad nakrytim p: H — G.

Necht o € Ty (P) je lokdlng vez, kde U je souvisld a jednoduse souvisld oteviend mnoZina.
Necht mg € U a qo € ¢ *(o(myg)). Potom existuje jednoznacny vez 6 € Ty (Q) takovy, Ze
pod = 0. Mnozina ¢ *(a(mg)) a tedy i mnozina moznych zdvihii & je nanejvys spocetnd a
izomorfni normdlni podgrupé K = ker(p) C H.

Diikaz. Prvni ¢ast plyne z predchoziho tvrzeni, pokud ovéfime, ze & je tez. Ale z definice pro-
longace plyne, ze wo 6 = (rop)od =moo = 1y.

Druhé ¢ést tvrzeni plyne z nésledujiciho. Necht V' je stejnomérné nakryté okoli bodu o (my).
Potom kazdy z bodi ¢~ !(c(mg)) musi lezet v jiné komponenté souvislosti variety ¢~1(U),
kterych muze byt nanejvys spo¢etné mnoho.

Koneéné, necht ¢ € ¢~ !(c(mo)) je jiny bod. Protoze w(q)) = w(qo), existuje h € H takové,
ze qy = qo - h. Potom ale ¢(q() = ©(qo - h) = ¢©(qo) - p(h), z ¢ehoz plyne p(h) = e a tedy h € K.
Necht 6'(m) := 6(m) - h pro kazdé m € U. Zjevné po 6’ =0 a 6'(mg) = qo - k = ¢}, a tedy 6’ je
piislusny zdvih. ]

8.3 Spinovy bandl
Necht (M, g,0) je varieta s metrikou a orientaci. Predpoklddejme, Ze g m4 signaturu (p, q) Nyni

ukdzeme, Ze za pomoci piidanych struktur muzeme sestrojit kanonicky hlavni fibrovany prostor
O% (M), jehoz strukturni grupou je SO(p, q). Sestroji se podobné jako F(M), ale tentokrat

0T (M) = Unen& (T M), (8.50)

kde 5;‘(TmM) je mnozina pravotocivijch ortonormdlnich bazi T,, M.
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Lemma 8.3.1. Necht e € £ (T,,,M). Necht ¢’ € E(T,, M) je libovolnd jind bdze. Zejména tedy
e =e- A pro unikdtni A € GL(n,R).

Potom ¢’ € Ef (T M) prdvé tehdy kdyz A € SO(p, q).

Diikaz. Nechf e = (ey,...,en) € EF (TrnM). Méme tedy g(e;, e;) = nff’q). Necht ej = Ale;.
Potom podminka ortonormality béze (ef,...,e},) dava rovnici

0P = g(e) €)= g(Aler, Ale)) = AFALyD? (8.51)

Maticové tedy n®9) = ATy A, coz je presné podminka A € O(p, q). Ma-li byt e/ pravotociva,
mus{ byt (z definice pravotocivosti) det(A) > 0 a tedy A € SO(p, q). [ |

Tvrzeni 8.3.2. Necht (M,g,0) je varieta s metrikou a orientaci, kde g md signaturu (p,q).
Potom 7 : OT (M) — M tvoi hlavni fibrovany prostor se strukturni grupou SO(p,q) a akci a
trivializaci definovanou stejné jako pro F(M).

O1 (M) se nazyvd fibrace ortonormdlnich pravotoéivych repéri. Lokdlni fezy Oy (M)
odpovidaji polim ortonormdlnich pravotocivijch repéri.

Diikaz. Dukaz kopiruje vSechna tvrzeni pro F(M). [ |

Konexe na F(M) odpovidaly afinnim konexim na M. Neni pfekvapivé, ze OT (M) odpovida
jisté jejich podtiidé. Jelikoz jsme kromé orientace pridali metriku g, vysledek neni prekvapivy.

Tvrzeni 8.3.3. Konexe na O (M) odpovidaji metrickym afinnim konexim vzhledem k me-
trice g, t.j. kovariantni derivace spliuje pro viechny X,Y, Z € X(M) rovnici

X.g(Y,Z) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) (8.52)

Diikaz. Nechf (eq,...,e,) je ortonormalni pravoto€ivé pole repérii na U C M. Pro X = e,,
Y =e, a Z = e, ma podminka (8.52) tvar

0= g(Ve,en,ec) + glev, Ve,ec) = g(Thzens ec) + glep, Tr ex)

(8.53)
= Fllfankc + Flz’anbka

kde piseme 14 = g(eq, €p). To ukazuje, Ze vyraz [epg := F’gan,(i’Q) je antisymetricky v indexech c

a b. Prislusné lokalni formy konexe muzeme nyni prepsat jako

A 1 )

& =Qf By = (Tj.e) By = (Tapee® )™ By = §(Fabcec){n“’“ By — 1" EL}, (8.54)
kde jsme pouzili predpokladanou antisymetrii I'qp. v prvnich dvou indexech. Oznatme matici

napravo jako £%. Vidime, ze £%° = —&%. Tvrdime, ze (£%°),<p tvoii bazi o(p,q) a jeji vztah s
maticemi &;; v prvni sekei této kapitoly je jednoduse £.4 = NeaNap€®. Mame

(E%)s =™ (ER). — 0 (ER)E = n™ 6%, — nPhoss), = n™6h — n"'s? (8.55)
Odtud tedy dostavame vyraz

(Eca)s = Neanas(n™ 65 — "' 65) = 14;0% — 0ej0y- (8.56)
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Ale to je piesné vyraz (8.35). Je ziejmé, ze matice (£%°),<; tvoil bazi o(p,q) a pravé jsme
dokazali, ze lokalni formy konexe muzeme psat jako

~ 1 - cab - c
W= §wab5 b — Zwabc‘: b @ab = Lapee®. (8.57)
a<b

Vidime, ze @ € QY (U,0(p, q)). Postupem analogickym ke konstrukci na F(M) se nyni ukaze,
7e 1ze z takovych forem vyrobit globdlni formu konexe w € QY(OF(M),0(p, q)) a kazd4 takova
zadava metrickou afinni konexi na M vzhledem k metrice g. |

Nyn{ pfipomenme, ze mdme dvoulisté nakryt{ py : Spin(p,q) — SO(p, q). Zaroven jsme pro
danou varietu (M, g, 0) zkonstruovali hlavni fibrovany prostor m : OT (M) — M se strukturn{
grupou SO(p, ¢). MiiZeme se tedy ptét, jestli existuje prolongace O (M) nad morfismem p, .

Definice 8.3.4. Prolongace w : S(M) — M, ¢ : S(M) — O*(M) nad nakrytim py :
Spin(p,q) — SO(p,q) se nazyvd spinovy bandl nad M, nebo téz spinova struktura na
M. Variety, které pripousti existenci spinové struktury se nazyvaji spinové variety.

Pozndamka 8.3.5. Ne kazda orientovana varieta s metrikou je spinova. Na jedné varieté muze
existovat nékolik neekvivalentnich prolongaci OF (M) a tedy i spinovych struktur. V nésledujicim
tedy budeme piedpoklddat, ze méme spinovou varietu (M, g, 0) a zafixovali jsme spinovy bandl
@ : S(M) — M (spolu se zobrazenim ¢ : S(M) — Ot (M).

Tvrzeni 8.3.6. Necht o : U — O (M) je lokdlni Fez (a tedy pole ortonormdlnich pravotoéivijch
repéri na U), kde U je souvisld a jednoduse souvisld oteviend mnoZina.

Potom ezistuje hladky 7ez 6 : U — S(M) takovy, Ze p o 6 = o. Jediny dalsi takovy Tez
je &' := 6 - (—1). KaZdému poli ortonormdlnich pravotocivijch repéri na souvislém a jednoduse
souvislém U odpovidaji pravé dva zdvihy na ez spinového bandlu.

Tvrzeni 8.3.7. Konexe na spinovém bandlu S(M) odpovidaji jednoznacné metrickym konexim
na M wvzhledem k metrice g. Necht w € QY(OT(M),0(p,q)) a w' € Q(S(M), pin(p, q)) jsou ve
vztahu jako v Tvrzend 8.2.8. Necht o € Ty (O (M) je lokdlni vez odpovidagici poli pravotocivijch
ortonormdlnich repéri a necht & € Ty (S(M)) je jeho zdvih, tj. po & = 0.

Necht & = 0*(w) a &' = 6™ (') jsou prislusné lokdini formy konexe. Potom & = p'(&').
Oznaéme (m®),<p bdzi pin(p,q) definovanou jako m® := n*nim,;, kde (m;;)i<; je bdze
pin(p,q) z Lemma 8.1.10. Mizeme psdt & =Y, _, @b a &' =Y, _, &,m®. Potom

&y = Gab. (8.58)

Koneri ' se 7ikd spinovd konexe, a je jednoznacéné uréend metrickou afinni konexi, kterou
untkdtné koduje konexe w.

Diikaz. Vztah mezi w a w’ 1ze psét jako p'(w') = ¢*(w). Plsobenim 6* dostaneme rovnici

pl&) = (6" 0p")(w) = (p06)"(w) =0"(w) = . (8.59)
Rovnost komponentnich forem plyne trivialné z Lemma 8.1.10, protoze
i / 1A ab 1A/ / ab 1A/ ab

§&) = P (Glm™) = Slupl (™) = S0l E, (5.60)

ale prava strana je dle jiz dokdzaného rovna w = %d}abgab. To implikuje (8.58). |
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Na spinovém bandlu se spinovou konex{ miizeme uvazovat nasledujici konstrukci. Necht s €
S(M) je libovolny bod. Potom ¢(s) € O (M) je z definice pravoto¢ivd ortonormalni béze T,, M,
kde m = w(s) = w(p(s)), oznacme ji jako p(s) =: (e1(s),...,en(s)). Kazdy z téchto tecnych
vektori muzeme horizontalné zdvihnout zpét do bodu s, tj. sestrojit

Ea(s) == (eq(s))" € Hory(S(M)) C T, S(M), (8.61)
pro kazdé a € {1,...,n}. Ukazuje se, ze timto zpusobem definujeme hladka vektorova pole.

Tvrzeni 8.3.8. Predpis &,|s := E4(s) definuje globdlni hladké horizontding vektorové pole &, €
X(S(M)) pro kazdé a € {1,...,n}. (&1,...,&n) jsou globdlni generdtory horizontdlni distribuce
Hor(S(M)). Necht u € Spin(p,q) a necht A := p(u) € O(p,q). Potom

Rux(&2) = (A71)Ps,. (8.62)
Diikaz. Na souvislém a jednoduse souvislém okoli U zvolme fez o : U — O (M), neboli pra-

vototivé ortonormalni pole repérii (fi,..., fn) na U. Nechf 6 : U — S(M) je n&jaky jeho zdvih.
Potom obvyklym zpiisobem dostdvdme hladkou funkci u : =1 (U) — Spin(p, q) splitujici

s=6(wm(s)) - u(s). (8.63)

Oznaéme A := pou:w (U) — SO(p, q). Zaptisobenim ¢ na obé strany tedy dostdvdme
p(s) = o(w(s)) - A(s). (8.64)
Odtud dostédvéme vztah eq(s) = A(S)} fp|w(s). Horizontalni zdvih je linedrn{ zobrazeni a proto
Eals = Als)e fss (8.65)

kde f}' jsou horizontéln{ zdvihy vektorovych poli fi,..., fn € Xy(M). To ale dokazuje, 7e &,
jsou hladka vektorova pole. Zfejmé tvoii globalni generatory horizontalni distribuce, protoze na
@1 (U) je 1ze pomoci hladkych funkci nakombinovat z generdtort (ff, ..., f1).

Necht u € Spin(p,q) a A := p(u). Jelikoz E,|s = (ea(s))?, je nutné R,.(E.|s) horizontdlnim
zdvihem téhoz vektoru do bodu s - u, tj. Ru«(Eals) = (ea(s))?,,. Navic miizeme psat

ea(s) = @(s)a = @(s-u-u"")a = (¢(s-u) - pu)™a

B B (8.66)
= (A )ap(s - u)y = (A7 )gen(s - ).
Odtud pak okamzité dostavame kyzenou rovnici, protoze
Rus(Eals) = (eals))su = (AN (en(s - w)) iy = (AT1)2E s (8.67)
Ditkaz je nyni hotov! ]

8.4 Spinorové reprezentace, spinorova pole

Uvazujme nyni reprezentaci (W, () asociativni algebry C1(V,g). Jingmi slovy, mdme linedrn{
zobrzeni ¢ : CI(V, g) — End(W) spliujici

Clu-u') =¢(u) o (u), ¢(1)=1y. (8.68)
Necht (e;)™; je ortonormdlni baze (V,g). Pro kazdé a € {1,...,n} zavedeme oznaceni e* :=
n®%e,. Pro zmateni nepiitele (e!,...,e") je nova béaze V, nikoliv dudlni baze V*. Neni piilis

tfeba je explicitné rozliSovat, protoze jsou spolu jednozna¢éné izomorfismem V =2 V* indukovanym
metrikou g.
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Tvrzeni 8.4.1. Necht (W, () je reprezentace CI(V, g). Necht (e;)"_, je ortonormdini bdze (V,g).
Potom reprezentace je jednoznacné uréena obrazy v* := ((e*) € End(W), které spliuji

Yot 448 ot =2 1y (8.69)
Pro kazdé u € Spin(V, g) pak platd identita
C(u) oy o ¢(u) ™ = (AT1)5", (8.70)

kde A je matice operdtoru p(u) vzhledem k bdzi (e;)_. Reprezentace (W, () indukuje reprezentaci
grupy Spin(V, g) na prostoru W, kterou nazgvime spinorovd reprezentace.

Dikaz. S vyuzitim standardni relace pro vektory v Cliffordové algebie dostdavame pro bazi
(e*)_, prostoru V vztah

e e el et = n¥inti(e; e; +ej ;) = nnPI2m;; = 0. (8.71)
Na tuto relaci muzeme vypustit ¢ a dostaneme (8.69). Zbyva ukazat relaci (8.70). Z definice
nakryvactho homomorfismusu p : Spin(V, g) — SO(V, g) mdme pro kazdé u € Spin(V, g) a kazdé
v €V vztah [p(u)](v) = u-v-u~t, kde miizeme vynechat operator # protoze u € C17(V, g). Pro
kazdé a € {1,...,n} pokldddme v = e* a dostdvame

w-e® - umt = [p(w)](e?) = n*[p(u)](e;) = 1" Ale; = (1" Alnjp)e’. (8.72)

Nyni si stac¢i povSimnout, ze n“iAznﬂ, = (n7'ATn)¢ = (A=1)¢. To plyne z toho, ze A € SO(p, q).
Vskutku, takova matice z definice spliiuje rovnici

ATHA =1, (8.73)

Vynésobenfm rovnice 7! zleva dostdvame (p7*ATn)A = 1,, a tedy A~ = =1 ATy, Vidime,
1_

tedy, 7ze platf rovnice u-e®-u~! = (A~1)%eb. Zapiisobenfm ¢ na obé strany dostévéme (8.70). W
Piiklad 8.4.2. Uvazujme (V,g) = (R*, n3D). Sestrojime redlnou vérnou reprezentaci C1(V, g)
na prostoru R*. Podle ptedchozi véty staéi zadat y-matice, které se v tomto piipadé obvykle
oznacuji (7°,v1,v%,7%) a matice skaldrniho sou¢inu vzhledem ke standardni bazi (eo, ey, €2, e3)
prostoru R* mé tvar n(>Y) = diag(—1,1, 1, 1). Definujeme

0 __ 0 —iUQ 1 _ 0 —iUQ 2 (01 0 3 __ (03 0
7= (—iUQ 0 = ’iUg 0 = 0 g1 = 0 g3 ’ (874)

Vsechny matice jsou realné - jednd se tedy o redlnou reprezentaci C1(3, 1) na R%. D4 se ukazat, z
se jednd o vérnou reprezentaci, tj. ¢ : CI(3,1) — R** je monomorfismus. Protoze dim(CI(3,1)) =
dim(R**) = 16, je to navic izomorfismus, t.j. C1(3,1) = R**. { se nazyv4d Majoranova repre-
zentace Cliffordovy algebry Cl(3,1).

@

Piiklad 8.4.3. Pro (V,g) = (R*,7("%) neexistuje realnd vérnéa reprezentace Cl(1,3) na R,
protoze potom by nutné platilo C1(1,3) = R** = CI(3, 1), coz se vi, Ze nenf pravda. Existuje ale
vérna komplexni reprezentace na C*, kde pii oznaceni z piedchoziho piikladu

o_ (12 0 i (0 oy .
v _(0 1, 7= e 0 pro i € {1,2,3}. (8.75)

Této reprezentaci se ikd Diracova reprezentace Cliffordovy algebry Cl(1,3).
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Nyni se dostdavame ke kyzenym veli¢indm pro fyzikalni teorie obsahujici fermiony.

Definice 8.4.4. Nechf (W,() je spinorové reprezentace Spin(p,q). Potom ¥ € QF(S(M), W)
nazyvéme spinorovym polem. Ekvivalentné, ¥ € I'(S(M) x W).

Tvrzeni 8.4.5. Necht o : U — O1T(M) je lokdlni Fez definovany na souvislém a jednoduse
souvislém U C M, neboli pravotocivé ortonormdini pole repérii na U. Necht 6 : U — S(M) je
jeden ze dvou jeho zdvihi. Necht (W, () je spinorovd reprezentace Spin(p, q).

Potom lokdlni spinorové pole definujeme vztahem
Y= 6%(0) € QU W). (8.76)
Necht 6" : U — S(M) je druhy ze zdvihi a ' = 6"*(V). Potom ¢’ = —1).

Dukaz. Jelikoz 6' = 6 - (—1), kde —1 € Spin(p,q), z obvyklych transformacnich vlastnost{
lok&lnich veli¢in typu ¢ mame

V' ==Y = ((=1)Y = —C(1)Y = . (8.77)

Tim je dukaz hotovy. |

8.5 Diractiv operator, Diracovo pole
Piipomenme, Ze na S(M) méame kanonickou n-tici vektorovych poli (£,)?_,. Necht (e,)"_; je
standardn{ ortonormalni baze v (RPT1, 7).

Tvrzeni 8.5.1. Necht (W, () je spinorovd reprezentace Spin(p, q). Necht 3 € Q’Z(S(M),W) je
horizontdlni forma typu ¢. Definujeme operdtor ig vztahem

igB =", 0, (8.78)

kde v* := ((e®). Potom igf3 je horizontdini (k — 1)-forma typu .

Necht 6 : U — S(M) je libovolny lokdlni vez. Necht o := @ o6 : U — ST(M) je odpovidajici
lokdlni Fez definugici pole pravotocivych ortonormdlnich repéri (f,)?_; na U. Necht b := 6*(B)
je odpovidajict lokdlni forma. Potom

(}*(igﬂ) = 'y“ifab. (8.79)

Diikaz. Pro kazdé x € pin(p, q) dostavéme iy, (igB) = —ig(ix3) = 0 a tedy S je horizontalni.
Necht u € Spin(p, ¢) a oznaéme A := p(u) € SO(p, q). Potom muzeme psat

Ry, (igB) = 1" Ry (ig, ) = 71"ir, , (e Ru(B) = Agy“ie, (C(u™")B) = Agy*C(u™")ig, B, (8.80)
kde jsme vyuzili (8.62). S vyuzitim (8.70) mizeme psat A2y® = ((u~1)y*¢(u). Dosazenim

Ry (ighB) = ((u™" ) ie, B = C(u™")(igB).- (8.81)

To dokazuje, ze ig 3 je (k—1)-forma typu (. Zbyva ukazat vztah (8.79). Pfipomenme, ze pro kazdé
m € U mdme E|s(m) = [2|5(m) = 64(falm) + vertikdlni vektor. Protoze 3 je podle piedpokladu
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horizontalni forma, muzeme pro vsechny Xy, ..., Xx_1 € T, M pséat

(67 (ig B)]lm (X1, - -+, Xio) = [igBllo(m) (5(X1), - -+, 64 (Xk—1))
= 7Bl (m) (Eals(mys x(X1)s - - 6u(Xk—1))
= 7Bl (m) (0« (falm)s x(X1),s - - 0u(Xp—1)) (8.82)
= Y| m (falm, X1y, Xk—1)
= [y*if,, 0llm (X1, ..y Xp—1).

Coz bylo dokézati. [ |

Tvrzeni 8.5.2. Necht (W,() je spinorovd reprezentace Spin(p,q). Necht 8 € Q’g(S(M),W)
je horizontdlni forma typu (. Necht ' € QY(S(M),pin(p,q)) je spinovd konexe. Definujeme
operdtor ) vztahem

B = (ig o D)(8), (5.53)
kde D je vnéjsi kovariantni derivace odpovidajici '. Potom IDB je opét horizontdlni k-forma
typu C.

Necht 6 : U — S(M) je libovolny lokdlni vez. Necht o := @ o6 : U — ST(M) je odpovidajici
lokdlni Fez definugici pole pravotocivych ortonormdlnich repéri (fo)?_; na U. Necht b := 6*(B)
je odpovidajict lokdlni forma. Potom

& (DB) = Pb = 4", (Db). (8.84)

D se nazjvd Diracidv operdtor.
Diikaz. Vsechno plyne trivialné z predchoziho tvrzeni a vlastnosti vngjsi kovariantni derivace. W

7 hlediska fyziky nas pochopitelné nejvice zajimaji transformacni vlastnosti lokalni verze
Diracova operatoru P. Zavedme si nasledujici notaci. Necht 6’ : U’ — S(M) je jiny lokaln{ fez.
Pifslusnou kalibra¢n{ transformaci ozna¢me jako u: U N U’ — Spin(p, q).

Tvrzeni 85.3. Necht 6 : U — S(M) a 6 : U — S(M) jsou dva Fezy spjaté kalibracni
transformaci u : U N U’ — Spin(p, q). Potom na U NU' plati vztah

P = ((aH)PC(w). (8.85)

Zejména pokud 6 : U — S(M) a 6" : U — S(M) zaddvaji stejné pole ortonormdlnich pra-
votocivyjch repériioc = o & = poé’ na U, mame P = ﬁ/.

Diikaz. Necht p € Q’E(S(M),W) je horizontélni forma typu ¢. Ozna¢me m := 6*(u) a m’ =
6'*(p). Z jiz dokdzanych vlastnosti vnéjsich kovariantnich derivaci vime, ze D'm’ = ((u=!)Dm.
Definujme funkci A := pou: UNU" — SO(p,q). Necht (f,)"_; a (f.)?_, jsou repérovd pole

odpovidajici 6 a ¢’. Na U N U’ plati f; = Af f,. Odtud potom
PV = 7% (DY) = Alyiy, (C(u™)Db) = (C(u)y*¢(w))¢(u")iy, Db
= ((u™")(7"ig, D) = ((u™")(P0).

S piihlédnutim k faktu, ze na U N U’ plati ¥’ = ((u™!)b, dostaneme snadno relaci (8.85). Pokud
6 a ¢’ zaddvaji stejné pole ortonormélnich pravotocivych repéri, je u na kazdé komponenté
souvislosti U rovna +1. Protoze ((+1) = +1w, piipadné vlastnosti, plyne tvrzen{ z (8.85). MW

(8.86)
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Pojd'me si nyni nalézt explicitni vyjddieni Diracova operatoru na lokdlnich spinorovych polich
1. Budeme predpokladat nasledujici zadand data:

(i) spinové konexe w’, odpovidajici jednozna¢né metrické afinni konexi na M vzhledem ke g;
(ii) spinorové reprezentace (W, () grupy Spin(p, q);

(iii) volba kalibrace 6 : U — S(M) indukujici pole pravotocivych ortonormalnich repéru (f,)r_,
na U odpovidajici fezu o := po 6 : U — OT(M);

(iv) soutradnice (z*)};_; na okoli U;

(v) bézi (Ea)ii;nl(w) reprezentacniho prostoru W.

K vypoctu budeme potiebovat jesté nasledujici pozorovani. Jak vypada pfidruzena reprezentace
(W, ¢’) algebry pin(p, q)? Protoze (W, ) pochdzi z reprezentace ¢ asociativni algebry Cl(p, q), d&
se snadno rozmyslet, ze ¢’ je indukovand restrikef ¢ na pin(p, q) C Cl(p, q).

Vstutku, pro kazdé = € pin(p, q) mame

o0

¢ = Gl = 5 (O peom=F Y-
t=0 =0 k=0"" k krat =0k=0 T T (8.87)
— % exp(t¢(z)) = ((x).
t=0

Ze homomorfismus algeber ¢ muze vlézt i dovniti nekone¢né sumy vyzaduje néjakou praci s
normami, kterou si radi odpustime.

Necht ¥ € Q(S(M), W) je spinorové pole a o = 6*(¥) piislusna lokdln{ verze. Muzeme psat
Y = Y*E,. Pro kazdé a € {1,...,n} mazeme psét f, = f/0, pro funkce f# € C*°(U), kterym
se také nékdy Fikéd wvielbeinovd pole. Operdtory v* € End(W) rovnéz muzeme psat vzhledem k
bazi, tj. ¢ Ea =: v Epg.

Pripomenme, Ze lokdlni forma konexe mé tvar &' = %(Fbcafa)mbc, kde Tupe = narl}. se
ziskaji z Christoffelovych symboli konexe V vzhledem k repérovému poli (f,)7_;. Z vyuzitim
rovnice (6.22) tedy dostavdme vyraz

B = 7ig, (0 + C@)9) = 4 (F0, + 3 Toeal ("))

1 (8.88)
= VG(fffa;ﬂ/J + grbca [’va ’yc]'@/])
Vzhledem k tomu, ze T'peq = —T'cpa, muzeme vyraz psit o néco jednoduseji jako
1 ,
Py = 5" (J20ut + Toca?" v ). (8.89)

Toto je sprdvnd forma (lokélnfho) Diracova operdtoru v prostorech s netrividlni metrikou g s
pouzitim obecné metrické konexe V.

Piiklad 8.5.4. Pro M = R* a plochou Minkowského metriku 7(*3).

K dispozici mame globédlni pole ortonormdélnich pravotocivych repéru (a%)izo. To nam
zaddva globdlni trivializaci OT (M) = M x SO(1,3). Snadno tak muZeme sestrojit prolongaci
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O (M) v podobé trividlni fibrace S(M) = M x Spin(1,3), kde ¢ : S(M) — O+ (M) mé expli-
citni tvar o(m, u) := 9|, - p(u), kde O|m = (Oolm, O1|ms O2|m, O3|m)-

Potom &(m) := (m, 1) definuje globéln{ fez S(M) a ¢ := ¢ o & odpovidd prévé poli repéru
(9u)3—o- Druhy fez odpovidajici tomuto poli repéri je ¢'(m) = (m,—1). Za metrickou afinni
konexi V muzeme zvolit Levi-Civitovu konexi odpovidajici n(13). Takové m4 ale trividlni Chris-
toffelovy symboly vzhledem k souradnicovému poli repéru (8#)220.

Dostévéme tedy otekdvanou formulku pro Diractiv operdtor: i) = v#9,1).

Nyni je jiz snadné vymyslet vhodny i¢inek pro spinorova pole .

Tvrzeni 8.5.5. Necht (W, () je komplexni spinorovd reprezentace Spin(p, q) na W. Necht {-,-)w
je C-invariantni pseudoskaldrni soucin na W. Oznaéme g metriku signatury (p,q) definujici fib-
raci OT (M) a S(M).

Necht U1,¥, € Qg(S(M), W) jsou spinorovd pole Zvolime-li lokdlnt kalibraci 6 : U — S(M),
muzeme definovat ¥y = 6*(V1) a g := 6*(Vs) a funkci

(1, 92)w = VU5 (Ea, Bg)w, (8.90)

kde (Eq)2_q je libovolnd bdze W. Potom (1, v¥2))w je kalibracéné invariantni a tedy definuje
globdlnt funkci, kterou muZeme vyintegrovat a dostat pseudoskaldrni soucin:

(o, Ya)w = /M<<w1,w2)>w g, (8.91)

Diikaz. Je-li 6’ : U — Spin(p, q) jind volba kalibrace, mame kalibraén{ transformaci u: UNU’ —
Spin(p, q) a vztahy ] = ((u=')y a ¥y = ((u1)yy. Protoze je (-, -)w podle piedpokladu
(-invariantni, snadno vidime, ze (11, %2))w (m) = (¥1, ¥5)w(m) Pro véechny m e UNU’'. N

Piiklad 8.5.6. Uvazujme W = C* a Diracovu spinorovou reprezentaci Spin(1,3) z pifkladu
(8.4.3). Potom na C* existuje (-invariantn{ skalarn{ soucin definovany pro 11,1, € C* vztahem

(1, U2)w 1= 1tb2 = ]y . (8.92)

Pro hermitovské sdruzeni y-matic plati relace (7#)7 = 4%4#40. Necht v € R* je libovolny
vektor normovany na =+1, t.j. 77(1’3)(u, u) = +1. Z definice grupy Spin(1,3) staéi ukdzat, ze
(C(u)r, C(u)h2))w = (1, o). PiSeme-li u = uye?, mdme

C(u)r, C(u)a)w = uaupt (v") 07 P2 = wauptp Iy v (1°) 24 4,

(8.93)
= wqupt)] 7"y .
S pouzitim standardnich relaci mezi vy-maticemi muzeme psat
a. b 1 a b 1 a b ab 1 a b
v =50+ S T = 0w + 50 (8.94)

Protoze viak vyséitavame pies vyraz u®u’ symetricky v indexech a a b, miizeme na komutétor
zapomenout a dostavame

(C(w)r, C(wv2)w = uaupn™ iy e = n3) (u,w) - (11, 92)w = £ (W1, ) (8.95)

s v

Obecny element Spin(p, q) je souéin u; - - - ug, kde n*3) (u;, u;) = £1 a k je sudé éslo.
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