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Předmluva

Vážeńı studenti a jińı čtenáři. Do rukou se vám dostaly poznámky z předmětu Geometrické
Metody Fyziky 2 v podobě vyučované poč́ınaje letńım semestrem akademického roku 2016/2017.
Nejedná se o oficiálńı skripta k předmětu. V textu se s pravděpodobnost́ı hranič́ıćı s jistotou
nalézá velké množstv́ı chyb a překlep̊u. Autor tohoto textu bude vděčný za každého pozorného
čtenáře, neváhejte se ozvat. Š́ı̌reńı tohoto textu provádějte s rozmyslem, jedná se pouze o učebńı
pomůcku, nikoliv o oficiálńı publikaci vyhovuj́ıćı běžným akademickým standard̊um.

Přednáška je z velké části inspirovaná př́ıstupem ve skvělé knize Mariána Fecka [1], kapi-
toly 13, 16, 19-21. V d̊ukazech se občas použ́ıvaj́ı podrobněǰśı vlastnosti hladkých zobrazeńı
(pod)variet. Velmi pěkná (včetně moderńıho značeńı) kniha na toto téma je [3]. V posledńı kapi-
tole jsme použili konstrukci asociativńıho fibrovaného prostoru, která se v téměř identické podobě
nacháźı v třet́ı kapitole knihy [4]. Alternativńım zdrojem pro nauku o hlavńıch fibrovaných pro-
storech je [5]. Standardńım textem (pro mı́rně pokročilé čtenáře) je i klasická kniha [2]. Do jej́ıho
čteńı se pouštějte jen s dostatkem volného času a odvahy.

Př́ıjemné čteńı vám přeje Heinrich der Vogler, vévoda saský a král východofranský.
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5 Vněǰśı kovariantńı derivace, forma křivosti 47
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8.2 Prolongace hlavńıch fibrovaných prostor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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Kapitola 1

Lokálńı kalibračńı invariance

1.1 Maxwellovy rovnice

Standardńı diferenciálńı tvar Maxwellových rovnic je následuj́ıćı. Necht’ (E,B) jsou vektory in-
tenzity elektrického pole a magnetické indukce. Maxwellovy rovnice jsou:

rot E + ∂tB = 0, div B = 0, (homogenńı rovnice) (1.1)

div E = ρ, rot B− ∂tE = j. (nehomogenńı rovnice) (1.2)

Použ́ıváme soustavu kde c = 1, abychom si ušetřili práci. Primárńım ćılem této části je ukázat,
že (E,B) mohou být zakódovány do 2-formy F ∈ Ω2(E1,3) na varietě Minkowského prostoru
E1,3 ≡ (R4, g), kde g je Minkowského metrika. F se nazývá tenzor elektromagnetického
pole. Maxwellovy rovnice źıskaj́ı extrémně jednoduchý tvar:

dF = 0 (homogenńı rovnice) , δF = −j (nehomogenńı rovnice) , (1.3)

kde j ∈ Ω1(E1,3) je 1-forma proudu. V následuj́ıćım si vysvětĺıme význam všech př́ıtomných
ṕısmenek. d je obyčejná vněǰśı derivace d : Ω2(E1,3)→ Ω3(E1,3).

1.1.1 Hodgeova dualita

Necht’ (M, g, o) je libovolná orientovaná varieta vybavená metrikou.

Připomeňme si, že na orientované varietě má každá lokálńı soustava souřadnic (x1, . . . , xn)
orientaci o(x1, . . . , xn) = ±1, přičemž Jakobián přechodové funkce mezi shodně orientovanými
soustavami muśı být vždy kladný.

Na (M, g, o) je vždy význačná všude nenulová n-forma, tzv. metrická forma objemu ωg:

ωg = o(x1, . . . , xn)
√
|g| · dx1 ∧ . . . ∧ dxn, (1.4)

kde |g| = |det gij | a gij = g(∂i, ∂j). Orientovanost variety M zaruč́ı, že definice ωg nezálež́ı na
volbě souřadnic. Existuje obvyklý trik jak pracovat s ωg. Na okoĺı libovolného bodu m ∈ M lze
vždy pracovat v pravotočivém ortonormálńım poli repér̊u:
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Definice 1.1.1. Necht’ U je okoĺı bodu m ∈ M . Potom (e1, . . . , en) nazýváme polem repér̊u
(angl. local frame), pokud ei ∈ X(U) a (e1|p, . . . , en|p) tvoř́ı bázi TpM .

Řekneme, že (e1, . . . , en) je ortonormálńı pokud g(ei, ej) = ±δij , a pravotočivý, pokud
(e1|p, . . . , en|p) tvoř́ı pravotočivou bázi TpM . Tj. jsou-li (x1, . . . , xn) pravotočivé souřadnice na

okoĺı p, a máme ei|p = Aj
i · ∂j |p, je det A = +1.

Duálńım polem repér̊u (e1, . . . , en) nazýváme 1-formy ei ∈ Ω1(U) splňuj́ıćı ei(ej) = δij , tj.
v každém bodě tvoř́ı duálńı bázi k (e1|p, . . . , en|p).

Tvrzeńı 1.1.2. Necht’ (e1, . . . , en) je pravotočivé ortonormálńı pole repér̊u. Potom

ωg = e1 ∧ . . . ∧ en. (1.5)

Jinými slovy, komponentńı funkce (ωg)i1...in = εi1...in , kde εi1...in je př́ımočaré zobecněńı Levi-
Civitova symbolu (+1 na sudé permutace (1, . . . , n), −1 na liché a 0 v jiných př́ıpadech).

Př́ıklad 1.1.3. V E1,3 máme globálńı souřadnice. Vyhláśıme o(t, x, y, z) = +1, t́ım zavedeme
orientaci. Je-li g Minkowského metrika, máme

√
|g| = 1 a forma objemu má tvar

ωg = dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz. (1.6)

Definice 1.1.4. Necht’ (M, g, o) je orientovaná varieta s metrikou. Hodgeova dualita je lineárńı
zobrazeńı ∗g,o : Ωp(M)→ Ωn−p(M) definované jako

(∗g,oα)i1...in−p =
1

p!
αk1...kp(ωg)k1...kpi1...in−p , (1.7)

kde α = 1
p!αj1...jpe

j1 ∧ . . . ∧ ejp je p-forma napsaná v bázi libovolného pole repér̊u, a αk1...kk =

gk1j1 . . . gkpjp · αj1...jp jsou komponenty zdvižené metrikou.

V následuj́ıćım budeme psát ∗ ≡ ∗g,o.

Tvrzeńı 1.1.5 (Vlastnosti Hodgeovy duality).

1. ∗ : Ωp(M)→ Ωn−p(M) je lineárńı isomorfismus vektorových prostor̊u, přičemž

∗−1 = sgn(g) ∗ η̂n+1, (1.8)

kde sgn(g) = sgn(det gij) a η̂(α) = (−1)pα pro α ∈ Ωp(M)
”

měř́ı stupeň formy“.

2. Pracujeme-li v pravotočivém ortogonálńım poli repér̊u, máme

(∗α)i1...in−p =
1

p!
ηk1j1 . . . ηkpjp · αj1...jp · εk1...kpi1...in−p . (1.9)

3. Ve speciálńıch př́ıpadech p = 0 a p = n dostáváme

∗ (1) = ωg, ∗(ωg) = sgn(g). (1.10)

Cvičeńı 1.1.6. Dokažte předchoźı tvrzeńı.

Vid́ıme, že metrická orientovaná varieta poskytuje kanonický isomorfismus prostoru svých
diferenciálńıch forem. Obecně lze z dimenzionálńıch d̊uvod̊u,

(
n
p

)
=
(
n
n−p
)
, nalézt pouze lokálně.

Vněǰśı derivace je lineárńı operátor na vněǰśı algebře zvyšuj́ıćı stupeň formy. Hodgeova dualita
umožńı sestrojit operátor snǐzuj́ıćı stupeň formy.
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Definice 1.1.7. Necht’ (M, g, o) je orientovaná varieta s metrikou. Kodiferenciál δ : Ωp(M)→
Ωp−1(M) je lineárńı zobrazeńı definované jako

δ = ∗−1d ∗ η̂. (1.11)

Kodiferenciál splňuje δ2 = 0. Pomoćı kodiferenciálu můžeme definovat Laplace̊uv - de Rhamův
operátor ∆ = −(δd+ dδ).

1.1.2 Vektorová analýza v E3

Mı́sto obecných souřadnicových vyjádřeńı prozkoumáme Hodgeovu dualitu, kodiferenciál a La-
place̊uv-de Rhamův operátor pro eukleidovský prostor E3 = (R3, g) se standardńı metrikou a
orientaci o(x, y, z) = +1.

Metrika nám umožňuje jednoduše ztotožnit vektorová pole a 1-formy. Máme tedy zobrazeńı

] : Ω1(E3)→ X(E3) (zdviháńı index̊u) , [ : X(E3)→ Ω1(E3) (snižováńı index̊u) . (1.12)

V souřadnićıch (x1, x2, x3) máme ](αidx
i) = gijαj∂i a [(Xi∂i) = gijX

jdxi. Na druhou stranu
jsme právě objevili, že Hodgeova dualita nám umožńı ztotožnit (kanonicky) prostory Ω1(E3) a
Ω3−1(E3) = Ω2(E3). Podobně máme ztotožněńı C∞(E3) ≡ Ω0(E3) s prostorem Ω3(E3).

Pojd’me si spoč́ıtat Hodgeovu dualitu explicitně. Upozorněńı: (x1, x2, x3) nemuśı být kartézské
souřadnice! Můžou to být např́ıklad sférické (lokálńı) souřadnice (r, ϑ, ϕ). Potom tedy gij 6= δij .
Předpokládáme o(x1, x2, x3) = +1. Zavedeme si následuj́ıćı (standardńı) označeńı:

dV := ωg =
1

3!
ωijkdx

i ∧ dxj ∧ dxk, (element objemu) (1.13)

dSi :=
1

2
ωijkdx

j ∧ dxk. (element plochy) (1.14)

Vı́me, že explicitně ωijk =
√
|g|εijk. Už jsme ukázali, že ∗(1) = ωg ≡ dV . Následně

(∗(dxi))jk =
1

1!
(dxi)mωmjk = gmn(dxi)nωmjk = gmnδinωmjk = gimωmjk. (1.15)

Celá 2-forma ∗(dxi) má tedy souřadnicové vyjádřeńı

∗ (dxi) =
1

2
(∗(dxi))jkdxj ∧ dxk = gim(

1

2
ωmjkdx

j ∧ dxk) = gimdSm. (1.16)

Mimo jiné vid́ıme, že (dS1, dS2, dS3) tvoř́ı v každém bodě bázi Ω2(E3). To nás přivede na
následuj́ıćı značeńı:

1. Každou 1-formu můžeme psát jako A · dr ≡ Aidxi = Aigijdx
j .

2. Každou 2-formu můžeme psát jako B · dS ≡ BidSi.

3. Každou 3-formu můžeme psát jako h dV , kde h ∈ C∞(E3).

Důvod pro značeńı je následuj́ıćı. Ukážeme si, že A a B skutečně tvoř́ı vektorová pole na E3.
Důvodem je samozřejmě Hodgeova dualita:
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Tvrzeńı 1.1.8. S použit́ım výše zavedené notace má operátor Hodgeovy duality tvar

∗(f) = f dV, ∗(h dV ) = h, (1.17)

∗(A · dr) = A · dS, ∗(B · dS) = B · dr (1.18)

Necht’ A = Ai∂i a B = Bi∂i. Potom A · dr = [(A) a B · dS = ∗[(B).

D̊ukaz. Pro (M, g, o) = E3 plat́ı ∗−1 = sgn(g) ∗ η̂4 = ∗. Stač́ı tedy spoč́ıtat prvńı (levou)
polovičku rovnic. Prvńı plyne z ∗(1) = dV a druhá z již odvozeného:

∗ (A · dr) = ∗(Ajgjidxi) = Ajgji ∗ (dxi) = Ajgjig
imdSm = AjdSj = A · dS. (1.19)

Zbývaj́ıćı tvrzeńı již triviálně plynou. �

Tento formalismus nám nyńı umožňuje velmi snadno zavést (stále v obecných pravotočivých
souřadnićıch v R3) všechny známé vektorové operace na E3. Definujeme je pomoćı následuj́ıćıho
komutativńıho diagramu:

Ω0(E3) Ω1(E3) Ω2(E3) Ω3(E3)

C∞(E3) X(E3) X(E3) C∞(E3)

1

d

]

d d

]∗ ∗

grad rot div

(1.20)

Explicitně tedy dostáváme následuj́ıćı výrazy:

grad = ] d, rot = ] ∗ d [, div = ∗ d ∗ [ = −δ · [. (1.21)

V parametrizaci zavedené nahoře potom můžeme vněǰśı derivaci přepsat pomoćı vektorových
operaćı. Dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı:

df = grad f · dr, d(A · dr) = (rot A) · dS, d(B · dS) = div B dV, d(h dV ) = 0. (1.22)

Cvičeńı 1.1.9. Ukažte, že v kartézských souřadnićıch dostáváme standardńı operace. Nalezněte
grad, rot a div ve sférických souřadnićıch.

Cvičeńı 1.1.10. Co plyne z identity d2 = 0?

Protože plat́ı δ = ∗d ∗ η̂, dá se pohotově odvodit i podobný diagram kde vystupuje kodife-
renciál. Dostaneme vyjádřeńı δ pomoćı vektorových operaćı:

δf = 0, δ(A · dr) = −div A, δ(B · dS) = (rot B) · dr, δ(h dV ) = −(gradh) · dS. (1.23)

1.1.3 Modifikace pro E1,3

Nyńı bychom chtěli odvodit obdobné výrazy pro Minkowského prostor E1,3 = (R4, g). Mı́sto libo-
volných souřadnic nyńı budeme pracovat ve standardńıch kartézských souřadnićıch (t, x, y, z) ≡
(x0, x1, x2, x3), přičemž o(t, x, y, z) = +1. Naš́ım ćılem je vyjádřit diferenciál a kodiferenciál
libovolné 2-formy. Užitečným nástrojem je následuj́ıćı jednoduché lemma:
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Lemma 1.1.11. Necht’ α ∈ Ωp(E1,3). Potom existuj́ı jednoznačné formy r̂ ∈ Ωp(E1,3) a ŝ ∈
Ωp−1(E1,3), tak že i∂t(r̂) = i∂t(ŝ) = 0 a

α = dt ∧ ŝ+ r̂. (1.24)

Jinými slovy, rozklady forem r̂ a ŝ do souřadnicové báze neobsahuj́ı 1-formu dt.

D̊ukaz. Necht’ α = 1
p!αi1...ipdx

i1 ∧ · · · ∧ dxip . Protože je produkt bazických 1-forem totálně anti-

symetrický, bud’ obsahuje dt právě jednou nebo v̊ubec. Máme tedy

α = dt ∧ { 1

(p− 1)!
α0j1...jp−1dx

j1 ∧ . . . ∧ dxjp−1}+
1

p!
αj1...jpdx

j1 ∧ · · · ∧ dxjp , (1.25)

kde všechny sč́ıtaćı indexy prob́ıhaj́ı jen množinu {1, 2, 3}. �

Všimněme si, že formálně tedy vypadaj́ı r̂ a ŝ jako formy na podprostoru E3. Jejich kompo-
nenty ale můžou záviset i na zbývaj́ıćı souřadnici t. Řekneme, že forma α je prostorová, pokud
ŝ = 0. Můžeme tedy použ́ıvat podobnou parametrizaci jako na E3:

0-formy: α = f (ŝ, r̂) = (0, f), (1.26)

1-formy: α = fdt+ a · dr (ŝ, r̂) = (f,a · dr), (1.27)

2-formy: α = dt ∧ (a · dr) + b · dS (ŝ, r̂) = (a · dr,b · dS), (1.28)

3-formy: α = dt ∧ (b · dS) + h dV (ŝ, r̂) = (b · dS, h dV ), (1.29)

4-formy: α = dt ∧ (h dV ) (ŝ, r̂) = (h dV, 0). (1.30)

Důrazné upozorněńı: f = f(t, r), a = a(t, r) atd. Vyzbrojeni t́ımto rozkladem, je jasné, kam
směřuje následuj́ıćı poč́ıtáńı. Jelikož umı́me vněǰśı derivaci na formy na E3, chtěli bychom nějak
chytře rozložit i vněǰśı derivaci na α = dt ∧ ŝ + r̂. Jelikož chceme i formulku pro kodiferenciál,
odvod́ıme i pravidlo pro Hodgeovu dualitu.

Použijeme následuj́ıćı značeńı: d̂ a ∗̂ jsou vněǰśı diferenciál a Hodgeova dualita p̊usob́ıćı
formách v E3 odpov́ıdaj́ıćı Eukleidovské metrice a orientaci o(x, y, z) = +1 tamtéž. Můžeme
jimi p̊usobit i na prostorové formy v E1,3, v kterých vystupuje t jen jako

”
parametr“. Zavedeme

symbol ∂t(α) ≡ L∂t(α). Pro prostorové formy jde opravdu jen o parciálńı derivaci komponent
podle času t.

Tvrzeńı 1.1.12. Necht’ α = dt ∧ ŝ+ r̂. Potom plat́ı následuj́ıćı pravidla:

dα = dt ∧ (∂tr̂ − d̂ŝ) + d̂r̂, (1.31)

∗α = dt ∧ ∗̂r̂ + ∗̂η̂ŝ, (1.32)

δα = dt ∧ δ̂ŝ+ (−∂tŝ− δ̂r̂) (1.33)

Cvičeńı 1.1.13. Dokažte tvrzeńı.

Nyńı už můžeme velice snadno zkombinovat všechna tvrzeńı a odhalit následuj́ıćı formulky
pro vněǰśı derivaci a kodiferenciál v E1,3. Dostáváme:

df = (∂tf)dt+ (grad f) · dr, (1.34)

d(fdt+ a · dr) = dt ∧ (∂ta− grad f) · dr + (rot a) · dS, (1.35)

d{dt ∧ (a · dr) + b · dS} = dt ∧ (∂tb− rot a) · dS + (div b) dV, (1.36)

d{dt ∧ (b · dS) + h dV )} = dt ∧ (∂th− div b) dV. (1.37)
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Výsledky pro kodiferenciál jsou podobné:

δ(fdt+ a · dr) = −∂tf + div a, (1.38)

δ(dt ∧ (a · dr) + b · dS) = −(div a)dt− (∂ta + rot b) · dr, (1.39)

δ(dt ∧ (b · dS) + h dV ) = dt ∧ (rot b) · dr + (−∂tb + gradh) · dS, (1.40)

δ(dt ∧ (h dV )) = dt ∧ (− gradh · dS)− (∂th) dV. (1.41)

Cvičeńı 1.1.14. Pomoćı vzorečk̊u pro diferenciál d a kodiferenciál δ odvod’te vzorečky pro
Laplace-de Rham̊uv operátor ∆ = −(dδ + δd). Zejména ukažte že na 0-formách dostáváme

∆(f) = ∂2
t (f)− div grad f, (1.42)

a tedy na funkćıch ∆ = �.

1.1.4 Maxwellovy rovnice pomoćı forem

Definujme 1-formu proudu jako j = ρ dt−j·dr. Z výrazu (1.28) vid́ım, že nejobecněǰśı 2-forma na
E1,3 je jednoznačně parametrizována dvojićı časově závislých vektorových poĺı na E3. Uvažujme
tedy obecnou 2-formu F ∈ Ω2(E1,3) kterou parametrizujeme jako

F = dt ∧ (E · dr)−B · dS. (1.43)

Protože F je kovariantńı antisymetrický tenzor 2. řádu, lze jej psát jako matici 4×4 odpov́ıdaj́ıćı
komponentńı matici Fµν . Lze snadno spoč́ıtat, že je to přesně známý EM tenzor.

Cvičeńı 1.1.15. Ukažte, že tomu tak opravdu je.

S výše vyrobenými nástroji lze snadno spoč́ıtat dF a δF . Dostáváme

dF = dt ∧ (−∂tB− rot E) · dS− (div B)dV, (1.44)

δF = −(div E)dt− (∂tE− rot B) · dr. (1.45)

Protože obě formy r̂ and ŝ jednoznačně určuj́ı formu v E1,3, jejich porovnáńım dostáváme ekvi-
valenci rovnic dF = 0 a δF = −j s oběma sadami Maxwellových rovnic.

Věta 1.1.16. Maxwellovy rovnice jsou ekvivalentńı soustavě rovnice dF = 0 a δF = −j.

Rovnice δF = −j bývá často zapisována jako d(∗F ) = −∗ j, kterou dostaneme zap̊usobeńım
bijekce ∗ na obě strany rovnice. Duálńı elektromagnetický tenzor ∗F ∈ Ω2(M) je (ve 4
dimenźıch) opět antisymetrický tenzor, jehož explicitńı podoba je

∗ F = ∗(dt ∧E−B · dS) = dt ∧ (−B · dr)−E · dS. (1.46)

Dostane se tedy z F záměnou (E,B) za (−B,E). 3-forma J = ∗j má tvar J = ρ dV − dt∧ j · dS.

Tento elegantńı popis umožńı velmi rychle a logicky odvodit základńı tvrzeńı v kovariantńı
teorii elektromagnetického pole. Např́ıklad, forma F je uzavřená v R4. Pokud nepředpokládáme
žádná daľśı topologická omezeńı na R4, automaticky existuje A ∈ Ω1(M), taková, že dA = F .
Opět si můžeme A parametrizovat prostorovou 0 a 1-formou jako

A = ϕ dt−A · dr. (1.47)
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Potom dA = dt ∧ (−∂tA− grad(ϕ)) · dr− (rot A) · dS. Porovnáńım s definićı F dostaneme

E = −∂tA− gradϕ, B = rot A. (1.48)

Uzavřenost 2-formy F a Poincarého lemma tedy společně implikuj́ı existenci elektromagnetického
4-potenciálu. Forma A neńı určená jednoznačně, můžu k ńı zjevně přič́ıst libovolnou uzavřenou
1-formu. Ta je však vždy (Poincarého lemma) alespoň lokálně exaktńı. Stač́ı tedy uvažovat A′ =
A+ dχ pro χ ∈ C∞(E1,3). Z výraz̊u pro d nahoře snadno spočtu, že

A′ = (ϕ+ ∂tχ) dt− (A− gradχ) · dr. (1.49)

Vid́ım tedy, že dostávám přesně standardńı kalibračńı transformace v elektřině a magnetismu.

1.2 Elektřina, magnetismus a akce

Daľśı užitečná aplikace Hodgeovy duality č́ıhá při snaze zapsat Maxwellovy rovnice pomoćı vari-
ace akčńıho funkcionálu. Výsledek (a výpočet) jsou s užit́ım správných geometrických nástroj̊u
otázkou chvilky.

Necht’ (M, g, o) je obecná orientovaná varieta s metrikou. Pro libovolné α, β ∈ Ωp(M) máme
α ∧ ∗β ∈ Ωn(M). Jako každá n-forma, je i tato násobkem formy objemu ωg. Můžeme tedy
definovat funkci (α, β)g ∈ C∞(M) vztahem

α ∧ ∗β =: (α, β)g · ωg. (1.50)

Na prvńı pohled neńı vidět, že je (α, β)g je symetrická v (α, β). S troškou kombinatoriky ale

(α, β)g =
1

p!
αi1...ipβ

i1...ip . (1.51)

Je-li (α, β)g = 0 pro všechny β ∈ Ωp(M), je nutně α = 0. Důležité je, že d a δ tvoř́ı
”
téměř“

samosdružené operátory:

Tvrzeńı 1.2.1. Pro libovolnou (M, g, o) a dvojici forem α ∈ Ωp(M) a β ∈ Ωp+1(M) plat́ı
identita

{(dα, β)g − (α, δβ)g} · ωg = d(α ∧ ∗β) (1.52)

S použit́ım Stokesovy věty pak dostáváme integrálńı identitu∫
M

(dα, β)g · ωg =

∫
M

(α, δβ)g · ωg +

∫
∂M

α ∧ ∗β. (1.53)

Předpokládá se, že integrály maj́ı smysl. Pokud je ∂M = 0 a nebo je libovolná z forem α nebo β
na hranici rovna nule, dostáváme∫

M

(dα, β)g · ωg =

∫
M

(α, δβ)g · ωg. (1.54)

D̊ukaz. Pust́ıme d na α ∧ ∗β a budeme použ́ıvat definice:

d(α ∧ ∗β)) = dα ∧ ∗β + (−1)pα ∧ d ∗ β = (dα, β)g · ωg − α ∧ (d ∗ η̂)(β)

= (dα, β)g · ωg − α ∧ ∗(∗−1d ∗ η̂)(β)

= {(dα, β)g − (α, δβ)g} · ωg.

Zbytek tvrzeńı je jednoduchou aplikaćı Stokesovy věty. �
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Pokud má integrováńı smysl, definuje se skalárńı součin (opravdický) jako integrál

〈α, β〉g =

∫
M

(α, β)g · ωg. (1.55)

Nyńı už snadno můžeme vyslovit a dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.2.2. Necht’ A ∈ Ω1(M) a j ∈ Ω1(M) jsou libovolné 1-formy. Potom funkcionál

S[A] = −1

2
〈dA, dA〉g − 〈A, j〉g (1.56)

je extremálńı pro F = dA splňuj́ıćı nehomogenńı Maxwellovy rovnice. Funkcionál je kalibračně
invariantńı pokud j splňuje rovnici kontinuity δj = 0.

D̊ukaz. Necht’ A′ = A + εα pro α ∈ Ω1(M) s vlastnost́ı α|∂M = 0 (podmı́nka pevných konc̊u).
Funkcionál je extremálńı pro A pokud S[A′] = S[A] + o(ε2). Dostaneme

S[A′] = −1

2
〈dA′, dA′〉g − 〈A′, j〉g = S[A]− ε{〈dA, dα〉g + 〈α, j〉g}+ o(ε2) (1.57)

Dostáváme tedy podmı́nku 〈dA, dα〉g + 〈α, j〉g = 0 pro všechny α nulové na hranici. S použit́ım
předchoźıho tvrzeńı tedy 〈α, δF + j〉g = 0. Z nedegenerovanosti plyne δF = −j.

Funkcionál je kalibračně invariantńı pokud 〈A + dχ, j〉g = 〈A, j〉g pro všechny χ ∈ C∞(M),
a tedy 〈dχ, j〉g = 0. Za rozumných předpoklad̊u (např́ıklad kalibračńı transformace nulové na
hranici ∂M) můžeme použ́ıt předchoźı tvrzeńı a dostáváme 〈dχ, j〉g = 〈χ, δj〉 = 0. �

1.3 Komplexńı skalárńı pole

Uvažujme nyńı (opět libovolnou) varietu (M, g, o) a uvažujme teorii komplexńıho skalárńıho pole.
Geometricky máme tedy φ ∈ Ω0(M) ⊗ C, což můžeme interpretovat jako hladkou komplexńı
funkci reálné proměnné x ∈M . φ(x) ∈ C.

Obecně, uvažujme α ∈ Ωp(M) ⊗ C. Můžeme psát α = α0 + iα1, kde αi ∈ Ωp(M) jsou
obyčejné p-formy na M . Definujeme skalárńı (komplexńı) skalárńı součin 〈〈·, ·〉〉 jako kombinaci
standardńıho skalárńıho součinu v C a součinu (·, ·)g na diferenciálńıch formách:

〈〈α, β〉〉 =

∫
M

(ᾱ, β)g · ωg, (1.58)

kde ᾱ = α0 − iα1 označuje komplexńı sdružeńı. Součin neńı symetrický, ale symetrický s kom-
plexńım sdružeńım, tj. 〈〈β, α〉〉 = 〈〈α, β〉〉. Pro dvě stejné formy je reálný a

〈〈α, α〉〉 = 〈α0, α0〉g + 〈α1, α1〉g ∈ R. (1.59)

Všechny operace z předchoźıch sekćı se (po složkách) daj́ı rozš́ı̌rit na Ωp(M)⊗ C. Necht’ m ≥ 0
je reálné nezáporné č́ıslo. Funkcionál komplexńıho skalárńıho pole má tvar

S0[φ] = 〈〈dφ, dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.60)

V obvyklém značeńı na E1,3 máme dφ = ∂µφ · dxµ a funkcionál má obvyklý tvar

S0[φ] =

∫
M

{∂µφ̄ · ∂µφ−m2φ̄ · φ}dx4 (1.61)
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V tomto př́ıpadě muśı být člověk trošku opatrněǰśı, protože skalárńı součin dvou r̊uzných forem
neńı obecně reálné č́ıslo, mı́sto toho dostaneme podmı́nku

〈〈∆φ+m2φ, β〉〉+ 〈〈∆φ+m2φ, β〉〉 = 0. (1.62)

Volbou reálného nebo ryze imaginárńıho β dostaneme podmı́nky

<(∆φ+m2φ) = 0, =(∆φ+m2φ) = 0, (1.63)

a tedy jednu komplexńı rovnici ∆φ + m2φ = 0. Tento drobný problém s variaćı reálných funk-
cionál̊u poskládaných z komplexńıch č́ısel se často řeš́ı považováńım φ a φ̄ za nezávislé proměnné
a následnou (nezávislou) variaćı podle obou. V (1.42) jsme ukázali, že na funkce je v M = R1,3

p̊usob́ı ∆ jako D’Alembert̊uv operátor �. Výsledná rovnice je tedy komplexńı Klein-Gordonova
rovnice.

Funkcionál S0 i pohybové rovnice jsou evidentně invariantńı v̊uči transformaćım ve tvaru
φ′(x) = e−iαφ(x), kde α ∈ R je libovolná konstanta. Takové transformaci se ř́ıká globálńı
kalibračńı transformace. Uvažujme tř́ıdu transformaćı ve tvaru φ′ε(x) = e−iεα(x)φ(x), kde
α ∈ C∞(M) jsou funkce které jsou nulové na hranici, tedy α|∂M = 0. Vůči takové transformaci
S0 neńı invariantńı. Ř́ıká se j́ı lokálńı kalibračńı transformace.

Tuto neinvarianci můžeme s výhodou využ́ıt pro odhaleńı zachovávaj́ıćıch se veličin teorie
komplexńıho skalárńıho pole. Dosazeńım φ′ε dostáváme

S0[φ′ε] = 〈〈d(e−iεαφ), d(e−iεαφ)〉〉 −m2〈〈e−iεαφ, e−iεαφ〉〉
= 〈〈e−iεαdφ, e−iεαdφ〉〉 −m2〈〈e−iεαφ, e−iεαφ〉〉

+ 〈〈−iεe−iεαφdα, e−iεαdφ〉〉+ 〈〈e−iεαdφ,−iεe−iεαφdα〉〉+ o(ε2)

= S0[φ] + ε〈〈dα, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉〉+ o(ε2).

(1.64)

Nyńı předpokládejme, že φ řeš́ı pohybové rovnice. Jelikož φ′0 = φ, muśı platit S0[φ′ε] = S0[φ] +
o(ε2). Odtud tedy dostáváme, že pro řešeńı pohybových rovnic muśı platit

〈〈dα, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉〉 = 0 (1.65)

Protože α je nulové na hranici, jsou d a δ v tomto př́ıpadě sdružené. Necht’ j = i(φ̄dφ − φdφ̄).
Pak nutně δj = 0. Pro M = E1,3 neńı δj = 0 nic jiného než rovnice kontinuity. Označme J = ∗j.
Rovnice kontinuity je ekvivalentńı rovnici dJ = 0. J je 3-forma, můžeme ji proto integrovat přes
3-rozměrné podvariety {t} × E3. V notaci podsekce 1.1.3 máme

j = i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄} dt+ i{φ̄ gradφ− φ grad φ̄} · dr. (1.66)

Potom pro J = ∗j dostaneme

J = i{φ̄ gradφ− φ grad φ̄} · dt ∧ dS + i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄} · dV. (1.67)

Nyńı definujeme náboj Q jako integrál z J přes
”
plátky“ {t} × E3:

Q(t) =

∫
{t}×E3

J =

∫
E3

i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄}(t) · dV =

∫
R3

i{φ̄ ∂tφ− φ ∂tφ̄}(t, x, y, z)d~r. (1.68)

Pomoćı Stokesovy věty se dá ukázat, že Q̇(t) = 0 a tedy jde o integrál pohybu.
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1.4 Minimálńı interakce

Přece jenom by se nám ĺıbilo mı́t Lagrangián pro komplexńı skalárńı pole, který je lokálně ka-
libračně invariantńı, tedy invariantńı v̊uči transformaćım φ′(x) = e−iα(x)φ(x), kde α(x) je libo-
volná funkce na M . Problém vznikl v členu s vněǰśı derivaćı, která se v̊uči kalibračńım transfor-
maćım chovala nehezky. Nápad je tedy nahradit operátor d operátorem D kovariantńı derivace
(jehož podoba ale bude záviset na volbě kalibrace) tak, že bude platit pravidlo

D′φ′(x) = e−iα(x)Dφ(x). (1.69)

Prvńı inteligentńı nápad je vźıt Dφ = dφ+A · φ, kde A ∈ Ω1(M)⊗ C, kde A′ muśı j́ıt vyjádřit
pomoćı A a funkce α. Protože problematické členy jsou ryze imaginárńı, též muśı být A. Ṕı̌seme
proto A′ = iA′ pro A′ ∈ Ω1(M). Potom

D′φ′ = e−iα(dφ+ i(A′ − dα) · φ)). (1.70)

Porovnáńım s pravou stranou tedy dostáváme transformačńı pravidlo A′ = A + dα. Ale to je
přesně kalibračńı transformace pro elektromagnetický potenciál A! Stač́ı tedy přidat interakci s
novým polem A a situace je zachráněná! Vyrobili jsme tedy akci

S′0[φ] = 〈〈Dφ,Dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.71)

Jenže my umı́me přidat daľśı kalibračně invariantńı člen do akce. Zat́ım je A pouze
”
pozad́ı“, ale

neńı problém ho povýšit na dynamické pole a definovat:

S[φ,A] = −1

2
〈dA, dA〉g + 〈〈Dφ,Dφ〉〉 −m2〈〈φ, φ〉〉. (1.72)

Výsledné akci se ř́ıká minimálńı lokálně kalibračně invariantńı model, přičemž interakčńı
členy (obsahuj́ıćı φ i A současně) se nazývaj́ı minimálńı interakćı. Zdánlivě chyb́ı člen obsahuj́ıćı
proudy j. Ale my můžeme rozepsat člen obsahuj́ıćı D:

〈〈Dφ,Dφ〉〉 = 〈〈dφ, dφ〉〉 − 〈A, i(φ̄dφ− φdφ̄)〉g + 〈〈A · φ,A · φ〉〉 (1.73)

Je př́ımočaré spoč́ıtat pohybovou rovnici, a dostáváme

δF = −i(φ̄dφ− φdφ̄) + 2φ̄φA = −i(φ̄Dφ− φDφ). (1.74)

Vid́ıme, že na pravé straně na mı́stě proudu stoj́ı
”
vylepšený“ proud z předchoźı podsekce. V

prvé řadě je lokálně kalibračně invariantńı. Za povšimnut́ı stoj́ı, že A vystupuje (schované v D)
i na pravé straně

”
Maxwellových rovnic“.

Hlavńım ćılem tohoto předmětu je osvětlit geometrický význam všech objekt̊u vyskytuj́ıćıch
se v tomto jednoduchém, ale d̊uležitém př́ıkladu.
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Kapitola 2

Hlavńı fibrovaný prostor

2.1 Akce Lieových grup

Lieova grupa dle definice = abstraktńı hladká varieta spolu s hladkou operaćı násobeńı a inverze.
Jakákoliv jejich aplikace ve fyzice = máme prostor(očas) a nějakou tř́ıdu jeho transformaćı, které
se uzav́ıraj́ı do grupy. Toto zodpov́ıdá nějaké abstraktńı Lieově grupě p̊usob́ıćı akćı na varietě.

Definice 2.1.1. Necht’ G je Lieova grupa. M je hladká varieta. Řekneme, že zobrazeńı θ :
G × M → M je levá akce Lieovy grupy G na varietě M , pokud je hladké a zobrazeńı
θg : M →M definované jako θg(m) ≡ θ(g,m) splňuje:

1. θe = 1M , kde e ∈ G je jednotka grupy. Jednotka grupy p̊usob́ı triviálně.

2. θg ◦ θg′ = θgg′ , pro všechny g, g′ ∈ G. Akce respektuje grupovou strukturu.

Je-li jasné o které akci mluv́ıme, použ́ıvá se značeńı θg(m) = g ·m. Axiomy potom maj́ı tvar:

e ·m = m, g · (g′ ·m) = (gg′) ·m. (2.1)

Někdy je výhodné pracovat s pravou akćı grupy θ′ : M ×G → M , kde je skládáńı v druhém
axiomu naopak, tedy θ′g ◦ θ′g′ = θ′g′g. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá označeńı θ′g(m) = m · g a druhý
axiom (pro pravou akci) lze psát jako (m · g) · g′ = m · (gg′).

Tvrzeńı 2.1.2. Pro každé g ∈ G, zobrazeńı θg : M →M tvoř́ı difeomorfismus M .

Cvičeńı 2.1.3. Dokažte předchoźı tvrzeńı.

Cvičeńı 2.1.4. Ukažte, že pro libovolnou levou akci θ, zobrazeńı θ′ : M × G → M definované
jako θ′(m, g) = θ(g−1,m) tvoř́ı pravou akci grupy a naopak. Množiny levých a pravých akćı grupy
G na varietě M jsou tedy izomorfńı.

Definice 2.1.5. Je-li M = V pro vektorový prostor V , a pro každé g ∈ G máme θg ∈ GL(V ),
tedy G p̊usob́ı pomoćı lineárńıch zobrazeńı, použ́ıvá se značeńı ρ(g) = θg, a zobrazeńı ρ : G →
GL(V ) se nazývá reprezentace Lieovy algebry G na vektorovém prostoru V .

Př́ıklad 2.1.6. Necht’ M = Rn. Necht’ G = GL(n,R). Pro (A, x) ∈ G×Rn definujeme θ(A, x) =
A.x. Je snadné ukázat, že θ je levou akćı grupy GL(n,R) na varietě Rn. Nav́ıc ρ(A) = θA je
reprezentace.
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Př́ıklad 2.1.7. Necht’ G je libovolná Lieova grupa a M = G. Potom levá translace kde
θg(h) = Lg(h) = gh tvoř́ı levou akci, přičemž pravá translace kde θ′g(h) = Rg(h) = hg tvoř́ı
pravou akci. Konečně, konjugace kde θg(h) = ghg−1 tvoř́ı levou akci G na G.

Př́ıklad 2.1.8. Necht’ G = GL(n,R). Necht’ V je konečně-rozměrný reálný vektorový prostor.
Označme si množinu všech báźı prostoru V jako E(V ).

Necht’ e = (e1, . . . , en) je element E(V ) a A ∈ GL(n,R). Definujeme novou bázi e ·A prostoru
V vztahem (e ·A)i = Ak

i ek, kde horńı index matice označuje řádky a dolńı sloupečky. Potom

(e · (A.B))i = (A.B)ki ek = Ak
jB

j
iek = Bj

i (A
k
j ek) = Bj

i (e ·A)j = ((e ·A) ·B)i (2.2)

Zřejmě e · 1 = e. Definovali jsme tedy pravou akci GL(n,R) na množině E(V ). Je tahle akce
hladká? Zat́ım jsme neřekli, jaká je hladká struktura na E(V ). Zvoĺım si fixńı bázi e0 prostoru V .
Každá báze e ∈ E(V ) lze tedy napsat jako e = e0 ·A(e). Zobrazeńı ϕ(e) := A(e) ∈ GL(n,R) ⊆
Rn,n definuje globálńı souřadnicovou mapu pro E(V ). Je snadné si nyńı rozmyslet, proč je pravá
akce hladká v takto zavedených souřadnićıch.

Definice 2.1.9. Necht’ θ : G×M → M je akce G na M . Necht’ m ∈ M je libovolný fixńı bod.
Orbitové zobrazeńı θ(m) : G→M př́ıslušné bodu m definujeme jako θ(m)(g) = θ(g,m).

Jeho obrazem θ(m)(G) je orbita bodu m označovaná jako G ·m ⊆M . Množinově

G ·m = {m′ ∈M | m′ = g ·m pro nějaké g ∈ G}, (2.3)

a orbitu bodu m si lze tedy představovat jako množinu všech bod̊u v M kam z bodu m reálně
dosáhneme akćı grupy G.

Tvrzeńı 2.1.10. Necht’ θ je akce grupy G na M . Definujeme následuj́ıćı relaci na varietě M :

m ≈ m′ ⇔ body m a m′ lež́ı oba v jedné orbitě nějakého bodu (2.4)

Potom relace ≈ je ekvivalence. Př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence jsou orbity akce θ a celá varieta M
lze tedy napsat jako disjunktńı sjednoceńı orbit akce.

D̊ukaz. Muśıme ukázat, že ≈ je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı. Zjevně m ≈ m, protože
m ∈ G ·m. Relace je symetrická z definice.

Abychom dokázali tranzitivitu, stač́ı si uvědomit, že pokud dvě orbity G · p a G · p′ maj́ı
nějaký společný bod, jsou stejné: G · p = G · p′. Vskutku, je li m ∈ (G · p) ∩ (G · p′), mám
m = g · p = g′ · p′. Odtud p′ = (g′−1g) · p. Je-li h · p′ ∈ G · p′, pak h · p′ = (hg′−1g) · p ∈ G · p, a
tedy G · p′ ⊆ G · p. Opačná inkluze se dokáže stejně.

Tranzitivita je nyńı triviálńı záležitost́ı. Je-li m ≈ m′ a m′ ≈ m′′, v́ım, že jsou orbity G · p a
G · p′, že m,m′ ∈ G · p a m′,m′′ ∈ G · p′. Potom ale maj́ı obě orbity společný bod m′, jsou stejné
a rozhodně tedy m ≈ m′.

Dokázali jsme tedy, že ≈ je relace ekvivalence. Zbytek jsou vlastnosti relace ekvivalence. �

Poznámka 2.1.11. Zat́ım jsme mluvili o orbitách jako o podmnožinách M . Dá se ukázat, že každá
orbita je vnořená podvarieta M . Nejsou to tedy obecně vložené podvariety s podprostorovou
topologíı z M .

Př́ıklad 2.1.12. Necht’ G = SO(2) a M = R2. Uvažujme standardńı akci grupy rotaćı na R2.
Potom orbita každého bodu x 6= 0 ∈ R2 je kružnice S1

‖x‖ ⊆ R
2, tj. SO(2) · x = S1

‖x‖, a pro x = 0

je orbitou počátek SO(2) · 0 = {0}. V tomto př́ıpadě jsou to vložené podvariety R2.
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Definice 2.1.13. Necht’ θ : G ×M → M je akce. Necht’ m ∈ M je libovolný fixńı bod. Potom
stabilizátor bodu m je podmnožina Gm ⊆ G definovaná jako

Gm = {g ∈ G | g ·m = m}, (2.5)

lze ji tedy chápat jako množina prvk̊u G co nepohnou bodem m. Gm se také nazývá grupou
izotropie bodu m.

Tvrzeńı 2.1.14. Gm ⊆ G tvoř́ı podgrupu. Tato podgrupa je uzavřená množina v G a tedy tvoř́ı
vloženou Lieovu podgrupu G.

D̊ukaz. Je-li g, g′ ∈ Gm, mám (gg′) ·m = g(g′ ·m) = g ·m = m. Podobně g−1 ·m = g−1 · (g ·m) =
(gg−1) ·m = e ·m = m. A tedy Gm ⊆ G je podgrupa. Je to uzavřená množina, protože můžu
psát Gm = (θ(m))−1({m}), kde θ(m) je (spojité) orbitové zobrazeńı př́ıslušné bodu m.

Zbytek je netriviálńı (velmi) d̊ukaz z teorie Lieových grup. �

Grupové akce můžou mı́t r̊uzné vlastnosti, které lze zformulovat př́ımo i pomoćı orbit a
stabilizátor̊u. Shrňme si několik takových vlastnost́ı:

Definice 2.1.15. Necht’ θ : G×M →M je akce Lieovy grupy G na M . Potom

1. Akce je tranzitivńı, pokud každé dva body m,m′ ∈ M lze spojit akćı nějakého prvku
grupy, tj. existuje g ∈ G, takové, že g ·m = m′.

Ekvivalentně, akce je tranzitivńı, pokud má právě jednu orbitu.

2. Akce je volná, pokud pro libovolný bod m ∈ M rovnost g ·m = g′ ·m implikuje g = g′.
Ekvivalentně, rovnost g ·m = m implikuje g = e.

Akce je volná právě tehdy když je pro každé m př́ıslušný stabilizátor Gm triviálńı pod-
grupou G, tj. Gm = {e}.

3. Akce je efektivńı, pokud pro každý bod g ∈ G takový, že g 6= e existuje m ∈ M , takové,
že g ·m 6= m. Tj. každý netriviálńı element G s nějakým bodem na M pohne.

Ekvivalentně, pr̊unik všech stabilizátor̊u je triviálńı podgrupa G.

Cvičeńı 2.1.16. Argumentujte, že každá volná akce je efektivńı. Nalezněte př́ıklad akce která je
efektivńı, ale neńı volná. Opačné tvrzeńı tedy neplat́ı.

Př́ıklad 2.1.17. Necht’ θ je akce z př́ıkladu 2.1.6. Tato akce má dvě orbity GL(n,R) · 0 = {0}
a GL(n,R) · x = Rn \ {0} pro x 6= 0. Neńı tedy tranzitivńı. Zároveň G0 = GL(n,R) a akce neńı
volná. Kdyby A.x = x pro všechny x ∈ Rn, znamenalo by to, že Rn je vlastńı podprostor A s
vlastńım č́ıslem 1, což ale znamená A = 1. Vid́ıme, že akce je efektivńı. Obecně pro x 6= 0, Gx
je množina matic pro něž je x vlastńım vektorem s vlastńım č́ıslem 1.

Př́ıklad 2.1.18. Uvažujme akce z př́ıkladu (2.1.7). Levá translace θg = Lg je tranzitivńı, protože
rovnice Lg(h) = h′ má řešeńı pro každou dvojici (h, h′). Pokud Lg(h) = h, máme gh = h a tedy
g = e. Levá translace je volná a tedy efektivńı.

Necht’ θg(h) = Ig(h) = ghg−1 je konjugace. Akce neńı tranzitivńı, protože orbitou jednotky
je jen jeden bod, tj. G · e = {e}. To také ukazuje, že akce neńı ani volná protože Ge = G. Tato
akce neńı ani efektivńı, protože centrum grupy je definované jako množina

Z(G) = {g ∈ G | gh = hg pro všechny h ∈ G}. (2.6)

Konjugace je tedy efektivńı právě tehdy když Z(G) = {e}. To rozhodně nesplňuje každá grupa.
Pro Abelovskou (komutativńı) je Z(G) = G, nebo např́ıklad Z(GL(n,R)) = {λ · 1 | λ ∈ R}.
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Př́ıklad 2.1.19 (Hopfova fibrace I). Uvažujme grupu G = SU(2). Připomeňme, že

SU(2) = {A ∈ C2,2 | A†A = 1 a det (A) = 1}. (2.7)

Snadno se ukáže, že SU(2)
.
= S3. Vskutku, parametrizujeme-li obecnou komplexńı matici,

A =

(
α λ
γ δ

)
(2.8)

podmı́nky na A ∈ U(2) okamžitě dávaj́ı A−1 = A†. Zároveň v́ıme, že |det A| = 1 a tedy
det A = eiκ pro nějaké κ ∈ R. Odtud(

ᾱ γ̄
λ̄ δ̄

)
= e−iκ

(
δ −λ
−γ α

)
. (2.9)

To nám urč́ı δ = eiκᾱ a γ = −eiκλ̄. Je praktické přej́ıt k parametrizaci α = eiκ/2α′ a λ = eiκ/2λ′.
Zapomeneme na apostrofy a můžeme psát

A = eiκ/2
(
α λ
−λ̄ ᾱ

)
. (2.10)

Ještě nesmı́me zapomenout na det A = eiκ. Ale to nám dává podmı́nku |α|2 + |γ|2 = 1. A tedy

U(2) = {eiκ/2
(
α λ
−λ̄ ᾱ

)
| |α|2 + |γ|2 = 1, κ ∈ R} .= S1 × S3. (2.11)

Pro SU(2) je κ = 0, takže vid́ıme, že SU(2)
.
= S3, nav́ıc dostáváme rozklad U(2)

.
= U(1)×SU(2).

Ve skutečnosti jsou všechny množinové bijekce i difeomorfismy a kartézský součin je př́ımý součin
Lieových grup. Taky je vidět, že SU(2) je jednoduše souvislá a U(2) neńı.

Uvažujme nyńı varietu M = H0(2,C) hermitovských matic 2 × 2 s nulovou stopou. Tato
množina tvoř́ı vektorový prostor ze kterého zděd́ı hladkou strukturu. Vskutku:

H0(2,C) = {
(

x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
| x = (x1, x2, x3) ∈ R3}. (2.12)

Lineárńı izomorfismus R3 → H2(2,C) lze psát jako Ψ(x) = x1σ1 + x2σ2 + x3σ3, kde σi jsou
standardńı Pauliho matice:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.13)

Je snadné vidět, že det(Ψ(x)) = −‖x‖2, kde ‖x‖ je standardńı eukleidovská norma v R3. Nyńı
definujeme akci SU(2) na prostoru H0(2,C) následovně:

θA(H) = AHA† pro všechny H ∈ H0(2,C). (2.14)

Snadno se ověř́ı, že θA(H) je hermitovská a bezestopá. Můžeme tedy použ́ıt tuto akci abychom

definovali akci θ̂ : SU(2)× R3 → R3 vztahem θ̂A(x) = Ψ−1(θA(Ψ(x))). Plat́ı pravidlo

‖θ̂A(x)‖2 = −det(θA(Ψ(x))) = −det(AΨ(x)A†) = −det(Ψ(x)) = ‖x‖2. (2.15)

Vid́ıme tedy, že θ̂A definuje ortogonálńı lineárńı transformace, a tedy elementy grupy O(3).

Můžeme se na θ̂ d́ıvat jako na zobrazeńı θ̂ : SU(2)→ O(3). Ve skutečnosti má θ̂ hodnoty v grupě
vlastńıch ortogonálńıch transformaćı a tedy v SO(3). Jak se to ukáže?
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Plat́ı (bez d̊ukazu), že libovolná matice v SU(2) lze psát jako maticová exponenciála ve tvaru

A = exp(− i
2
αn · σ) = cos(

α

2
)1− i sin(

α

2
)(n · σ), (2.16)

kde n = (n1, n2, n3) je směrový vektor a α ∈ R. Necht’ (e1, e2, e3) je standardńı báze v R3. Máme
Ψ(ei) = σi. Je-li H = Hiσi obecná matice v H0(2,C), můžeme psát Hi = 1

2 Tr(σiH). Vskutku:

1

2
Tr(σiH

kσk) = Hk 1

2
Tr(σiσk) = Hk 1

4
Tr({σi, σk}) = Hk 1

4
Tr(2δik1) = Hkδik = Hi. (2.17)

Chceme-li tedy spoč́ıtat jak vypadá matice zobrazeńı θ̂A ve standardńı bázi, máme

θ̂A(eb) = Ψ−1(θA(σb)) =
1

2
Tr(σaAσbA

†)Ψ−1(σa) =
1

2
Tr(σaAσbA

†) · ea. (2.18)

Nyńı je potřeba dosadit matici A v celé své kráse (2.16). To se dá velmi snadno (byt’ za deľśı
čas) vypoč́ıtat s použit́ım formulek pro stopy součin̊u Pauliho matic.

Tr(σ1) = 0, Tr(σaσb) = 2δab,

Tr(σaσbσc) = 2iεabc, Tr(σaσbσcσd) = 2(δabδcd − δacδbd + δadδcb)
(2.19)

Výsledek je po deľśım poč́ıtáńım následuj́ıćı. Pokud Rab = 1
2 Tr(σaAσbA

†), máme

Rab = δab cos(α) + (1− cos(α))nanb − εabcnc sin(α) (2.20)

Toto jsou ovšem komponenty nejobecněǰśı matice rotace R(α,n) o úhel α ∈ R okolo osy zadané

směrovým vektorem n. Dostáváme tedy grupový homomorfismus θ̂ : SU(2) → SO(3), který je
surjektivńı. Z vyjádřeńı matice Rab = 1

2 Tr(σaAσbA
⊥) vid́ıme, že je to zobrazeńı hladké. Dokonce

plat́ı, že jde o takzvané hladké ponořeńı (angl. submersion).

Sekci zakonč́ıme následuj́ıćı užitečnou definićı:

Definice 2.1.20. Necht’ θ a θ′ jsou akce Lieovy grupy G na dvou hladkých varietách M a M ′.
Necht’ ϕ : M →M ′ je hladké zobrazeńı. Řekneme, že ϕ je G-ekvivariantńı, pokud

ϕ(θ(g,m)) = θ′(g, ϕ(m)). (2.21)

Pomoćı
”
tečkové“ notace zaṕı̌seme přehledněji jako ϕ(g ·m) = g · ϕ(m).

2.2 Fibrované prostory

Tato sekce slouž́ı pouze k rychlému připomenut́ı hlavńıch pojmů a notace. Stručně řečeno,
(hladké) fibrované prostory jsou hladké variety co lokálně v jistém smyslu vypadaj́ı jako kartézský
součin kousku tzv. bazické variety a tzv. vlákna. Báze a vlákno vystupuj́ı v definici nesymetricky.

Definice 2.2.1. Necht’ π : E →M je hladké surjektivńı zobrazeńı dvou hladkých variet E a M ,
nazývaných totálńı prostor E a bazická varieta M . Zobrazeńı π se nazývá projekce.

Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı variety M a {φα}α∈I je kolekce hladkých difeomorfismů
φα : Uα × F → π−1(Uα), kde F je hladká varieta nazvaná typické vlákno, taková, že plat́ı

π ◦ φα = π1, kde π1 : Uα × F → Uα je projekce. (2.22)

Potom se φ ≡ {(Uα, φα)}α∈I nazývá lokálńı trivializace.

Řekneme, že trojice (E,M, π) se nazývá fibrovaný prostor, pokud existuje nějaká lokálńı
trivializace. Často ṕı̌seme jen π : E →M .
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Vláknem fibrace nad m ∈ M rozumı́me množinu Em ≡ π−1(m). Základńım poznatkem
je, že každé vlákno Em je vložená podvarieta E difeomorfńı typickému vláknu F . Každé m je
totiž v Uα pro nějaké α a φα(m, ·) : F → Em je hledaný difeomorfismus. Může se ale stát, že
bod m je obsažen ve v́ıce okoĺıch z pokryt́ı daného lokálńı trivializaćı. Potom přijdou na přetřes
takzvaná přechodová zobrazeńı definovaná pro m ∈ Uα ∩ Uβ jako

(gαβ(m))(f) = π2 ◦ φ−1
α (φβ(m, f)), (2.23)

kde π2 : Uα × F → F je projekce. Z konstrukce je zobrazeńı gαβ(m) pro každé m hladkým
zobrazeńım z F do F . Je to hladký difeomorfismus, protože gαβ(m)−1 = gβα(m). Přechodová
zobrazeńı tedy můžeme brát jako gαβ : Uα∩Uβ → Diff(F ). Řekneme, že gαβ : Uα∩Uβ → Diff(F )
jsou hladká, pokud pro fixńı f , zobrazeńı m 7→ (gαβ(m))(f) ∈ F je hladké zobrazeńı.

Pro každé m ∈ Uα ∩ Uβ muśı tedy gαβ splňovat podmı́nky

gαα(m) = 1F , gβα(m) = (gαβ(m))−1. (2.24)

Může se stát, že m ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Potom se snadno odvod́ı tzv. kocyklová podmı́nka:

gαβ(m) ◦ gβγ(m) = gαγ(m). (2.25)

Často nastane situace, kdy člověk začne s typickým vláknem F , bazickou varietou M a se surjek-
tivńı projekćı π : E → M z totálńıho prostoru, který apriori neńı hladká varieta. Potom je
užitečné následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.2.2. Necht’ π : E → M je zobrazeńı z množiny E do hladké variety M . Necht’ F je
hladká varieta. Mějme zadána bijektivńı zobrazeńı φα : Uα×F → π−1(Uα) taková, že π◦φα = π1

a {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı M .

Pokud jsou všechna přechodová zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(F ) hladká, existuje unikátńı
topologie a hladká struktura na E, že π : E → M je hladké a {(Uα, φα)}α∈I tvoř́ı lokálńı trivia-
lizaci pro fibrovaný prostor π : E →M s typickým vláknem F .

Toto tvrzeńı se aplikuje velmi často, např́ıklad u konstrukce tečného a kotečného vektorového
bundlu. Ve skutečnosti plat́ı ještě silněǰśı tvrzeńı. Dokonce nepotřebujeme ani zobrazeńı φα ani
prostor E. Následuj́ıćı věta ukáže, že jediným zaj́ımavým objektem jsou přechodová zobrazeńı.

Věta 2.2.3. Necht’ M a F jsou hladké variety. Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı M a pro každý
neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ existuje hladká funkce gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(F ) splňuj́ıćı podmı́nky
(2.24), taková, že pro všechny neprázdné pr̊uniky Uα ∩Uβ ∩Uγ plat́ı kocyklová podmı́nka (2.25).

Potom existuje fibrovaný prostor π : E → M s typickým vláknem F a lokálńı triviali-
zaćı {(Uα, φα)}α∈I takovou, že gαβ jsou jej́ı přechodová zobrazeńı. Takový fibrovaný prostor je
unikátńı až na izomorfismus.

Aplikace tohoto tvrzeńı už neńı tak častá při konstrukci užitečných fibrovaných prostor̊u,
často se však hod́ı v existenčńıch d̊ukazech. Často nastává situace, kdy F neńı obecná varieta,
ale varieta s dodatečnou strukturou. Velmi užitečným př́ıkladem je ten následuj́ıćı:

Definice 2.2.4. Necht’ π : E → M je fibrovaný prostor, kde F = V je vektorový pro-
stor. Řekneme, že E je vektorový fibrovaný prostor, nebo též vektorový bandl, pokud
přechodová zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(V ) maj́ı hodnotu v konečně-rozměrné podgrupě
GL(V ) ⊆ Diff(V ), neboli pro každé m ∈ Uα ∩ Uβ je gαβ(m) lineárńı isomorfismus prostoru V .

Každé vlákno Em vektorového bandlu má unikátńı strukturu vektorového prostoru, takovou
že φα(m, ·) : V → Em je lineárńı isomorfismus.
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Často je lineárńı struktura na vláknech dopředu zadaná, viz. konstrukce TM . Potom stač́ı
ověřit, že je trivializačńı zobrazeńı φα(m, ·) lineárńı. Potom je automaticky lineárńı isomorfismus
a přechodové funkce jsou lineárńı isomorfismy.

Daľśım d̊uležitým konceptem jsou lokálńı řezy fibrovaného prostoru. Kromě jejich př́ımočaré
geometrické interpretace (např. lokálńı vektorová pole) často můžou posloužit ke konstrukce
lokálńı trivializace (viz. následuj́ıćı sekce).

Definice 2.2.5. Necht’ π : E →M je fibrovaný prostor. Řekneme, že hladké zobrazeńı σ : U → E
je lokálńı řez fibrace π pokud π ◦ σ = 1U . Prostor lokálńıch řez̊u na okoĺı U se označuje jako
ΓU (E). Pokud U = M , ř́ıkáme, že σ je globálńı řez a ṕı̌seme Γ(E) pro jejich množinu.

2.3 Principálńı fibrace

Centrálńım objektem této přednášky bude daľśı speciálńı př́ıpad fibrovaného prostoru. Uvažujme
nyńı př́ıpad, kdy F = G, kde G je Lieova grupa. Jak omezit přechodová zobrazeńı nyńı?

Stač́ı si uvědomit, že G samotná tvoř́ı podgrupu Diff(G). Vskutku, každému g ∈ G můžeme
přǐradit unikátńı levou translaci Lg ∈ Diff(G). Přǐrazeńı g 7→ Lg je grupový monomorfismus,
protože Lgg′ = Lg ◦ Lg′ , Le = 1G, a Lg = 1G implikuje g = e. Budeme se nyńı zabývat právě
fibrovanými prostory, jejichž přechodová zobrazeńı lež́ı v této podgrupě.

Definice 2.3.1. Necht’ π : P →M je fibrovaný prostor s typickým vláknem G, kde G je Lieova
grupa. Necht’ R : P × G → P je pravá akce Lieovy grupy G na P . Předpokládáme následuj́ıćı
vlastnosti všech zúčastněných:

1. Akce R je volná a p̊usob́ı podél vláken, tj. π ◦Rg = π pro všechny g ∈ G.

2. Zúžeńı akce R na každé vlákno je tranzitivńı, tj. pro každé p, p′ ∈ Pm existuje (unikátńı)
g ∈ G, takové že p′ = p · g.

3. Existuje lokálńı trivializace {Uα, φα}α∈I , jej́ıž zobrazeńı jsou ekvivariantńı, tj. pro každé
m ∈ Uα a g, h ∈ G plat́ı

φα(m, gh) = φα(m, g) · h. (2.26)

Takovou lokálńı trivializaci budeme nazývat principálńı.

Potom se fibrovaný prostor (P,M, π,R) nazývá hlavńı fibrovaný prostor nebo též principálńı
G-bandl, principálńı fibrovaný prostor atd. Anglicky nejčastěji principal G-bundle.

Poznámka 2.3.2. Všimněte si, že akce R nemůže být pro M 6= {m} tranzitivńı. Dokonce snadno
urč́ıme orbity, jsou jimi přesně vlákna fibrace Pm difeomorfńı grupě G. Zároveň, až na př́ıklad
triviálńıho principálńıho bundlu, Pm nemá dobře definovanou strukturu Lieovy grupy - obecně
nelze jednoznačně určit jednotku grupy.

Tvrzeńı 2.3.3. Necht’ (P,M, π,R) je hlavńı fibrovaný prostor. Potom přechodová zobrazeńı prin-
cipálńı trivializace maj́ı hodnoty v podgrupě G ⊆ Diff(G).

D̊ukaz. Necht’ m ∈ Uα ∩ Uβ . Pro prvek h ∈ G můžeme psát

(gαβ(m))(h) = (π2 ◦φ−1
α )(φβ(m,h)) = (π2 ◦φ−1

α )(φβ(m, e) ·h) = (π2 ◦φ−1
α (φβ(m, e))) ·h. (2.27)
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Označ́ıme-li ĝαβ(m) = π2 ◦ φ−1
α φβ(m, e)), můžeme psát

(gαβ(m))(h) = ĝαβ(m) · h ≡ Lĝαβ(m)(h). (2.28)

Vid́ıme tedy, že přechodová zobrazeńı skutečně p̊usob́ı jako levá translace grupou G, a tedy maj́ı
hodnoty ve výše zmı́něné podgrupě Diff (G) �

Poznámka 2.3.4. Podobně jako v př́ıpadě obecné fibrace plat́ı opačné tvrzeńı. Pokud máme
fibrovaný prostor P s typickým vláknem G, v němž přechodová zobrazeńı p̊usob́ı levou translaćı,
můžeme totálńı P vybavit unikátńı pravou akćı grupy G volnou a tranzitivńı podél vláken, která
z dané lokálńı trivializace udělá principálńı a tedy z P hlavńı fibrovaný prostor.

Př́ıklad 2.3.5. Necht’ P = M × G je triviálńı fibrovaný prostor, π : M × G → M projekce.
Definujeme Rg(m,h) = (m,h · g). Potom identické zobrazeńı φ : M ×G→M ×G je principálńı
lokálńı (zde globálńı) trivializace a π : M ×G→M je hlavńı fibrovaný prostor.

Hlavńı fibrovaný prostor má následuj́ıćı užitečnou vlastnost, kde pokryt́ı lokálńımi řezy vždy
definuje principálńı lokálńı trivializaci.

Tvrzeńı 2.3.6. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor. Necht’ {Uα}α∈I je otevřené pokryt́ı
M a {σα}α∈I je kolekce hladkých lokálńıch řez̊u σα ∈ ΓUα(P ). Potom φ′α : Uα × G → π−1(Uα)
definovaná jako φ′α(m, g) = σα(m) · g definuj́ı principálńı lokálńı trivializaci P .

D̊ukaz. Protože π ◦ σα = 1Uα a π(p · g) = p, dostáváme π(φ′α(m, g)) = π(σα(m)) = m = π1(m).
Zobrazeńı jsou ekvivariantńı, zřejmě φ′α(m, gh) = σα(m) · (gh) = (σα(m) · g) · h = φ′α(m, g) · h.
Pro dokončeńı d̊ukazu muśıme ukázat, že φ′α : Uα ×G→ π−1(Uα) je difeomorfismus.

φ′α můžeme psát jako složeńı hladkých zobrazeńı φ′α = R ◦ (σα × 1G), kde R : P × G → P
je pravá akce na P . Máme tedy φ′α hladké. Necht’ p ∈ π−1(Uα). Protože bod σα(π(p)) lež́ı ve
stejném vlákně, existuje unikátńı gα(p) ∈ G, takový že

p = σα(π(p)) · gα(p). (2.29)

Definujeme inverzńı zobrazeńı jako φ′−1
α (p) = (π(p), gα(p)). Snadno se ověř́ı, že opravdu φ′α ◦

φ′−1
α = 1 and φ′−1

α ◦ φ′α = 1. Vı́me tedy, že φ′α je hladká bijekce. Abychom ukázali, že jde
o difeomorfismus, stač́ı ukázat, že φ′α je vnořeńı, tedy jeho tečné zobrazeńı je v každém vodě
injektivńı. Potřebné prostředky (fundamentálńı vektorová pole) budeme mı́t až v daľśı sekci. �

Důsledek 2.3.7. Hlavńı fibrovaný prostor je trivializovatelný, právě tehdy když existuje nějaký
globálńı hladký řez.

Př́ıklad 2.3.8. Necht’ M je libovolná varieta s pravou a volnou akćı R grupy G. Necht’ M/G je
množina všech orbit akce R nazývaná prostor orbit. Definujeme zobrazeńı π : M →M/G jako
π(m) = G · m, tj. každému bodu přǐrad́ı jeho orbitu. Jelikož každá orbita je orbitou nějakého
bodu, je π surjektivńı. Pro každé O ∈M/G je π−1(O) = O ⊆M viděna jako podmnožina M .

M/G vždycky topologický prostor, kde U ⊆ M/G je otevřená právě tehdy když π−1(U) je
otevřená v M . Je to nejhrubš́ı (nejméně otevřených množin) topologie v které je π spojité. Za
ideálńıch okolnost́ı existuje (ne vždy!) hladká struktura, taková že π : M →M/G je surjektivńı
hladké ponořeńı (surjective submersion).

Za takových podmı́nek vždy existuje pokryt́ı {Uα}α∈I variety M/G a kolekce hladkých řez̊u
{σα}α∈I , kde σα : Uα → M splňuje π ◦ σα = 1Uα . Modifikaćı d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı se
dá ukázat, že přesně stejným zp̊usobem se na π : M → M/G dá definovat struktura hlavńıho
fibrovaného prostoru.
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V daľśım př́ıkladu se podrobně pod́ıváme na fyzikálně extrémně d̊uležitý př́ıklad hlavńıho
fibrovaného prostoru. Je j́ım tzv. Hopfova fibrace π : S3 → S2, kde G = U(1)

.
= S1.

Př́ıklad 2.3.9 (Hopfova fibrace II). Uvažujme nyńı grupu SU(2) a jej́ı p̊usobeńı na dvou r̊uzných
prostorech. Z definice (je to podgrupa maticové grupy GL(2,C)) p̊usob́ı na vektorovém prostoru
C2, tj. pro χ ∈ C2 a A ∈ SU(2) p̊usob́ı jako A.χ ≡ LA(χ).

Ujasněme si nejprve, jak přesně vypadaj́ı orbity této akce. V C2 máme normu definovanou
jako ‖χ‖2 = χ†χ. Podobně jako při d̊ukazu SU(2)

.
= S3 vid́ıme, že pro r ≥ 0 můžeme psát

S3
r
.
= {χ ∈ C2 | χ†χ = r2} = {χ ∈ C2 | ‖χ‖ = r}. (2.30)

Tvrd́ıme, že orbity SU(2) jsou přesně tyto tř́ırozměrné sféry pro r ≥ 0. Všimněte si, že máme
C2/ SU(2) = [0,+∞), prostor jenž neńı nikdy hladkou varietou.

Protože akce SU(2) zachovává normu, tj. ‖Aχ‖ = ‖χ‖ pro všechny A ∈ SU(2), každá z orbit
muśı být obsažena v nějaké z S3

r. Necht’ χ ∈ S3
r je libovolné. Sestroj́ıme A, že χ = A.χ0, kde

χ0 = (r, 0)T je jeden z
”
pól̊u“ S3

r. Necht’ χ = (α, λ)T . Dosazeńım snadno zjist́ıme, že

A =
1

r

(
α −λ̄
λ ᾱ

)
. (2.31)

Protože ‖χ‖ = r, snadno se ukáže, že opravdu A ∈ SU(2). Viz také (2.11). Jelikož každé dva
body na S3

r spoj́ıme sekvenćı dvou akćı SU(2), muśı být celá S3
r v jedné orbitě.

Definujeme nyńı zobrazeńı π : C2 → R3 vztahem

π(χ)i = χ†σiχ. (2.32)

Nyńı ověř́ıme několik vlastnost́ı tohoto zobrazeńı.

Bod 1: π skoro zachovává normu: Pro libovolný χ ∈ C2 je χχ† hermitovská komplexńı
matice 2× 2. Lze ji unikátně zapsat pomoćı normy ‖χ‖ a zobrazeńı π jako

χχ† =
1

2
(‖χ‖2 · 1 + π(χ)i · σi) (2.33)

Snadno se ukáže, že (1, σ1, σ2, σ3) tvoř́ı bázi prostoru H(2,C) hermitovských matic. Vzpomeňte
H0(2,C) z př́ıkladu 2.1.19, což je podprostor H(2,C) tvořený lineárńım obalem báze (σ1, σ2, σ3).
Koeficienty v této bázi se źıskaj́ı pomoćı stop, tj.

H =
1

2
(Tr(H) · 1 + Tr(σi.H) · σi) (2.34)

Pro H = χχ† pomoćı záměn
”
pod stopou“ snadno dostáváme výsledek. Užit́ım této formulky

snadno zjist́ıme eukleidovskou normu obrazu π(χ) v závislosti na normě ‖χ‖. Máme

‖π(χ)‖2 = π(χ)iπ(χ)i = χ†σiχχ
†σiχ = Tr(χ†σiχχ

†σiχ) = Tr(χχ†σiχχ
†σi)

=
1

4
(‖χ‖4 Tr(σiσi) + π(χ)jπ(χ)k Tr(σjσiσkσi))

=
1

4
(‖χ‖42δii + 2π(χ)jπ(χ)k(δijδki − δjkδii + δjiδik))

=
1

4
(6‖χ‖4 − 2‖π(χ)‖2).

(2.35)
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Odtud ‖π(χ)‖2 = ‖χ‖4, a tedy π definuje zobrazeńı π : S3√
r
→ S2

r. Zobrazeńı je hladké protože

p̊uvodńı zobrazeńı je jen polynom v komponentách χ.

Bod 2: π je ekvivariantńı zobrazeńı: Připomeňme, že máme grupový homomorfismus
θ̂ : SU(2)→ SO(3) a tedy i akci θ̂A grupy SU(2). Tvrd́ıme, že

π(LA(χ)) = θ̂A(π(χ)). (2.36)

To ale ve skutečnosti př́ımo plyne z definice akce θ̂. Vskutku, máme

π(LA(χ))i = χ†(A†σiA)χ = Tr(σiAχχ
†A†) =

1

2
Tr(σiA(‖χ‖2 · 1 + π(χ)kσk)A†)

= π(χ)k ·
1

2
Tr(σiAσkA

†) = Rik · π(χ)k.

(2.37)

To je ale přesně vyjádřeńı (2.36). Vid́ıme, že π je ekvivariantńı.

Bod 3: π : S3 → S2 je surjektivńı zobrazeńı: Necht’ n ∈ S2 ⊆ R3 je vektor normovaný na
1. Necht’ ζ ∈ S3 ⊆ C2 je libovolný normovaný vektor, ζ†ζ = 1. Označme n′ = π(ζ) normovaný
obraz v C2. Protože S2 je orbita grupy rotaćı, určitě existuje B ∈ SO(3), že n = B.n′. Ale

protože nakryt́ı θ̂ : SU(2)→ SO(3) je surjektivńı, existuje A ∈ SU(2), takové že B = θ̂A. Potom

π(LA(ζ)) = θ̂A(π(ζ)) = B.n′ = n. (2.38)

A tedy π je surjektivńı. Ve skutečnosti jde o surjektivńı ponořeńı, protože každé ekvivariantńı
zobrazeńı má konstantńı hodnost podél celé orbity, v tomto př́ıpadě tedy podél celé S3. A hladké
surjektivńı zobrazeńı s konstantńı hodnost́ı je vždycky ponořeńı (to neńı triviálńı tvrzeńı).

Bod 4: Podél vláken π volně a tranzitivně p̊usob́ı grupa U(1). Připomeňme, že grupu
U(1) ⊆ GL(C, 1) = C vybavujeme hladkou strukturou podvariety C ≈ R2, přičemž

U(1) = {exp(iα) | α ∈ R} = S1. (2.39)

Tj. α je
”
polárńı“ souřadnice na S1. U(1) má pravou (a tedy i levou) akci na C2 definovanou

jako násobeńı odpov́ıdaj́ıćım komplexńım č́ıslem: χ · eiα = eiαχ. Zřejmě ‖χ · eiα‖ = ‖χ‖ a akci
tedy můžeme zúžit na S3 ⊆ C2. Označme Reiα(ζ) ≡ ζ · eiα. Chceme ukázat, že π ◦Reiα = π:

π(eiαζ)i = (eiαζ)†σi(e
iαζ) = e−iα(ζ†σiζ)eiα = π(ζ)i. (2.40)

Dál chceme ukázat, že akce p̊usob́ı volně. Necht’ eiαζ = ζ. Stač́ı rovnici vynásobit ζ† zleva a
dostáváme eiαζ†ζ = ζ†ζ. Odtud eiα = 1 ≡ eU(1).

Konečně, muśıme ukázat, že je akce tranzitivńı. Necht’ ζ ∈ S3, takové, že π(ζ) = n. Definujme
komplexńı matici Σ = n · σ. Podle předpokladu ζζ† = 1

2 (1 + n · σ). Odtud tedy

Σ(ζ) = (2ζζ† − 1)ζ = 2ζζ†ζ − ζ = ζ. (2.41)

Odtud vid́ıme, že každý bod vlákna π−1(n) je vlastńım vektorem operátoru Σ s vlastńım č́ıslem
1. Opačné tvrzeńı je také pravdivé. Necht’ Σ(ζ) = ζ. Máme π(ζ)i = ζ†σiζ. Vynásobeńım ni a
sečteńım přes i dostáváme π(ζ)i · ni = 1, tj. π(ζ) · n = 1. Ale π(ζ) i n jsou směrové vektory,
odkud plyne π(ζ) = n. Vlákna π maj́ı tedy jednoduchou interpretaci:

π−1(n) = {ζ ∈ C2 | ζ je normovaným vlastńım vektorem n · σ s vlastńım č́ıslem 1}. (2.42)
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Každý absolvent kvantové mechaniky v́ı, že n · σ má vlastńı č́ısla {−1, 1} a př́ıslušné vlastńı
prostory jsou jednorozměrné. Je-li tedy χ′ libovolný jiný normovaný vlastńı vektor, je χ′ = eiαχ
pro nějaké eiα ∈ U(1). To ukazuje tranzitivitu.

Bod 5: Dostáváme netriviálńı hlavńı fibraci se strukturńı grupou U(1): Ukázali jsme,
že π : S3 → S2 je hladká surjektivńı submerze. Definovali jsme hladkou volnou akci p̊usob́ıćı
tranzitivně podél vláken. Abychom ukázali, že jde o hlavńı fibraci, muśı se definovat lokálńı
trivializace. Protože π je submerze, vždycky existuje kolekce {σα}α∈I hladkých řez̊u π, jejichž
definičńı obory pokrývaj́ı S2. Úplně stejně jako v d̊ukazu tvrzeńı 2.3.6 se pomoćı nich definuje
principálńı lokálńı trivializace S3.

Výsledný hlavńı fibrovaný prostor se nazývá Hopfova fibrace. Výsledek neńı triviálńı fib-
rovaný prostor, protože S3 � S2 × S1 a topologický prostor S2 × S1 neńı jednoduše souvislý.

Daľśı př́ıklad hlavńıho fibrovaného prostoru je jedńım z těch úplně nejd̊uležitěǰśıch. Ukazuje,
že kolekce všech báźı všech tečných prostor̊u tvoř́ı fibrovaný prostor s přirozenou akćı grupy
GL(n,R). Je d̊uležité mu porozumět, protože naprostá věťsina formálńıch definic v teorii hlavńıch
fibrovaných prostor̊u pocháźı ze studia tohoto speciálńıho př́ıpadu!

Př́ıklad 2.3.10 (Hlavńı fibrace repér̊u (angl. Frame bundle)). Připomeňme př́ıklad 2.1.8. Pro
každý n-rozměrný vektorový prostor V jsme definovali varietu E(V ) všech báźı prostoru V .

Necht’ M je libovolná n-rozměrná hladká varieta. Definujeme totálńı prostor F (M) jako

F (M) =
⊔
m∈M

E(TmM), (2.43)

tj. F (M) je množina všech báźı všech tečných prostor̊u k varietě M . Necht’ e ∈ E(TmM). Potom
π : F (M)→M definujeme jako π(e) = m, tj. každé bázi přǐrad́ıme bod variety M , kde se dotýká
tečný prostor jehož je e báźı. Jelikož E(TmM) 6= ∅, je π surjektivńı.

Typickým vláknem π : F (M) → M bude Lieova grupa GL(n,R). Necht’ {Uα, ϕα}α∈I je
souřadnicový atlas variety M . Označme př́ıslušné souřadnicové funkce xiα : Uα → R. Pro každý
bod m ∈ Uα tedy dostáváme prvek ∂(α)|m ∈ E(TmM), kde

∂(α)|m = (
∂

∂xiα

∣∣∣∣
m

, . . . ,
∂

∂xnα

∣∣∣∣
m

). (2.44)

Nyńı definujeme lokálńı trivializaci φα : Uα × GL(n,R) → π−1(Uα). Připomeňme, že GL(n,R)
p̊usob́ı přirozeně zprava na E(V ) pro libovolný n-rozměrný prostor. Potom

φα(m,A) := ∂(α)|m ·A, (2.45)

pro každé m ∈ Uα a A ∈ GL(n,R). V duchu tvrzeńı 2.2.2 muśıme ukázat, že jsme právě definovali
bijekci, takovou že π ◦ φα = π1. Ale protože ∂(α)|m je báze v TmM , je i výsledek p̊usobeńı A (z
definice). A tedy π(φα(m,A)) = m. Zjevně je to bijekce, protože pro každé e ∈ E(TmM) existuje
právě jedno A ∈ GL(n,R), že e = ∂(α)|m ·A. Abychom mohli využ́ıt služeb tvrzeńı 2.2.2, muśıme
ukázat, že přechodová zobrazeńı jsou hladká.

Necht’ tedy m ∈ Uα ∩ Uβ . Ale potom ∂(β)|m = ∂(α)|m · J(m), kde J je Jacobiho matice
transformace přechodového zobrazeńı ϕα ◦ ϕ−1

β . Potom přechodové zobrazeńı trivializace je

[gαβ(m)](A) = π2φ
−1
α (φβ(m,A)) = π2φ

−1
α (∂(β)|m ·A)

= π2φ
−1
α (∂(α)|m · J(m) ·A)

= J(m) ·A.
(2.46)
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Vid́ıme tedy, že přechodová zobrazeńı p̊usob́ı levou translaćı prvkem J(m), který (jako každá
Jacobiho matice v atlasu) hladce záviśı na m. Z tvrzeńı 2.2.2 tedy plyne, že existuje unikátńı
hladká struktura na F (M), která z π : F (M)→M udělá fibrovaný prostor.

Muśıme ještě definovat vhodnou akci GL(n,R) na F (M). Existuje jediná logická možnost, a
tedy RA(e) = e ·A pro každé e ∈ F (M) a A ∈ GL(n,R). V každém vlákně tedy definuje pravou
akci z př́ıkladu 2.1.8, o které jsme již ukázali, že je tam volná a tranzitivńı.

Nakonec najednou ukážeme, že akce je hladká a lokálńı trivializace {(Uα, φα)}α∈I je ekviva-
riantńı a tedy tzv. principálńı. Pro každé A,B ∈ GL(n,R) a m ∈ Uα máme

RA(φα(m,B)) = φα(m,B) ·A = ((∂α|m) ·B) ·A = φα(m,B.A). (2.47)

To ukazuje ekvivarianci. Zároveň je pravá strana hladká v (m,B,A), a tedy R : π−1(Uα) ×
GL(n,R) → π−1(Uα) je hladké zobrazeńı pro každé α ∈ I. π : F (M) → M se nazývá hlavńı
fibrace repér̊u, nebo známěji v angličtině frame bundle.

Cvičeńı 2.3.11. Ujasněte si, že lokálńı řezy π : F (M) → M odpov́ıdaj́ı (lokálně definovaným)
poĺım repér̊u. Dle d̊usledku 2.3.7 je tedy F (M) trivializovatelný právě tehdy když existuje globálně
definované pole repér̊u. Takové varietě se ř́ıká paralelizovatelná. To nastane např́ıklad pokud
M = G je Lieova grupa.

2.4 Fundamentálńı vektorová pole, vertikálńı podprostor

Následuj́ıćı odstavce funguj́ı pro libovolnou hladkou varietu P s libovolnou pravou akćı R :
P × G → P Lieovy grupy G. Připomeňme, že Lieova algebra g = Lie(G) Lieovy grupy G je
vektorový prostor který ztotožňujeme s tečným prostorem v e ∈ G, tj. g = TeG.

g je izomorfńı podprostoru XL(G) nekonečně-rozměrné Lieovy algebry X(G) tvořenému levo-
invariantńımi vektorovými poli. Izomorfismus přǐrad́ı každému x ∈ g př́ıslušné levo-invariantńı
vektorové pole xL definované jako

xL|g = Lg∗(x) ≡ [Te(Lg)](x). (2.48)

Plat́ı xL|e = x. Jelikož xL je vektorové pole jako každé jiné, existuj́ı i jeho integrálńı křivky.
Jeho integrálńı křivka γ : R→ G startuj́ıćı v t = 0 z bodu e se označuje jako γ(t) ≡ exp(tx), tj.

exp(0 · x) = e,
d

dt
exp(tx) = xL|exp(tx). (2.49)

Zejména plat́ı, že x je tečné k exp(tx) v t = 0, tj. x = d
dt

∣∣
t=0

exp(tx).

Intuitivně je následuj́ıćı myšlenka velmi jednoduchá. Zvoĺım si libovolný bod m ∈ P a libo-
volný element x ∈ g. Ten je tečný ke křivce exp(tx). Pro každé t se pod́ıvám, jak prvek exp(tx)
zap̊usob́ı na bod m, tedy na bod m · exp(tx). To mi ale definuje novou křivku t 7→ m · exp(tx),
tentokrát

”
namalovanou“ ve varietě P . A já se pod́ıvám na jej́ı tečnu v bodě m, tj. pro t = 0.

T́ım definuji tečný vektor v TmP :

#x|m :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · exp(tx). (2.50)

Tento postup zopakuji pro každý bod m ∈ M a dostanu tedy vektorové pole #x. Je to hladké
vektorové pole, protože zobrazeńı φ#x : R×M →M definované jako φ#x(t,m) = m · exp(tx) je
hladké v m a splňuje všechny vlastnosti toku vektorového pole. Je jasné, že φ#x je tokem #x.
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Definice 2.4.1. Pro každé x ∈ g, #x se nazývá fundamentálńı vektorové pole prvku x.

Přǐrazeńı fundamentálńıho vektorového pole x 7→ #x můžeme interpretovat jako zobrazeńı
# : g → X(P ). Často se nazývá infinitesimálńı generátor akce R. Nyńı ukážeme, že toto
zobrazeńı má několik zásadńıch vlastnost́ı.

Tvrzeńı 2.4.2. Zobrazeńı # : g → X(P ) je lineárńı. Pro každé m definuje lineárńı zobrazeńı
#m : g→ TmP . Vlastnosti tohoto zobrazeńı odráž́ı lokálńı vlastnosti akce R:

(i) Je-li Gm = {e}, je #m monomorfismus.

(ii) Existuje-li otevřené okoĺı bodu m, kde je akce R tranzitivńı, je #m epimorfismus.

D̊ukaz. Připomeňme si orbitové zobrazeńı R(m) : G → P definované jako R(m)(g) = R(m, g) =
m · g. Potom můžeme psát

#m(x) = #x|m =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · exp(tx) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

R(m)(exp(tx)) = R
(m)
∗ (x) ≡ (TeR

(m))(x). (2.51)

Ale R
(m)
∗ : g ≡ TeG→ TmP je jako každý push-forward lineárńı zobrazeńı. Tedy #|m je lineárńı.

Nyńı ad (i): Za těchto předpoklad̊u je zobrazeńı R(m) injektivńı. Necht’ #m(x) = 0. S využit́ım
toho, že R(m)(gh) = R(m)(g) · h dostáváme

d

dt
R(m)(exp(tx)) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

R(m)(exp((s+ t)x)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

R(m)(exp(sx) · exp(tx))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Rexp(tx)(m · exp(sx)) = Rexp(tx)∗(#m(x)) = 0.

(2.52)

Odtud vid́ım, že R(m)(exp(tx)) = R(m)(e) pro každé t ∈ R. Z injektivity exp(tx) = e pro všechny
t ∈ R. Odtud ale x = d

dt

∣∣
t=0

exp(tx) = 0. A tedy #m je injektivńı.

Ad (ii): Necht’ R je tranzitivńı na okoĺı V 3 m. Potom H = (R(m))−1(V ) je otevřená množina
splňuj́ıćı, že R(m)(H) = V , a tedy R(m) : H → V je tedy surjektivńı hladké zobrazeńı. Protože
R(m) je ekvivariantńı, jeho tečné zobrazeńı ThR

(m) má stejnou hodnost pro každé h ∈ H. Ze
surjektivity ale už (netriviálně) plyne, že ThR

(m) má maximálńı hodnost, tedy je surjektivńı pro
každé h ∈ H. To plat́ı zejména pro #m ≡ TeR(m). �

Důsledek 2.4.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s pravou akćı R. Potom je pro
každé p ∈ P zobrazeńı #p : g→ TpP monomorfńı.

Orbity akce R jsou vložené podvariety vláken π−1(m). Potom pro každé p ∈ P a m = π(p),
#p : g → Tp(π

−1(m)) je lineárńı izomorfismus, tj. tečné prostory k vlákn̊um jsou kanonicky
izomorfńı g.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je zřejmé, protože akce R je volná a zbytek plyne z (i). Protože vlákna
jsou vložené podvariety a orbity akce R, můžeme akci zúžit na ně. Tam je akce volná a nav́ıc i
tranzitivńı. Fundamentálńı vektorová pole jsou tedy tečná k vlákn̊um a jelikož je podél nich akce
tranzitivńı, z tvrzeńı (ii) vyplývá, že je #|p : g→ Tp(π

−1(m)) ⊆ TpP je surjektivńı. �

Jelikož jak g tak X(P ) maj́ı přirozenou strukturu Lieovy algebry, můžeme se ptát, jak moc
# respektuje tuto přidanou strukturu. Nejprve si ale muśıme připomenou následuj́ıćı pojem.
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Definice 2.4.4. Necht’ M a N jsou libovolné hladké variety, ϕ : M → N . Necht’ X ∈ X(M) a
Y ∈ X(N) jsou hladká vektorová pole. Řekneme, že X a Y jsou ϕ-vztažená1, pokud

ϕ∗(X|m) = Y |ϕ(m). (2.53)

Ṕı̌seme X ∼ϕ Y .

Analýzou odpov́ıdaj́ıćıch lokálńıch tok̊u lze snadno odvodit následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 2.4.5. Necht’ ϕ : M → N jako v předchoźı definici. Necht’ X ∼ϕ Y a X ′ ∼ϕ Y ′. Potom

[X,X ′] ∼ϕ [Y, Y ′]. (2.54)

Explicitně řečeno, pro každé m ∈M plat́ı ϕ∗([X,X
′]|m) = [Y, Y ′]|ϕ(m).

S využit́ım tohoto pozorováńı je jednoduché dokázat následuj́ıćı d̊uležité tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.4.6 (Infinitesimálńı generátor je homomorfismus). Necht’ R : P × G → P je pravá
akce Lieovy grupy G na varietě P . Potom zobrazeńı # : g → X(P ) je homomorfismus Lieových
algeber, tj. pro každé x, y ∈ g plat́ı rovnost

[#x,#y] = #[x, y]g. (2.55)

D̊ukaz. Důkaz je př́ımou aplikaćı lemmatu 2.4.5. Necht’m ∈ P je fixńı bod, a necht’R(m) : G→M
je orbitové zobrazeńı př́ıslušné akci R. Necht’ x ∈ g a xL ∈ X(G). Potom xL ∼R(m) #x:

R
(m)
∗ (xL|g) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

R(m)(g exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

m · (g exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · exp(tx)

= #x|m·g = #x|R(m)(g).

(2.56)

Pro libovolné x, y ∈ g, m ∈ P a g ∈ G tedy dostáváme relaci

R
(m)
∗ ([xL, yL]|g) = [#x,#y]|m·g. (2.57)

Dosazeńım g = e poté uvid́ıme přesně rovnost (2.55). �

Z definice fundamentálńıch vektorových poĺı lze očekávat zaj́ımavé chováńı v̊uči translaćım
př́ıslušné akce. Připomeňme si definici adjungované reprezentace. Pro každé g ∈ G máme
př́ıslušnou konjugaci Ig : G→ G. Plat́ı Ig(e) = e. Jelikož g = TeG, př́ıslušné tečné zobrazeńı Ig∗
definuje lineárńı izomorfismus Lieovy algebry g. Definujeme Adg(x) := Ig∗(x). Plat́ı

Adg(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ig(exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp(tx)g−1. (2.58)

Zároveň ale plat́ı (jako pro každý element g) rovnice Adg(x) = d
dt

∣∣
t=0

exp(tAdg(x)). Z jedno-
značnosti maximálńıch integrálńıch křivek vektorových poĺı potom plyne následuj́ıćı lemma:

Lemma 2.4.7. Pro všechny g ∈ G, x ∈ g a t ∈ R plat́ı rovnost

exp(tAdg(x)) = g exp(tx)g−1. (2.59)

1Někdy též ϕ-př́ıbuzná.
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S využit́ım tohoto pozorováńı je již snadné dokázat následuj́ıćı (kĺıčové) tvrzeńı:

Tvrzeńı 2.4.8. Necht’ R : P × G → P je pravá akce Lieovy grup G na P a # : g → X(P ) je
př́ıslušný infinitesimálńı generátor. Potom pro každé g ∈ G a x ∈ g plat́ı

Rg∗(#x) = #(Adg−1(x)). (2.60)

D̊ukaz. Nejprve si zapǐsme (2.60) v každém bodě m ∈ P . Máme ukázat, že

Rg∗(#x|m) = #(Adg−1(x))|m·g. (2.61)

Začněme př́ımočarým výpočtem z levé strany.

Rg∗(#x|m) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Rg(m · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · exp(tx)) · g

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · (g−1 exp(tx)g)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m · g) · (Adg−1(x)) = #(Adg−1(x))|m·g.

(2.62)

A je to dokázáno, a je to hotovo. �

Cvičeńı 2.4.9. Nalezněte modifikaci tvrzeńı 2.4.6 a 2.4.8 pro levé akce Lieových grup.

Př́ıklad 2.4.10 (Fundamentálńı vektorová pole na hlavńı fibraci repér̊u). Necht’ P = F (M) a
G = GL(n,R). Zavedeme si nejprve lokálńı souřadnice na totálńım prostoru F (M).

Připomeňme, že lokálńı trivializaci jsme zavedli s pomoćı souřadnic (U, (x1, . . . , xn)), přičemž
trivializačńı zobrazeńı φ : U × GL(n,R) → π−1(U) jsme zavedli jako φ(m,A) = ∂|m · A, kde
∂|m = (∂1|m, . . . , ∂n|m) ∈ E(TmM) je báze souřadnicových tečných vektor̊u. Každý bod (bázi
nějakého tečného prostoru) e ∈ π−1(U) tedy můžeme jednoznačně popsat pomoćı bodu m a
matice A, že e = ∂|m ·A.

Standardńı báze {Eba}na,b=1 vektorového prostoru Rn,n matic n× n se zavede vztahem

(Eab )ij = δaj δ
i
b, (2.63)

tj. Eab je matice co má nuly všude kromě jedničky v pr̊useč́ıku b-tého řádku a a-tého sloupečku.
Potom matici A můžeme napsat jako A = Ab

aE
a
b . Vskutku, máme Ai

j = Ab
a(Eab )ij . Pro prvek

e = ∂|m ·A definujeme souřadnicové funkce xi : π−1(U)→ R a yab : π−1(U)→ R jako

xi(e) := xi(m), yab (e) := Aa
b . (2.64)

Souřadnicové funkce xi : π−1(U) → R a xi : U → R se standardně označuj́ı stejným symbolem,
přestože jde o funkce na jiných varietách. Často budeme psát y(e) ≡ yab (e)Ebe. Snadno se ověř́ı,
že (x1, . . . , xn, y1

1 , . . . , y
n
n) tvoř́ı lokálńı souřadnice na π−1(U).

Pojd’me si spoč́ıtat fundamentálńı vektorová pole pravé akce R : F (M)×GL(n,R)→ F (M).
Připomeňme, že g = gl(n,R)

.
= Rn,n. Každý element x ∈ g lze tedy zapsat jako x = xabE

b
a.

Jelikož # je lineárńı, stač́ı spoč́ıtat #Eab . Necht’ e ∈ F (M) je libovolný bod. Potom

#Eab |e = V i
∂

∂xi

∣∣∣∣
e

+W c
d

∂

∂ydc

∣∣∣∣
e

, (2.65)
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kde V i a W c
d se vypoč́ıtaj́ı (z definice) jako

V i =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

xi(e · exp(tEab )), W c
d =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ycd(e · exp(tEab )). (2.66)

Jelikož akce p̊usob́ı podél vláken, neměńı bod ve kterém se báze nacháźı. A tedy V i = 0. Pro
výpočet druhé komponenty, výraz v závorkách můžeme přepsat jako

e · exp(tEab ) = ∂|m · y(e) · exp(tEav ) = ∂|m · ({y(e) · exp(tEab )}kl Elk). (2.67)

Z definice souřadnicových funkćı tedy dostáváme výraz

ycd(e · exp(tEab )) = {y(e) · exp(tEab )}cd (2.68)

Derivaćı v t = 0 a s využit́ım toho, že exp(tEab ) je opravdická maticová exponenciála, dostáváme

W c
d =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

{y(e) · exp(tEab )}cd = {y(e) · Eab }cd = yck(e)(Eab )kd = δady
c
b(e). (2.69)

Nyńı jen zbývá dosadit tyto koeficienty a dostaneme

#Eab |e = (δady
c
b(e)) ·

∂

∂ycd

∣∣∣∣
e

= ycb(e) ·
∂

∂yac

∣∣∣∣
e

. (2.70)

Pro zpřehledněńı značńı budeme použ́ıvat označeńı ∂i = ∂
∂xi a ∂ab = ∂

∂yba
. Pečlivě si vš́ımejte

polohy index̊u v druhé definici. Potom lze psát #Eab (bez indikace konkrétńıho bodu) jako

#Eab = ycb · ∂ac , a tedy pro x ∈ gl(n,R) obecně jako #x = xba#Eab = xba y
c
b · ∂ac . (2.71)

Cvičeńı 2.4.11. Ověřte explicitńım výpočtem, že pro fundamentálńı pole #x z předchoźıho
př́ıkladu plat́ı tvrzeńı 2.4.6 a 2.4.8.

Pro obecnou akci Lieovy grupy poskytuj́ı fundamentálńı vektorová pole d̊uležité informace o
samotné akci. Pro topologicky dostatečně hezké Lieovy grupy G (souvislé a jednoduše souvislé)
dokonce kóduj́ı celou akci, z pouhé znalosti zobrazeńı # lze rekonstruovat celou akci R. Pro naše
účely, tj. pro studium hlavńıch fibrovaných prostor̊u však plńı daľśı užitečnou funkci. V každém
bodě totiž generuj́ı následuj́ıćı význačný podprostor tečného prostoru totálńıho prostoru P .

Definice 2.4.12. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou G. Pro
každé p ∈ P definujeme vertikálńı tečný podprostor, jehož elementy nazýváme vertikálńı
vektory, jako jádro tečného zobrazeńı k projekci, tj.

Verp(P ) = {X ∈ TpP | π∗(X) = 0} ≡ ker(Tpπ). (2.72)

Jelikož π je vždy hladká submerze, máme dim(Verp(P )) = dimP − dimM .

Jelikož jednotlivá vlákna Pm ≡ π−1(m) jsou vložené podvariety P definované jako vzory
jednotlivých bod̊u báze M (tvz.

”
level sets“), dá se snadno nahlédnout, že pro každé p ∈ Pm

plat́ı Tp(Pm) = ker(Tpπ) = Verp(P ). Geometricky je tedy Verp(P ) tvořen tečnými vektory, které
jsou v daném bodě p tečné k vláknu fibrace. V kombinaci s d̊usledkem 2.4.3 dostáváme následuj́ıćı
d̊uležité tvrzeńı.
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Tvrzeńı 2.4.13. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s akćı R. Necht’ # je infi-
nitesimálńı generátor R. Potom pro každé p ∈ P , zobrazeńı #p : g → Verp(P ) je lineárńı
izomorfismus.

Definice 2.4.14. Necht’ X ∈ X(P ) je hladké vektorové pole. Řekneme, že X je vertikálńı, je-li
X|p ∈ Verp(P ) pro všechny p ∈ P .

Upozorněńı: neńı pravda, že obecně X = #x pro nějaké x ∈ g. Existuj́ı ale unikátńı hladké
funkce Xµ ∈ C∞(P ), že X = Xµ ·#tµ, kde {tµ}dim g

µ=1 je libovolná báze g.

Vertikálńı podprostor má daľśı význačnou vlastnost. Tečné zobrazeńı k pravé akci zobra-
zuje vertikálńı vektory na vertikálńı, všechny vertikálńı podprostory podél jednoho vlákna jsou
kanonicky izomorfńı. Toto je tvrzeńım následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 2.4.15. Pro libovolné p ∈ P a g ∈ G plat́ı Rg∗(Verp(P )) = Verp·g(P ).

D̊ukaz. Tvrzeńı snadno plyne z vlastnosti π ◦Rg = π. Potom pro X ∈ Verp(P ) plat́ı

π∗(Rg∗(X)) = (π ◦Rg)∗(X) = π∗(X) = 0. (2.73)

Odtud plyne inkluze Rg∗(Verp(P )) ⊆ Verp·g(P ). Opačná inkluze se ukáže podobně snadno. Pro
Y ∈ Verp·g(P ) můžeme psát Y = Rg∗(Rg−1∗(Y )), kde Rg−1∗(Y )) ∈ Verp(P ) podle již dokázané
inkluze. �
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Kapitola 3

Forma konexe

3.1 Formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Při práci s hlavńımi fibrovanými prostory často naraźıme na diferenciálńı formy, jejichž hod-
noty na vektorová pole nejsou hladké funkce do reálných č́ısel, ale hladké funkce s hodnotami v
konečně-rozměrném vektorovém prostoru. Některé ze standardńıch operaćı na obyčejných dife-
renciálńıch formách lze snadno rozš́ı̌rit na tuto větš́ı tř́ıdu, některé ne.

Definice 3.1.1. Necht’ M je hladká varieta. Je-li V libovolný konečně-rozměrný vektorový pro-
stor, řekneme, že ω je diferenciálńı p-forma s hodnotami ve V , je-li

ω : X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
p krát

→ C∞(M,V ) (3.1)

totálně antisymetrické zobrazeńı, které je C∞(M)-lineárńı v každém vstupu. C∞(M,V ) označuje
modul hladkých funkćı z M do V . Označme prostor takových forem jako Ωp(M,V ).

Poznámka 3.1.2. Pro V = R dostaneme prostor obyčejných diferenciálńıch forem na M .

Podobně jako v př́ıpadě obyčejných forem můžeme formu
”
vyč́ıslit“ v každém bodě m ∈M .

V tomto př́ıpadě dostáváme p-lineárńı totálně antisymetrické zobrazeńı: ω|m : (TmM)p → V .
Ve skutečnosti má prostor Ωp(M,V ) velmi jednoduchou strukturu. Necht’ {Eµ}dimV

µ=1 je libovolná
báze vektorového prostoru V . Potom můžeme psát

ω(X1, . . . , Xp) = ωµ(X1, . . . , Xp)Eµ. (3.2)

Snadno se ověř́ı, že ωµ ∈ Ωp(M,R) ≡ Ωp(M) jsou obyčejné tzv. komponentńı p-formy. Každou
formu ω ∈ Ωp(M,V ) tedy můžeme psát (pro danou bázi jednoznačně) jako ω = ωµEµ.

Tento zápis můžeme použ́ıvat k zobecněńı známých operaćı na diferenciálńıch formách:

Definice 3.1.3. Vněǰśı derivace, vnitřńı součin a Lieova derivace se definuj́ı jako:

dω = (dωµ)Eµ, iV ω = (iV ω
µ)Eµ, LV ω = (LV ωµ)Eµ (3.3)

Necht’ A ∈ End(V ) Potom můžeme definovat p̊usobeńı A na Ωp(M,V ) jako

A(ω) = ωµA(Eµ). (3.4)
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Cvičeńı 3.1.4. Ujasněte si, že výše zmı́něné definice nezáviśı na výběru báze {Eµ} a definuj́ı
tedy kanonické operace na prostoru forem s hodnotami ve V .

Pro obecný prostor V neexistuje jednoduchý zp̊usob, jak definovat analog vněǰśıho součinu.
Obecně totiž neumı́me z dvojice vektor̊u ve V vyrobit jeden, a to

”
bilineárńım zp̊usobem“.

Pochopitelně existuje situace, kdy to umı́me.

Definice 3.1.5. Necht’ je V je zároveň algebra, tj. existuje bilineárńı zobrazeńı · : V × V → V .
Potom na Ωp(M,V ) můžeme definovat vněǰśı součin předpisem

ω ∧̇ τ = ωµ ∧ τν(Eµ · Eν) (3.5)

Cvičeńı 3.1.6. Ověřte, že definice je nezávislá od výběru báze. Ujasněte si, že pro obecnou
algebru neńı ∧̇ ani asociativńı ani gradovaně antisymetrický.

Př́ıklad 3.1.7. Ukažme si dva typické př́ıklady kde lze ř́ıct něco v́ıc o součinu ∧̇ .

(i) Součin · je asociativńı. Potom i ∧̇ je asociativńı. Neńı-li pochyb o algebře použité ve V ,
vynecháváme tečku.

Neńı však gradovaně antisymetrický. To plat́ı pouze pro př́ıpad, kdy je · komutativńı součin.
To je d̊uvod proč vše funguje pro V = R, kde máme komutativńı asociativńı součin.

(ii) V = g je Lieova algebra se závorkou [·, ·]g. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá značeńı

[ω ∧ τ ]g ≡ ωµ ∧ τν [Eµ, Eν ]g (3.6)

Součin [·∧·]g neńı asociativńı, ale můžeme ř́ıct něco o výsledku prohozeńı obou vstupuj́ıćıch
forem. Pro ω ∈ Ωp(M, g) a τ ∈ Ωq(M, g) dostáváme

[ω ∧ τ ]g = ωµ ∧ τν [Eµ, Eν ]g = (−1)pqτν ∧ ωµ[Eµ, Eν ]g = (−1)pq+1τν ∧ ωµ[Eν , Eµ]g

= (−1)pq+1[τ ∧ ω]g.
(3.7)

Vid́ıme, že plat́ı jistá forma gradované antisymetrie, která se ale lǐśı o celkové znaménko!
Na rozd́ıl od běžných forem např́ıklad pro ω ∈ Ω2k+1(M, g) obecně neplat́ı [ω ∧ ω]g = 0.

Cvičeńı 3.1.8. Nalezněte pravidlo pro p̊usobeńı vněǰśı derivace d na vněǰśı součin ω ∧̇ τ .

3.2 Formy afinńı konexe

Nyńı si ukážeme, že Christofellovy symboly druhého druhu pro afinńı konexe na varietě M lze
užitečně interpretovat jako komponenty komponentńıch forem jistých forem.

Definice 3.2.1. Necht’ M je hladká varieta. Afinńı konex́ı na M rozumı́me R-bilineárńı zob-
razeńı ∇ : X(M)× X(M)→ X(M) které pro všechny X,Y ∈ X(M) a f ∈ C∞(M) splňuje

∇fXY = f∇XY, ∇X(fY ) = f∇XY + (X.f)Y, (3.8)

kde ∇X ≡ ∇(X, ·) se nazývá operátor kovariantńı derivace ve směru X.
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Necht’ (e1, . . . , en) je libovolné pole repér̊u definované lokálně na okoĺı U ⊆M . Připomeňme si,
že e ∈ ΓU (F (M)) lze interpretovat jako lokálńı řez hlavńı fibrace repér̊u. Potom Christoffelovy
symboly druhého druhu vzhledem k repérovému poli (e1, . . . , en) jsou hladké funkce na U
definované vztahem

∇ea(eb) = Γcbaec (3.9)

Nejprve je třeba si uvědomit, že Γcba netvoř́ı komponenty tenzoru. Vskutku, necht’ e′ je jiné
repérové pole definované na U ′. Potom plat́ı e′ = e ·A pro A : U ∩ U ′ → GL(n,R). Po dosazeńı
a využit́ı axiomů (3.8) snadno dostaneme vztah

Γ′cba = (A−1)ckA
i
bA

j
aΓkij + (A−1)ckA

i
a(ei.A

k
b ). (3.10)

Vid́ıme, že Γcba jsou tenzorové v a a c. To nás vede k definici lokálńıch 1-forem konexe:

ω̂cb(X) := 〈ec,∇Xeb〉, (3.11)

pro všechny X ∈ X(M). Protože ∇X je C∞(M)-lineárńı v X, jsou ω̂cb ∈ Ω1(U). Z definice plat́ı

ω̂cb = Γcbae
a (3.12)

Upozorněńı: součást́ı definice ω̂cb je vždy i konkrétńı lokálńı repérové pole (e1, . . . , en). Pokud ω̂′cb
jsou lokálńı 1-formy konexe př́ıslušné repérovému poli (e′1, . . . , e

′
n), dostáváme vztah

ω̂′cb = (A−1)ck ω̂
k
i Ai

b + (A−1)ck(ei.A
k
b )ei

= (A−1)ck ω̂
k
i Ai

b + (A−1)ck dA
k
b .

(3.13)

platný na pr̊uniku U∩U ′. Vid́ıme, že relace připomı́naj́ı součiny matic. Proč z toho tedy skutečné
součiny matic neudělat? Necht’ {Eba}na,b=1 je standardńı báze Rn,n = gl(n,R). Definujeme (jednu)

lokálńı 1-formu konexe ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)) vztahem

ω̂ = ω̂cbE
c
b . (3.14)

Jinými slovy, ω̂cb tvoř́ı komponentńı 1-formy ω̂. Samotnou transformačńı funkci A : U ∩ U ′ →
GL(n,R) lze interpretovat jako 0-formu s hodnotami v GL(n,R), tj. A = Ac

bE
b
c , a tedy A ∈

Ω0(U ∩ U ′,GL(n,R)). Potom lze transformačńı vztah (3.13) přepsat jednoduše jako

ω̂′ = A−1ω̂A + A−1dA. (3.15)

Zat́ım vypadá přepis globálně definované kovariantńı derivace do lokálně definovaných objekt̊u
ω̂ jako čistý formalismus, byt’ umı́me přepsat transformačńı vlastnosti Christoffelových symbol̊u
pomoćı elegantńı rovnice. To se však změńı ze zavedeńı lokálńıch forem křivosti a torze:

Ω̂cd(X,Y ) = 〈ec, R(X,Y )ed〉, T̂ c(X,Y ) = 〈ec, T (X,Y )〉. (3.16)

Z kterých opět uděláme formy s hodnotami ve vektorových prostorech. Necht’ {Ea}na=1 je stan-
dardńı báze v Rn. Potom Ω̂ ∈ Ω2(U, gl(n,R)) a T̂ ∈ Ω2(U,Rn) definujeme vztahem:

Ω̂ = Ω̂cdE
d
c , T̂ = T̂ cEc. (3.17)

Jelikož R a T jsou z definice tenzory, snadno se odvod́ı transformačńı pravidla

Ω̂′ = A−1Ω̂A, T̂ ′ = A−1T̂ , (3.18)

kde na pravé straně matice A−1 p̊usob́ı na sloupečky v Rn, kde má hodnoty forma T̂ . Vztahy
mezi konex́ı ∇ a jej́ımi tenzory křivosti R a torze T se daj́ı velmi elegantně zapsat pomoćı
př́ıslušných lokálńıch forem.
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Tvrzeńı 3.2.2 (Cartanovy strukturńı rovnice). Necht’ (e1, . . . , en) je pole repér̊u na U , a necht’

ω̂ jsou odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy konexe na U . Potom plat́ı rovnice

Ω̂ab = dω̂ab + ω̂ac ∧ ω̂cb (3.19)

T̂ a = dea + ω̂ab ∧ eb, (3.20)

kde {ea}na=1 ⊆ Ω1(U) je odpov́ıdaj́ıćı duálńı repérové pole. M̊užeme definovat e# ∈ Ω1(U,Rn)
vztahem e# = eaEa a obě rovnice přepsat v řeči forem s hodnotami ve vektorovém prostoru:

Ω̂ = dω̂ + ω̂ ∧ ω̂, (3.21)

T̂ = de# + ω̂ ∧ e#. (3.22)

D̊ukaz. Dokážeme si jen druhou z rovnic, prvńı rovnici lze ukázat úplně analogicky s pomoćı
definice operátoru křivosti R. Abychom dokázali rovnici č́ıslo dvě, použijeme standardńı formulku
pro vněǰśı derivaci a vyjdeme z pravé strany:

dea(X,Y ) = X.ea(Y )− Y.ea(X)− ea([X,Y ])

= 〈∇Xea, Y 〉 − 〈∇Y ea, X〉
+ ea(∇XY −∇YX − [X,Y ]),

(3.23)

kde jsme použili definici kovariantńı derivace 1-formy: 〈∇Xα, Y 〉 = X.〈α, Y 〉 −α(∇XY ). Nyńı si
stač́ı uvědomit, že kovariantńı derivace ea lze vyjádřit pomoćı lokálńıch forem konexe jako

∇Xea = −ω̂ab (X)eb. (3.24)

To lze snadno uvidět třeba z vyjádřeńı kovariantńı derivace 1-formy pomoćı Christoffelových
symbol̊u. Po dosazeńı tedy dostáváme

dea(X,Y ) = −ω̂ab (X)eb(Y ) + ω̂ab (Y )eb(X) + T̂ a(X,Y ). (3.25)

Toto je ale přesně kýžená Cartanova strukturńı rovnice. �

Proč jsou tyto rovnice užitečné? Okamžitě vid́ım, že muśı existovat nějaké d̊usledky těchto
rovnic, protože d2 = 0. Jejich odvozeńı je triviálńı, přesto maj́ı zásadńı d̊usledky pro obecnou
teorii relativity.

Důsledek 3.2.3 (Bianchiho identity). Pro libovolnou konexi ∇ plat́ı Bianchiho identity:

dΩ̂ + ω̂ ∧ Ω̂− Ω̂ ∧ ω̂ = 0 (3.26)

Ω̂ ∧ e# − ω̂ ∧ T̂ = dT̂ . (3.27)

D̊ukaz. Ukážeme si jen prvńı z rovnic, druhá je analogická. Z prvńı z Cartanových strukturńıch
rovnic dostáváme zap̊usobeńım d a využit́ım d2 = 0 rovnici

dΩ̂ = d(ω̂ ∧ ω̂) = dω̂ ∧ ω̂ − ω̂ ∧ dω̂ = (Ω̂− ω̂ ∧ ω̂) ∧ ω̂ − ω̂ ∧ (Ω̂− ω̂ ∧ ω̂)

= Ω̂ ∧ ω̂ − ω̂ ∧ Ω̂.
(3.28)

To je ale přesně prvńı z rovnic nahoře. �

Na prvńı pohled nepřipomı́naj́ı nic známého, ale název napov́ıdá, že odpov́ıdaj́ı známým
identitám pro Riemannovy tenzory křivost́ı. Prvńı z nich plat́ı pro libovolnou konexi:

Rab[cd;e] = 0. (3.29)

Druhá se zjednoduš́ı pro konexe s nulovou torźı a dává Ra[bcd] = 0.
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3.3 Forma konexe na hlavńım fibrovaném prostoru

V této sekci si definujeme fundamentálńı objekt teorie hlavńıch fibrovaných prostor̊u, tzv. formu
konexe. Jelikož jej́ı definice může na prvńı pohled vypadat nepr̊uhledně, budeme si jej́ı vlastnosti
v prvńı řadě demonstrovat na př́ıkladu P = F (M).

Necht’ (f1, . . . , fn) ∈ ΓU (F (M)) je pole repér̊u na okoĺı U . Necht’ π : F (M)→M je hlavńı fib-
race repér̊u. Na π−1(U) ⊆ F (M) můžeme zavést funkce yab : π−1(U)→ R podobně jsme zaváděli
lokálńı souřadnice (označené stejně), tj. každý bod e ∈ π−1(U) odpov́ıdaj́ıćı bázi (e1, . . . , en) v
tečném prostoru TmM pro m = π(e) lze nakombinovat jako

ea = yba(e) · (fb)|m. (3.30)

Snadno se ověř́ı, že yab : π−1(U) → R jsou hladké funkce, můžeme je použ́ıvat jako lokálńı
souřadnice na F (M) společně se souřadnicemi na okoĺı v U v bázové varietě (x1, . . . , xn).

Necht’ ∇ je afinńı konexe na M a ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)) je lokálńı forma konexe př́ıslušná poli
repér̊u (f1, . . . , fn). Definujeme si nyńı lokálńı 1-formu ω nahoře, tj. na π−1(U) ⊆ F (M) jako

ωab |e = (y−1)ac (e) · π∗(ω̂cd)|e · ydb (e) + (y−1)ac (e) · dycb |e, (3.31)

kde yab jsou funkce definované pomoćı (3.30). Kĺıčové je nyńı následuj́ıćı pozorováńı.

Tvrzeńı 3.3.1. Necht’ (f ′1, . . . , f
′
n) je libovolné jiné pole repér̊u na okoĺı U ′, a necht’ ω̂′ je

př́ıslušná lokálńı forma konexe. Je-li ω′ ∈ π−1(U ′) definovaná jako (3.31). Potom na π−1(U∩U ′)
plat́ı

ω′ = ω. (3.32)

Zejména nezáviśı na konkrétńım výběru pole repér̊u při konstrukci ω. Jelikož definičńımi obory
lokálńıch řez̊u m̊užeme pokrýt M , dostáváme ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)), tzv. globálńı formu
afinńı konexe .

D̊ukaz. Na U ∩ U ′ dostáváme A : U ∩ U ′ → GL(n,R), že f ′|m = f |m · A(m) pro všechny
m ∈ U ∩ U ′. Potom dostáváme vztah

e = f |m · y(e) = f ′|m · y′(e) = f |m ·A(m) · y′(e). (3.33)

Odtud tedy y(e) = A(π(e)) · y′(e) pro všechny e ∈ π−1(U ∩ U ′). Nyńı už můžeme dosadit:

ω|e ≡ y−1(e) · π∗(ω̂|π(e)) · y(e) + y−1(e) · dy|e
= y′−1(e) · π∗((A−1ω̂A)|π(e)) · y′(e)

+ y′−1(e) ·A−1(π(e)) · d(A(π(e)) · y′(e))
= y′−1(e) · π∗({A−1ω̂A + A−1dA}|π(e)) · y′(e)

+ y′−1(e) · dy′|e
= y′−1(e) · π∗(ω̂′|π(e)) · y′(e) + y′−1(e) · dy′|e ≡ ω′|e.

(3.34)

Toto dokazuje naše tvrzeńı. Je jasné, že můžeme M pokrýt definičńımi obory lokálńıch řez̊u -
uvažujme třeba souřadnicová repérová pole. �

Neńı překvapivé, že globálńımu objektu (afinńı konexe ∇) nakonec odpov́ıdá globálńı objekt
(mı́sto M na F (M)). Můžeme se ptát, jestli jsme neztratili výrobou globálńıho objektu ω nějaké
informace obsažené v ω̂, tj. zdali umı́me vyrobit nazpět konexi ∇ z ω. Částečnou odpověd’ dává
následuj́ıćı lemma:
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Lemma 3.3.2. Je-li f = (f1, . . . , fn) libovolné lokálńı pole repér̊u na okoĺı U ⊆ M , m̊užeme f
interpretovat jako hladký lokálńı řez σ ∈ ΓU (F (M)), tj. σ : U → F (E) s vlastnost́ı π ◦ σ = 1U .
Zde σ(m) = (f1|m, . . . , fn|m) ∈ Fm(M). Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je globálńı forma afinńı
konexe ∇. Potom ω̂ definované vztahem

ω̂ = σ∗(ω) (3.35)

definuje právě lokálńı formu konexe ω̂ př́ıslušnou repérovému poli (f1, . . . , fn).

D̊ukaz. Jelikož definice ω byla nezávislá od výběru repérového pole, můžeme si vybrat právě to
naše odpov́ıdaj́ıćı σ, tj. ω|e = y−1(e) · π∗(ω̂) · y(e) + y−1(e) · dy|e, kde ω̂ je lokálńı forma konexe
odpov́ıdaj́ıćı (f1, . . . , fn) a y : π−1(U) → GL(n,R) jsou definované (3.30). K výpočtu budeme
potřebovat znát zejména hodnotu y(σ(m)) pro m ∈ U . Ale y(σ(m)) řeš́ı rovnici

f |m ≡ σ(m) = f |m · y(σ(m)). (3.36)

Odtud y(σ(m)) = 1. Zejména tedy σ∗(dy|σ(m)) = d(y ◦ σ)|m = 0. Potom dostáváme

σ∗(ω|σ(m)) = y−1(σ(m)) · σ∗(π∗(ω̂|m)) · y(σ(m)) = ω̂|m. (3.37)

Což bylo dokázati pro každý bod m ∈ U . �

Vid́ıme tedy, že z formy ω velice snadno dostaneme lokálńı formy konexe v libovolném poli
repér̊u, máme na to př́ımou formulku. Lokálńı formy konexe ≡ Christoffelovy symboly v daném
poli repér̊u. Ne každá forma ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) ovšem odpov́ıdá formě afinńı konexe ∇ na
M . Nyńı si ukážeme dvě jej́ı charakteristické vlastnosti, které o tom rozhoduj́ı.

Tvrzeńı 3.3.3 (Charakteristické vlastnosti formy konexe). Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je
(globálńı) forma afinńı konexe sestrojená pomoćı (3.31). Potom plat́ı následuj́ıćı:

(i) Necht’ #x ∈ X(F (M)) je fundamentálńı vektorové pole př́ıslušné x ∈ gl(n,R) Potom

ω(#x) = x, neboli ωab (#x) = xab , (3.38)

kde x = xabE
b
a je rozklad do standardńı báze.

(ii) Necht’ A ∈ GL(n,R), a symbol RA(e) = e ·A necht’ označuje pravou akci. Potom

R∗A(ω) = A−1ωA ≡ AdA−1(ω). (3.39)

D̊ukaz. Ad (i): Ukázali jsme, že generátor #x má pro F (M) explicitńı tvar

#x|e = xab#Eba = #x|e = xaby
c
a(e) · ∂bc |e. (3.40)

Nav́ıc už v́ıme, že generátory generuj́ı vertikálńı podprostor Vere(F (M)), tj. π∗(#x|e) = 0. Odtud
dostáváme vyjádřeńı

ωab (#x) = yac 〈π∗(ω̂cd),#x〉ydb + (y−1)ac 〈dycb , xkl ymk ∂lm〉
= 0 + (y−1)acx

k
l y
m
k δ

c
mδ

l
b = (y−1)acy

c
kx

k
b = xab .

(3.41)

Což je přesně komponentńı vyjádřeńı tvrzeńı (i).
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Ad (ii): Tady si stač́ı uvědomit, že funkce y : U → GL(n,R) použité v definici ω jsou
ekvivariantńı, tj. y(RA(e)) = y(e) · A pro každé A ∈ GL(n,R) a e ∈ π−1(U). Pozor - zde A
nejsou funkce, ale fixńı invertibilńı matice! Potom

R∗A(ω|e·A) = y(e ·A)−1 ·R∗A(π∗(ω̂|π(e·A))) · y(e ·A) + y(e ·A)−1 ·R∗A(dy|e·A)

= A−1 · {y(e)−1π∗(ω̂|π(e)) · y(e) ·A + y(e)−1 · d(y ◦RA)|e},
(3.42)

kde jsme použili π ◦RA = π. Lze si snadno rozmyslet, že d(y ◦RA)|e = dy|e ·A. Po dosazeńı

R∗A(ω|e·A) = A−1 · {y(e)−1 · π∗(ω̂|π(e)) · y(e) + y−1 · dy|e} ·A
= A−1ω|eA = AdA−1(ω|e).

(3.43)

A máme to dokázané! Hurá. �

Nyńı si bez d̊ukazu vyslov́ıme tvrzeńı, které dokážeme později v mnohem obecněǰśı podobě.

Tvrzeńı 3.3.4. Necht’ ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) je libovolná 1-forma splňuj́ıćı (3.38) a (3.39).

Potom ω definuje unikátńı afinńı konexi na M , kde př́ıslušné lokálńı formy konexe (a tedy
Christoffelovy symboly v bázi libovolných poĺıch repér̊u) źıskáváme formuĺı (3.35).

Nyńı se můžeme bez obav vrátit k obecnému hlavńımu fibrovanému prostoru π : P → M se
strukturńı grupou G a jej́ı př́ıslušnou Lieovou algebrou g = Lie(G). Vid́ıme, že vlastnosti (3.38,
3.39) maj́ı stále perfektńı smysl. To nás přivád́ı k následuj́ıćı definici (a terminologii):

Definice 3.3.5. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný G-prostor a g = Lie(G). Potom 1-formu
A ∈ Ω1(P, g) nazýváme formou konexe na hlavńım fibrovaném prostoru, pokud splňuje
následuj́ıćı podmı́nky:

(i) A(#x) = x pro každé x ∈ g, kde # : g→ X(P ) je infinitesimálńı generátor akce G na P .

(ii) Je to tzv. Ad-ekvivariantńı forma, tj. pro každé g ∈ G muśı platit

R∗g(A) = Adg−1(A). (3.44)

Že nejde o prázdný pojem lze snadno ukázat pomoćı geometrické interpretace v následuj́ıćı
kapitole. Zat́ım se spokoj́ıme s t́ım, že lze ukázat, že na každém hlavńım fibrovaném prostoru
existuje alespoň jedna forma konexe. Pro budoućı účely si ukažme jeden snadný d̊usledek definice.

Lemma 3.3.6. Necht’ {tµ}dim g
µ=1 je libovolná báze g. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe. Necht’

Aµ ∈ Ω1(P ) jsou komponentńı 1-formy A, tj. A = Aµtµ. Potom (A1
p, . . . , A

dim g
p ) tvoř́ı lineárně

nezávislý soubor forem v T ∗pP pro každé p ∈ P .

D̊ukaz. Necht’ {λµ}dim g
µ=1 jsou konstanty, že λµA

µ
p = 0. Z definice konexe dostáváme vztah

Aµ(#x) = tµ(x). Máme tedy

0 = (λµA
µ
p )(#p(tν)) = λµt

µ(tν) = λν . (3.45)

To dokazuje lineárńı nezávislost souboru. �

Záhy uvid́ıme, že tento technický detail je kĺıčový pro geometrickou interpretace formy konexe.
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Kapitola 4

Horizontálńı distribuce a zdvih

4.1 Hladké distribuce a jejich integrabilita

Necht’ M je hladká varieta. V každém bodě m ∈M můžeme vybrat nějaký k-rozměrný podpro-
stor Dm ⊆ TmM . Potom D se nazývá k-rozměrná distribuce v M . Pochopitelně nás zaj́ımaj́ı
takové distribuce, kde závislost Dm na bodu m je v nějakém smyslu hladká.

Definice 4.1.1. Necht’ D je k-rozměrná distribuce v M . Řekneme, že D je hladká, pokud pro
každý bod m ∈ M existuje okoĺı U 3 m a k-tice vektorových poĺı (V1, . . . , Vk) definovaných na
okoĺı U , takových, že Dn = R{V1|n, . . . , Vk|n} pro všechny n ∈ U . Ř́ıkáme, že (V1, . . . , Vk) lokálně
generuje D.

Př́ıklad 4.1.2. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor. Potom Dp = Verp(P ) je k-
rozměrná distribuce v P , kde k = dim g. Stač́ı si zvolit bázi {tµ}kµ=1. Potom (V1, . . . , Vk) =
(#t1, . . . ,#tk) lokálně generuje D. Ver(P ) se nazývá vertikálńı distribuce v P .

Jedńım z nejčastěǰśıch zp̊usob̊u zadáńı podprostoru vektorového prostoru je jako množina
řešeńı soustavy homogenńıch lineárńıch rovnic. Nejinak je tomu v př́ıpadě hladkých distribućı.

Tvrzeńı 4.1.3. Necht’ (α1, . . . , αq) je soubor q 1-forem na varietě M lineárně nezávislých v
m ∈M , tj. αi ∈ Ω1(M) a rovnice λiαi|m = 0 implikuje λ1 = · · · = λq = 0. Definujeme

Dm =

q⋂
i=1

ker(αi|m) ⊆ TmM. (4.1)

Potom D je hladká (n− q)-rozměrná distribuce na M .

D̊ukaz. Protože (α1|m, . . . , αq|m) jsou lineárně nezávislé v každém bodě, lokálně lze na nějakém
okoĺı U naj́ıt lokálńı korepérové pole (e1, . . . , en), že ei|m = αi|m pro 1 ≤ i ≤ q a všechny m ∈ U .
Necht’ (e1, . . . , en) je př́ıslušné duálńı pole repér̊u. Potom zřejmě Dm = R{eq+1|m, . . . , en|m}
pro všechny m ∈ U . Vid́ıme, že soubor (eq+1, . . . , en) lokálně generuje D a tedy D je hladká
distribuce. �

Poznámka 4.1.4. Často tvoř́ı (α1, . . . , αq) komponentńı 1-formy pro α ∈ Ω1(M,V ), kde V je
q-rozměrný prostor s báźı {Eµ}qµ=1 a α = αµE

µ. Potom můžeme psát Dm = ker(α|m), tj.

Dm = {X ∈ TmM | α|m(X) = 0}. (4.2)
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Připomeňme si, že je-li N ⊆ M libovolná vnořená k-rozměrná podvarieta M , identifiku-
jeme pro každé n ∈ N tečný prostor TnN s k-rozměrným podprostorem tečného prostoru TnM .
Můžeme se ptát, jestli pro zadanou k-rozměrnou hladkou distribuci D náhodou nevznikne pod-
prostor Dm ⊆ TmM právě t́ımto zp̊usobem.

Definice 4.1.5. Necht’ D je hladká k-rozměrná distribuce. Řekneme, že vnořená podvarieta
N ⊆ M je integrálńı podvarieta distribuce D, pokud pro všechny n ∈ N plat́ı TnN = Dn.
Řekneme, že distribuce D je integrabilńı, pokud každý bod m ∈M je obsažen v nějaké integrálńı
podvarietě D.

Př́ıklad 4.1.6. Uvažujme vertikálńı distribuci Ver(P ). Vlákna Pm = π−1(m) tvoř́ı integrálńı
podvariety, protože jsme ukázali, že pro p ∈ Pm plat́ı Verp(P ) = Tp(Pm). Jelikož každý bod
p ∈ P je v nějakém vlákně, vertikálńı distribuce je integrabilńı.

Ověřovat integrabilitu z definice by bylo velmi nepohodlné. Naštěst́ı se ukazuje, že existuje
snadné ověřeńı př́ımým výpočtem.

Definice 4.1.7. Necht’D je hladká k-rozměrná distribuce. Řekneme, že vektorové poleX ∈ X(U)
pro U ⊆M je lokálńı řez distribuce D, pokud pro všechny m ∈ U plat́ı X|m ∈ Dm. Řekneme,
žeD je involutivńı distribuce, pokud pro každé dva jej́ı lokálńı řezyX,Y ∈ X(U) je i komutátor
[X,Y ] lokálńı řez D. Tj. [X,Y ]|m ∈ Dm pro každé m ∈ U .

Ověřit involutivitu distribuce bývá většinou snadné d́ıky následuj́ıćımu tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1.8. Necht’ D je k-rozměrná hladká distribuce. Potom D je involutivńı právě tehdy
když pro každý bod existuje soubor (V1, . . . , Vk) lokálně generuj́ıćı D na okoĺı U tohoto bodu,
splňuj́ıćı podmı́nku [Vi, Vj ]|m ∈ Dm pro každý bod m ∈ U a dvojici index̊u i, j ∈ {1, . . . , k}.

Cvičeńı 4.1.9. Rozmyslete si d̊ukaz předchoźıho tvrzeńı. Návod: Leibnizovo pravidlo.

Jakákoliv integrabilńı distribuce je př́ıkladem involutivńı distribuce.

Tvrzeńı 4.1.10. Každá hladká integrabilńı k-rozměrná distribuce je involutivńı.

D̊ukaz. Necht’ X,Y ∈ X(U) jsou libovolné dva lokálńı řezy integrabilńı distribuce D. Necht’

m ∈ U je libovolný bod. Potom existuje integrálńı podvarieta N ⊆ M , že m ∈ N a Dn = TnN .
Zejména tedy X|n, Y |n ∈ TnN pro všechny n ∈ N ∩U . Necht’ i : N →M je př́ıslušné vnořeńı. S
troškou diferenciálńı geometrie se dá ukázat, že existuj́ı hladká vektorová pole X ′, Y ′ ∈ X(N ∩
i−1(U)), taková, že X ′ ∼i X a Y ′ ∼i Y jsou i-vztažená. Potom dle Lemma 2.4.5 plat́ı relace
[X ′, Y ′] ∼i [X,Y ], neboli [X,Y ]|i(n) = i∗([X

′, Y ′]|n). V p̊uvodńı
”
podmnožinové“ notaci ale

identifikujeme n s jeho obrazem i(n) ∈ M a tečný podprostor TnN s jeho obrazem i∗(TnN) ⊆
Ti(n)M . Předchoźı rovnost tedy ř́ıká [X,Y ]|n ∈ TnN = Dn pro všechny n ∈ N ∩ U . Speciálně
pro n = m a D je tedy involutivńı. �

Můžeme se tedy ptát, jestli náhodou existuj́ı hladké distribuce, které jsou involutivńı, ale
nikoliv integrabilńı. Odpověd́ı je jednoznačné ne! Důkaz je zcela nad rámec této přednášky :)

Věta 4.1.11 (Frobenius). Každá hladká involutivńı k-rozměrná distribuce je integrabilńı.

Je zaj́ımavé, že d̊ukaz dává konstruktivńı návod na konstrukci integrálńıch podvariet.
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Př́ıklad 4.1.12. Lze snadno ukázat, že Ver(P ) je involutivńı distribuce. Ukázali jsme, že za jej́ı
lokálńı generátory můžeme vźıt soubor (#t1, . . .#tk). Protože plat́ı

[#tµ,#tν ] = #{[tµ, tν ]g} = cκµν#tκ, (4.3)

je podle tvrzeńı 4.1.8 distribuce Ver(P ) involutivńı.

Předpokládejme, že máme D zadanou pomoćı q-tice lineárně nezávislých forem (α1, . . . , αq)
jako v tvrzeńı 4.1.3. Konstruovat lokálńı generátory a ověřovat involutivitu je př́ılǐs komplikované.
Bylo by tedy mnohem snazš́ı ověřovat př́ımo vlastnosti forem αi ∈ Ω1(M). A ono to jde.

Tvrzeńı 4.1.13. Necht’ D je zadaná jako v tvrzeńı 4.1.3.

Potom D je involutivńı právě tehdy když dαi(X,Y ) = 0 pro každé 1 ≤ i ≤ q a pro každou
dvojici lokálńıch řez̊u X,Y ∈ X(U) distribuce D.

D̊ukaz. Necht’ X,Y ∈ X(U) jsou libovolná vektorová pole. Potom

dαi(X,Y ) = X.αi(Y )− Y.αi(X)− αi([X,Y ]). (4.4)

Pro dva lokálńı řezy dostáváme αi(X) = αi(Y ) = 0 a tedy rovnost dαi(X,Y ) = −αi([X,Y ]) na
okoĺı U . Z definice snadno vid́ıme, že involutivita D je ekvivalentńı nulovosti pravé, a tedy i levé
strany. A máme dokázáno. �

4.2 Horizontálńı distribuce

Na konci předchoźı kapitoly jsme v zdánlivě ned̊uležitém lemmatu 3.3.6 ukázali, že pro formu
konexe A ∈ Ω1(P, g) dostáváme q-tici lineárně nezávislých forem (A1, . . . , Aq), kde q = dim g a
Aµ ∈ Ω1(P ) jsou komponentńı formy A v bázi {tµ}qµ=1 algebry g, tj. A = Aµtµ. Vzhledem k
tvrzeńı 4.1.3 nás tedy napadne následuj́ıćı definice:

Definice 4.2.1. Necht’ p ∈ P je libovolný bod hlavńıho fibrovaného prostoru π : P →M . Potom

Horp(P ) = {X ∈ TpP | A|p(X) = 0} ⊆ TpP (4.5)

nazýváme horizontálńı tečný podprostor v bodě p.

Tvrzeńı 4.2.2 (Charakteristické vlastnosti horizontálńı distribuce). Necht’ Horp(P ) je hori-
zontálńı tečný podprostor př́ıslušný dané formě konexe A ∈ Ω1(P, g). Potom

(i) Přiřazeńı Dp = Horp(P ) definuje hladkou (n − dim g)-rozměrnou distribuci v P , kterou
budeme nazývat horizontálńı distribućı př́ıslušnou konexi A.

(ii) Horizontálńı podprostor je komplementárńı k vertikálńımu podprostoru, tj.

TpP = Verp(P )⊕Horp(P ) (4.6)

pro každý bod p ∈ P . Odtud je zřejmý p̊uvod názvoslov́ı. Dı́ky tomuto rozkladu máme rovněž
jednoznačně určené projektory ver : TpP → Verp(P ) a hor : TpP → Horp(P ).

(iii) Horizontálńı podprostor se chová přirozeně vzhledem k pravé akci grupy G, přesněji

Rg∗(Horp(P )) = Horp·g(P ) (4.7)

pro každé p ∈ P a g ∈ G. Řekneme, že horizontálńı distribuce je G-invariantńı.
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D̊ukaz. Ad (i): Pro libovolnou bázi {tµ}qµ=1 můžeme definici Horp(P ) přepsat jako Horp(P ) =
∩qµ=1 ker(Aµ). Zbytek plyne z tvrzeńı 4.1.3.

Ad (ii): Už v́ıme, že Verp(P ) je q-rozměrný podprostor isomorfńı algebře g, zat́ımco Horp(P )
je (n− q)-rozměrný podprostor. Stač́ı tedy ukázat, že Verp(P )∩Horp(P ) = {0}. Necht’ X ∈ TpP
je z tohoto pr̊uniku. Ukázali jsme, že každý vertikálńı vektor lze v bodě p psát jako X = #p(x)
pro unikátńı x ∈ g. Ale protože X je i horizontálńı, dostáváme 0 = A|p(X) = A|p(#x) = x.

Ad (iii): Necht’ X ∈ Horp(P ). Pro každé g ∈ G dostáváme

A|p·g(Rg∗(X)) = (R∗g(A|p·g))(X) = (Adg−1(A|p)(X) = Adg−1(A|p(X)) = 0. (4.8)

Odtud plyne inkluze Rg∗(Horp(P )) ⊆ Horp·g(P ). Protože oba maj́ı prostory maj́ı stejnou dimenzi
a Rg∗ je lineárńı izomorfismus, jsme hotov́ı. �

Vid́ıme, že pro d̊ukaz charakteristických vlastnost́ı horizontálńı distribuce jsme využili právě
obě charakteristické vlastnosti A z definice 3.3.5. To nás přivád́ı na myšlenku, že ve skutečnosti
každá distribuce splňuj́ıćı (4.6, 4.7) by mohla pocházet z nějaké formy konexe A. Následuj́ı tvrzeńı
ukazuje, že oba pohledy jsou plně ekvivalentńı.

Tvrzeńı 4.2.3 (Konexe jsou horizontálńı distribuce). Necht’ D je hladká k-rozměrná distribuce
v P splňuj́ıćı podmı́nky

TpP = Verp(P )⊕Dp, Rg∗(Dp) = Dp·g. (4.9)

Potom existuje právě jedna forma konexe A ∈ Ω1(P, g), že Dp = Horp(P ).

D̊ukaz. Definujeme lineárńı zobrazeńı A|p : TpP → g. a ukážeme, že definuje hladkou 1-formu se
správnými vlastnostmi. Jelikož Verp(P ) = {#x|p | x ∈ g} a Dp má být horizontálńı podprostor,
máme jedinou možnost jak A|p definovat, tj.

A|p(#x|p) = x, A|p(Dp) = 0. (4.10)

To definuje A|p : TpP → g jednoznačně. Protože je D hladká distribuce, máme pro každý bod
p ∈ P a jeho okoĺı U ⊆ P a př́ıslušné lokálńı generátory (V1, . . . , Vk), kde k = n − dim g. Je-li

{tµ}dim g
µ=1 libovolná báze, mám lokálńı generátory vertikálńı distribuce (#t1, . . . ,#tq). Dohro-

mady (#t1, . . . ,#tq, V1, . . . , Vk) tvoř́ı pole repér̊u na U . Je-li A = Aµtµ, dostáváme

Aµ(#tν) = δµν , Aµ(Vi) = 0, (4.11)

což dokazuje, že Aµ jsou hladké 1-formy na U . Jelikož každý bod je v takovém U , jsou Aµ ∈ Ω1(P )
hladké 1-formy na celém P . Zbývá ukázat, že A splňuje (3.44). Pro X = #x|p dostáváme

(R∗gA)|p(#x|p) = A|p·g(Rg∗(#x|p)) = A|p·g(#Adg−1(x)|p·g)
= Adg−1(x) = Adg−1(A|p(#x|p)) = {Adg−1A|p}(#x|p).

(4.12)

Vyč́ıslená na vertikálńı vektory tedy rovnost (3.44) plat́ı. Je-li X ∈ Dp, máme dle předpokladu
Rg∗(X) ∈ Dp·g. A tedy (R∗gA)|p(X) = A|p·g(Rg∗(X)) = 0 = Adg−1(A|p(X)). Rovnost tedy plat́ı
i vyč́ıslená na vektory z Dp. Jelikož TpP = Verp(P )⊕Dp, jsme hotovi. �

Poznámka 4.2.4. Odted’ tedy budeme volbou konexe rozumět libovolný z obou ekvivalentńıch
pohled̊u. Konexe se často definuje pomoćı volby horizontálńıho podprostoru. Je to totiž obecněǰśı
definice, která má smysl v mnohem širš́ı tř́ıdě fibrovaných prostor̊u, které se ř́ıká Ehresmannova
konexe.
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Př́ıklad 4.2.5. Interpretace pomoćı horizontálńıch distribućı nám snadno umožńı naj́ıt jeden
velmi obecný př́ıklad konexe. Necht’ π : P → M je libovolná hlavńı fibrace. Necht’ h je Rieman-
novská metrika na P , která splňuje R∗g(h) = h pro všechny g ∈ G. Potom

Horp(P ) = Verp(P )⊥h (4.13)

je konexe na P . Jelikož takové h vždycky existuje, existuje vždycky i konexe na P .

4.3 Horizontálńı zdvih, paralelńı přenos

Spoč́ıtáme-li dimenze, zjist́ıme, že dimenze horizontálńı distribuce je stejná jako dimenze M .
To znač́ı, že by mohl existovat kanonický izomorfismus Horp(P ) a tečného prostoru TmM v
odpov́ıdaj́ıćım bodě m = π(p). A je tomu tak.

Tvrzeńı 4.3.1. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Potom pro
každý tečný vektor X ∈ TmM a daný bod p ∈ Pm ve vlákně nad m existuje právě jeden hori-
zontálńı tečný vektor Xh

p ∈ Horp(P ) takový, že π∗(X
h
p ) = X. Potom Xh

p se nazývá horizontálńı
zdvih vektoru X do bodu p ∈ P .

Zobrazeńı X 7→ Xh
p je lineárńı izomorfismus prostor̊u TmM a Horp(P ).

D̊ukaz. Necht’ X ∈ TmM je libovolný vektor. Vezmu si libovolné souřadnice (x1, . . . , xn) na okoĺı
U bodu m. Potom můžu psát X = Xi∂i|m.

Zavedeme si nyńı vhodné souřadnice na P . Můžeme předpokládat (př́ıpadným zmenšeńım
okoĺı U), že mám trivializačńı zobrazeńı φ : U × G → π−1(U). Necht’ p = φ(m, g0) pro g0 ∈ G.
Potom v G mám souřadnice (y1, . . . , yk) na nějakém okoĺı V 3 g0. Potom si na okoĺı U = φ(U×V )
bodu p ve varietě P můžu zavést lokálńı souřadnice (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk):

xi(p) := xi(π(p)), yµ(p) := yµ(π2φ
−1(p)), (4.14)

kde nalevo jsou souřadnicové funkce na P , zat́ımco vpravo ty na M , respektive na G. Jsou to
zjevně hladké souřadnice, které nyńı můžeme použ́ıt k nalezeńı Xh

p . Budeme psát ∂i a ∂µ pro
př́ıslušná souřadnicová vektorová pole na U . Nejprve si ujasněme následuj́ıćı pravidla:

π∗(∂i|p) = ∂i|m, π∗(∂µ|p) = 0m. (4.15)

Z definice π∗ dostávám

π∗(∂i|p) =
∂(xj ◦ π)

∂xi

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) =
∂xj

∂xi

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) = ∂i|π(p) = ∂i|m, (4.16)

π∗(∂µ|p) =
∂(xj ◦ π)

∂yµ

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) =
∂xj

∂yµ

∣∣∣∣
p

∂j |π(p) = 0π(p) = 0m. (4.17)

To mimo jiné dokazuje, že {∂µ|p}dim g
µ=1 tvoř́ı bázi Verp(P ). To ale znamená, že pro každý tečný

vektor ve tvaru Y µ∂µ|p existuje jednoznačný element y ∈ g, že Y µ∂µ|p = #y|p. Proto můžu psát
hledaný vektor Xh

p ve tvaru

Xh
p = W i∂i|p + Y µ∂µ|p = W i∂i|p + #y|p. (4.18)
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Nejprve vyzkoumáme podmı́nku π∗(X
h
p ) = X. Z rovnic (4.15) dostávám π∗(X

h
p ) = W i∂i|m a tedy

nutně W i = Xi. Abychom určili y ∈ g, použijeme podmı́nku horizontality, tedy A|p(Xh
p ) = 0:

0 = A|p(Xh
p ) = XiA|p(∂i|p) +A|p(#y|p) = XiA|p(∂i|p) + y. (4.19)

Máme A = Aµtµ pro zvolenou bázi {tµ}dim g
µ=1 algebry g. Potom dostávám y = −XiAµi (p)tµ, kde

Aµi (p) = Aµ|p(∂i|p) = {Aµ(∂i)(p)}. Po dosazeńı zpět tedy nacháźıme rovnici

Xh
p = Xi∂i|p −XiAµi (p) #tµ|p = Xi(∂i|p −Aµi (p)#tµ|p). (4.20)

T́ımto jsme ukázali, že horizontálńı zdvih existuje a je jednoznačný (požadavky jeho vlastnosti
nám určily všechny komponenty). Zjevně taky záviśı lineárně na X a definuje tedy lineárńı zob-
razeńı. Jelikož má levou inverzi, π∗(X

h
p ) = X, je to monomorfismus. Z dimenzionálńıch d̊uvod̊u

je to izomorfismus. V každém bodě p ∈ U jsme dostali bázi Horp(P ) ve tvaru

∂hi |p := ∂i|p −Aµi (p)#tµ|p. (4.21)

A d̊ukaz je hotový. �

Jelikož horizontálńı podprostory v r̊uzných bodech jednoho vlákna π jsou propojeny akćı
grupy jako v (4.7), lze očekávat nějakou speciálńı vlastnost od horizontálńıho zdvihu vektoru.

Lemma 4.3.2. Pro libovolné body p ∈ P a g ∈ G a libovolný X ∈ TmM , kde m = π(p) plat́ı

Xh
p·g = Rg∗(X

h
p ). (4.22)

D̊ukaz. Vektor Rg∗(X
h
p ) je podle (4.7) horizontálńı a d́ıky vlastnosti π◦Rg = π se promı́tá zpátky

na X, tj. π∗(Rg∗(X
h
p )) = π∗(X

h
p ) = X. Splňuje tedy obě zákonné povinnosti horizontálńıho

zdvihu X do bodu p · g a z jeho jednoznačnosti tedy plyne dokazovaná rovnost. �

Jelikož umı́me jednoznačně zdvihat vektor z každého bodu M , dostaneme přirozeně nápad
zdvihat celá vektorová pole na M . Následuj́ıćı věta je jednoduchým d̊usledkem tvrzeńı 4.3.1.

Tvrzeńı 4.3.3. Necht’ X ∈ X(M) je hladké vektorové pole. Potom existuje právě jedno hladké
vektorové pole Xh ∈ X(P ) které je horizontálńı a π-vztažené s X, tj. π∗(X

h|p) = X|π(p). Vekto-

rové pole Xh nazýváme horizontálńım zdvihem vektorového pole X.

D̊ukaz. Jednoznačnost a existence je jasná, protože muśıme definovat Xh|p = (X|π(p))
h
p . Zbývá

ověřit jeho hladkost, ale nahoře jsme ukázali, že na π−1(U) ⊆ P lze psát Xh jako

Xh = (Xi ◦ π) · {∂i −Aµi #tµ}, (4.23)

kde X = Xi∂i na U . To je zjevně hladké vektorové pole. �

Důsledek 4.3.4. Horizontálńı zdvih je G-invariantńı vektorové pole a plat́ı [Xh, Y h] ∼π [X,Y ].

Jednou z hlavńıch aplikaćı horizontálńıho zdvihu je možnost definovat jednoznačný zdvih
křivek v bázové varietě do bázového prostoru. Ukážeme si, že v př́ıpadě hlavńı fibrace repér̊u
odhaĺıme jednu z nejd̊uležitěǰśıch aplikaćı afinńıch konex́ı.
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Věta 4.3.5 (Paralelńı přenos). Necht’ γ : I →M je hladká křivka a γ(0) = m. Necht’ p ∈ Pm je
libovolný bod.

Potom existuje právě jedna hladká křivka γh : I → P , taková že π ◦ γh = γ, γh(0) = p, a
pro každé t ∈ I plat́ı γ̇h ∈ Horγh(t)(P ). γh se nazývá horizontálńı zdvih křivky γ a samotný
proces konstrukce horizontálńıho zdvihu se nazývá paralelńı přenos podél křivky γ.

D̊ukaz. Zderivováńım vztahu π ◦ γh = γ podle t dostáváme π∗(γ̇
h) = γ̇. Je tedy jasné, že γ̇h

muśı být horizontálńım zdvihem γ̇ do bodu γh(t), tj. dostáváme

γ̇h = (γ̇)hγh(t). (4.24)

Po dosazeńı do (4.20) tedy řeš́ıme rovnici

γ̇h(t) =
d

dt
xi(γ(t)){∂i|γh(t) −A

µ
i (γh(t))#tµ|γh(t)}. (4.25)

Po složeńı se souřadnicovými funkcemi se jedná o soustavu autonomńıch (napravo nevystupuje
derivace γh(t)) obyčejných diferenciálńıch rovnic pro neznámé zobrazeńı γh(t). Máme zadanou
počátečńı podmı́nku γh(0) = p. Řešeńı tedy vždy existuje, je hladké a jednoznačné. �

Cvičeńı 4.3.6. Rozmyslete si, že paralelńı přenos nezáviśı na reparametrizaci křivky γ ve smyslu:
Řekneme, že γ′ je reparametrizaćı γ, pokud γ′ = γ ◦ σ pro σ : I → I takové, že σ′(t) 6= 0 pro
všechny t ∈ I. Ukažte, že potom γ′h = γh◦σ. Zejména tedy m̊užeme hovořit o paralelńım přenosu

”
trajektoríı“, tj. nezáviśı na konkrétńı parametrizaci.

Př́ıklad 4.3.7. Ukážeme si paralelńı přenos v př́ıpadě P = F (M). Nejde ani tak o př́ıklad, jako
p̊uvod názvoslov́ı. Necht’ (x1, . . . , xn, y1

1 , . . . , y
n
n) jsou souřadnice ne π−1(U), kde pro e ∈ π−1(m)

definujeme e = ∂|m · y(e). Označme si xi(t) ≡ xi(γ(t)) a yab (t) = yab (γh(t)).

Uvědomme si, že výsledná křivka γh definuje v každém bodě křivky γ(t) bázi (e1(t), . . . , en(t)):

γh(t) = (e1(t), . . . , en(t)) ∈ E(Tγ(t)M), (4.26)

kde ea(t) = yba(t) · ∂b|γ(t). Necht’ A = ω je forma konexe př́ıslušná afinńı konexi ∇. Pro dosazeńı
do (4.25) tedy potřebujeme znát funkce Aµi , což v značeńı na F (M) odpov́ıdá ωab (∂i). Př́ımým
dosazeńım do (3.31) dostáváme rovnici

ωab (∂i) = (y−1)ak{(ω̂kl , ∂i) ◦ π}ylb = (y−1)ak{Γkli ◦ π}ylb. (4.27)

Výraz na pravé straně (4.25) lze tedy přepsat jako

−Aµi #tµ = − ωab (∂i)#E
b
a = −ωab (∂i)y

c
a∂

b
c = −(y−1)ak{Γkli ◦ π}ylbyca∂bc

= − {Γali ◦ π}ylb · ∂ba
(4.28)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že levou stranu (4.25) lze přepsat jako

γ̇h(t) =
d

dt
xi(γh(t)) · ∂i|γh(t) +

d

dt
yab (γh(t)) · ∂ba|γh(t)

= ẋi(t) · ∂i|γh(t) + ẏab (t) · ∂ba|γh(t),
(4.29)

kde jsme využili toho, že xi(γh(t)) = xi(γ(t)) ≡ xi(t). Po dosazeńı do pravé strany dostáváme

ẋi(t) · {∂i|γh(t) − Γali(t)y
l
b(t) · ∂ba|γh(t)}, (4.30)
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kde ṕı̌seme Γali(t) ≡ Γali(γ(t)). Porovnáńım koeficient̊u u bazických tečných vektor̊u dostaneme
soustavu n2 diferenciálńıch rovnic

ẏab (t) + ẋi(t)Γali(t)y
l
b(t) = 0. (4.31)

Nezapomı́nejme na počátečńı podmı́nku yab (0) := eab . Co jsme právě zjistili? Začneme s křivkou γ
a v bodě m = γ(0) si zvoĺıme počátečńı podmı́nku, bázi (e1, . . . , en) ∈ E(TmM), kde eb = eab ∂i|m.
Výsledná křivka γh(t) odpov́ıdá

”
rozneseńı“ (e1(t), . . . , en(t)) této báze podél křivky γ(t), kde

eb(t) = yab (t)∂a|γ(t) splňuj́ı rovnici (4.31), což je ale rovnice paralelńıho přenosu pro každý
z vektor̊u, tj. paralelně roznáš́ıme (e1, . . . , en) podél γ(t). Uzav́ıráme s t́ım, že pro P = F (M)
paralelńı přenos je paralelńı přenos.

4.4 Veličiny typu ρ a jejich paralelńı přenos

Zat́ım jsme zjistili, že pro hlavńı fibraci repér̊u je horizontálńı zdvih křivek z bazické variety
ekvivalentńı paralelńımu roznášeńı celé báze (tetrády, vielbeinu) podél dané křivky. Zaj́ımá nás,
jakým zp̊usobem zformulovat paralelńı přenos konkrétńıch tenzor̊u, např́ıklad forem nebo vek-
tor̊u. K tomu slouž́ı následuj́ıćı velmi obecná definice:

Definice 4.4.1. Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor. Necht’ (V, ρ) je konečně-rozměrná
reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V . Řekneme, že α ∈ Ωp(P, V ) je p-forma typu ρ když

R∗g(α) = ρ(g−1)α (4.32)

Jejich prostor označujeme jako Ωpρ(P, V ). Speciálně 0-formy typu ρ nazýváme veličiny typu ρ.

Poznámka 4.4.2. Ωpρ(P, V ) ⊆ Ωp(P, V ) je vektorový podprostor. Netvoř́ı však C∞(P )-podmodul.
Tvoř́ı ale C∞(M)-modul, kde násobeńı f ∈ C∞(M) je definované jako

f · α := (f ◦ π)α. (4.33)

Muśı se ověřit, že f · α ∈ Ωpρ(P, V ). Pro každé p ∈ P a g ∈ G dostáváme

R∗g((f · α)|p·g) = R∗g(f(π(p · g)))α|p·g) = f(π(p))ρ(g−1)α|p = ρ(g−1)((f · α)|p). (4.34)

Př́ıklad 4.4.3. Forma konexe A ∈ Ω1(P, g) je 1-forma typu ρ, kde (V, ρ) = (g, Ad). Ř́ıkáme, že
A je 1-forma typu Ad.

Definice 4.4.4. Necht’ Φ ∈ Ω0(P, V ) je veličina typu ρ, kde (V, ρ) je libovolná konečně-rozměrná
reprezentace G na V . Necht’ γ : I →M je libovolná hladká křivka. Řekneme, že Φ je autopara-
lelńı veličina podél γ, pokud Φ ◦ γh : I → V je konstantńı, tj.

0 =
d

dt
(Φ ◦ γh(t)) = γ̇h(t) · Φ. (4.35)

Zat́ım neńı jasné, proč by právě tahle definice měla být tou správnou cestou. Vı́ce se vyjasńı
v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 4.4.5. Necht’ P = F (M) a uvažujme kanonickou reprezentaci GL(n,R) na Rn, tj.
ρ(A)x = A.x, pro všechny x ∈ Rn a A ∈ GL(n,R). Ukážeme, že existuje kanonický izomorfismus
následuj́ıćıch C∞(M)-modul̊u:

Ω0
ρ(F (M),Rn) ∼= X(M), (4.36)
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tj. veličiny typu ρ jsou v tomto př́ıpadě vlastně hladká vektorová pole na bázové varietě M .

Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(F (M),Rn). Pro každé e ∈ F (M) je tedy Φ(e) ∈ Rn, a pro každé A ∈ GL(n,R)

plat́ı Φ(e ·A) = A−1.Φ(e). Nejprve intuice. Každé e ∈ F (M) je báze v tečném prostoru Tπ(e)M .
Potom XΦ bude vektorové pole takové, že komponenty tečného vektoru XΦ|π(e) v bázi e =
(e1, . . . , en) budou tvořeny právě n-tićı reálných č́ısel Φ(e) ∈ Rn. Chováńı vzhledem k pravé akci
GL(n,R) zajist́ı, že definice dobře funguje při volbě jiné báze e′.

Necht’ ∂ = (∂1, . . . , ∂n) je souřadnicové pole repér̊u př́ıslušné lokálńım souřadnićım (x1, . . . , xn)
na okoĺı U ⊆M . Mám tedy ∂|m ∈ E(TmM) = Fm(M) pro všechny m ∈ U . Definujeme vektorové
pole XU

Φ na U vztahem
XU

Φ |m = Φ(∂|m)i · ∂i|m. (4.37)

protože přǐrazeńı m 7→ ∂|m je hladké zobrazeńı (je to hladký lokálńı řez F (M)) a Φ je hladké
zobrazeńı do Rn, jsou Φ(∂|m)i hladké funkce na U . A tedy XU

Φ ∈ X(U).

Necht’ (y1, . . . , yn) jsou lokálńı souřadnice na U ′, a necht’ ∂′ je př́ıslušné souřadnicové pole
repér̊u na U ′. Pro m ∈ U ∩ U ′ plat́ı transformačńı vztah ∂′|m = ∂|m · J(m), kde J : U ∩ U ′ →
GL(n,R) je Jacobiho matice souřadnicového přechodu. Potom ale pro m ∈ U ∩ U ′ dostávám

XU ′

Φ |m = Φ(∂′|m)i · ∂′i|m = Φ(∂|m · J(m))i · {Jki (m)∂k|m}
= {J−1(m).Φ(∂|m)}i · {Jki (m)∂k|m}
= (J−1(m))iq Φ(∂|m)q Jki (m) ∂k|m
= Φ(∂|m)q · ∂q|m = XU

Φ |m.

(4.38)

T́ım jsme ukázali, že vztahem XΦ|U = XU
Φ definujeme hladké vektorové pole XΦ na M . Snadno

se ukáže, že přǐrazeńı Φ 7→ XΦ je C∞(M)-lineárńı zobrazeńı vzhledem k násobeńı z poznámky
4.4.2, a tedy morfismus C∞(M)-modul̊u Ω0

ρ(F (M),Rn) a X(M).

Zbývá sestrojit inverzńı zobrazeńı. Necht’ X ∈ X(M). Pro libovolný bod e ∈ F (M) máme
e = (e1, . . . , en) ∈ E(Tπ(e)M). Máme X|π(e) = λi · ei. Definujeme ΦX(e) = (λ1, . . . , λn)T ∈
Rn. Z obvyklých transformačńıch vlastnost́ı vektorových poĺı snadno plyne, že ΦX(e · A) =
A−1.ΦX(e). Je třeba ověřit hladkost ΦX : F (M)→ Rn. Stač́ı ověřit hladkost po složeńı s každým
trivializačńım zobrazeńım F (M), které jsme ale volili ve tvaru φ(m,A) = ∂|m ·A. Potom

ΦX(φ(m,A)) = A−1.ΦX(∂|m) = A−1.(X1(m), . . . , Xn(m))T , (4.39)

kde X|m = Xi(m) · ∂i|m. Pravá strana zjevně hladce záviśı na m i A. Je zjevné, že zobrazeńı
X 7→ ΦX je oboustranná inverze k zobrazeńı Φ 7→ XΦ.

Tvrzeńı 4.4.6. Předpokládejte značeńı z předchoźıho př́ıkladu. Potom Φ ∈ Ω0
ρ(F (M),Rn) je

autoparalelńı podél křivky γ(t) podle definice 4.4.4 právě tehdy když př́ıslušné vektorové pole XΦ

je autoparalelńı podél γ(t) v obvyklém slova smyslu.

D̊ukaz. Podle př́ıkladu 4.3.7 definuje horizontálńı zdvih γh křivky γ paralelně roznesenou bázi
γh(t) = (e1(t), . . . , en(t)) ∈ E(Tγ(t)M) v každém bodě křivky γ. Potom pro každé t ∈ I odpov́ıdá

Φ(γh(t)) přesně komponentám vektorového pole XΦ v bázi (e1(t), . . . , en(t)). Ale vektorové pole
je autoparalelńı podél křivky právě tehdy když má v libovolně paralelně roznesené bázi (tetrádě,
vielbeinu) konstantńı komponenty, tj. Φ ◦ γh je konstantńı funkce t. �

Cvičeńı 4.4.7. Ukažte, jak lze zp̊usobem podobným př́ıkladu 4.4.5 popisovat 1-formy na M .
Zkuste si rozmyslet, jak uchopit libovolná tenzorová pole na M .
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Kapitola 5

Vněǰśı kovariantńı derivace, forma
křivosti

5.1 Horizontálńı část forem

Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor vybavený formou konexe A ∈ Ω1(P, g). Dostáváme
tedy rozklad TpP = Verp(P ) ⊕ Horp(P ) pro každý bod p ∈ P . Máme tedy dobře definovaný
projektor horp : TpP → Horp(P ). Vzhledem k tomu, že Hor(P ) je hladká distribuce, dá se
ukázat, že vše funguje na úrovni vektorových poĺı, tj. pro každé X ∈ X(P ) a p ∈ P definujeme

(horX)|p := horp(X|p), (5.1)

a výsledek horX ∈ X(P ) je hladké horizontálńı vektorové pole na P . Dostáváme tedy C∞(P )-
lineárńı projektor hor : X(P ) → X(P ) a horX nazýváme horizontálńı část́ı vektorového
pole X. Dokažme si nyńı drobné technické lemma

Lemma 5.1.1. Pro horizontálńı část vektorového pole plat́ı vztah

Rg∗((horX)|p) = (horRg∗(X))|p·g, (5.2)

pro všechny p ∈ P a g ∈ G.

D̊ukaz. Z vlastnosti (4.7) okamžitě plyne, že horp·g ◦Rg∗ = Rg∗ ◦ horp. Zbytek je definice. �

Definice 5.1.2. Necht’ α ∈ Ωp(M,V ) je p-forma s hodnotami ve V pro libovolný konečně-
rozměrný reálný vektorový prostor V . Horizontálńı část horα formy α definujeme vztahem

{horα}(X1, . . . , Xp) := α(horX1, . . . ,horXp). (5.3)

Řekneme, že α je horizontálńı p-forma, pokud horα = α.

Tvrzeńı 5.1.3. Plat́ı následuj́ıćı vlastnosti operátory hor:

(i) hor : Ωp(P, V )→ Ωphor(P, V ) je projektor, kde Ωphor(P, V ) je prostor horizontálńıch p-forem.
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(ii) hor je ekvivariantńı vzhledem k pravé akci grupy G na Ωp(P, V ), tj.

R∗g(horα) = hor(R∗gα), (5.4)

pro všechny α ∈ Ωp(P, V ) a g ∈ G.

(iii) Operátor hor zachovává p-formy typu ρ, tj. hor(Ωpρ(P, V )) ⊆ Ωpρ(P, V ).

(iv) Vzhledem k vněǰśımu součinu (má-li pro konkrétńı V smysl) se hor chová přirozeně, tj.

hor(α ∧̇ β) = hor(α) ∧̇ hor(β), (5.5)

pro všechny α, β ∈ Ωp(M,V ), kde ∧̇ je definovaný s pomoćı nějakého (daného) bilineárńıho
násobeńı na V .

(v) Forma α je horizontálńı, právě tehdy když iW (α) = 0 pro všechna vertikálńı vektorové pole
W ∈ X(P ). Ekvivalentně i#x(α) = 0 pro všechny x ∈ g.

D̊ukaz. (i) je zřejmé, (ii) plyne z lemmatu 5.1.1, a př́ımá aplikace tohoto tvrzeńı na formu typu
ρ dává (iii). Vlastnost (iv) je okamžitým d̊usledkem definice tenzorového součinu a jeho antisy-
metrizace, tj. vněǰśıho součinu. Ad (v): Že jde o podmı́nku nutnou je zřejmé. Předpokládejme,
že α splňuje iW (α) = 0 pro všechna vertikálńı vektorová pole. Potom pro libovolné X ∈ X(P ):

iX(hor(α)) = hor(ihorXα) = hor(iXα). (5.6)

Protože iW (iXα) = iX(iWα) = 0 pro všechna vertikálńı vektorová pole W , můžeme opakováńım
stejného argumentu dokázat, že plat́ı tvrzeńı

{hor(α)}(X1, . . . , Xp) ≡ iXp · · · iX1 hor(α) = hor(iXp . . . iX1α) = α(X1, . . . , Xp), (5.7)

kde jsme využili, že na z definice hor(β) = β pro všechny β ∈ Ω0(P, V ). Odtud hor(α) = α
a dokázali jsme, že α je horizontálńı p-forma. Že je zmı́něná podmı́nka ekvivalentńı jednodušš́ı
podmı́nce i#x(α) = 0 plyne z C∞(P )-linearity p̊uvodńı podmı́nky a vlastnosti, že každé vertikálńı
vektorové pole W lze psát jako W = fα ·#tα, kde fα ∈ C∞(P ) jsou unikátńı hladké funkce. �

5.2 Vněǰśı kovariantńı derivace

V předchoźı sekci jsme záměrně pomlčeli o chováńı vněǰśıho diferenciálu d vzhledem k horizontálńı
projekci forem. Důvod je zřejmý - vněǰśı derivace horizontálńı formy neńı obecně horizontálńı.
Pokud chceme tuto vlastnost, muśıme zač́ıt použ́ıvat jiný diferenciálńı operátor:

Definice 5.2.1. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor vybavený konex́ı A ∈ Ω1(P, g).
Operátor D vněǰśı kovariantńı derivace definujeme jako

D = hor ◦ d. (5.8)

Tvrzeńı 5.2.2 (Vlastnosti vněǰśı kovariantńı derivace). Plat́ı následuj́ıćı:

(i) D : Ωp(P, V )→ Ωp+1
hor (P, V ) je R-lineárńı operátor.

(ii) D je ekvivariantńı vzhledem k pravé akci grupy G na Ωp(P, V ), tj.

R∗g ◦D = D ◦R∗g (5.9)
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(iii) D zachovává formy typu ρ, tj. D(Ωpρ(P, V )) ⊆ Ωp+1
ρ (P, V ).

(iv) Na vněǰśım součinu (má-li pro konkrétńı V smysl) se D chová jako

D(α ∧̇ β) = D(α) ∧̇ hor(β) + η̂(horα) ∧̇ D(β). (5.10)

pro všechny α, β ∈ Ω•(P, V ), kde ∧̇ je vněǰśı součin definovaný pomoćı libovolné (dané)
dodatečné algebraické struktury na V .

D̊ukaz. Všechna tvrzeńı jsou př́ımočarou aplikaćı tvrzeńı 5.1.3 společně s obvyklou vlastnost́ı
vněǰśı derivace d ve tvaru: R∗g ◦ d = d ◦R∗g. �

Ukazuje se, že vněǰśı kovariantńı derivace může být výhodná pro popis autoparalelńıch veličin
dle definice 4.4.4. Výsledek shrnuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 5.2.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’

Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ, kde (V, ρ) je reprezentace G na V .

Necht’ U ⊆M je otevřená množina v M a DΦ = 0 na U = π−1(U). Potom Φ je autoparalelńı
veličina podél libovolné křivky γ : I → U .

D̊ukaz. Necht’ γ : I → U je libovolná křivka. Potom

d

dt
(Φ ◦ γh)(t) = γ̇h(t).Φ = 〈(dΦ)|γh(t), γ̇

h(t)〉 = 〈(dΦ)|γh(t),hor(γ̇h(t))〉

= 〈(DΦ)|γh(t), γ̇
h(t)〉 = 0.

(5.11)

To dokazuje, že Φ je autoparalelńı podél γ(t). �

5.3 Forma křivosti

Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a A ∈ Ω1(P, g) je konexe na P . Ukázali jsme, že
vertikálńı distribuce Ver(P ) tvoř́ı standardńı př́ıklad integrabilńı distribuce. Je tedy přirozené
prozkoumat rovněž integrabilitu horizontálńı distribuce odpov́ıdaj́ıćı konexi A. Podle tvrzeńı
4.1.13 muśıme prozkoumat dA(X,Y ) na dva lokálńı řezy horizontálńı distribuce. Definujeme

Ω(X,Y ) := dA(horX,horY ) ≡ DA(X,Y ). (5.12)

Potom Ω = DA ∈ Ω2(P, g) se nazývá forma křivosti konexe A. Dostáváme následuj́ıćı:

Tvrzeńı 5.3.1 (Integrabilita horizontálńı distribuce). Horizontálńı distribuce Hor(P ) je inte-
grabilńı, právě tehdy když má nulovou formu křivosti, tj. Ω = 0. Také ř́ıkáme, že konexe A je
plochá.

Tvrzeńı 5.3.2 (Vlastnosti formy křivosti). Necht’ Ω = DA je forma křivosti konexe A. Potom

(i) Ω je 2-forma s hodnotami v g typu Ad, tj. ∀g ∈ G plat́ı

R∗gΩ = Adg−1Ω. (5.13)

(ii) Ω je horizontálńı forma, tj. hor Ω = Ω.
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Výpočet Ω vypadá na prvńı pohled nepř́ıjemně - pro danou formu konexe muśıme nejprve
vypoč́ıtat horizontálńı projektor hor : X(P )→ X(P ). Naštěst́ı se ukazuje, že existuje jednoduchá
explicitńı formulka pro výpočet Ω. Nejprve si vyslov́ıme dvě technická lemmata.

Lemma 5.3.3. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je p-forma typu ρ, kde (V, ρ) je konečně-rozměrná repre-
zentace Lieovy grupy G na prostoru V . Necht’ ρ′ : g→ End(V ) je přidružená reprezentace Lieovy
algebry g, tj. ρ′(x)(v) = d

dt

∣∣
t=0

ρ(exp(tx))(v) pro všechny x ∈ g a v ∈ V . Potom plat́ı

L#xα = −ρ′(x)α, (5.14)

pro všechny x ∈ g.

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že tok vektorového pole #x má tvar φt(p) = Rexp(tx)(p). Potom

(L#xα)|p =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗t (α|φt(p)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

R∗exp(tx)(α|p·exp(tx))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(−tx))α|p = −ρ′(x)α|p,
(5.15)

kde x ∈ g a p ∈ P byly libovolné. A máme dokázáno. �

Př́ıklad 5.3.4. Pro formu konexe máme A ∈ Ω1
Ad(P, g). Přidružená reprezentace k Ad je ad, tj.

[x, y]g ≡ adx(y) = d
dt

∣∣
t=0

Adexp(tx)(y). Forma konexe tedy splňuje rovnici L#xA = −[x,A]g.

Lemma 5.3.5. Necht’ α, β ∈ Ω1(P, g) Potom pro každá dvě vektorová pole X,Y ∈ X(P ) plat́ı

[α ∧ β]g(X,Y ) = [α(X), β(Y )]g + [β(X), α(Y )]g. (5.16)

Speciálně [α ∧ α]g(X,Y ) = 2[α(X), α(Y )]g.

D̊ukaz. Necht’ {tµ}dim g
µ=1 je libovolná báze g a α = αµtµ, β = βνtν . Potom máme

[α ∧ β]g(X,Y ) = (αµ ∧ βν)(X,Y )[tµ, tν ]g = {αµ(X)βν(Y )− βν(X)αµ(Y )}[tµ, tν ]g

= [α(X), β(Y )]g + [β(X), α(Y )]g.
(5.17)

Tvrzeńı pro dvě stejné 1-formy je zřejmé. �

Nyńı již můžeme vyslovit tvrzeńı zásadńı pro výpočet Ω.

Tvrzeńı 5.3.6 (Výpočet formy křivosti). Necht’ A ∈ Ω1(P, g) a Ω = DA je př́ıslušná forma
křivosti. Potom plat́ı formulka

Ω = dA+
1

2
[A ∧A]g. (5.18)

Této rovnici se někdy též ř́ıká Cartanova strukturńı rovnice. Př́ımočarým d̊usledkem tohoto
tvrzeńı je Bianchiho identita ve tvaru

DΩ = DDA = 0. (5.19)

D̊ukaz. Jde o rovnost dvou 2-forem s hodnotami v g. Rovnost stač́ı ověřit na dvojici vektorových
poĺı (X,Y ), kde máme postupně
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(i) (X,Y ) jsou obě horizontálńı. Levá strana dává Ω(X,Y ) = dA(horX,horY ) = dA(X,Y ).
Pravá strana je dA(X,Y ) + [A(X), A(Y )]g = dA(X,Y ), protože A(X) = A(Y ) = 0.

(ii) (X,Y ) jsou obě vertikálńı. Protože jde o rovnost C∞(P )-bilineárńıch objekt̊u, stač́ı ji ověřit
pouze pro X = #x a Y = #y, kde x, y ∈ g. Jelikož hor(Ω) = Ω, je podle tvrzeńı 5.1.3, bod
(v), levá strana nulová. Pravá strana dává

(dA+
1

2
[A ∧A]g)(#x,#y) = dA(#x,#y) + [A(#x), A(#y)]g

= #x.A(#y)−#y.A(#x)−A([#x,#y]g) + [x, y]g

= #x.y −#y.x− [x, y]g + [x, y]g = 0.

(5.20)

A tedy i pravá strana je nulová.

(iii) (X,Y ), kde X = #x a Y je horizontálńı. Levá strana je nulová ze stejného d̊uvodu jako v
bodu (ii). Pravá strana dává

(dA+
1

2
[A ∧A]g)(#x, Y ) = dA(#x, Y ) + [A(#x), A(Y )]g

= #x.A(Y )− Y.A(#x)−A([#x, Y ])

= (L#xA)(Y )− Y.x = −[x,A(Y )]g = 0,

(5.21)

kde jsme použili výsledek př́ıkladu 5.3.4. A tedy i pravá strana je nulová.

Zbývá ukázat Bianchiho identitu. Př́ımo z definice dostáváme

DΩ = D(dA+
1

2
[A ∧A]g) =

1

2
D[A ∧A]g =

1

2
[DA ∧ hor(A)]− [hor(A) ∧DA]g = 0, (5.22)

kde jsme použili bod (iv) tvrzeńı 5.2.2 a vlastnost hor(A) = 0. �

Poznámka 5.3.7. Pozor! Obecně neplat́ı tvrzeńı, že D2 = 0.

Př́ıklad 5.3.8 (Maurerova-Cartanova 1-forma). Necht’ G je libovolná Lieova algebra. Ukážeme
si nyńı př́ıklad užitečné 1-formy s hodnotami v g = Lie(G). Levá Maurerova-Cartanova
1-forma θL ∈ Ω1(G, g) je definovaná vztahem

θL(xL) := x, (5.23)

pro všechny x ∈ g. Zjevně t́ım definujeme hladkou 1-formu na G. Maurer-Cartanova forma má
následuj́ıćı vlastnosti:

(i) θL splňuje Maurer-Cartanovu rovnici

dθL +
1

2
[θL ∧ θL]g = 0. (5.24)

(ii) θL je levo-invariantńı a Ad-ekvivariantńı v̊uči pravé translaci, tj.

L∗g(θL) = θL, R∗g(θL) = Adg−1θL (5.25)
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Abychom dokázali (i), vezměme x, y ∈ g. Potom:

dθL(xL, yL) = xL.θL(yL)− yL.θL(xL)− θL([xL, yL])

=− [x, y]g = −[θL(xL), θL(yL)]g.
(5.26)

Ad (ii): Levo-invariance je zřejmá, protože forma je levo-invariantńı, je-li jej́ı vyč́ısleńı na levo-
invariantńı vektorová pole konstantńı. Vůči pravé akci dostáváme

(R∗gθL)|h(xL|h) = θL|hg(Rg∗(xL|h)) = θL|hg(Rg∗Lh∗x) = θL|hg(Lh∗Rg∗x)

= θL|hg(Lhg∗(Lg−1∗Rg∗x)) = θL|hg({Adg−1(x)}Lgh)

= Adg−1(x) = (Adg−1θL|h)(xL|h).

(5.27)

Poznámka: Pochopitelně existuje i pravá Maurer-Cartanova forma θR, která je pravo-invariantńı a
Ad-ekvivariantńı v̊uči levé translaci a splňuje Maurer-Cartanovu rovnici s opačným znaménkem.

Př́ıklad 5.3.9 (Triviálńı hlavńı fibrace). Spoč́ıtáme si nyńı nejobecněǰśı formu konexe a
křivosti na triviálńım hlavńım fibrovaném prostoru P = M × G. Nejdř́ıv je třeba si ujasnit, že
pro každé p = (m, g) máme T(m,g)P = TmM ⊕ TgG. Tečné vektory v (m, g) tedy budeme psát
jako uspořádané dvojice vzhledem k tomuto rozkladu.

Jak vypadaj́ı v tomto př́ıpadě fundamentálńı vektorová pole? Necht’ x ∈ g. Potom:

#x|(m,g) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(m, g · exp(tx)) = (0m,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g · exp(tx)) = (0m, x
L|g), (5.28)

kde xL ∈ X(G) je levo-invariantńı vektorové pole na G př́ıslušné elementu x ∈ g.

Necht’ (X, yL|g) ∈ TmM ⊕TgG je nejobecněǰśı tečný vektor z T(m,g)P , tj. X ∈ TmM a y ∈ g.
Působeńı pravé akce Rh∗ na (X, yL|g) je následuj́ıćı:

Rh∗(X, y
L|g) = (X,Rh∗(y

L|g)) = (X, {Adh−1(y)}L|gh) (5.29)

Hledáme ted’ nejobecněǰśı formu konexe A ∈ Ω1(M × G, g). Jelikož T ∗(m,g)P = T ∗mM ⊕ T ∗gG,

můžeme psát A|(m,g) ve tvaru A|(m,g) = (A′|(m,g), A
′′|(m,g)), kde A′|(m,g) : TmM → g a A′′|(m,g) :

TgG→ g jsou lineárńı zobrazeńı. Pozor, vid́ıme, že A′ může záviset na g a A′′ na m.

Z prvńı vlastnosti formy konexe A(#x) = x a výše vypoč́ıtaného tvaru #x dostáváme

x = A|(m,g)(#x|(m,g)) = A′|(m,g)(0m) +A′′|(m,g)(x
L|g) = A′′|(m,g)(x

L|g). (5.30)

To nám ale ř́ıká, že A′′|(m,g) = θL|g a tedy zrovna A′′ na bodu m nezáviśı. Chceme prozkoumat
druhou vlastnost formy konexe, tj. R∗h(A|(m,gh)) = Adh−1A|(m,g). Potom

(R∗h(A|(m,gh))(X, y
L|g) = A|(m,gh)(X, {Adh−1(y)}L|gh) = A′|(m,gh)(X) +Adh−1(y). (5.31)

Pravá strana dává požadované rovnice dává

{Adh−1A|(m,g)}(X, yL|g) = Adh−1A′|(m,g)(X) +Adh−1(y). (5.32)

Dostáváme tedy rovnost A′|(m,gh) = Adh−1A′|(m,g). Označme A′|m := A′|(m,e). To nám definuje
hladkou 1-formu A′ ∈ Ω1(M, g). Potom zjevně A′|(m,g) = Adg−1A′|m. Výsledná formulka pro
formu konexe je tedy:

A|(m,g) = Adg−1π∗1(A′)|(m,g) + π∗2(θL)|(m,g). (5.33)
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Prostor všech možných konex́ı na P = M × G je tedy prostor forem Ω1(M, g). Jak vypadá
horizontálńı zdvih odpov́ıdaj́ıćı konexi A? Pro X ∈ X(M) můžeme psát

Xh|(m,g) = (X ′|(m,g), X
′′|(m,g)), X ′|(m,g) ∈ TmM, X ′′|(m,g) ∈ TgG. (5.34)

Jelikož X ′′|(m,g) ∈ TgG, můžeme jej psát jako y(m, g)L|g, kde y(m, g) ∈ g. Podmı́nka projekce

π∗(X
h|(m,g)) = X|m dává X ′|(m,g) = X|m. Podmı́nka A|(m,g)(X

h|(m,g)) = 0 dává

Adg−1A′|m(X|m) + y(m, g) = 0. (5.35)

A tedy y(m, g) = −Adg−1〈A′, X〉(m). Zjǐst’ujeme, že horizontálńı zdvih má tvar

Xh|(m,g) = (X|m,−{Adg−1〈A′, X〉(m)}L|g) = (X|m,−{〈A′, X〉(m)}R|g). (5.36)

Nyńı bychom chtěli vypoč́ıtat formu křivosti Ω. Zde je velmi snadné vypoč́ıtat výsledek z definice.
Potřebujeme totiž znát komutátor dvou horizontálńıch zdvih̊u. Př́ımým výpočtem

[Xh, Y h]|(m,g) =
(
[X,Y ]|m,−({X.A′(Y )− Y.A′(X) + [A′(X), A′(Y )]g}(m))R|g

)
. (5.37)

Potom Ω(Xh, Y h) = dA(Xh, Y h) = −〈A, [Xh, Y h]〉 má tvar

{Ω(Xh, Y h)}(m, g) = Adg−1{X.A′(Y )− Y.A′(X)−A′([X,Y ]) + [A′(X), A′(Y )]g}(m)

= Adg−1{(dA′ + 1

2
[A′ ∧A′]g)(X,Y )}(m).

(5.38)

Vid́ım, že konexe A odpov́ıdaj́ıćı formě A′ ∈ Ω1(M, g) je plochá, pokud dA′ + 1
2 [A′ ∧ A′]g = 0.

To snadno splńıme položeńım A′ = 0, kde potom A = π∗2(θL) se nazývá kanonická plochá
konexe na P = M ×G.

Lemma 5.3.10 (Maurer-Cartan na GL(n,R)). Necht’ ϕ : M → GL(n,R) je libovolné hladké
zobrazeńı a θL je levá Maurer-Cartanova forma GL(n,R). Potom ϕ∗(θL) = ϕ−1dϕ, kde ϕ lze
interpretovat jako element ϕ ∈ Ω0(M,GL(n,R)) a tedy dϕ ∈ Ω1(M,GL(n,R)).

Z tohoto d̊uvodu se běžně použ́ıvá označeńı θL ≡ g−1dg. Je zjevné, že ve stejném tvaru plat́ı
pro libovolné maticové grupy (tedy podgrupy GL(n,R)).

D̊ukaz. Necht’ X ∈ TmM . Potom ϕ∗(θL)|m(X) = θL|ϕ(m)(ϕ∗(X)) = Lϕ(m)−1∗ϕ∗(X). Ale Lie-
ova grupa GL(n,R) ⊆ gl(n,R) je otevřená podmnožina vektorového prostoru a tedy ϕ∗(X) ∈
Tϕ(m) GL(n,R) ∼= gl(n,R) je matice n× n, a Lϕ(m)−1∗ je obyčejné násobeńı matićı zleva.

Nav́ıc se z definic snadno ukáže, že při ztotožněńı C∞(M,GL(n,R)) ≡ Ω0(M,GL(n,R))
dostáváme (explicitńım výpočtem) ϕ∗(X) = dϕ|m(X) pro všechny X ∈ TmM . Tedy

ϕ∗(θL)|m(X) = ϕ(m)−1 · dϕ|m(X), (5.39)

což dokazuje tvrzeńı lemmatu. �

Př́ıklad 5.3.11 (Forma křivosti na F (M)). Výsledk̊u z předchoźıho př́ıkladu můžeme využ́ıt k
analýze př́ıpadu hlavńı fibrace repér̊u. Pro libovolné lokálńı pole repér̊u f = (f1, . . . , fn) na U .
Na π−1(U) jsme si zavedli funkce y : π−1(U)→ GL(n,R) vztahem e = f |π(e) · y(e) a psali jsme

ω = y(e)−1 · π∗(ω̂) · y(e) + y−1(e) · dy|e, (5.40)

53



kde ω̂ ∈ Ω1(M,U) je lokálńı forma konexe na U př́ıslušná poli repér̊u f . Na celou konstrukci ω
můžeme pohĺıžet následovně. Sestroj́ıme zobrazeńı ψ : π−1(U)→ U ×GL(n,R) vztahem

ψ(e) = (π(e), y(e)). (5.41)

Jedná se o hladký ekvivariantńı difeomorfismus π−1(U) a triviálńı hlavńı fibrace U ×GL(n,R).
To je snadný d̊usledek toho, že ψ = φ−1 pro ekvivariantńı trivializačńı zobrazeńı φ : U ×
GL(n,R)→ π−1(U) odpov́ıdaj́ıćı hladkému řezu σ(m) = f |m ve shodě s tvrzeńım 2.3.6. Protože
ω̂ ∈ Ω1(U, gl(n,R)), můžeme na ve shodě s předchoźım př́ıkladem sestrojit na triviálńı fibraci
U ×GL(n,R) formu konexe A podle vztahu (5.33), tj.

A|(m,A) = AdA−1π∗1(ω̂)|(m,A) + π∗2(θL)|(m,A), (5.42)

pro všechny (m,A) ∈ U × GL(n,R). Snadno se ukáže, že ω sestrojená nahoře je potom prostě
pullback A zobrazeńım ψ, tj. ω = ψ∗(A). To plyne z vlastnost́ı π1 ◦ψ = π, π2 ◦ψ = y a zejména z
lemmatu 5.3.10. Protože ψ je ekvivariantńı difeomorfismus, snadno se nahlédne, že horizontálńı
zdvihy vzhledem k obou konex́ım jsou ψ-vztažené, tj. ψ∗(X

h|e) = Xh
A|ψ(e), kde Xh je zdvih

vzhledem ke konexi ω a Xh
A vzhledem k A. Z definice formy konexe je zřejmé, že plat́ı vztah

Ω = ψ∗(ΩA). Dostáváme tedy rovnici

{Ω(Xh, Y h)}(e) = ΩA(Xh
A, Y

h
A ) = Ady(e)−1{(dω̂ +

1

2
[ω̂ ∧ ω̂]g)(X,Y )}(m). (5.43)

Nyńı si stač́ı vzpomenout na tvrzeńı 3.2.2 a Cartanovy strukturńı rovnice, odkud dostáváme
vztah dω̂ + 1

2 [ω̂ ∧ ω̂]g = Ω̂, kde Ω̂ je lokálńı forma křivosti (vyrobená z Riemannova tenzoru).
Máme tedy rovnici, která nám ř́ıká (s použit́ım definice Ad v maticové grupě):

{Ω(Xh, Y h)}(e) = y(e)−1 · Ω̂(X,Y )(m) · y(e) = {
(
y−1 · π∗(Ω̂) · y

)
(Xh, Y h)}(e). (5.44)

Hodnoty formy konexe stač́ı ověřit na horizontálńı zdvihy vektorových poĺı a plat́ı tedy rovnost:

Ω = y−1 · π∗(Ω̂) · y (5.45)

Vı́me, že levá strana je z definice dobře definovaná a tedy nezávislá od výběru repérového pole
f , které použ́ıváme na pravé straně. Stejně jako pro formu konexe můžeme p̊uvodńı formy
lokálńı formy konexe (a tedy Riemann̊uv tenzor) źıskat pomoćı pullbacku řezem odpov́ıdaj́ıćım
repérovému poli f : Ω̂ = σ∗(Ω), kde σ(m) = f |m pro všechny m ∈ U . Zjǐst’ujeme tedy, že pro
F (M) je forma křivosti vskutku formou křivosti!

5.4 Kovariantńı derivace forem typu ρ

V předchoźı sekci jsme ukázali, že kovariantńı derivaci 1-formy A lze psát snadno pomoćı rovnice
(5.18), kde explicitně nevystupuje horizontálńı distribuce odpov́ıdaj́ıćı konexi A. Můžeme tedy
doufat v podobné zjednodušeńı pro větš́ı tř́ıdu diferenciálńıch forem na P . Ukazuje se, že dobrým
kandidátem jsou staré dobré p-formy typu ρ z podsekce 4.4. Ukazuje se však, že muśıme přidat
jeden předpoklad (jehož ověřeńı už znalost horizontálńı distribuce vyžaduje).

Tvrzeńı 5.4.1. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ, kde (V, ρ) je daná konečně-
rozměrná reprezentace Lieovy grupy G na prostoru V . Potom

Dα = dα+ ρ′(A) ∧̇ α, (5.46)

speciálně pro všechny veličiny Φ typu ρ plat́ı DΦ = dφ+ρ′(A)Φ. Zde ρ′ je přidružená reprezentace

Lieovy algebry g na V a ρ′(A) ∧̇ α = Aµ ∧ αi · ρ′(tµ)Ei, kde {tµ}dim g
µ=1 a {Ei}dimV

i=1 jsou libovolné
báze g, respektive V . Pro p = 0 neṕı̌seme zbytečně symbol ∧̇ .
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D̊ukaz. Důkaz je podobný ověřeńı (5.18). Dosazujeme vektorová pole (X1, . . . , Xp+1). Jsou-li
všechna horizontálńı, máme ρ′(A) ∧̇ α = 0, protože v každém sč́ıtanci ve vněǰśım součinu poleze
horizontálńı vektorové pole do A a dá nulu. Potom Dα(X1, . . . , Xp+1) = dα(X1, . . . , Xp+1) z
definice D.

Jsou-li mezi vektorovými poli alespoň dvě vertikálńı, daj́ı obě strany nulu. Levá strana z
definice, napravo máme dα a ρ′(A) ∧̇ α. V obou z nich muśı (po dosazeńı do obvyklých formulek
pro d a vněǰśı součin) alespoň jedno z vertikálńıch vektorových poĺı vlézt do α. Protože je α
horizontálńı, dává podle tvrzeńı 5.1.3 bod (v) nulu.

Zbývá tedy dokázat tvrzeńı pro právě jedno vertikálńı vektorové pole. Můžeme předpokládat,
že X1 = #x. Levá strana je opět rovna nule a vpravo dostáváme

(dα)(#x,X2, . . . , Xp+1) = (i#xdα)(X2, . . . , Xp+1) = (L#xα− di#xα)(X2 . . . , Xp+1)

= (L#xα)(X2, . . . , Xp+1),
(5.47)

kde jsme využili horizontality i#xα = 0. Pro druhý člen na pravé straně máme

(ρ′(A) ∧ α)(#x,X2, . . . , Xp+1) = ρ′(A(#x))α(X2, . . . , Xp+1) = ρ′(x)α(X2, . . . , Xp+1), (5.48)

kde do totálńı antisymetrizace ve vněǰśım součinu přispěje pouze jeden člen opět z d̊uvodu hori-
zontality α. Pravá strana je tedy nulová pokud L#xα+ ρ′(x)α = 0. Ale to je dle lemmatu 5.3.3
d̊usledek toho, že α je typu ρ.

Každá veličina typu ρ je 0-forma typu ρ a tedy automaticky horizontálńı. Právě dokázané lze
tedy na 0-formy aplikovat vždy. �

Důsledek 5.4.2 (Vyjádřeńı Bianchiho identity). Forma křivosti Ω konexe A splňuje rovnici

dΩ + [A ∧ Ω]g = 0. (5.49)

D̊ukaz. Forma křivosti je horizontálńı 2-forma typu Ad. Zde ρ′ = ad a tedy máme ρ′(A) ∧̇ Ω =
[A ∧ Ω]g. Potom zbývá aplikovat předchoźı tvrzeńı a použ́ıt Bianchiho identitu (5.19). �

Př́ıklad 5.4.3 (Vněǰśı kovariantńı derivace vektorových poĺı). Ukázali jsme si, že vektorová pole
lze interpretovat jako veličinu typu ρ, kde V = Rn a ρ(A)x = A.x. Ukažme si, jak explicitně
vypadá vněǰśı kovariantńı derivace ΦX , kde X ∈ X(M) je odpov́ıdaj́ıćı vektorové pole.

Budeme pracovat lokálně na π−1(U), kde (U, (x1, . . . , xn)) jsou lokálńı souřadnice na M .
Necht’ X = Xi∂i. Ukázali jsme, že potom ΦX(∂|m) = (X1(m), . . . , Xn(m))T . Ukážeme si, že
plat́ı následuj́ıćı rovnost:

〈D(ΦY ), Xh〉 = Φ∇XY , (5.50)

kde ∇ je afinńı konexe kterou máme na F (M) kódovanou pomoćı formy konexe ω. Minule jsme
ukázali, že horizontálńı zdvih X = Xi∂i má lokálně explicitńı tvar

Xh|e = Xi(π(e)){∂i|e − Γali(π(e))ylb(e)∂
b
a|e}, (5.51)

kde e = ∂|π(e) · y(e). Veličina ΦY je definována pomoćı komponent Y = Y i∂i vztahem

ΦY (∂|m) = (Y 1(m), . . . , Y n(m))T . (5.52)

Pro obecný bod e ∈ π−1(U) tedy dostáváme vyjádřeńı

ΦY (e) = ΦY (∂|π(e) · y(e)) = ρ(y(e)−1)ΦY (∂|π(e)) = y(e)−1.(Y 1(π(e)), . . . , Y n(π(e)))T

= (y−1)ij(e) · Y j(π(e)) Ei.
(5.53)
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Odtud dostáváme následuj́ıćı vztah pro pro vněǰśı kovariantńı derivaci:

〈D(ΦY )i, Xh〉(e) = {Xh.ΦiY }(e) = {Xh.(y−1)ij}(e) · Y j(π(e)) + (y−1)ij(e) · {Xh.(Y j ◦ π)}(e).
(5.54)

Druhý člen je snadný, protože pro každé f ∈ C∞(M) máme Xh.(f ◦ π) = (X.f) ◦ π, což plyne z
vlastnosti Xh ∼π X. V prvńım se využije obvyklá rovnice:

Xh.(y−1)ij = −(y−1)ik (Xh.ykl ) (y−1)lj . (5.55)

Toto plat́ı pro libovolnou funkci s hodnotami v matićıch a libovolné vektorové pole. Potom se
využije, že Xh.ykl = 〈dykl , Xh〉 jsou přesně komponenty Xh př́ıslušné ∂kl a tedy

(Xh.ykl )(e) = −Xq(π(e)) Γkmq(π(e)) yml (e). (5.56)

Dosazeńım zpět dostáváme vyjádřeńı

{Xh.(y−1)ij}(e) = Xq(π(e)) (y−1)ik(e) Γkjq(π(e)). (5.57)

Konečně můžeme dosadit do výrazu pro kovariantńı derivaci a obdrž́ıme

〈D(ΦY )i, Xh〉(e) = Xq(π(e)){(y−1)ij(e)(Y
j
,q)(π(e)) + (y−1)ik(e)Γkjq(π(e))Y j(π(e))}. (5.58)

Hledáme V ∈ X(M) splňuj́ıćı rovnici 〈D(ΦY ), Xh〉(e) = ΦV (e). Komponenty V i(m) dostaneme
vyč́ısleńım pravé strany na e = ∂|m a následným odečtem i-tého prvku výsledného vektoru v
Rn. Dosazeńım do levé strany potom

V i(m) = 〈D(ΦY )i, Xh〉(∂|m) = Xq(m){δijY j,q(m) + δikΓkjq(m)Y j(m)}
={Xq(Y i,q + ΓijqY

j)}(m) ≡ (∇XY )i(m).
(5.59)

Dokázali jsme tedy rovnost (5.50). Isomorfismus X(M) ∼= Ω0
ρ(F (M),Rn) nám tedy umožňuje

př́ımým výpočtem pomoćı D vyjádřit kovariantńı derivaci ∇X s kterou jsme začali v prvńı řadě.

Jelikož pro horizontálńı formu typu ρ je jej́ı kovariantńı derivace zřejmě opět horizontálńı
forma typu ρ, můžeme se ptát co se stane, když znovu aplikujeme D a použijeme stejný vzorec.

Tvrzeńı 5.4.4 (Ricciho identita). Pro libovolnou horizontálńı p-formu α typu ρ, kde (V, ρ) je
konečně-rozměrná reprezentace G na V , plat́ı identita

D2α = ρ′(Ω) ∧̇ α. (5.60)

kde Ω ∈ Ω2(P, g) je forma křivosti. Speciálně pro všechny Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) plat́ı D2Φ = ρ′(Ω)Φ.

D̊ukaz. Dvojitou aplikaćı (5.46) dostáváme výraz

D2α = D(dα+ ρ′(A) ∧̇ α) = d(dα+ ρ′(A) ∧̇ α) + ρ′(A) ∧ dα+ ρ′(A) ∧̇ α)

= ρ′(dA) ∧̇ α+ ρ′(A) ∧̇ (ρ′(A) ∧̇ α).
(5.61)

Př́ımo z definice se dá s užit́ım definice reprezentace Lieovy algebry ukázat, že

ρ′(A) ∧̇ (ρ′(A) ∧̇ α) =
1

2
ρ′([A ∧A]g) ∧̇ α. (5.62)

Po dosazeńı zpět tedy dostáváme D2α = ρ′(dA+ 1
2 [A ∧A]g) ∧̇ α = ρ′(Ω) ∧̇ α. �
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Př́ıklad 5.4.5 (Ricciho identita pro F (M)). Uvažujme opět P = F (M) s konex́ı ω odpov́ıdaj́ıćı
∇ a (V, ρ) = (Rn, ρ), kde ρ(A)x = A.x, tak že Ω0

ρ(F (M),Rn) ∼= X(M). Použit́ım (5.50) a
předchoźıho tvrzeńı dostáváme pro X,Y, Z ∈ X(M) rovnost

Φ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z = Ω(Xh, Y h).ΦZ (5.63)

Komponenty odpov́ıdaj́ıćıch vektorových poĺı v bodě m dostaneme vyč́ısleńım obou funkćı v
bodě e = ∂|m a odečtem i-té komponenty. S využit́ım (5.44) potom dostáváme

{∇iX(∇Y Z)−∇iY (∇XZ)−∇i[X,Y ]Z}(m) = {Ω̂ij(X,Y )}(m)Zj(m) = 〈dxi, R(X,Y )Z〉. (5.64)

Dostáváme tedy přesně to, čemu se ř́ıká Ricciho identita (pro nás definice Riemannova tenzoru).

5.5 Integrabilita paralelńıho přenosu, holonomie

Na paralelńı přenos, t.j. horizontálńı zdvih křivek se můžeme d́ıvat následovně. Zvoĺıme si libo-
volné vlákno Pm pro m ∈ M a bod p ∈ P . Chceme definovat přenos bodu p do jiného vlákna
Pm′ pro m′ ∈ M . Zvoĺım si (po částech hladkou) křivku γ : I → M s vlastnost́ı γ(0) = m a
γ(1) = m′.

Podle věty 4.3.5 existuje unikátńı křivka γh : I → M s vlastnost́ı γh(0) = p a π ◦ γh = γ. Z
konstrukce je γh(1) ∈ Pm′ a my tedy můžeme definovat paralelńı přenos jako τγm,m′(p) = γh(1).
Pro danou křivku γ takhle můžu zobrazit každý bod p ∈ Pm dostávám tedy (hladké) zobrazeńı
obou vláken τγm,m′ : Pm → Pm′ . Snadno se ukáže, že je to dokonce difeomorfismus, protože
horizontálńımi zdvihy křivky γ′(t) := γ(1− t) s použit́ım jednoznačnosti můžu definovat inverzńı

zobrazeńı, t.j. τγ
′

m′,m = (τγm,m′)
−1.

Nyńı se můžeme oprávněně ptát, jestli definice τγm,m′ záviśı od výběru křivky γ spojuj́ıćı

body m a m′. Odpověd’ poskytneme v této sekci. Nejprve si muśıme trošičku vylepšit vlastnosti
integrabilńıch distribućı.

Definice 5.5.1. Necht’ M je hladká varieta. Potom F se nazývá k-rozměrná foliace M , pokud
F je soubor vzájemně disjunktńıch neprázdných souvislých vnořených k-rozměrných podvariet
M , takových, že M =

⋃
F∈F F .

Každý bod m ∈ M nav́ıc muśı mı́t souřadnicové okoĺı (U,ϕ) = (U, (x1, . . . , xn)) takové, že
ϕ(U) ⊆ Rn je n-rozměrná krychle a pro každé F ∈ F je F ∩ U bud’ prázdná množina, nebo
spočetné sjednoceńı k-rozměrných

”
plátk̊u“ ve tvaru S = {q ∈ U | xk+1(q) = c1(q), . . . xn =

cn(q)}. Podvarietám F ∈ F se ř́ıká listy foliace.

Frobeniova věta nám dávala integrabilitu distribuce, t.j. každý bod lež́ı v nějaké integrálńı
podvarietě. Následuj́ıćı věta nám dává mnohem silněǰśı tvrzeńı.

Věta 5.5.2 (Globálńı Frobeniova věta). Necht’ D je integrabilńı k-rozměrná distribuce. Potom

FD = {N ⊆M | N je maximálńı souvislá integrálńı podvarieta distribuce D}. (5.65)

je k-rozměrná foliace variety M .

Maximalita znamená, že N ∈ FD neńı obsažená v žádné daľśı souvislé integrálńı podvarietě.
Vzhledem k vlastnostem FD je každý bod m ∈ M obsažený právě v jedné souvislé maximálńı
integrálńı podvarietě, kterou můžeme označovat jako Nm. Plat́ı tedy např́ıklad pravidlo, že pokud
m′ ∈ Nm, máme Nm = Nm′ . Horizontálńı distribuce má ještě jednu význačnou vlastnost. Je totiž
G-invariantńı. V následuj́ıćım se nám bude hodit následuj́ıćı pomocné lemma:
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Lemma 5.5.3. Necht’ D je libovolná k-rozměrná integrabilńı hladká distribuce v P , která je
G-invariantńı ve smyslu Rg∗(Dp) = Dp·g pro všechny p ∈ P a g ∈ G.

Potom př́ıslušná foliace FD splňuje vlastnost Np·g = Rg(Np), tj. listy foliace př́ıslušné p a
p · g jsou vzájemně difeomorfńı a vztaženy akćı grupy G.

Nyńı si muśıme ujasnit, že otázka nezávislosti paralelńıho přenosu z daného vlákna Pm do
nějakého daľśıho vlákna P ′m na křivce γ se dá ekvivalentně přeformulovat jako nezávislost para-
lelńıho přenosu z Pm do Pm pomoćı uzavřené smyčky γ : I →M , tj. γ(0) = γ(1) = m.

Lemma 5.5.4. Paralelńı přenos τγm,m′ pro daný bod m ∈M a libovolný bod m′ ∈M nezáviśı na
volbě křivky γ : I →M s γ(0) = m a γ(1) = m′, právě tehdy když pro každou uzavřenou smyčku
γ′ : I →M , takovou že γ′(0) = γ′(1) = m máme τγ

′

m,m = 1Pm .

D̊ukaz. Jeden směr je triviálńı. Předpokládejme, že paralelńı přenos do libovolného bodu m′

nezáviśı na volbě γ, a necht’ γ′ je smyčka s počátkem v M . Ale konstantńı křivka γc(t) = m
pro všechny t ∈ I má pro každé p horizontálńı zdvih v podobě konstantńı křivky v p. Podle
předpokladu tedy

τγ
′

m,m(p) = τγcm,m(p) = p. (5.66)

Opačně, necht’ γ1 a γ2 jsou dvě křivky spojuj́ıćı m a m′, necht’ p ∈ Pm a p1 = γh1 (1), p2 = γh2 (1).
Muśıme ukázat, že p1 = p2. Křivka γ′ = γ−1

2 ? γ1 definovaná vztahem

γ′(t) =

{
γ1(2t) t ∈ [0, 1

2 ]
γ2(2(1− t)) t ∈ [ 1

2 , 1]
(5.67)

je uzavřená smyčka v počátkem v m. Protože p2 a p1 jsou ve stejném vlákně, máme p2 = p1 · g
pro unikátńı g ∈ G. Muśıme nyńı sestrojit horizontálńı zdvih γ′ startuj́ıćı z p. Protože γh2 konč́ı
v jiném bodě než γh1 , nemůžeme složit γh1 s (γh2 )−1. Můžeme ale uvažovat křivku γ̂h2 (t) = γh2 (t) ·
g, která už splňuje γ̂h2 (1) = γh1 (1). Nav́ıc je horizontálńı, protože Horp·g(P ) = Rg∗(Horp(P )).
Snadno se nahlédne, že γ′h := (γ̂h2 )−1 ? γh1 je horizontálńı zdvih γ′ startuj́ıćı z bodu p. Potom

τγ
′

m,m(p) = γ′h(1) = γ̂h2 (0) = γh2 (0) · g = p · g. (5.68)

Podle předpokladu je ale γγ
′

m,m = 1Pm , odkud plyne p = p · g. Jelikož je akce volná, dostáváme
g = e a konečně p2 = p1. �

Nyńı si muśıme pořádně rozmyslet, jak funguje horizontálńı zdvih křivek ve vztahu k inte-
grabilńı horizontálńı distribuci. Necht’ m ∈ M je fixńı bod. Předpokládejme, že A ∈ Ω1(P, g)
definuje integrabilńı distribuci, tj. Ω = 0. Ukážeme si, že pro body dostatečně bĺızko m ∈ M je
paralelńı přenos integrabilńı, tj. nezáviśı na volbě křivky, která daný bod m′ spojuje s M .

Tvrzeńı 5.5.5. Necht’ m ∈ M . Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor. Potom existuje
okoĺı U bodu m, že pro libovolné dvě křivky γ, γ′ : I → U splňuj́ıćı γ(0) = γ′(0) = q a γ(1) =

γ′(1) = q′ plat́ı τγq,q′ = τγ
′

q,q′ .

D̊ukaz. Zvoĺıme si p ∈ π−1(m) libovolný. Jelikož Hor je integrabilńı distribuce, existuje ma-
ximálńı souvislá integrálńı podvarieta Np př́ıslušná bodu p. Necht’ π′ ≡ π|Np : Np → M je
restrikce π na podvarietu Np. Z horizontality Tq(Np) ≡ Horq(P ) plyne, že π′ je lokálńı difeo-
morfismus. Existuje tedy okoĺı V ⊆ Np bodu p a U ⊆ M bodu m = π(p), že π′|V : V → U je
difeomorfismus. Je-li γ : I → U , definujeme γh(t) = (π′|V )−1(γ(t)). Máme tedy γh : I → V ⊆ Np.
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Po složeńı s vnořeńım Np ↪→ P dostáváme hladkou křivku která je v každém bodě horizontálńı
a projektuje se zpět na γ. Necht’ γh(0) = r. Je-li γ′ libovolná jiná křivka se stejnými koncovými
body, máme γ′h(0) = (π′|V )−1(γ′(0)) = (π′|V )−1(γ(0)) = γh(0) = r, a stejně se ukáže, že maj́ı

stejný koncový bod. To dokazuje τγq,q′(r) = τγ
′

q,q′(r). Ale zbytek plyne z G-ekvivariance paralelńıho
přenosu. Je-li r′ ∈ Pq, potom existuje unikátńı g ∈ G, že r′ = r · g. Plat́ı

τγq,q′(r
′) = τγq,q′(r) · g = τγ

′

q,q′(r) · g = τγ
′

q,q′(r
′). (5.69)

A máme dokázáno! �

Vid́ıme, že pro křivky v dostatečně malém okoĺı bodu m zaruč́ı integrabilita Hor nezávislost
paralelńıho přenosu na křivkách v tomto okoĺı. Můžeme se tedy oprávněně ptát, jak je to pro
obecnou křivku spojuj́ıćı libovolné dva body q a q′. Obecná odpověd’ je záporná, jak si ukážeme
na př́ıkladu. Pro správné tvrzeńı si muśıme definovat následuj́ıćı pojem.

Definice 5.5.6. Necht’ M je hladká varieta a necht’ γ, γ′ : I →M jsou dvě hladké křivky, takové
že γ(0) = γ′(0) a γ(1) = γ′(1), tj. jejich začátky a konce jsou stejné.

Řekneme, že γ a γ′ jsou homotopické, existuje-li hladké zobrazeńı h : I × I → I, takové že

(i) h(t, 0) = γ(t), h(t, 1) = γ′(t). Jinými slovy h|I×{0} = γ a h|I×{1} = γ′.

(ii) h(0, s) = γ(0) = γ′(0) a h(1, s) = γ(1) = γ′(1). Jinak řečeno, dostáváme tř́ıdu hladkých
křivek hs(t) := h(t, s), které všechny zač́ınaj́ı a konč́ı ve stejném bodě a h0 = γ a h1 = γ′.

Budeme psát γ ∼h γ′. Speciálně pokud γ je smyčka (tedy γ(0) = γ(1)), řekneme, že γ je
homotopická nule, pokud γ ∼h 0, kde 0(t) ≡ γ(0) ≡ γ(1) je konstantńı křivka.

Poznámka 5.5.7. Všimněte si, že předpokládáme hladkost homotopie h. Většinou se homotopie
definuj́ı pouze jako spojitá zobrazeńı. Zejména jsou zaj́ımavé prostory, kde je každá (spojitá)
smyčka (spojitě) homotopická nule, kterým se ř́ıká jednoduše souvislé. Kupodivu se dá ukázat,
že tato vlastnost je plně ekvivalentńı tvrzeńı, že každá hladká smyčka je hladce homotopická nule.

Nyńı již můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı, které dává správnou odpověd’ na předchoźı
otázku.

Tvrzeńı 5.5.8. Necht’ m ∈ M je libovolný bod, a π : P → M necht’ je hlavńı fibrovaný prostor
vybavený plochou konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’ γ a γ′ jsou libovolné hladké křivky takové, že

γ(0) = γ′(0) = m a γ(1) = γ(1′) = m′. Nav́ıc předpokládejme, že γ ∼h γ′. Potom τγm,m′ = τγ
′

m,m′ .

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı si pouze načrtneme. Vezmeme homotopii h : I × I → M dvou zadaných
křivek γ a γ′. Necht’ hs = h(·, s) a h′t = h(t, ·) jsou dvě př́ıslušné tř́ıdy hladkých křivek.

S využit́ım kompaktnosti ’mýdlové bubliny’ h(I × I) ⊆M a tvrzeńı 5.5.5 vyrob́ıme rozděleńı
[0, 1] ⊆ I a v podobě 0 = t1 < · · · < tq = 1 a 0 = s1 < · · · < sr = 1, tak, že paralelńı přenos
po dvou (po částech hladkých) křivkách hsi |[tj ,tj+1] a h′tj+1

|[si,si+1] (tj. po dolńı a pravé hraně
obdélńıku h([tj , tj+1]× [si, si+1])) je stejný jako po dvou křivkách h′tj |[si,si+1] a hsi+1

|[tj ,tj+1] (tj.
po levé a horńı straně téhož obdélńıku). S použit́ım tohoto umı́me ukázat, že paralelńı přenos
podél křivky γ = h0 = hs1 je stejný jako podél hs2 , který je stejný jako podél hs3 atd.. �
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Př́ıklad 5.5.9 (Neintegrabilita pro integrabilńı distribuci). Ukážeme si, že opravdu muśıme
uvažovat pouze vzájemně homotopńı křivky. Vezmeme si M v podobě pláště kužele bez špičky
(jako podmnožiny R3) a π : F (M) → M . Konexi A bude odpov́ıdat standardńı Levi-Civitova
konexe ∇ odpov́ıdaj́ıćı indukované metrice na M ⊆ R3. Necht’ a je výška kužele a R jeho poloměr.
Lokálńı souřadnice na M jsou (z, ϕ), kde z ∈ (0, a) udává jak vysoko nad rovinou (x, y) se
nacháźıme a ϕ je standardńı polárńı souřadnice. Vložeńı M do R3 má v souřadnićıch tvar

x =
R

a
(a− z) cos(ϕ), y =

R

a
(a− z) sin(ϕ), z = z. (5.70)

Indukovaná metrika na M dopadne následovně. Nejprve si vezmeme standardńı metriku v E3

zapsanou v cylindrických souřadnićıch (r, ϕ, z):

gE3 = dr ⊗ dr + dz ⊗ dz + r2dϕ⊗ dϕ. (5.71)

Přechod (pullback) do kužele M pak spoč́ıvá v substituci r(z) = R
a (a− z). Potom dr = −Ra dz a

dostáváme
g = (R/a)2{(1 + (a/R)2)dz ⊗ dz + (z − a)2dϕ⊗ dϕ}. (5.72)

Nyńı je celkem př́ımočaré spoč́ıtat Christoffelovy symboly Levi-Civitovy konexe podle obvyklých
formulek. Dostaneme následuj́ıćı:

Γϕzϕ = (z − a)−1, Γzϕϕ = − 1

1 + (a/R)2
(z − a). (5.73)

Jinými slovy, netriviálńı jsou pouze následuj́ıćı kovariantńı derivace:

∇∂z (∂ϕ) = ∇∂ϕ(∂z) = (z − a)−1∂ϕ, ∇∂ϕ(∂ϕ) = − 1

1 + (a/R)2
(z − a)∂z. (5.74)

Z d̊uvodu antisymetrie operátoru křivosti stač́ı vypoč́ıtat kombinaci R(∂ϕ, ∂z). Máme

R(∂ϕ, ∂z)∂ϕ = ∇∂ϕ((z − a)−1∂ϕ) +∇∂z (
1

1 + (a/R)2
(z − a)∂z)

= − 1

1 + (a/R)2
∂z +

1

1 + (a/R)2
∂z = 0.

(5.75)

Hodnota operátoru R(∂ϕ, ∂z) na ∂z vyjde nula podobným výpočtem a dostáváme R = 0.

Horizontálńı distribuce v tomto př́ıpadě je integrabilńı. Nyńı si vezmeme následuj́ıćı uzavřenou
a hladkou smyčku γ : [0, 1]→M .

z(t) = z(γ(t)) = z0, ϕ(t) = ϕ(γ(t)) = 2πt. (5.76)

Jedná se tedy o křivku co jednou obtoč́ı kužel ve výšce z0. Chceme paralelně přenášet tečný vektor
(V z, V ϕ) ∈ T(z0,0)M podél křivky γ(t). Necht’ V z(t) V ϕ(t) označuj́ı komponenty paralelně roz-
neseného tečného vektoru podél křivky γ. Nyńı ukážeme, že (V z(1), V ϕ(1)) 6= (V z(0), V ϕ(0)) ≡
(V z, V ϕ). Rovnice paralelńıho přenosu dává

V̇ z(t) + ϕ̇(t)Γzϕϕ(t)V ϕ(t) = 0, V̇ ϕ(t) + ż(t)Γϕzϕ(t)V ϕ(t) + ϕ̇(t)Γϕϕz(t)V
z(t) = 0. (5.77)

Po dosazeńı do obou rovnic dostáváme

V̇ z(t) +
2π(a− z0)

1 + (a/R)2
V ϕ(t) = 0, V̇ ϕ(t)− 2π

(a− z0)
V z(t) = 0. (5.78)
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To je ale vede standardńım postupem na dvě rovnice druhého řádu:

V̈ z(t) +
4π2R2

R2 + a2
V z(t) = 0, V̈ ϕ(t) +

4π2R2

R2 + a2
V ϕ(t) = 0. (5.79)

To je ale standardńı harmonický pohyb, tj. dostáváme rotaci vektoru V = (V z, V ϕ) v rovině
(z, ϕ). Explicitně, s troškou poč́ıtáńı:

V z(t) = V z cos(2πωt) + ω(a− z0)V ϕ sin(2πωt), (5.80)

V ϕ(t) = V ϕ cos(2πωt) + (ω(a− z0))−1V z sin(2πωt), (5.81)

kde ω = R/
√
R2 + a2 je kosinus úhlu mezi podstavou a pláštěm kužele M . Všimněte si, že

paralelńı přenos je integrabilńı právě tehdy když ω ∈ Z, což ale nemůže nastat pro kužel, kde
vždycky 0 < ω < 1.

Cvičeńı 5.5.10. Zkuste si celou diskuzi pro válec a ukažte, že v tomto př́ıpadě žádný problém
nenastane. Tento výsledek se dá dostat i vtipným trikem. Válec je totǐz kužel, kde a→∞. Potom
ω = 0 a paralelně přenášený vektor je konstantńı.

Problém neintegrability paralelńıho přenosu lze formalizovat následuj́ıćım zp̊usobem. Definu-
jeme relaci ekvivalence na P následovně. Řekneme, že p ∼ q, pokud existuje po částech hladká
křivka γ : [0, 1]→M , taková, že γ(0) = π(p), γ(1) = π(q), a q = τγπ(p),π(q)(p). Definujeme

Holp(A) = {g ∈ G | p · g ∼ p} ⊆ G. (5.82)

Množina Holp(A) se nazývá grupou holonomie konexe A v bodě p ∈ P .

Lemma 5.5.11. Holp(A) je Lieova podgrupa G. Jej́ı komponenta souvislosti obsahuj́ıćı jednotku
e ∈ G se nazývá redukovaná grupa holonomie Hol0p(A) a sestává se z prvk̊u Holp(A) kde
povoĺıme ekvivalenci jen pomoćı křivek homotopických nule (kontraktibilńıch).

D̊ukaz. Ukážeme si jen, že Holp(A) tvoř́ı grupu. Zjevně p ∼ p, protože jde o relaci ekvivalence (což
plyne z toho, že horizontálńı zdvih konstantńı smyčky zajist́ı triviálńı paralelńı přenos p na p).
Odtud e ∈ Holp(A). Inverzi nám zajist́ı paralelńı přenos po smyčce γ′(t) = γ(1− t) a uzavřenost
na grupový součin vyrob́ı složeńı navázáńı dvou smyček γ1 a γ2 (s následnou reparametrizaćı). �

Cvičeńı 5.5.12. Rozmyslete si, že pro p′ = p · h plat́ı Holp′(A) = Ih−1(Holp(A)).

Z tvrzeńı 5.5.8 plyne, že pro integrabilńı konexi A dostáváme Hol0p(A) = 0 pro všechny p ∈ P .
Rovněž jsme si ukázali, že tvrzeńı neplat́ı pro celou grupu Holp(A). Existuje zp̊usob, jak grupu
holonomie (jej́ı algebru) př́ımo vypoč́ıtat z formy křivosti. Výslednou větu uvád́ıme bez d̊ukazu:

Věta 5.5.13 (Ambrose-Singer). Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor, kde M je souvislá.
Necht’ p ∈ P je libovolný bod. Necht’ Γ(p) = {q ∈ P | q ∼ p}. Potom

Lie(Holp(A)) = ∪q∈Γ(p) Im(Ω|q) ⊆ g. (5.83)

Odtud dostáváme d̊uležitý d̊usledek:

Důsledek 5.5.14. Je-li Hol0p(A) = 0 pro každý bod p ∈ P , máme Ω = 0.
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D̊ukaz. Pokud je redukovaná grupa holonomie nulová, máme 0 = Lie(Hol0p(A)) = Lie(Holp(A))
pro každé p ∈ P . Pro libovolné p tedy podle Ambrose-Singerovy věty plat́ı Im(Ω|q) = 0 pro
všechny q ∈ Γ(p). Speciálně Im(Ω|p) = 0. Odtud Ω = 0. �

Konečně, ukazuje se, že pro souvislou varietu M můžeme jednoduše vztáhnout grupy holo-
nomie v r̊uzných vláknech.

Lemma 5.5.15. Necht’ M je souvislá varieta. Pak pro libovolné dva body p a p′ existuje (neka-
nonický) isomorfismus Holp(A) ∼= Holp′(A).

D̊ukaz. Pro p′ a p v jednom vlákně jsou grupy holonomie adjungované prvkem unikátńım prvkem
grupy g. Snadno je vidět, že pro q ∼ p plat́ı Holq(A) ∼= Holp(A). Ale pro souvislou varietu M
vždy existuje hladká křivka γ spojuj́ıćı libovolné dva body m,m′ ∈M . Jej́ı horizontálńı zdvih do
bodu p ∈ Pm potom zajist́ı p ∼ q ≡ γh(1) ∈ Pm′ . To nám spoj́ı izomorfismem grupy holonomie
ve dvou r̊uzných vláknech Pm a Pm′ . �

Př́ıklad 5.5.16. Jako daľśı př́ıklad si ukážeme neintegrabilńı horizontálńı distribuci s neinte-
grabilńım paralelńım přenosem a spoč́ıtáme si grupu holonomie explicitně.

Budeme uvažovat téměř hloupoučkou triviálńı hlavńı fibraci π : R3 → R2, kde π(x, y, z) =
(x, y), G = (R,+) a akci Ra(x, y, z) = (x, y, z + a). Fundamentálńı vektorové pole př́ıslušné
α ∈ g = R je #α = α · ∂z. Formou konexe A je tedy obyčejná 1-forma na R3. Definujeme

A = dz + xdy − ydx. (5.84)

Máme A(#α) = α a R∗a(A) = A ≡ Ada−1(A). A je tedy formou konexe. Horizontálńı podprostor
v bodě (x, y, z) má tvar Hor(x,y,z) R3 = R{(∂y−x∂z), (∂x+y∂z)}. Horizontálńı distribuce je tedy
(globálně) generovaná dvojićı vektorových poĺı e1 = ∂y − x∂z a e2 = ∂x + y∂z. Máme

[e1, e2] = 2∂z. (5.85)

To ukazuje, že Hor(R3) neńı v tomto př́ıpadě integrabilńı. Forma křivosti Ω je jednoduše:

Ω = dA = 2 · dx ∧ dy 6= 0. (5.86)

Necht’ (x0, y0, z0) ∈ R3 je libovolný bod.

Protože je M = R2 souvislá a jednoduše souvislá, stač́ı vypoč́ıtat grupu holonomie v jednom
bodě P = R3, řekněme (0, 0, 0).

(i) Nejprve si ujasńıme, že (0, 0, z0) ∼ (x0, y0, z0) pro libovolný bod (x0, y0) ∈ R2. Spoj́ım
bod (0, 0) a (x0, y0) úsečkou γ(t) = (x0t, y0t). Horizontálńı zdvih γh(t) startuj́ıćı z bodu
(0, 0, z0) tedy muśı mı́t tvar γh(t) = (x0t, y0t, z(t)) pro z(0) = z0. Podmı́nka horizontality dá
ale ż(t) = 0, a tedy z(t) = z(0) = z0. Tedy γh(t) = (x0t, y0t, z0). Máme γh(1) = (x0, y0, z0),
což dokazuje naše tvrzeńı.

(ii) Uvažujme nyńı bod (a, 0) pro a > 0 a smyčku γ(t) = (a cos(t), a sin(t)). Zaj́ımá nás jej́ı hori-
zontálńı zdvih γh do bodu (a, 0, 0). Dostaneme γh(t) = (a cos(t), a sin(t), z(t)) kde z(0) = 0.
Podmı́nka horizontality dává rovnici ż(t) = −a2. Odtud γh(t) = (a cos(t), a sin(t),−a2t).
Máme γh(1) = (a, 0,−a2). To nám dává (a, 0, 0) ∼ (a, 0,−a2).

(iii) S použit́ım (i) a (ii) dostáváme (0, 0, 0) ∼ (a, 0, 0) ∼ (a, 0,−a2) ∼ (0, 0,−a2). Odtud
dostáváme −a2 ∈ Hol(0,0,0)(A). Protože je to podgrupa, muśıme mı́t

{0,−a2, a2} ∈ Hol(0,0,0)(A). (5.87)

Konečně, a je libovolné a tedy Hol(0,0,0)(A) = R = G.
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Kapitola 6

Kalibračńı teorie

6.1 Lokálńı formy, kalibračńı transformace

Necht’ π : P →M je hlavńı fibrovaný prostor s konex́ı A ∈ Ω1(P, g). Necht’ σ : U → P je lokálńı
řez hlavńı fibrace. Výběru takového řezu ř́ıkáme volba kalibrace na U . Pomoćı řezu můžeme
udělat pullback forem konexe a křivosti. Definujeme:

A = σ∗(A), F = σ∗(Ω). (6.1)

Potom A ∈ Ω1(U, g) a F ∈ Ω2(U, g) se nazývaj́ı lokálńı formy konexe a křivosti.

Př́ıklad 6.1.1. Připomeňme si, že pro π : F (M)→M odpov́ıdá volba kalibrace volbě repérového
pole (e1, . . . , en) na okoĺı U , kde σ(m) = (e1|m, . . . , en|m). Ukazovali jsme, že σ∗(A) = ω̂ a
σ∗(Ω) = Ω̂, kde ω̂ a Ω̂ jsou odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy konexe a křivosti vzhledem k repérovému
poli (e1, . . . , en).

Nejd̊uležitěǰśı otázkou je pochopitelně transformace A při změně řezu σ. Necht’ σ′ : U ′ → P
je jiný lokálńı řez, takový, že U ∩ U ′ 6= ∅. Potom pro každý m ∈ U ∩ U ′, σ(m) a σ′(m) jsou ve
stejném vlákně. Existuje tedy funkce g : U ∩ U ′ → G, taková že pro všechny m ∈ U ∩ U ′ plat́ı

σ′(m) = σ(m) · g(m) (6.2)

Zobrazeńı g se nazývá (lokálńı) kalibračńı transformace. Nejprve si muśıme ujasnit, že g
definuje hladké zobrazeńı. Ale to plyne okamžitě z d̊ukazu Tvrzeńı 2.3.6 protože g odpov́ıdá
právě přechodovému zobrazeńı mezi zobrazeńımi lokálńı trivializace odpov́ıdaj́ıćı řez̊um σ a σ′.

Abychom spoč́ıtali jak souviśı A′ = σ′∗(A) a A = σ∗(A), budeme zřejmě muset ověřit, jak
souviśı σ′∗ a σ∗. Nejprve si ukážeme následuj́ıćı technické lemma.

Lemma 6.1.2. Necht’ M,N,N ′, S jsou hladké variety. Uvažujme hladká zobrazeńı g : M → N
a h : M → N ′. Potom máme hladké zobrazeńı f : N ×N ′ → S. Dohromady je tedy možné složit
zobrazeńı k : M → S jako k(m) = f(g(m), h(m)), tj. k = f ◦ (g, h). Necht’ X ∈ TmM . Potom

k∗(X) = {f(·, h(m))∗ ◦ g∗}(X) + {f(g(m), ·)∗ ◦ h∗}(X). (6.3)
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D̊ukaz. Necht’ X = d
dt

∣∣
t=0

γ(t). Potom máme spoč́ıtat

k∗(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

k(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(g(γ(t)), h(γ(t)). (6.4)

Ted’ se jenom použije derivováńı složené funkce a to jak vypadá derivace funkce z kartézského
součinu a výsledek snadno vyplyne. �

Ted’ jednoduše použijeme toto lemma pro následuj́ıćı volby. Máme M = U ∩ U ′, N = P ,
N ′ = G a S = P . Vezmeme g = σ, h = g a konečně f = R (pravá akce G na P ). Potom

k(m) = f(g(m), h(m)) = R(σ(m),g(m)) = σ(m) · g(m) = σ′(m). (6.5)

Abychom vypoč́ıtali k∗, muśıme tedy zjistit, jak vypadá R(·, g)∗ a R(p, ·)∗ pro libovolné g ∈ G
a p ∈ P . Zjevně R(·, g)∗ = Rg∗ v našem obvyklém značeńı. Pro druhý př́ıpad R(p, ·) = θ(p) je
orbitové zobrazeńı a tedy R(p, ·)∗(xL|g) = #x|p·g. Působeńı na libovolný tečný vektor Y ∈ TgG
potom dává R(p, ·)∗(Y ) = #{θL|g(Y )}|p·g. Po dosazeńı tedy

σ′∗(X) = Rg(m)∗(σ∗(X)) + #{θL|g(m)(g∗(X))}|σ′(m) (6.6)

S použit́ım tohoto výrazu je již snadné spoč́ıtat vztah mezi A′ a A. Dostáváme

A′|m(X) = A|σ′(m)(σ
′
∗(X)) = (σ∗R∗g(m)(A|σ′(m)))(X) + θL|g(m)(g∗(X))

= Adg(m)−1((σ∗(A|σ(m)))(X)) + g∗(θL)|m(X)

= {Adg(m)−1(A|m) + g∗(θL)|m}(X).

(6.7)

Dostáváme tedy tvrzeńı shrnuj́ıćı předcházej́ıćı výpočet:

Tvrzeńı 6.1.3. Necht’ σ : U → P a σ′ : U → P ′ jsou dva lokálńı řezy, g : U ∩ U ′ → G je
př́ıslušná kalibračńı transformace. Potom pro A′ = σ′∗(A) a A = σ∗(A) plat́ı na U ∩ U ′ vztah

A′ = Adg−1(A) + g∗(θL). (6.8)

Poznámka 6.1.4. Pro maticové grupy G je Ad konjugace matic a plat́ı Lemma 5.3.10. Potom
můžeme psát kalibračńı transformaci (6.8) ve tvaru

A′ = g−1A g + g−1dg. (6.9)

Nyńı můžeme snadno dokázat tvrzeńı 3.3.4. Tam jsme tvrdili, že libovolná forma konexe
ω ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) vztahem ω̂ = σ∗(ω) definuje lokálńı formy konexe př́ıslušné nějaké afinńı
konexi ∇.

Důsledek 6.1.5 (Důkaz tvrzeńı 3.3.4).

D̊ukaz. V př́ıpadě G = GL(n,R) je tedy g(m) = A(m) a podle předchoźı poznámky tedy
ω̂′ = A−1ω̂ A+A−1dA. Ale to je přesně vztah (3.15) který jsme odvodili pro lokálńı formy konexe
na základě transformačńıch vztah̊u pro Christoffelovy symboly při změně lokálńıho repérového
pole. Můžeme tedy komponenty ω̂ v daném repérovém poli (odpov́ıdaj́ıćım řezu σ) vyhlásit za
Christoffelovy symboly a dostaneme dobře definovanou afinńı konexi ∇ na M . �

Nyńı je velmi snadné odvodit podobné transformačńı vztahy i pro jiné druhy veličin na
hlavńım fibrovaném prostoru. Ukážeme si jeden takový př́ıpad:
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Tvrzeńı 6.1.6. Necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ. Necht’ a = σ∗(α) a a′ =
σ′∗(α) jsou př́ıslušné lokálńı formy. Potom na U ∩ U ′ plat́ı vztah

a′ = ρ(g−1)a (6.10)

Speciálně pro lokálńı formy konexe tedy F ′ = Adg−1(F).

D̊ukaz. Opět jde o př́ımočaré dosazeńı výrazu (6.6). Protože α je dle předpokladu horizontálńı,
můžeme zcela ignorovat vertikálńı část (následuj́ıćı za #). A tedy

a′ = σ∗(R∗gα) = σ∗(ρ(g−1)α) = ρ(g−1)σ∗(α) = ρ(g−1)a. (6.11)

To dokazuje tvrzeńı. Jelikož F = σ∗(Ω) a F ′ = σ′∗(Ω), kde Ω je horizontálńı 2-forma typu Ad,
dostáváme ihned vztah mezi F ′ a F . �

Konečně taky dokončit jeden nedokončený d̊ukaz. Sliby se maj́ı plnit:

Př́ıklad 6.1.7 (Dokončeńı d̊ukazu tvrzeńı 2.3.6). Máme zobrazeńı φ′α : Uα × G → π−1(Uα) o
kterém jsme nedokázali, že je vnořeńı, tj. φ′α∗ : T(m,g)(Uα × G) → Tφα(m,g)(π

−1(Uα)) má být
prosté. Připomeňme, že T(m,g)(Uα ×G) = TmUα ⊕ TgG. Obecný element TgG si nav́ıc můžeme
napsat jako xL|g = Lg∗(x) pro element x ∈ g Lieovy algebry. Necht’ tedy φ′α∗(X,x

L|g) = 0 pro
X ∈ TmM a x ∈ g. Necht’ X = γ̇(0) pro nějakou křivku γ : I → Uα. Potom tedy máme

0 = φ′α∗(X,x
L|g) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ′α(γ(t), g · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

σα(γ(t)) · g · exp(tx). (6.12)

Podobným výpočtem jako v d̊ukazu lemmatu 6.1.2 ted’ můžeme psát

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

σα(γ(t)) · g · exp(tx) = Rg∗(σα∗(X)) + #x|σα(m)·g (6.13)

Aplikaćı π∗ na obě strany tedy dostáváme 0 = (π◦Rg ◦σα)∗(X) = X, kde jsme využili vertikalitu
generátor̊u: π∗(#x) = 0. Tedy X = 0. Původńı rovnice nám dá #|φα(m,g)(x) = 0, a tedy x = 0g
z injektivity zobrzeńı #|p implikované volnost́ı akce. A tedy (X,xL|g) = (0m, 0g), což dokazuje
injektivitu zobrazeńı φ′α∗.

Na závěr této sekce si odvod́ıme analog (6.8) pro tzv. infinitesimálńı kalibračńı transformace.
Přesný význam této definice si ujasńıme. Nejprve je třeba vysvětlit následuj́ıćı problém. Vı́me, že
zobrazeńı exp : g→ G je lokálńı difeomorfismus. Př́ıslušné tečné zobrazeńı exp∗ : T0(g)→ Te(G)
v bodě 0 je obyčejná identita na g (použije se T0(g) = g a Te(G) = g). Můžeme se ale ptát, jak
vypadá př́ıslušné tečné zobrazeńı v libovolném bodě y ∈ g. To neńı zas tak snadné ukázat.

Lemma 6.1.8. Tečné zobrazeńı exp∗ : Ty(g)→ Texp(y)G má tvar (zde opět Ty(g) ≡ g):

exp∗(z) = Lexp(y)∗{φ(−ady)[z]}, (6.14)

kde φ : R→ R je analytická funkce kterou lze psát jako

φ(x) =
ex − 1

x
=

∞∑
n=0

xn

(n+ 1)!
= 1 +

1

2!
x+

1

3!
x2 + · · · (6.15)

Speciálně dostáváme θL|exp(y)(exp∗(z)) = φ(−ady)[z].

65



Nyńı budeme předpokládat, že kalibračńı transformace g má tvar g(m) = exp(tx(m)), kde
x : U ∩ U ′ → g. Ekvivalentně x ∈ Ω0(U ∩ U ′, g). Jediné co je potřeba pořádně vypoč́ıtat je jak
vyjádřit g∗(θL). Mám g = exp ◦x′, kde x′(m) = tx(m). Odtud tedy pro X ∈ TmM

{g∗(θL)}|m(X) = θL|g(m)(g∗(X)) = θL|exp(x′(m))(exp∗(x
′
∗(X))) = φ(−adx′)[x

′
∗(X)]. (6.16)

Již jsme jednou argumentovali, že pro zobrazeńı do vektorového prostoru je x′∗(X) = (dx′)|m(X),
kde dx′ ∈ Ω1(U ∩ U ′, g). Výsledná kalibračńı transformace je tedy

A′ = Adexp(−tx)(A) + φ(−tadx)[t · dx] (6.17)

Pod pojmem infinitesimálńı kalibračńı transformace rozumı́me rozvoj pravé strany do
nejvýš prvńıho řádu v parametru t. Dostáváme tedy

A′ = A+ t{−adx(A) + dx}+ o(t2) = A+ t{[A,x]g + dx}+ o(t2). (6.18)

Ve fyzice se často v̊ubec neṕı̌se parametr t a o zobrazeńı x se mı́sto toho ř́ıká, že je malé. Pro
lokálńı formy křivosti plat́ı transformačńı vztah

F ′ = F + t[F ,x]g + o(t2) (6.19)

Opět se dá ukázat, že pro souvislé a jednoduše souvislé Lieovy grupy již infinitesimálńı transfor-
mace zcela určuj́ı správné chováńı na

”
konečných transformaćıch“.

Na objektech (formách) žij́ıćıch na totálńım prostoru P jsme zavedli operaci vněǰśı kovariantńı
derivace D : Ωp(P, V ) → Ωp+1(P, V ). Je-li σ : U → P řez (volba kalibrace), můžeme tedy
definovat (lokálńı) vněǰśı kovariantńı derivaci D : Ωp(U, V )→ Ωp+1(U, V ) na všech lokálńıch
objektech (pocházej́ıćıch z pullbacku řezem) vztahem

D(σ∗(cokoliv)) := σ∗(D(cokoliv)). (6.20)

Zejména na formách typu ρ a lokálńı formě konexe dostáváme očekávaný výsledek.

Tvrzeńı 6.1.9. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe a Ω = DA odpov́ıdaj́ıćı 2-forma křivosti.
Necht’ σ : U → P je lokálńı řez, přičemž A = σ∗(A) a F = σ∗(Ω) jsou lokálńı formy konexe a
křivosti. Potom plat́ı vztah

F = DA = dA+
1

2
[A ∧A]g. (6.21)

Dále, necht’ α ∈ Ωpρ(P, V ) je horizontálńı p-forma typu ρ a necht’ a = σ∗(α) je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı
objekt. Potom plat́ı vztah

Da = da+ ρ′(A) ∧̇ a. (6.22)

D̊ukaz. Důkaz je př́ımou aplikaci Cartanovy strukturńı rovnice (5.18) a formulky (5.46). Pak se
jen využije definic a obvyklých vlastnost́ı diferenciálńıch forem. Např́ıklad

F = DA = D(σ∗(A)) = σ∗(DA) = σ∗(dA+
1

2
[A ∧A]g)

= d(σ∗(A)) +
1

2
[σ∗(A) ∧ σ∗(A)]g = dA+

1

2
[A ∧A]g.

(6.23)

To dokazuje prvńı z rovnici. Pro horizontálńı formy typu ρ je d̊ukaz podobný. �
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Nyńı muśıme odpovědět na d̊uležitou otázku. Do této doby jsme mluvili o lokálńıch objektech
pocházej́ıćıch z globálńıch na totálńım prostoru P . To je však přesný opak situace se kterou se
setkáme ve fyzikálńıch aplikaćıch. Tam definujeme veličiny žij́ıćı v

”
prostoročase“ M v nějaké

(zvolené) kalibraci a pracujeme pouze s t́ım, jak se při změně kalibrace změńı (tomu ř́ıkáme
kalibračńı transformace). V komplikovaněǰśım prostoročase (např́ıklad M neńı kontraktibilńı)
muśıme nav́ıc všechny objekty definovat pouze lokálně. Obecná odpověd’ spojuj́ıćı oba světy je
daná následuj́ıćım tvrzeńım.

Tvrzeńı 6.1.10. Necht’ {σα}α∈I je kolekce hladkých řez̊u hlavńı fibrace π : P → M , taková že
jejich definičńı obory tvoř́ı otevřené pokryt́ı báze M . Máme tedy hladká zobrazeńı σα : Uα → P ,
π ◦ σα = 1Uα a m̊užeme psát M = ∪α∈IUα.

Pro každý neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ 6= ∅ definujeme zobrazeńı gαβ : Uα ∩ Uβ → G vztahem

σβ(m) = σα(m) · gαβ(m) (6.24)

Jinými slovy, gαβ je změna kalibrace σα 7→ σβ na Uα ∩ Uβ. Necht’ {Aα}α∈I je kolekce lokálně
definovaných 1-forem s hodnotami v g, Aα ∈ Ω1(Uα, g) taková, že na Uα ∩ Uβ plat́ı

Aβ = Adg−1
αβ

(Aα) + g∗αβ(θL), (6.25)

pro každý neprázdný pr̊unik Uα ∩ Uβ 6= ∅.
Potom existuje unikátńı forma konexe A ∈ Ω1(P, g), taková že Aα = σ∗α(A).

D̊ukaz. Celý d̊ukaz je jen zobecněńım diskuze v sekci 3.3. Kĺıčovým je fakt, že na P můžeme
použ́ıvat lokálńı trivializaci odpov́ıdaj́ıćı kolekci řez̊u {σα}α∈I definovanou jako φα(m, g) =
σα(m) · g. Viz tvrzeńı 2.3.6. Potom na každé otevřené množině π−1(Uα) ⊆ P dostávám hladké
zobrazeńı gα : π−1(Uα)→ G definované vztahem p = φα(π(p), gα(p)).

Definujeme formu Aα ∈ Ω1(π−1(Uα), g) vztahem

Aα = Adg−1
α

(π∗(Aα)) + g∗α(θL). (6.26)

Nyńı muśıme ukázat, že na π−1(Uα ∩Uβ) plat́ı Aα = Aβ a tedy dostáváme globálně definovanou
formu A vztahem A|π−1(Uα) := Aα. Pro p ∈ π−1(Uα ∩ Uβ) dostáváme:

p = φβ(π(p), gβ(p)) = σβ(π(p)) · gβ(p) = σα(π(p)) · gαβ(π(p)) · gβ(p)

= φα(π(p),gαβ(π(p)) · gβ(p)).
(6.27)

Porovnáńım s definuj́ıćım vztahem tedy gα(p) = gαβ(π(p)) · gβ(p). Dál je třeba si rozmyslet, že
pro libovolnou funkci g : N → G plat́ı vztah Adg(g∗(θL) = g∗(θR). Potom můžeme vypoč́ıtat,
jak se změńı prvńı člen. Označme g′αβ = gαβ ◦ π. Potom

Adg−1
β

(π∗(Aβ)) = Adg−1
α

(Adg′αβ
π∗{Adg−1

αβ
(Aα) + g∗αβ(θL)})

= Adg−1
α
{π∗(Aα) +Adg′αβ

(g′∗αβ(θL))}

= Adg−1
α
{π∗(Aα) + g′∗αβ(θR)}.

(6.28)

Aplikaćı lemmatu 6.1.2 pro g = g′αβ , h = gβ , f = µ (grupový součin v G) dostáváme

gα∗(X) = Rgβ(p)∗(g
′
αβ∗(X)) + Lg′αβ(p)∗(gβ∗(X)), (6.29)
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pro všechny X ∈ TpP , kde p ∈ Uα ∩ Uβ . Odtud můžeme vypoč́ıtat transformačńı vlastnosti:

〈g∗β(θL)|p, X〉 = 〈θL|gβ(p), gβ∗(X)〉 = 〈θL|gβ(p), Lg′−1
αβ ∗
{gα∗(X)−Rgβ(p)∗(g

′
αβ∗(X))}〉

= 〈θL|gα(p), gα∗(X)−Rgβ(p)∗(g
′
αβ∗(X))〉

= 〈g∗α(θL)|p, X〉 − 〈Rgβ(p)∗(θL|gα(p)),g
′
αβ∗(X))〉

= 〈g∗α(θL)|p, X〉 − 〈Adg−1
β (p)(θL|g′αβ(p)),g

′
αβ∗(X)〉

= 〈g∗α(θL)|p −Adg−1
α (p)(Adg′αβ(p)g

′∗
αβ(θL)), X〉

= 〈g∗α(θL)|p −Adg−1
α (p)(g

′∗
αβ(θR), X〉.

(6.30)

Vid́ıme, že druhý člen přesně odečte člen s θR pocházej́ıćı z prvńıho členu a Aβ = Aα. Zbývá
ověřit, že A splňuje axiomy formy konexe. Nejprve máme

Aα(#x) = Adg−1
α

(〈π∗(Aα),#x〉) + (g∗α(θL))(#x) = (g∗α(θL)(#x) = θL(gα∗(#x)). (6.31)

Ale gα∗(#x|p) = d
dt

∣∣
t=0

gα(p · exp(tx)) = d
dt

∣∣
t=0

gα(p) · exp(tx) = xL|gα(p). Odtud tedy

Aα(#x) = θL(xL) = x. (6.32)

Při výpočtu jsme použili vlastnost gα ◦Rh = Rh ◦ gα, kde na levé straně Rh je pravá akce na P
a na pravé straně pravé násobeńı na G. S použit́ım tohoto vztahu máme

R∗h(Aα) = AdR∗h(gα)−1(π∗(Aα)) +R∗h(g∗α(θL)) = Adh−1{Adg−1
α

(π∗(Aα)) + g∗α(θL)}. (6.33)

To dokazuje, že A definuje formu konexe na P . Ted’ muśıme ukázat, že σ∗α(A) = Aα. Z definice
gα(σα(m)) = e. Máme tedy

σ∗α(A) = σ∗{Adg−1
α
π∗(Aα) + g∗α(θL)} = Ade−1(π ◦ σα)∗(Aα) + e∗(θL) = Aα. (6.34)

Použili jsme, že pullback konstantńım zobrazeńım e : Uα → G je nulový.

Konečně, muśıme ukázat jednoznačnost konstrukce. Necht’ σ∗α(A) = σ∗α(A′). Necht’ p ∈
π−1(Uα) je libovolný pevně zvolený bod. Necht’ p = σα(m) · g pro jednoznačný element g ∈ G a
m = π(p). Tvrd́ıme, že máme rozklad TpP = Rg∗(σα∗(TmM))⊕Verp(P ). Máme

dim(Rg∗(σα∗(TmM)) = dim(σα∗(TmM)) = dim(TmM) = dim(M). (6.35)

Oba podprostory tedy maj́ı požadovanou dimenzi. Zároveň muśı mı́t prázdný pr̊unik, protože
π∗(Rg∗(σα∗(X))) = Rg∗(σα∗(X)) = X, a vertikalita tedy okamžitě implikuje X = 0. Pro každou
konexi A|Verp(P ) = A′|Verp(P ), takže muśıme ověřit rovnost jen na komplementárńım podprostoru:

A′|p(Rg∗(σα∗(X))) = Adg−1(A′|σα(m)(σα∗(X)) = Adg−1(Aα|m(X))

= · · · = A|p(Rg∗(σα∗(X))).
(6.36)

To dokazuje jednoznačnost a d̊ukaz máme hotový. �

Poznámka 6.1.11. Úplně analogicky se dokáže tvrzeńı, kde máme kolekci {aα}α∈I a aα ∈
Ωp(Uα, V ) na každém pr̊uniku splňuj́ı relaci aβ = ρ(g−1

αβ)aα. Potom existuje právě jedna ho-
rizontálńı p-forma α ∈ Ωpρ(P, V ) typu ρ, taková že aα = σ∗α(α).
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Poznámka 6.1.12. Máme-li na okoĺı U ⊆ M fixovanou kalibraci σ : U → P a máme k dispozici
lokálńı formu konexe A ∈ Ω1(U, g), můžeme operátor kovariantńı derivace jednoduše definovat
jako Da = da + ρ′(A) ∧̇ a pro všechny a ∈ Ωp(U, V ). Dostáváme operátor D : Ωp(U, V ) →
Ωp+1(U, V ). Je to ovšem pouze lokálńı operace. Máme-li kolekci {aα}α∈I správně se transfor-
muj́ıćıch p-forem (viz. předchoźı poznámka) a kolekci {Aα}α∈I jako v předpokladu tvrzeńı 6.1.10,
dostáváme nicméně kolekci {Daα}α∈I se správnými vlastnostmi a vše funguje podle předpokladu,
tj. je-li aα = σ∗α(α) pro α ∈ Ωpρ(P, V ), je Daα = σ∗α(Dα).

Př́ıklad 6.1.13 (Maxwellovo pole). Uvažujme triviálńı hlavńı fibrovaný prostor P = E1,3×U(1),
tj. M = E1,3 je Minkowského prostor vybavený metrikou η = Diag(1,−1,−1,−1).

Necht’ ω ∈ Ω1(E1,3, u(1)) je forma konexe na P (označ́ıme ji ω mı́sto A z politických d̊uvod̊u).
Necht’ σ : E1,3 → P je globálńı řez σ(m) = (m, e), a necht’ A = σ∗(ω) je přislušná lokálńı forma
konexe na E1,3. Nyńı je třeba si uvědomit, že u(1) = {antihermitovské matice 1× 1} .

= R{i},
kde i ∈ C je komplexńı jednotka. u(1) je tedy jednorozměrný vektorový prostor kde můžeme
zvolit báźı t1 = i. Potom A se rozkládá jako A = A · ti ≡ iA, kde A ∈ Ω1(E1,3).

Kalibračńı transformace je hladké zobrazeńı g : U → G = U(1). Pro jednoduchost U =
E1,3. Protože U(1) = S1 ⊆ C je jednotková kružnice, můžeme psát1 g(m) = exp(iχ(m)) pro
χ : E1,3 → R a každé m ∈ E1,3. Dostáváme tedy kalibračńı transformaci A 7→ A′ ve tvaru

A′ = Adg−1A+ g−1dg = A+ i · dχ (6.37)

Rozpisem A tedy přesně A′ = A+dχ, což neńı nic jiného než kalibračńı transformace Maxwellova
4-potenciálu tak jak jsme ji psali v podsekci 1.1.4.

Nyńı uvažujme 2-formu křivosti a jej́ı lokálńı podobu F = σ∗(Ω). Opět F = iF pro F ∈
Ω2(E1,3). Máme F = DA = dA + 1

2 [A ∧ A]g = dA. Odtud F = dA a vid́ıme, že F = iF
popisuje přesně EM tenzor. Kalibračńı transformace je v tomto př́ıpadě F ′ = Adg−1F = F , a
tedy F ′ = F . Kalibračńı invarianci F lze tedy vńımat jako d̊usledek

”
abelovskosti“ grupy U(1).

Konečně, uvažujme následuj́ıćı reprezentaci U(1). Vezmu prostor V = C (se strukturou 2-dim
reálného vektorového prostoru) a definuju ρ(g)[λ] = g ·λ, pro všechny g ∈ U(1) = S1 ⊆ C a λ ∈ C.
Nyńı uvažuju veličinu typu ρ, tj. Φ ∈ Ω0

ρ(P,C). Necht’ φ = σ∗(Φ) je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı veličina.
Jelikož φ ∈ Ω0(E1,3,C), můžeme ji rozložit do báze {1, i} prostoru C pomoćı komponentńıch
forem φ0, φ1 ∈ Ω0(E1,3) = C∞(E1,3) a psát φ = φ0 · 1 + φ1 · i ≡ φ0 + iφ1. Vid́ıme, že φ neńı nic
jiného, než komplexńı skalárńı pole! Podle tvrzeńı 6.1.6 nav́ıc dostáváme

φ′ = ρ(g−1)φ = exp(−iχ)φ. (6.38)

To je ale přesně lokálńı kalibračńı transformace diskutovaná v sekci 1.3. Konečně, pod́ıvejme se
na vněǰśı kovariantńı derivaci D. Z tvrzeńı 6.1.9 máme

Dφ = dφ+ ρ′(A) ∧̇ a = dφ+A · φ = dφ+ iA · φ. (6.39)

To je ale do ṕısmene přesně kovariantńı derivace D definovaná
”
ručně“ v části 1.4.

6.2 Kalibračně invariantńı účinek

Nyńı bychom se chtěli nalézt univerzálńı návod jak z lokálńıch veličin F ,A a př́ıpadně
”
hmo-

tových poĺı“ odpov́ıdaj́ıch lokálńım verźım veličin typu ρ vyrobit funkcionál akce invariantńı v̊uči

1Tohle je ve skutečnosti celkem pikantńı tvrzeńı, které neńı tak snadné ukázat. Dokonce neplat́ı pokud U neńı
jednoduše souvislé! V takovém př́ıpadě nelze takto zapsat úplně každé zobrazeńı g.
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lokálńım kalibračńım invarianćım. Připomeňme, že pro obyčejné p-formy na varietě (M, g, o) s
metrikou a orientaćı jsme definovali (pseudo)skalárńı součin 〈·, ·〉g:

〈α, β〉g =

∫
M

(α, β)g · ωg =

∫
M

α ∧ ∗β (6.40)

Necht’ α, β ∈ Ωpρ(P, V ) jsou horizontálńı p-formy typu ρ, a necht’ a, b ∈ Ωp(U, V ) jsou jejich
lokálńı verze a = σ∗(α), b = σ∗(β) odpov́ıdaj́ıćı volbě kalibrace σ : U → P . Chtěli bychom
definovat podobný skalárńı součin jako pro formy kde V = R.

Řešeńı je nasnadě. Necht’ 〈·, ·〉V je symetrická bilineárńı nedegenerovaná forma na vektorovém
prostoru V (tj. pseudoskalárńı součin). Necht’ {Ei}dimV

i=1 je libovolná báze prostoru V . Definujeme

((a, b))V = (ai, bj)g · 〈Ei, Ej〉V . (6.41)

Snadno se ověř́ı, že tato definice nezáviśı na výběru báze. Z definice je ((a, b)) ∈ C∞(U).

Nyńı předpokládejme, že σ′ : U ′ → P je jiný lokálńı řez, a a′ = σ′∗(α) and b′ = σ′∗(β) jsou
odpov́ıdaj́ıćı lokálńı formy. Můžeme tedy naj́ıt hladkou funkci ((a′, b′)) ∈ C∞(U ′). Pochopitelně
chceme aby na pr̊uniku byly obě funkce totožné, tj. ((a, b))|U∩U ′ = ((a′, b′))|U∩U ′ . Rozd́ıl obou
řez̊u nám definuje kalibračńı transformaci g : U ∩ U ′ → G a na U ∩ U ’ plat́ı

a′ = ρ(g−1)a, b′ = ρ(g−1)b. (6.42)

Potom pro m ∈ U ∩ U ′ dostáváme kalibračńı transformaci

((a′, b′))V (m) = (ai, bj)g(m) · 〈ρ(g−1(m))Ei, ρ(g−1(m))Ej〉V . (6.43)

Definice 6.2.1. Necht’ (V, ρ) je reprezentace Lieovy grup G. Necht’ 〈·, ·〉V je (pseudo)skalárńı
součin na V . Řekneme, že 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı, pokud

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉V = 〈v, w〉V , (6.44)

pro všechny v, w ∈ V a g ∈ G. Pro souvislou grupu G je tato vlastnost ekvivalentńı ρ′-invarianci:

〈ρ′(x)v, w〉V + 〈v, ρ′(x)w〉V = 0, (6.45)

pro všechny v, w ∈ V and x ∈ g, kde ρ′(x) = d
dt

∣∣
t=0

ρ(exp(tx)) je odvozená reprezentace Lieovy
algebry g na prostoru V .

Vid́ıme, že ρ-invariance je přesně vlastnost, která nás zachráńı a zajist́ı invarianci v̊uči ka-
libračńım transformaćım. Předpokládejme tedy, že 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı. Potom

((a′, b′))V (m) = (ai, bj)g(m) · 〈Ei, Ej〉V = ((a, b))V (m). (6.46)

Dostáváme tedy kalibračně invariantńı2 objekt ((a, b))V .

Jak jsme to již několikrát dělali při definici globálńıch objekt̊u, můžeme si nyńı naj́ıt libo-
volnou kolekci řez̊u {σµ}µ∈I , že jejich definičńı obory pokryj́ı celou varietu M , pro každý řez
definovat lokálńı objekty aµ = σ∗µ(α) a bµ = σ∗µ(β) a hladké funkce ((aµ, bµ)) ∈ C∞(Uµ), které
ovšem na libovolných pr̊unićıch splývaj́ı, tj. pro všechny m ∈ Uµ ∩ Uµ′ máme ((aµ, bµ))V (m) =

2Tady je samozřejmě trošku problém se značeńım, protože z logických d̊uvod̊u objekt zapisujeme pomoćı
symbol̊u (tady a a b) odpov́ıdaj́ıćı konkrétńı kalibraci. Kalibračńı invarianćı se tedy mysĺı, že když si vybereme
jinou kalibraci a objekt zaṕı̌seme pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch symbol̊u (tady a′ a b′), nic se nezměńı.
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((aµ′ , bµ′))V (m). Dostáváme tedy globálně definovanou funkci, kterou můžeme integrovat přes
celou varietu M . Většinou ji označujeme prostě ((a, b)) pomoćı jej́ıho (libovolného) lokálńıho re-
prezentanta. Tuto funkci (zajistili jsme, že je globálně definovaná) již můžeme integrovat přes
celé M :

〈〈a, b〉〉V =

∫
M

((a, b))V · ωg =

∫
M

〈a ∧ ∗b〉V (6.47)

Pro každou dvojici horizontálńıch formu typu ρ tedy umı́me vyrobit reálné č́ıslo. Ukažme si nyńı
dva př́ıklady této konstrukce, které budeme v následuj́ıćım potřebovat:

Př́ıklad 6.2.2. Předpokládejme, že (V, ρ) = (g, Ad). Pro každou kalibračńı teorii máme k dis-
pozici formu křivosti Ω = DA ∈ Ω2(P, g), která je horizontálńı 2-forma typu Ad. Potřebujeme
tedy nějakou Ad-invariantńı symetrickou nedegenerovanou bilineárńı formu 〈·, ·〉g na g. Je-li g
poloprostá, máme k dispozici Cartan-Killingovu formu 〈·, ·〉g definovanou vztahem

〈x, y〉g := Tr(adxady). (6.48)

Necht’ F = σ∗(Ω) je lokálńı forma křivosti odpov́ıdaj́ıćı nějakému lokálńımu řezu. Lokálńı formě
konexe A se v řeči teorie pole ř́ıká kalibračńı pole a funkcionál

Skin[A] = −1

2
〈〈F ,F〉〉g (6.49)

se nazývá kinetický člen kalibračńı teorie popisované polem A.

Př́ıklad 6.2.3. Uvažujme (V, ρ) = (C, ρ), kde C považujeme za dvourozměrný reálný vektorový
prostor s baźı {1, i} a ρ(g)λ = g · λ. Pokud zaṕı̌seme g = eiχ pro χ ∈ R, má zobrazeńı ρ(eiχ) v
bázi {1, i} matici ve tvaru

ρ(eiχ) =

(
cosχ − sinχ
sinχ cosχ

)
, (6.50)

což jen potvrzuje známý fakt, že násobeńı komplexńım č́ıslem exp(iχ) lež́ıćım na jednotkové
kružnici odpov́ıdá rotaci v Gaussově rovině o úhel χ. Dı́váme-li se na C jako na reálný vektorový
prostor, je přirozenou volbou Euklidovský skalárńı součin

〈α0 + iα1, β0 + iβ1〉V = α0β0 + α1β1, (6.51)

který je přirozeně invariantńı v̊uči rotaćım a tedy 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı.

K věci můžeme přistupovat i jinak, tj. d́ıvat se na C jako na jednorozměrný komplexńı vek-
torový prostor a použ́ıt standardńı (komplexńı) skalárńı součin na C, tj.

〈λ, λ′〉C = λ̄ · λ′. (6.52)

Tento skalárńı součin (je seskvilineárńı, ne bilineárńı) je ρ-invariantńı v̊uči ρ jako komplexńı re-
prezentaci U(1) na C. Je-li α ∈ Ωpρ(P,C) horizontálńı p-forma typu ρ a a = σ∗(α), můžeme použ́ıt
〈·, ·〉V nebo 〈·, ·〉C k definici (stejného) reálného č́ısla 〈〈a, a〉〉. Speciálně tedy můžeme definovat
účinek pro komplexńı skalárńı pole

S0[φ] = 〈〈Dφ,Dφ〉〉V −m2〈〈φ, φ〉〉V . (6.53)

Je d̊uležité si uvědomit, že v D je pořád schované Maxwellovo kalibračńı pole A = −iA. Jelikož
u(1) neńı poloprostá Lieova algebra, nemůžeme použ́ıt pro přidáńı kinetického členu Cartan-
Killingovu formu jako v předchoźım př́ıkladě (je dokonce nulová). Jelikož u(1) = R{i} ∼= R,
můžeme použ́ıt standardńı skalárńı součin na R, t.j. 〈iα, iα′〉g = αα′. Potom

Skin[A] = −1

2
〈〈F ,F〉〉g = −1

2
〈F, F 〉g · 〈i · 1, i · 1〉g = −1

2
〈dA, dA〉g. (6.54)

Kombinaćı Skin a S0 dostáváme přesně minimálńı interakci S, kterou jsme nalezli v (1.72).
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Tyto př́ıklady v zásadě shrnuj́ı základńı filozofii kalibračńıch teoríı. Máme Lieovu grupu G
a hlavńı fibraci π : P → M . Varieta M plńı úlohu fyzikálńıho prostoročasu. Kalibračńı pole
A ∈ Ω1(U, g) je lokálně definovaná veličina pevně spjatá s fixaćı kalibrace σ : U → P a
předepsaným chováńım při změně kalibrace. Geometricky odpov́ıdá volbě konexe A ∈ Ω1(P, g).

Potom pro každou reprezentaci (V, ρ) Lieovy grupy G můžeme definovat hmotová pole
a ∈ Ωp(U, V ), která jsou lokálńı verźı horizontálńı p-formy α typu ρ, α ∈ Ωpρ(P, V ). Na V
potřebujeme ρ-invariantńı pseudoskalárńı součin.

Dohromady můžeme vytvořit kalibračně invariantńı účinek (akci) pro pole A a hmotové pole
α (těch můžeme do akce přidat libovolný počet) definovaný jako

S[A, a] = −1

2
〈〈DA,DA〉〉g + 〈〈Da,Da〉〉V −m2〈〈a, a〉〉V , (6.55)

přičemž interakce poĺı A a a je vždy schovaná výhradně v Da = da+ ρ′(A) ∧̇ a.

Př́ıklad 6.2.4 (Yang-Millsova teorie, 1954). Uvažujme izospinový dublet Ψ ∈ C∞(E1,3,C2),
tj. Ψ = (φ1, φ2)T , kde φ1, φ2 ∈ C∞(E1,3,C) jsou komplexńı skalárńı pole. Př́ıslušný funkcionál
pro Ψ se obvykle ṕı̌se ve tvaru

S0[Ψ] =

∫
d4x{(∂µΨ†)(∂µΨ)−m2Ψ†Ψ} =

∫
d4x

2∑
i=1

{∂µφ̄i · ∂µφi −m2φ̄i · φi} (6.56)

Funkcionál je zjevně invariantńı v̊uči transformaci Ψ′ = S−1Ψ, kde S ∈ SU(2) je konstantńı
matice. Problémem je opět lokálńı kalibračńı transformace, kde S = S(x).

Naštěst́ı už přesně v́ıme, jak postupovat. Uvažujme kanonickou reprezentaci SU(2) na V = C2,
tj. ρ(S)[χ] = S.χ pro všechny χ ∈ C2. Potom lokálńı kalibračńı transformace Ψ odpov́ıdá přesně
kalibračńı transformaci Ψ = σ∗(Ψ) pro Ψ ∈ C∞ρ (P,C2) je veličina typu ρ a P = E1,3 × SU(2).
Standardńı skalárńı součin 〈·, ·〉C2 je ρ-invariantńı z definice grupy SU(2) a můžeme ho tedy
použ́ıt pro definici (komplexńıho seskvilineárńıho) skalárńıho součinu 〈〈·, ·〉〉V . Potom

S0[Ψ] = 〈〈dΨ, dΨ〉〉V −m2〈〈Ψ,Ψ〉〉V , (6.57)

a v́ıme, že je třeba nahradit d operátorem vněǰśı kovariantńı derivace D = d + ρ′(A), kde A ∈
Ω1(E1,3, su(2)) se kalibračně transformuje vztahem

A′ = S−1AS + S−1dS. (6.58)

Připomeňme, že algebra su(2) má bázi standardně zvolenou jako {τa}3a=1, kde τa = − i
2σa.

Fyzikové ovšem nemaj́ı rádi anti-hermitovské matice, takže pracuj́ı s hermitovskou báźı (která
ale neńı báze su(2)!) {Ta}3a=1, kde Ta = 1

2σa. Komutačńı relace v obou báźıch jsou

[τa, τb] = εabcτc, [Ta, Tb] = iεabcTc. (6.59)

Lokálńı forma konexe A se potom parametrizuje jako A = Aaτa = −iAaTa, kde Aa ∈ Ω1(E1,3)
jsou komponentńı 1-formy, a ṕı̌seme A = AaTa. Kovariantńı derivace D p̊usob́ıćı na dublet Ψ
tedy źıská tvar DΨ = dΨ − iA · Ψ. Analogicky, je-li F = σ∗(Ω) odpov́ıdaj́ıćı forma křivosti,
ṕı̌seme F = −iF aTa, kde Aa ∈ Ω2(E1,3). S použit́ım komutačńıch relaćı výše tedy

F a = dAa +
1

2
εabcA

b ∧Ac. (6.60)
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Zapsáno v obvyklých komponentách vzhledem k standardńı souřadnicové bázi v E1,3 dostáváme
modifikovaný výraz

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + εabcA

b
µA

c
ν . (6.61)

Konečně, kalibračńı transformaci lze psát jako (zde Aµ = AaµTa)

A′µ = S−1AµS + iS−1∂µS. (6.62)

Konečně, muśıme analyzovat kinetický člen Skin[A] = − 1
2 〈〈F ,F〉〉g z př́ıkladu 6.2.2. Dá se snadno

ukázat, že Cartan-Killingova formu lze pro g = su(2) a všechny A,B ∈ su(2) psát jako 〈A,B〉g =
4 Tr(AB). Po dosazeńı tedy dostáváme:

− 1

2
〈〈F ,F〉〉g = −1

4

∫
M

d4x{F aµν(F b)µν}〈τa, τb〉g = −
∫
M

d4x{F aµν(F b)µν}Tr(τaτb). (6.63)

Ale Tr(τaτb) = − 1
4 Tr(σaσb) = − 1

2δab. Celkově tedy dostáváme

− 1

2
〈〈F ,F〉〉g =

3∑
a=1

1

2

∫
M

d4x{F aµν(F a)µν}. (6.64)

Všimněte si, že normalizace kinetického členu se může lǐsit kńıžka od kńıžky. Důvodem je ne-
jednoznačnost volby pseudosklárńıho součinu, kde si můžeme obecně vźıt libovolný násobek
Cartan-Killingovy metriky.

6.3 Pohybové rovnice kalibračńı teorie

Uvažujme hlavńı fibrovaný prostor π : P → M se strukturńı grupou G. Uvažujme kalibračńı
teorii poleA spolu s hmotovým polem a, definovanou akćı (6.55). Jak vypadaj́ı pohybové rovnice?
Připomeňme si, že kodiferenciál je zobrazeńı definované pomoćı Hodgeovy duality: δ = ∗−1d ∗ η̂,
kde η̂ je operátor definovaný na p-formách jako η̂(α) = (−1)pα.

Definice 6.3.1. Necht’ D : Ωp(U, V )→ Ωp+1(U, V ) je operátor kovariantńı derivace. Pro všechny
a ∈ Ωp(U, V ) definovaný jako Da = da + ρ′(A) ∧̇ a. Necht’ g je metrika na M . Kovariantńı
kodiferenciál D† definujeme vztahem

D† = ∗−1D ∗ η̂, (6.65)

kde ∗ p̊usob́ı pouze na komponentńı p-formy jako obyčejná Hodgeova dualita na M .

Dostáváme tedy zobrazeńı D† : Ωp+1(U, V )→ Ωp(U, V ). Stejně jako pro D neplat́ı, že (D†)2 =
0, přesněji (D†)2(a) = − ∗−1 (ρ′(F) ∧̇ ∗ a). Důležité je, že v platnosti z̊ustává sdružeńı s
operátorem D, což si dokážeme v následuj́ıćım tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.3.2. Necht’ a ∈ Ωp(U, V ), b ∈ Ωp+1(U, V ). Potom plat́ı pravidlo

d〈a ∧ ∗b〉V = {((Da, b))V − ((a,D†b))V } · ωg. (6.66)

Je-li a = σ∗(α) a b = σ∗(β) pro kalibraci σ : U → P a horizontálńı formy α ∈ Ωpρ(P, V ), resp.
β ∈ Ωp+1

ρ (P, V ), jsou obě strany kalibračně invariantńı n-formy (definuj́ı tedy globálńı n-formu
a má smysl je integrovat přes celou varietu M). Dostáváme tedy rovnici∫

M

d〈a ∧ ∗b〉V = 〈〈Da, b〉〉V − 〈〈a,D†b〉〉V . (6.67)
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Konečně, pokud je integrál z 〈a ∧ ∗b〉V přes ∂M z jakéhokoliv d̊uvodu nula, dostáváme

〈〈Da, b〉〉V = 〈〈a,D†b〉〉V . (6.68)

D̊ukaz. Důkaz je modifikaćı podobného tvrzeńı pro obyčejný kodiferenciál. Př́ımým výpočtem

d〈a ∧ ∗b〉V = 〈da ∧ ∗b〉V + (−1)p〈a ∧ d(∗b)〉V
= 〈Da ∧ ∗b〉V + (−1)p〈a ∧ D(∗b)〉V
− 〈(ρ′(A) ∧̇ a) ∧ ∗b〉V − (−1)p〈a ∧ (ρ′(A) ∧̇ ∗ b)〉V

= 〈Da ∧ ∗b〉V − 〈a ∧ ∗(∗−1D ∗ η̂(b))〉V
−Aα ∧ ai ∧ (∗β)j · {〈ρ′(tα)Ei, Ej〉V + 〈Ei, ρ′(tα)Ej〉V }

= {((Da, b))V − ((a,D†b))V } · ωg.

(6.69)

V posledńım kroku jsme použili ρ′-invarianci formy 〈·, ·〉V . Kalibračńı invariance je zřejmá, stejně
jako zbývaj́ıćı tvrzeńı (Stokesova věta). �

Předpokládejme, že a = φ, tj. a = σ∗(Φ) pro Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) veličinu typu ρ. S využit́ım

předchoźıho tvrzeńı můžeme odvodit pohybové rovnice akce S[A, φ]. Nejprve nalezneme po-
hybové rovnice pro kalibračńı pole A. Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je konexe a necht’ θ ∈ Ω1

Ad(P, g) je

horizontálńı 1-forma typu Ad. Potom Â = A+εθ je opět konexe na P . Pro jednoduchost ∂M = ∅.
Př́ıslušná forma křivosti dává

Ω̂ = dÂ+
1

2
[Â ∧ Â]g = Ω + ε{dθ + [A ∧ θ]g}+ o(ε2) = Ω + εDθ + o(ε2). (6.70)

Lokálně dostáváme vztah F̂ = F + εDϑ+o(ε2), kde ϑ = σ∗(θ). Variace kinetického členu je tedy
velmi jednoduchá z pomoćı předcházej́ıćıho tvrzeńı:

Skin[Â] = −1

2
〈〈F̂ , F̂〉〉g = −1

2
〈〈F ,F〉〉g − ε〈〈F ,Dϑ〉〉g = Skin[A]− ε〈〈D†F , ϑ〉〉g + o(ε2). (6.71)

Nicméně nesmı́me zapomenout, že kinetický člen hmotového pole 〈〈Dφ,Dφ〉〉 rovněž obsahuje
konexi. Je-li φ = σ∗(Φ), máme D̂Φ = DΦ + ρ′(θ)Φ. Lokálně tedy D̂φ = Dφ+ ρ′(ϑ)φ. Odtud

〈〈D̂φ, D̂φ〉〉V = 〈〈Dφ,Dφ〉〉V + 2ε〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V + o(ε2). (6.72)

Ve variaci kinetického členu dostáváme člen ve tvaru 〈〈·, ϑ〉〉g. Naš́ım ćılem je tedy přepsat
〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V = − 1

2 〈〈J , ϑ〉〉g, kde J bude plnit roli
”
čtyřproudu“. Zavedeme si označeńı ρ′µjk =

〈ρ′(tµ)Ej , Ek〉V a sµν = 〈tµ, tν〉g. Potom dosazeńım do definic dostáváme

((Dφ, ρ′(ϑ)φ))V · ωg = 〈ρ′(ϑ)φ ∧ ∗Dφ〉V = ϑµφj ∧ (∗Dφ)k〈ρ′(tµ)Ej , Ek〉V
= ϑµ ∧ ∗{ρ′µjkφjDφk}
= ϑµ ∧ ∗{sνλρ′λjkφjDφk} · 〈tµ, tν〉g.

(6.73)

Zavedeme si nyńı lokálńı 1-formu proudu J ∈ Ω1(U, g) vztahem

J = −2{sνλρ′λjkφjDφk}tν = −2〈ρ′(tνg)φ,Dφ〉V · tν , (6.74)

kde tνg = sνµtµ. Potom tedy 〈〈Dφ, ρ′(ϑ)φ〉〉V = − 1
2 〈〈J , ϑ〉〉g. Celkovou variaci akce S vzhledem k

A můžeme tedy psát jako

S[Â, φ] = S[A, φ]− ε{〈〈D†F + J , ϑ〉〉g}+ o(ε2). (6.75)
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Jelikož do prvńıho řádu v ε se muśı obě akce rovnat, dostáváme pohybovou rovnici ve tvaru

D†F = −J . (6.76)

Variace akce pro hmotové pole je již velmi jednoduchá. Předpokládáme Φ̂ = Φ + εΨ, lokálně
φ̂ = φ+ εψ. Po dosazeńı do akce

S[A, φ̂] = S[A, φ] + 2ε〈〈D†Dφ+m2φ, ψ〉〉V + o(ε2) (6.77)

Z nedegenerovanosti 〈〈·, ·〉〉V potom plyne pohybová rovnice pro φ ve tvaru

D†Dφ+m2φ = 0. (6.78)

Tvrzeńı 6.3.3. Kalibračńı pole A a hmotové pole φ splňuj́ı pohybové rovnice (extremalizuj́ı
funkcionál S) právě tehdy když

DF = 0, D†F = −J , D†Dφ+m2φ = 0. (6.79)

Prvńı z rovnic nepocháźı z variace akce. Čtyřproud je dán rovnićı (6.74).

Tvrzeńı 6.3.4 (Noetherovský proud j). Definujeme j = J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g. Potom j splňuje
rovnici kontinuity ve tvaru d ∗ j = 0, neboli ekvivalentně δj = 0.

D̊ukaz. Pohybová rovnice (6.76) dává (ekvivalentně) ∗J = −D∗F = −d(∗F)− [A∧∗F ]g. Odtud
−d(∗F) = ∗(J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g), a tedy 0 = d ∗ (J + ∗−1[A ∧ ∗F ]g) = d ∗ j. �
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Kapitola 7

Přidružený vektorový fibrovaný
prostor

7.1 Redukce ekvivariantńıch vektorových bandl̊u

Na začátek si ujasńıme jednu generálńı proceduru, která za jistých okolnost́ı umožňuje vektorový
bandl nad totálńım prostorem hlavńı fibrace π : P → M vybavený vhodnou grupovou akćı

”
redukovat“ na vektorový bandl nad M , jehož totálńı prostor je prostor orbit E/G. Nejprve si

ovšem muśıme vyjasnit několik základńıch pojmů z teorie vektorových bandl̊u.

Definice 7.1.1. Necht’ q : E → M a q′ : E′ → M ′ jsou dva vektorové bandly. Potom dvojice
(F , ϕ) se nazývá morfismus vektorových bandl̊u, pokud F : E → E′ a ϕ : M → M ′ jsou
hladká zobrazeńı taková, že následuj́ıćı diagram je komutativńı:

E E′

M M ′

q

F

q′

ϕ

. (7.1)

Jinými slovy, F(Em) ⊆ E′ϕ(m), tj. F zobrazuje vlákno nad m do vlákna nad ϕ(m). Kromě

toho muśı být F po vláknech lineárńı, tj. pro každé m ∈ M je Fm ≡ F|Em lineárńı zobra-
zeńı př́ıslušných vektorových prostor̊u, tj. Fm ∈ Hom(Em, E

′
ϕ(m)). Jsou-li F a ϕ difeomorfismy,

nazývá se (F , ϕ) izomorfismus vektorových bandl̊u.

Morfismy vektorových bandl̊u jsou standardńı nástroj jak porovnávat vektorové fibrované
prostory. Izomorfńı vektorové bandly jsou tedy po všech stránkách

”
de facto stejné“.

Lemma 7.1.2. Necht’ (F , ϕ) je morfismus vektorových bandl̊u E a E′, kde ϕ : M → M ′ je
difeomofismus. Potom je to izomorfismus právě tehdy když je pro každé m ∈M zobrazeńı Fm ∈
Hom(Em, E

′
ϕ(m)) lineárńı izomorfismus.

Nyńı máme definice potřebné k popisu vektorových bandl̊u vhodných k redukci.

Definice 7.1.3. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor s akci R : P × G → P grupy
G. Necht’ q : E → P je vektorový bandl nad totálńım prostorem P s typickým vláknem V .
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Předpokládejme, že na totálńım prostoru E p̊usob́ı G pravou akćı < : E ×G→ E. Řekneme, že
E je ekvivariantńı vektorový bandl, pokud jsou splněny následuj́ıćı dvě vlastnosti:

1. Pro každé g ∈ G tvoř́ı dvojice (<g, Rg) automorfismus vektorového bandlu E.

2. Pro E existuje π-saturovaná ekvivariantńı lokálńı trivializace {(Uα, ψα)}α∈I . To zna-
mená, že pro každé α ∈ I je Uα = π−1(Uα) pro otevřenou množinu Uα ⊆ M , a každé
trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × V → q−1(Uα) je ekvivariantńı:

ψα(Rg(p), v) = <g(ψα(p, v)), (7.2)

pro každé (p, v) ∈ Uα × V a g ∈ G. V obĺıbené tečkové notaci ψα(p · g, v) = ψα(p, v) · g.

Necht’ E/G je prostor orbit př́ıslušný pravé akci <, a označme \ : E → E/G př́ıslušné faktor-
zobrazeńı, tj. pro každé e ∈ E je \(e) ∈ E/G orbita obsahuj́ıćı bod e. Ř́ıkali jsme si, že ne vždycky
je E/G poctivou varietou (takovou, že \ je hladká submerze). Ukážeme si, že pro ekvivariantńı
vektorový bandl E se dá ř́ıct mnohem v́ıc.

Tvrzeńı 7.1.4. Necht’ q : E → P je ekvivariantńı vektorový bandl. Potom na E/G existuje
unikátńı struktura vektorového bandlu (tj. včetně hladké struktury) q\ : E/G → M , taková, že
(\, π) se stane po vláknech bijektivńım morfismem vektorových bandl̊u E a E/G. Zejména

E E/G

P M

\

q q\

π

(7.3)

tvoř́ı komutativńı diagram a \ : E → E/G je hladká surjektivńı submerze. Vektorové bandly E a
E/G maj́ı společné typické vlákno.

D̊ukaz. Budeme postupovat v duchu tvrzeńı 2.2.2, tj. sestroj́ıme lokálńı trivializaci prostoru E/G,
a ukážeme, že přechodová zobrazeńı jsou hladká. T́ım zajist́ıme na E/G topologii a hladkou
strukturu. Pak zbývá ukázat tvrzeńı o (\, π) a jednoznačnost konstrukce.

Nejprve si definujeme projekci q\ : E/G → M . Můžeme si ji definovat př́ımo pomoćı ko-
mutativity diagramu (7.3), tj. definujeme q\(\(e)) = π(q(e)). Muśıme ukázat, že tento předpis
definuje zobrazeńı q\, tj. muśı dávat stejné hodnoty v př́ıpadě, že \(e) = \(e′). To ale znamená,
že existuje g ∈ G takové, že e′ = <g(e). Ale (<g, Rg) je morfismus vektorových bandl̊u, a tedy
q ◦ <g = Rg ◦ q. Nav́ıc R p̊usob́ı podél vláken, a tedy π ◦Rg = π. Odtud tedy

q\(\(e′)) = π(q(e′)) = π(q(<g(e))) = π(Rg(q(e))) = π(q(e)) = q\(\(e)). (7.4)

A tedy q\ je dobře definované a nav́ıc automaticky zajist́ı komutativitu (7.3).

Jdeme vyrobit lokálńı trivializaci. Necht’ {(Uα, ψα)}α∈I je π-saturovaná ekvivariantńı trivi-
alizace z předpokladu. Můžeme předpokládat, že Uα = π−1(Uα), kde Uα jsou okoĺı, kde máme
lokálńı trivializaci {(Uα, φα)}α∈I pro hlavńı fibraci P . Chceme definovat bijektivńı zobrazeńı
µα : Uα×V → (q\)−1(Uα) a ověřit, že př́ıslušná přechodová zobrazeńı jsou hladká. Necht’ m ∈ Uα
and p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna P nad m. Pro každé (m, v) ∈ Uα × V definujeme

µα(m, v) = \(ψα(p, v)). (7.5)
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Muśıme zjistit, zda pravá strana nezáviśı na výběru p ∈ Pm. Necht’ p′ = p · g. Potom

\(ψα(p · g, v)) = \(ψα(p, v) · g) = \(ψα(p, v)), (7.6)

kde jsme využili ekvivarianci trivializačńıho zobrazeńı ψα (danou předpokladem). Jak vypadá
zobrazeńı inverzńı k µα? Máme definovat µ−1

α : (q\)−1(Uα)→ Uα × V . Pro libovolné e ∈ Uα:

µ−1
α (\(e)) = ((π ◦ π1)(ψ−1

α (e)), π2(ψ−1
α (e))), (7.7)

kde π1 a π2 jsou projekce z kartézského součinu Uα×V na prvńı a druhou komponentu. Opět je
potřeba ověřit, že pravá strana se nezměńı pokud \(e) = \(e′), tj. e′ = <g(e) pro nějaké g ∈ G.
Z ekvivariance zobrazeńı ψα ovšem plyne, že

π1 ◦ ψ−1
α (e · g) = π1(ψ−1

α (e)) · g, π2 ◦ ψ−1
α (e · g) = π2 ◦ ψ−1

α (e). (7.8)

Odtud plyne i nezávislost µ−1
α na volbě reprezentanta tř́ıdy (orbity) \(e). Je to však inverze?

µ−1
α (µα(m, v)) = µ−1

α (\(ψα(p, v))) = ((π ◦ π1)(p, v), π2(p, v)) = (m, v). (7.9)

Opačné pořad́ı je obdobně jednoduché. Konečně, necht’ ĝαβ : Uα ∩Uβ → GL(V ) jsou přechodová

zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćı lokálńı trivializaci {(Uα, ψα)}α∈I . Definujeme g\αβ : Uα ∩ Uβ → GL(V )

obvyklým vztahem [g\αβ(m)](v) = (π2 ◦ µ−1
α )(µβ(m, v)). Pro p ∈ Uα ∩ Uβ máme z definice

přechodových zobrazeńı vztah ψβ(p, v) = ψα(p, [ĝαβ(p)](v)). Po dosazeńı tedy

[g\αβ(m)](v) = (π2 ◦ µ−1
α )(\(ψβ(p, v))) = (π2 ◦ µ−1

α )(\ψα(p, [ĝαβ(p)](v))) = [ĝαβ(p)](v). (7.10)

Z toho ale plyne, že ĝαβ a g\αβ jsou zobrazeńı vztažená relaćı ĝαβ = g\αβ ◦ π. Jelikož π je hladká

sumberze a ĝαβ je hladké zobrazeńı, muśı být i g\αβ hladké zobrazeńı.

Abychom ukázali, že (\, π) je morfismus vektorových bandl̊u, muśı být \ hladké, diagram (7.3)
muśı komutovat (to už jsme zajistili), a \p : Ep → (E/G)π(p) muśı být lineárńı. Připomeňme si,
že lineárńı struktura v jednotlivých vláknech se zavád́ı pomoćı lokálńı trivializace, tj. řekneme,
že µα(m, v) + λ · µα(m,w) := µα(m, v + λw). Pro hladkost a linearity \ tedy stač́ı ukázat, že
každé složeńı µ−1

α ◦ \ ◦ ψα : Uα × V → Uα × V je hladké a po vláknech lineárńı. Ale

(µ−1
α ◦ \ ◦ ψα)(p, v) = (π(p), v), (7.11)

kde jsou zmı́něné vlastnosti zřejmé. Nav́ıc je zřejmě \ po vláknech bijektivńı (lokálně je to identita
na V ). Dokázali jsme tedy všechno až na jednoznačnost.

Předpokládejme, že p\ : (E/G)′ → M splňuje předpoklady tvrzeńı, kde apostrof označuje
pouze rozd́ılnost přidaných struktur (hladký atlas, fibrace), a necht’ \′ : E → (E/G)′ je od-
pov́ıdaj́ıćı zobrazeńı (množinově opět stejné). Můžeme definovat (množinově identitu) zobrazeńı
Ψ : E/G → (E/G)′ vztahem Ψ(\(e)) = \′(e), které je automaticky hladké, protože \ je surjek-
tivńı submerze a \′ je hladké. Stejně nalezneme inverzi Ψ−1 a Ψ je tedy difeomorfismus. Plat́ı

p\(Ψ(\(e)) = p\(\′(e)) = π(q(e)) = q\(\(e)). (7.12)

Využili jsme, že \′ je morfismus vektorových bandl̊u. Odtud plyne komutativita diagramu:

E/G (E/G)′

M M

Ψ

q\ p\

1M

(7.13)

Obdobně se ukáže, že Ψm : (E/G)m → (E/G)′m je lineárńı isomorfismus, což dokazuje, že
(Ψ, 1M ) je izomorfismus vektorových bandl̊u E/G a (E/G)′. To je d̊ukaz jednoznačnosti. �
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Před uvedeńım př́ıklad̊u redukce vektorových fibrovaných prostor̊u si ještě za čerstva ujasńıme,
jak vypadaj́ı hladké řezy nového fibrovaného prostoru E/G. Ukazuje se, že se daj́ı kanonicky
ztotožnit s podmnožinou řez̊u p̊uvodńıho vektorového bandlu E.

Definice 7.1.5. Necht’ q : E → P je ekvivariantńı vektorový bandl nad P . Necht’ ψ ∈ Γ(E) je
hladký řez E. Řekneme, že ψ je G-invariantńı řez, pokud pro všechny g ∈ G a p ∈ P plat́ı

ψ(p · g) = <g(ψ(p)). (7.14)

Množinu G-invariantńıch řez̊u označujeme jako ΓG(E).

ΓG(E) je zjevně vektorový podprostor Γ(E). Nejde však o C∞(P )-podmodul, protože pro
obecnou funkci f a ψ ∈ ΓG(EP ) neńı fψ G-invariantńı řez bandlu E. Lze však snadno nahlédnout,
že ΓG(E) tvoř́ı C∞(M)-modul, kde

”
násobeńı“ • hladkou funkćı h ∈ C∞(M) je definované jako

(h •ψ)(p) = (h ◦π)(p) ·ψ(p), tj. ve zkratce h •ψ ≡ (h ◦π)ψ. Množina hladkých řez̊u vektorového
bandlu E/G též tvoř́ı C∞(M)-modul, dá se tedy očekávat, že ΓG(E) a Γ(E/G) spolu mohou
nějak souviset.

Tvrzeńı 7.1.6. C∞(M)-moduly ΓG(E) a Γ(E/G) jsou kanonicky izomorfńı.

D̊ukaz. Definujeme zobrazeńı Φ : ΓG(E)→ Γ(E/G) a ukážeme, že jde o bijekci C∞(M)-modul̊u,
tj. o lineárńı bijektivńı zobrazeńı, které splňuje vlastnost Φ(h • ψ) = h ·Φ(ψ). Definujeme

{Φ(ψ)}(m) := \(ψ(p)), (7.15)

pro každé m ∈ M a libovolné p ∈ π−1(m). Muśıme ověřit, že Φ je dobře definovaný hladký řez
E/G. Je-li p′ = p · g jiný bod vlákna nad m, máme \(ψ(p′)) = \(<gψ(p)) = \(ψ(p)). Nav́ıc

E E/G

P M

\

ψ

π

Φ(ψ) (7.16)

komutuje, což dokazuje, že Φ(ψ) je hladké zobrazeńı (π je hladká submerze). Konečně, máme

(q\ ◦Φ(ψ))(m) = q\(\(ψ(p)) = π((q ◦ ψ)(p)) = π(p) = m. (7.17)

A tedy q\ ◦ Φ(ψ) = 1M a jde o řez fibrace E/G. Zobrazeńı Φ je zjevně lineárńı. Konečně, pro
každou funkci h ∈ C∞(M) dostáváme

{Φ(h • ψ)}(m) = \((h ◦ π)(p)ψ(p)) = h(m) · \(ψ(p)) = h(m) · {Φ(ψ)}(m). (7.18)

S konstrukćı inverze Φ−1 je to trošičku složitěǰśı, protože muśıme využ́ıt lokálńı trivializaci
popsanou v předchoźım d̊ukazu. Necht’ φ ∈ Γ(E/G). Na okoĺı Uα můžeme definovat kompozici

φα = µ−1
α ◦ φ, t.j. φα : Uα → Uα × V . Z definice hladkého řezu φα(m) = (m, φ̂α(m)) pro

hladké zobrazeńı φ̂α : Uα → V . Pro libovolný bod p ∈ Uα = π−1(Uα) definujeme (lokálńı

řez) (Φ−1(φ))α : Uα → E vztahem (Φ−1(φ))α(p) = ψα(p, φ̂α(π(p))). Protože q ◦ φα = 1Uα a
funkce napravo jsou zjevně hladké, dostáváme hladký lokálńı řez na Uα. Pokud ukážeme, že pro
p ∈ Uα ∩ Uβ plat́ı (Φ−1(φ))α(p) = (Φ−1(φ))β)(p), dostaneme hladký globálńı řez Φ−1(φ).

Porovnáńım dvou r̊uzných trivializačńıch zobrazeńı na E/G dostáváme pro m ∈ Uα ∩ Uβ

µα(m, φ̂α(m)) = φ(m) = µβ(m, φ̂β(m)) = µα(m, [g\αβ(m)](φ̂β(m))), (7.19)
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a tedy φ̂α(m) = [g\αβ(m)](φ̂β(m)). Nyńı můžeme porovnat lokálńı řezy E, necht’ p ∈ Uα ∩ Uβ :

(Φ−1(φ))α(p) = ψα(p, φ̂α(π(p))) = ψα{p, [g\αβ(π(p))](φ̂β(π(p))}

= ψα{p, [ĝαβ(p)](φ̂β(π(p))} = ψβ(p, φ̂β(π(p))) = (Φ−1(φ))β(p).
(7.20)

Máme dokázáno, že Φ−1(φ) definuje globálńı řez. Zbývá ověřit, že je vskutku inverzńı k Φ. Pro
m ∈ Uα máme

{Φ(Φ−1(φ))}(m) = \(Φ−1(φ)(p)) = (\ ◦ ψα)(p, φ̂α(π(p))) (7.21)

Ale z definice lokálńı trivializace \ ◦ ψα(p, v) = µα(π(p), v), a dostáváme tedy

{Φ(Φ−1(φ))}(m) = µα(m, φ̂α(m)) = φ(m). (7.22)

Opačné poskládáńı Φ−1 ◦Φ = 1 se ověř́ı obdobně. A máme dokázáno. �

Nyńı si ukážeme dva klasické př́ıklady této konstrukce.

Př́ıklad 7.1.7 (Redukce tečného bandlu). Uvažujme vektorový bandl τP : TP → P , tj. obyčejný
tečný fibrovaný prostor. Pravou akci < : TP × G → TP můžeme definovat následovně. Necht’

X ∈ TP , tj. X ∈ TpP pro bod p = τP (X). Definujeme <g(X) = Rg∗(X). Rg∗ ∈ Hom(TpP, Tp·gP )
a <g je tedy po vláknech lineárńı zobrazeńı takové, že diagram

TP TP

P P

<g

τP τP

Rg

(7.23)

komutuje. (<g, Rg) je tedy automorfismus vektorového bandlu TP . Muśıme ukázat, že na TP
existuje ekvivariantńı lokálńı trivializace. Necht’ {(Uα, φα)α∈I} je principálńı lokálńı trivializace
P , tj. φα : Uα ×G → Uα = π−1(Uα). Pro každé p ∈ Uα máme tedy p = φα(m, g) pro m ∈ Uα a
g ∈ G. Zobrazeńı φα je difeomorfismus, a tedy φα∗ : TmUα⊕TgG→ TpP je lineárńı izomorfismus.

Předpokládejme, že na Uα ⊆M máme lokálńı souřadnice (x1, . . . , xn), a necht’ (~V , x) ∈ Rn⊕g.
Definujeme trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × (Rn ⊕ g)→ τ−1

P (Uα) jako

ψα(φα(m, g), (~V , x)) = φα∗(V
i ∂

∂xi
|m, xR|g), (7.24)

pro všechny (m, g) ∈ Uα × G. Snadno se ověř́ı, že jde vskutku o hladkou lokálńı trivializaci
(v podstatě je to standardńı lokálńı trivializace tečného bandlu, kde se nejprve použije lokálńı
izomorfismus TUα ∼= TUα × TG). Nav́ıc je to ekvivariantńı lokálńı trivializace:

<h{ψα(φα(m, g), (~V , x))} = (Rh ◦ φα)∗(V
i∂i|m, xR|g) = (φα ◦ (1×Rh))∗(V

i∂i|m, xR|g)
= φα∗(V

i∂i|m, Rh∗(xR|g)) = φα∗(V
i∂i|m, xR|gh)

= ψα(φα(m, gh), (~V , x)) = ψα(Rh(φα(m, g)), (~V , x)).

(7.25)

Můžeme tedy vypustit výše zmı́něnou mašinerii a sestrojit vektorový bandl τ \P : TP/G → M .
Podle výše zmı́něného tvrzeńı nav́ıc Γ(TP/G) ∼= ΓG(TP ) ≡ XG(P ), kde X ∈ XG(P ), pokud
Rg∗(X|p) = X|p·g, tzn. Γ(TP/G) odpov́ıdá G-invariantńım vektorovým poĺım na P . TP/G se
někdy nazývá Atiyah̊uv vektorový bandl a hraje d̊uležitou roli při v́ıce

”
algebraickém“ popisu

konex́ı na principálńım fibrovaném prostoru.
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7.2 Asociovaná fibrace

Druhý př́ıklad je natolik d̊uležitý, že si vysloužil vlastńı sekci. Uvažujme libovolnou konečně-
rozměrnou reprezentaci (V, ρ). Vezmeme si triviálńı vektorový bandl E = P × V nad P , tj.
q = π1. Pravou akci < : E ×G→ E si zavedeme vztahem

<g(p, v) = (p · g, ρ(g−1)[v]), (7.26)

pro všechny (p, v) ∈ P ×V . Snadno je vidět, že akce p̊usob́ı lineárně po vláknech a (<g, Rg) tvoř́ı
automorfismus vektorových bandl̊u. Kanonická (globálńı) trivializace ovšem neńıG-ekvivariantńı.
Muśıme si definovat jinou.

Necht’ {(Uα, φα)}α∈I je lokálńı trivializace hlavńı fibrace P . Necht’ Uα = π−1(Uα), a defi-
nujeme naši obĺıbenou hladkou funkci gα : Uα → G vztahem p = φα(π(p), gα(p)). Definujeme
trivializačńı zobrazeńı ψα : Uα × V → π−1

1 (Uα) jako

ψα(p, v) = (p, ρ(g−1
α (p))[v]). (7.27)

Je snadné si rozmyslet, že jde o hladké zobrazeńı. Inverzńı zobrazeńı ψ−1
α má tvar ψ−1

α (p, v) =
(p, ρ(gα(p))[v]). Zbývá ukázat, že je tato lokálńı trivializace ekvivariantńı.

<h(ψα(p, v)) = (p · h, ρ(h−1){ρ(g−1
α (p))[v]}) = (p · h, ρ((gα(p) · h)−1)[v])

= (p · h, ρ(gα(p · h)−1)[v]) = ψα(p · h, v).
(7.28)

Použili jsme obvyklou ekvivarianci funkce gα. Jaká jsou přechodová zobrazeńı trivializace ψα?
Připomeňme, že zobrazeńı gα a gβ jsou pro p ∈ Uα ∩Uβ vztaženy jako gα(p) = gPαβ(π(p)) · gβ(p),

kde gPαβ jsou přechodová zobrazeńı {(Uα, φα)}α∈I . Potom

[gαβ(p)](v) = π2 ◦ ψ−1
α (ψβ(p, v)) = π2 ◦ ψ−1

α (p, ρ(g−1
β (p))[v])

= π2 ◦ ψ−1
α (p, ρ(g−1

α (p))[ρ(gPαβ(π(p))[v]])

= ρ(gPαβ(π(p)))[v].

(7.29)

Jinými slovy, přechodovými zobrazeńımi jsou kompozice ĝαβ = ρ ◦ gPαβ ◦ π. To mi ihned dává

přechodová zobrazeńı (P × V )/G ve tvaru g\αβ = ρ ◦ gPαβ .

Definice 7.2.1. Vektorový bandl na faktorprostoru (P × V )/G se nazývá vektorový bandl
přidružený hlavńı fibraci π : P → M a reprezentaci (V, ρ). Obvyklé značeńı je P ×ρ V .
Někdy též asociovaný vektorový bandl.

Nyńı můžeme použ́ıt tvrzeńı 7.1.6 k identifikaci modulu řez̊u Γ(P ×ρ V ) .

Tvrzeńı 7.2.2. Pro každou přidruženou reprezentaci máme kanonický izomorfismus

Γ(P ×ρ V ) ∼= Ω0
ρ(P, V ) (7.30)

Jinými slovy, řezy P ×ρ V lze identifikovat s veličinami typu ρ.

D̊ukaz. Ve světle tvrzeńı 7.1.6 stač́ı ukázat, že ΓG(P × V ) jsou právě veličiny typu ρ. Každý řez
σ ∈ Γ(P × V ) muśı být hladké zobrazeńı σ : P → P × V , splňuj́ıćı π1 ◦ σ = 1P . Tedy

σ(p) = (p,Φ(p)), (7.31)
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kde Φ : P → V je hladká funkce. Máme tedy kanonický izomorfismus Γ(P × V ) ∼= C∞(P, V ).
Řez σ je G-invariantńı, pokud <g(σ(p)) = σ(p · g). Potom máme

<g(σ(p)) = (p · g, ρ(g−1)[Φ(p)])
!
= σ(p · g) = (p · g,Φ(p · g)). (7.32)

Dostáváme podmı́nku Φ(p · g) = ρ(g−1)[Φ(p)], tedy nic jiného než Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Dostáváme

tedy kýžený izomorfismus Γ(P ×ρ V ) ∼= Ω0
ρ(P, V ). �

Př́ıklad 7.2.3. Pro (V, ρ) = (g, Ad) se gP ≡ P ×Ad g nazývá adjungovaný vektorový bandl.
Jeho řezy jsou Ad-ekvivariantńı funkce na P .

Př́ıklad 7.2.4. Necht’ π : F (M) → M je repérová hlavńı fibrace variety M . Zvoĺıme si repre-
zentaci (Rn, ρ), kde ρ je kanonická reprezentace GL(n,R) na Rn.

Připomeňme, že lokálńı trivializace {(Uα, φα)}α∈I fibrace F (M) je definovaná na okoĺıch Uα
z hladkého atlasu M jako φα(m,A) = ∂|m ·A, kde ∂|m = (∂1|m, . . . , ∂n|m) je souřadnicová báze
v bodě m odpov́ıdaj́ıćı daným lokálńım souřadnićım (x1, . . . , xn) na Uα. Potom zobrazeńı gα
přǐrazuje bodu e ∈ F (M) matici gα(e) = A(e), takovou že e = ∂|π(e) ·A(e). Akce na triviálńım

bandlu E = F (M) × Rn má tvar <A(e, ~V ) = (e · A,A−1.~V ). Na Uα = π−1(Uα) má lokálńı

trivializace µα : Uα × Rn → (π\1)−1(Uα) tvar µα(m, ~V ) = \(ψα(e, ~V )) = \(e,A−1(e).~V ), kde
e ∈ Fm(M) je libovolná báze TmM .

Nyńı připomeňme lokálńı trivializaci tečného bandlu TM . Definujeme ji jako {(Uα, τα)}α∈I ,
kde τα : Uα × Rn → τ−1

M (Uα) má tvar τα(m, ~V ) = V i∂i|m. Je-li m ∈ Uα ∩ Uβ a na Uβ máme
lokálńı souřadnice (y1, . . . , yn), přechodové zobrazeńı má tvar

[gαβ(m)](~V ) = J(m)−1.~V , (7.33)

kde Jji (m) = ∂yj

∂xi |m je Jacobiho matice transformace souřadnic.

Definujeme si nyńı izomorfismus vektorových bandl̊u (F , 1M ) z TM do F (M)×ρRn. Nejprve

lokálně jako zobrazeńı Fα : τ−1
M (Uα)→ (π\1)−1(Uα) pomoćı př́ıslušných lokálńıch trivializaćı:

Fα(τα(m, ~V )) = µα(m, ~V ), (7.34)

To definuje zjevně hladké a po vláknech lineárńı a bijektivńı zobrazeńı na 1M (lokálně je to
identita). Stač́ı ukázat, že pro m ∈ Uα ∩ Uβ je (Fβ)m = (Fα)m. Přechodová zobrazeńı pro

F (M)×ρ Rn jsou g\αβ(m) = ρ(g
F (m)
αβ (m)). Ale g

F (m)
αβ (m) = J−1(m). A můžeme poč́ıtat:

Fα(τβ(m, ~V )) = Fα(τα(m,J−1(m).~V )) = µα(m,J−1(m).~V ) = µβ(m, ~V ). (7.35)

To ale ukazuje, že pro m ∈ Uα ∩ Uβ p̊usob́ı Fα stejně jako Fβ , což dokazuje naše tvrzeńı.
Dostáváme tedy globálńı izomorfismus F : TM → F (M)×ρ Rn.

Připomeňme, že body asociované fibrace P ×ρ V maj́ı tvar \(p, v), kde (p, v) ∈ P × V a
\(p′, v′) = \(p, v), právě tehdy když existuje g ∈ G, takové, že (p′, v′) = (p · g, ρ(g−1)v).

7.3 Paralelńı přenos, kovariantńı derivace

Nyńı si odvod́ıme několik alternativńıch zp̊usob̊u jak popsat paralelńı přenos řez̊u asociované
fibrace. Ukážeme si jakým zp̊usobem definuje konexe A na hlavńı fibraci operátor kovariantńı
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derivace. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a necht’ (V, ρ) je libovolná konečně-
rozměrná reprezentace jeho strukturńı grupy G. Necht’ q\ : P ×ρ V →M je př́ıslušný asociovaný
vektorový bandl.

Budeme psát E = P ×ρ V . Necht’ ψ ∈ Γ(E). Necht’ γ : I → M je hladká křivka. Necht’

A ∈ Ω1(P, g) je 1-forma konexe na P . Necht’ p0 ∈ P je libovolný bod vlákna nad γ(0), tj.
π(p0) = γ(0). Necht’ γh : I → P je horizontálńı zdvih křivky γ startuj́ıćı z bodu p0, tj. γh(0) = p0

a π ◦ γh = γ.

Pro každé t ∈ I je ψ(γ(t)) = \(p(t), v(t)) ∈ E, kde (p(t), v(t)) ∈ P × V . Jelikož je ψ řez, muśı
platit γ(t) = q\(ψ(γ(t)) = q\(\(p(t), v(t))) = (π ◦ π1)(p(t), v(t)) = π(p(t)). A tedy π ◦ p(t) = γ(t).
Bod p(t) může být zvolen jako libovolný bod vlákna nad γ(t), můžeme tedy zvolit

ψ(γ(t)) = \(γh(t), v(t)). (7.36)

Horizontálńı zdvih (př́ıtomnost konexe) nám tedy umožňuje volit si konzistentně reprezentanta
tř́ıdy ψ(γ(t)) v E. Nyńı má smysl následuj́ıćı definice.

Definice 7.3.1. Necht’ ψ ∈ Γ(E) a γ : I → M je zvolená hladká křivka. Zbytek značeńı necht’

odpov́ıdá diskuzi výše. Řekneme, že řez ψ je autoparalelńı podél křivky γ(t), pokud je funkce
v(t) : I → V definovaná vztahem (7.36) konstantńı.

Abychom ukázali, že je tato definice korektńı, muśı si člověk rozmyslet, že nezáviśı na volbě
startovńıho bodu p0 horizontálńıho zdvihu γh. Pokud γ′h startuje z p′0 = p0 · g, máme γ′h(t) =
γh(t) · g pro všechny t ∈ I. Potom

ψ(γ(t)) = \(γ′h(t), v′(t)) = \(γh(t) · g, v′(t)) = \(γh(t), ρ(g)v′(t)). (7.37)

Odtud tedy v(t) = ρ(g)v′(t). Potom ale v̇(t) = ρ(g)v̇′(t) a konstantnost vektorové funkce v(t)
tedy implikuje konstantnost v′(t).

Ukázali jsme, že Γ(E) je přirozeně izomorfńı C∞(M)-modulu Ω0
ρ(P, V ) veličin typu ρ. Tam

jsme již ale koncept autoparalelńı veličiny definovali. Je tedy logické ukázat, že obě definice jsou
plně ekvivalentńı.

Tvrzeńı 7.3.2. Necht’ ψ ∈ Γ(E), a necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je odpov́ıdaj́ıćı veličina typu ρ. Potom

ψ je autoparalelńı podél křivky γ právě tehdy když Φ je autoparalelńı podél křivky γ, tj. Φ(γh(t))
je konstantńı pro libovolný horizontálńı zdvih γh.

D̊ukaz. Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) = ΓG(P × V ). Odpov́ıdaj́ıćı řez ψ ∈ Γ(E) je definovaný jako

ψ(m) = \(p,Φ(p)), kde p ∈ π−1(m) libovolný bod vlákna na m. Pro m = γ(t) si můžeme p
vybrat jako γh(t), tj. ψ(γ(t)) = \(γh(t),Φ(γh(t))). To ale ukazuje, že v(t) = Φ(γh(t)), takže
zjevně v(t) je konstantńı právě tehdy když Φ(γh(t)) je konstantńı. To dokazuje naše tvrzeńı. �

Autoparalelnost veličin můžeme analyzovat pomoćı následuj́ıćı definice kovariantńı derivace.
Necht’ X ∈ X(M) je vektorové pole. Necht’ γ(t) : I → M je integrálńı křivka pole X startuj́ıćı
z bodu m, tj. γ(0) = m. Necht’ γh : I → P je libovolný horizontálńı zdvih γ. Necht’ ψ ∈ Γ(E).
Definujeme kovariantńı derivaci řezu ψ podél vektorového pole X vztahem

(∇Xψ)(m) = \(γh(0),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

v(t)), (7.38)

kde v(t) je zobrazeńı definované vztahem (7.36). Muśıme ověřit, že ∇Xψ je opravdu hladký řez
E. Mı́sto př́ımého ověřeńı můžeme použ́ıt izomorfismus Γ(E) ∼= Ω0

ρ(P, V ).
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Lemma 7.3.3. Necht’ Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ. Necht’ X ∈ X(M). Potom ∇XΦ ∈

C∞(P, V ) definovaná vztahem
∇XΦ = Xh.Φ, (7.39)

je opět veličina typu ρ. Zde Xh ∈ X(P ) je horizontálńı zdvih vektorového pole X. Odpov́ıdá-li Φ
řezu ψ ∈ Γ(E), pak ∇XΦ odpov́ıdá řezu ∇Xψ.

D̊ukaz. Mimo jiné t́ım zadarmo dokážeme, že opravdu ∇Xψ ∈ Γ(E). Zjevně ∇XΦ je hladké
zobrazeńı z P do V . Muśıme ukázat, že je to veličina typu ρ. Připomeňme, že Xh je G-invariantńı
vektorové pole, tj. Xh|p·g = Rg∗(X

h|p). Nyńı můžeme psát

(Xh.Φ)(p · g) = 〈(dΦ)|p·g, Xh|p·g〉 = 〈(dΦ)|p·g, Rg∗(Xh|p)〉 = 〈R∗g((dΦ)|p·g), Xh|p〉
= 〈d(R∗gΦ)|p, Xh|p〉 = 〈d(ρ(g−1)Φ)|p, Xh|p〉 = ρ(g−1){(Xh.Φ)(p))}.

(7.40)

Odtud tedy ∇XΦ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Zbývá ukázat, že ∇XΦ odpov́ıdá řezu ∇Xψ. Necht’ ψ′ ∈ Γ(E) je

řez odpov́ıdaj́ıćı ∇XΦ. Máme

ψ′(m) = \(p, (∇XΦ)(p)) = \(p, (Xh.Φ)(p)), (7.41)

kde p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna nad m. Necht’ γ : I → M je integrálńı křivka pole X
startuj́ıćı z bodu m, a necht’ γh : I → M je horizontálńı zdvih γ startuj́ıćı ze zvoleného (ale
libovolného) bodu p ∈ π−1(m). Ale potom můžeme psát (Xh.Φ)(p) = d

dt

∣∣
t=0

Φ(γh(t)) a

ψ′(m) = \(γh(0),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ(γh(t))). (7.42)

Ale v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı jsme ukázali, že v(t) = Φ(γh(t)), a tedy opravdu ψ′ = ∇Xψ. �

Předt́ım, než si vyjasńıme vlastnosti kovariantńı operátoru kovariantńı derivace, muśıme si
vyjasnit následuj́ıćı. Prostor veličin typu ρ, neboli (ekvivalentně) řez̊u asociované fibrace P ×ρ
V si můžeme vybavit

”
povláknovou metrikou“, neboli C∞(M)-bilineárńım zobrazeńım (·, ·)V :

Ω0
ρ(P, V ) × Ω0

ρ(P, V ) → C∞(M), které je symetrické a nedegenerované, tj. (Φ,Φ′)V = 0 pro
všechny Φ′ ∈ Ω0

ρ(P, V ) implikuje Φ = 0. Necht’ 〈·, ·〉V je ρ-invariantńı nedegenerovaná symetrická
bilineárńı forma na V . Potom můžeme definovat

(Φ,Φ′)V (m) = 〈Φ(p),Φ′(p)〉V (7.43)

kde p ∈ π−1(m) je libovolný bod vlákna nad m. Snadno se ověř́ı, že pravá strana nezáviśı na volbě
p (ρ-invariance 〈·, ·〉V ) a levá strana záviśı hladce na m (π je surjektivńı submerze). Symetričnost
a nedegenerovanost plyne z vlastnost́ı 〈·, ·〉V .

Tvrzeńı 7.3.4. Necht’ σ : U → P je lokálńı řez a φ = σ∗(Φ) ∈ C∞(U, V ) a φ′ = σ∗(Φ′) jsou
př́ıslušná lokálńı verze Φ a Φ′. Potom na U máme ((φ, φ′))V = (Φ,Φ′)V .

D̊ukaz. Pro každé m ∈ U můžeme psát

(φ, φ′)V (m) = 〈σ∗(Φ)(m), σ∗(Φ′)(m)〉V = 〈Φ(σ(m)),Φ′(σ(m)〉V = (Φ,Φ′)V (m). (7.44)

�

Nyńı si můžeme shrnout vlastnosti kovariantńı derivace ∇. Můžeme ji psát v řeči veličin typu
ρ nebo (plně ekvivalentně) v řeči řez̊u asociované fibrace P ×ρ V . My si v tuto chv́ıli zvoĺıme
prvńı z možnost́ı. Připomeňme, že Ω0

ρ(P, V ) tvoř́ı C∞(M)-modul s násobeńım •.
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Tvrzeńı 7.3.5 (Vlastnosti ∇). Necht’ ∇ : X(M)× Ω0
ρ(P, V )→ Ω0

ρ(P, V ) je konexe odpov́ıdaj́ıćı
formě konexe A ∈ Ω1(P, g). Potom ∇ je R-bilineárńı a plat́ı

∇fX(Φ) = f • ∇X(Φ), ∇X(f • Φ) = f • ∇X(Φ) + (X.f) • Φ, (7.45)

pro všechny X ∈ X(M). Vněǰśı kovariantńı derivace D : Ω0
ρ(P, V ) → Ω1

ρ(P, V ) souviśı s
operátorem kovariantńı derivace ∇ vztahem

∇X(Φ) = 〈DΦ, Xh〉 ≡ 〈dΦ, Xh〉. (7.46)

Konečně, kovariantńı derivace ∇ je vždy kompatibilńı s metrikou (·, ·)V , tj.

X.(Φ,Φ′)V = (∇XΦ,Φ′)V + (Φ,∇XΦ′)V , (7.47)

pro každé vektorové pole X ∈ X(M) a Φ,Φ′ ∈ Ω0
ρ(P, V ).

D̊ukaz. Všechna tvrzeńı lze snadno dokázat z definice. Pro libovolnou funkci f ∈ C∞(M) máme

{∇fX(Φ)}(p) = (fX)h|p.Φ = {(f ◦ π) ·Xh}|p.Φ = f(π(p)) · (Xh.Φ)(p) = {f • ∇XΦ}(p). (7.48)

Druhá vlastnost se dokáže velmi obdobně. Souvislost z vněǰśı kovariantńı derivaćı plyne př́ımo
z definice D. Konečně, pro libovolnou ρ-invariantńı formu 〈·, ·〉V a indukovanou metriku (·, ·)V
můžeme psát (Φ,Φ′)V ◦ π = 〈Φ,Φ′〉V . Potom

X.(Φ,Φ′)V ◦ π = Xh.〈Φ,Φ′〉V = 〈Xh.Φ,Φ′〉V + 〈Φ, Xh.Φ′〉V
= 〈∇XΦ,Φ′〉V + 〈Φ,∇XΦ′〉V
= {(∇XΦ,Φ′)V + (Φ,∇XΦ′)V } ◦ π.

(7.49)

Protože je π surjektivńı zobrazeńı, dokázali jsme kompatibilitu s metrikou. �

Vid́ıme, že ∇ má vlastnosti velmi podobné obyčejné kovariantńı derivaci na varietě. To neńı
úplně náhoda. Vskutku, pokud pro P = F (M) konexe A ∈ Ω1(F (M), gl(n,R)) odpov́ıdá afinńı
konexi ∇ na varietě M . Vezmeme-li si V = (Rn, ρ), kde ρ je standardńı reprezentace GL(n,R) na
Rn, máme Ω0

ρ(P, V ) ∼= X(M) a kovariantńı derivace v této sekci definuje p̊uvodńı afinńı konexi.

Máme-li k dispozici operátor kovariantńı derivace ∇, můžeme definovat operátor křivosti
R př́ıslušný ∇ následuj́ıćım zp̊usobem. Pro všechny X,Y ∈ X(M) a Φ ∈ Ω0

ρ(P, V ) definujeme

R(X,Y )Φ = ∇X(∇Y Φ)−∇Y (∇XΦ)−∇[X,Y ]Φ. (7.50)

Snadno si odvod́ıme několik základńıch vlastnosti operátoru křivosti:

Tvrzeńı 7.3.6. Operátor křivosti R př́ıslušný kovariantńı derivaci ∇ je C∞(M)-lineárńı v
každém vstupu, tj. je R-lineárńı a vzhledem k násobeńı funkćı plat́ı

R(X, fY )Φ = R(fX, Y )Φ = R(X,Y )(f • Φ) = f •R(X,Y )Φ, (7.51)

pro všechny X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M) a Φ ∈ Ω0
ρ(P, V ). Plat́ı vztah

R(X,Y )Φ = ρ′(Ω(Xh, Y h))Φ (7.52)
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D̊ukaz. Vlastnosti vzhledem k násobeńı funkćı jsou jednoduchý d̊usledek (7.48). R-linearita je
zřejmá. Ukážeme si pouze jedno z tvrzeńı. Necht’ X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M) a Φ ∈ Ω0

ρ(P, V ).

R(X,Y )(f • Φ) = ∇X(∇Y (f • Φ))−∇Y (∇X(f • Φ))−∇[X,Y ](f • Φ)

= ∇X(f • ∇Y Φ + (Y.f) • Φ)−∇Y (f • ∇XΦ + (X.f) • Φ)

− f • ∇[X,Y ]Φ− ([X,Y ].f) • Φ

= f • {∇X(∇Y Φ)−∇Y (∇XΦ)−∇[X,Y ]Φ}
+ (X.f) • ∇Y Φ + (Y.f) • ∇XΦ− (Y.f) • ∇XΦ− (X.f) • ∇Y Φ

+ {X.(Y.f)− Y.(X.f)− [X,Y ].f} • Φ

= f •R(X,Y )Φ.

(7.53)

Linearita v ostatńıch vstupech se dokáže analogicky (jednodušeji). Zbývá ukázat posledńı tvrzeńı.
Z definice kovariantńı derivace máme

R(X,Y )Φ = Xh.(Y h.Φ)− Y h.(Xh.Φ)− [X,Y ]h.Φ = {[Xh, Y h]− [X,Y ]h}.Φ. (7.54)

Muśıme tedy vyzkoumat akci vektorového pole [Xh, Y h]− [X,Y ]h. Připomeňme, že Xh ∼π X, a
z toho d̊uvodu [Xh, Y h] ∼π [X,Y ]. Jinými slovy, [Xh, Y h]− [X,Y ]h je vertikálńı vektorové pole.
Máme tedy [Xh, Y h]− [X,Y ]h = fµ ·#tµ pro neznámé funkce fµ ∈ C∞(P ). Zap̊usob́ıme na obě
strany 1-formou konexe A. Dostáváme

fµ · tµ = A(fµ ·#tµ) = A([Xh, Y h]− [X,Y ]h) = A([Xh, Y h])

= − {Xh.A(Y h)− Y h.A(Xh)−A([Xh, Y h])}
= − Ω(Xh, Y h) = −Ωµ(Xh, Y h) · tµ.

(7.55)

Odtud tedy fµ = −Ωµ(Xh, Y h). Připomeňme, že Φ je veličina typu ρ a tedy plat́ı

R(X,Y )Φ = fµ#tµ.Φ = −ρ′(fµ · tµ)Φ = ρ′(Ω(Xh, Y h))Φ. (7.56)

A máme dokázáno! �

7.4 Kalibračńı teorie podruhé

Na závěr této kapitoly si ukážeme, jak lze akci kalibračńı teorie přepsat v řeči globálně defi-
novaných objekt̊u na M , což je v kontrastu s originálńım funkcionálem, kde akci definujeme

”
lepeńım po lokálńıch kousćıch“. Nejprve si muśıme definovat následuj́ıćı zobecněńı známého

pojmu formy s hodnotami ve vektorovém prostoru

Definice 7.4.1. Necht’ q : E → M je vektorový fibrovaný prostor. Potom zobrazeńı ω :
X(M)×· · ·×X(M)→ Γ(E) se nazývá p-forma s hodnotami v řezech E, pokud je totálně anti-
symetrické a C∞(M)-lineárńı v každém vstupu. Jejich prostor tvoř́ı C∞(M)-modul označovaný
jako Ωp(M,E). Pro triviálńı vektorový bandl E = M × V máme Γ(E) = C∞(M,V ) a tedy
Ωp(M,E) = Ωp(M,V ) je prostor forem s hodnotami ve vektorovém prostoru V .

Formy s hodnotami ve vektorovém bandlu lze opět rozložit do
”
komponentńıch forem“. Ten-

tokrát to obecně lze pouze lokálně. Řekneme, že {ψµ}rank(E)
µ=1 jsou lokálńı generátory Γ(E),

pokud ψµ ∈ ΓU (E) je pro každé µ lokálńı řez E na okoĺı U ⊆ M a pro každé m ∈ U tvoř́ı
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{ψj(m)}rank(E)
j=1 bázi vektorového prostoru vlákna Em. Lze si snadno rozmyslet, že každý řez

ψ ∈ Γ(E) lze na U psát jako ψ = f jψj pro unikátńı hladké funkce f j ∈ C∞(U). Potom pro
ω ∈ Ωp(M,E) můžeme na U pro vektorová pole (X1, . . . , Xp) psát

ω(X1, . . . , Xp) = ωj(X1, . . . , Xp) · ψj , (7.57)

a analogicky jako pro formy ve vektorovém prostoru zjist́ıme, že ωj ∈ Ωp(U).

Př́ıklad 7.4.2. Necht’ E = gP = P ×Ad g je adjungovaný vektorový bandl. Již jsme si ujasnili,
že Γ(E) ∼= C∞Ad(P, g). Definujeme F ∈ Ω2(M, gP ) vztahem

F (X,Y ) = Ω(Xh, Y h) ∈ Γ(gP ) (7.58)

Muśıme ukázat, že pravá strana je opravdu Ad-ekvivariantńı a záviśı C∞(M)-lineárně na X a
Y . Prvńı věc plyne z ekvivariance 2-formy křivosti a invariance horizontálńıch zdvih̊u:

F (X,Y )(p · g) = Ω|p·g(Xh|p·g, Y h|p·g) = Ω|p·g(Rg∗(Xh|p), Rg∗(Y h|p))
= R∗g(Ω|p·g)(Xh|p, Y h|p) = Adg−1(Ω|p(Xh|p, Y h|p))
=Adg−1(F (X,Y )(p)).

(7.59)

C∞(M)-linearita plyne z vlastnosti (f ·X)h = (f ◦ π) ·Xh. Potom

F (fX, Y ) = Ω((f ◦ π) ·Xh, Y h) = (f ◦ π) · Ω(Xh, Y h) = f • F (X,Y ). (7.60)

Linearita v druhém vstupu již plyne z antisymetrie. Dokázali jsme, že F ∈ Ω2(M, gP ). Jelikož Ω
je horizontálńı 2-forma na P , obsahuje F všechny informace o křivosti Ω = DA. Z tohoto d̊uvodu
se někdy F ř́ıká 2-forma křivosti konexe A.

Na rozd́ıl od forem na vektorovém prostoru nemůžeme př́ımočaře definovat vněǰśı derivaci
d : Ωp(M,E)→ Ωp+1(M,E). V př́ıpadě, že E = P ×ρ V je asociovaný vektorový bandl, můžeme
využ́ıt operátoru kovariantńı derivace.

Definice 7.4.3. Necht’ E = P ×ρ V Potom Γ(E) ∼= C∞ρ (P, V ) ≡ Ω0(M,E) Definujeme kovari-
antńı diferenciál ∇ : Ω0(M,E)→ Ω1(M,E) vztahem

∇(Φ)(X) = ∇X(Φ), (7.61)

pro všechny Φ ∈ Ω0(M,E) a X ∈ X(M).

Z vlastnost́ı kovariantńı derivace plyne, že ∇(Φ)(f · X) = ∇f ·X(Φ) = f • ∇X(Φ) a tedy
opravdu ∇(Φ) ∈ Ω1(M,E). Ve skutečnosti se dá kovariantńı diferenciál ∇ rozš́ı̌rit na zobrazeńı
∇ : Ωp(M,E) → Ωp+1(M,E) s využit́ım pomocné afinńı konexe na M . Nebudeme to však
potřebovat.

Konečně, muśıme si ujasnit, že pro varietu (M, g, o) můžeme na prostoru forem Ωp(M,P×ρV )
definovat povláknový skalárńı součin (·, ·)V analogicky jako na Ω0

ρ(P, V ) ≡ Ω0(M,P ×ρ V ), jen s

použit́ım Hodgeovy duality. Necht’ {Φj}dimV
j=1 jsou libovolné lokálńı generátory Γ(E). Potom na

U ⊆M můžeme psát ω = ωj · Φj , ω′ = ω′kΦk. Definujeme

(ω, ω′)V = (ωj , ω′k)g · (Φj ,Φk)V , (7.62)

kde na pravé straně použ́ıváme povláknový skalárńı součin definovaný na C∞ρ (P, V ) v předchoźı
sekci. Snadno se ověř́ı, že (·, ·)V je (pseudo)skalárńı součin na prostoru Ωp(M,P ×ρ V ).
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Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe, F ∈ Ω2(M, gP ) př́ıslušná 2-forma křivosti. Necht’ Φ ∈
Ω0
ρ(P, V ) je veličina typu ρ. Můžeme definovat funkcionál

S′[A,Φ] =

∫
M

{−1

2
(F, F )g + (∇Φ,∇Φ)V −m2(Φ,Φ)V } · ωg. (7.63)

Nyńı si ukážeme, že tohle je přesně stejný funkcionál jako kalibračńı teorie pro dvojici poĺı (A, φ)
definovaný akci (6.55). V této verzi ovšem nepouž́ıváme lokálńı řezy a př́ıslušné lokálńı formy
konexe A a hmotové pole φ. Mimo jiné opravdu vid́ıme, že skutečnými geometrickými objekty v
pozad́ı kalibračńı teorie jsou globálńı pole (A,Φ).

Tvrzeńı 7.4.4. Funkcionál S′[A,Φ] je ekvivalentńı přepis funkcionálu S[A, φ].

D̊ukaz. Může být matoućı, že S ṕı̌seme jako funkcionál od poĺı (A, φ). To má sv̊uj p̊uvod ve
fyzice, protože tam vždy použ́ıvaj́ı lokálńı objekty. Striktně vzato záviśı i S pouze na dvojici
(A,Φ). Oba funkcionály S a S′ jsou integrály n-forem na varietě M , přičemž v př́ıpadě S jsou
integrandy definované pouze lokálně (a na pr̊unićıch se transformuj́ı tak aby definovaly globálńı
n-formu). Necht’ σ : U → P je lokálńı řez. Uvažujme nejprve kinetický člen. Necht’ F = σ∗(Ω) je
lokálńı forma křivosti. Máme

Skin[A] = −1

2

∫
M

((F ,F))g · ωg, (7.64)

kde ((F ,F))g ∈ C∞(U) je (lokálně definovaná) funkce

((F ,F))g · ωg = Fµ ∧ ∗g(Fν) · 〈tµ, tν〉g. (7.65)

Na druhou stranu, kinetický člen v S′ má explicitńı tvar

− 1

2
(F, F )g · ωg = −1

2
(Fµ, F ν)g · (Φµ,Φν)g · ωg = −1

2
Fµ ∧ ∗(F ν) · (Φµ,Φν)g, (7.66)

kde {Φµ}dim g
µ=1 jsou libovolné lokálńı generátory Γ(gP ) na nějakém okoĺı U . Lokálńı řez σ můžeme

využ́ıt ke speciálńı volbě lokálńıch generátor̊u na U . Chceme Φµ ∈ C∞Ad(P, g). Definujeme

Φµ(σ(m)) = tµ, (7.67)

kde tµ ∈ g je vektor báze {tµ}dim g
µ=1 algebry g. Standardńım zp̊usobem můžeme definovat hladké

zobrazeńı g : π−1(U)→ G vztahem p = σ(π(p)) · g(p). Pro libovolné p tak z požadavku ekviva-
riance Φ dostáváme jednoznačný předpis

Φµ(p) = Φµ(σ(π(p)) · g(p)) = Adg(p)−1Φµ(σ(π(p)) = Adg(p)−1(tµ). (7.68)

Z definice g(p·h) = g(p)·h a snadno se tedy ověř́ı, že Φµ je Ad-ekvivariantńı funkce definovaná na
π−1(U), a tedy Φµ ∈ C∞Ad(π−1(U), g) ∼= ΓU (gP ). Necht’ Φ ∈ C∞Ad(π−1(U), g). Máme Φ(σ(m)) =
fµ(m) · tµ pro jednoznačné a hladké funkce fµ ∈ C∞(U). A tady

Φ(p) = Φ(σ(π(p)) ·g(p)) = Adg(p)−1(Φ(σ(π(p))) = fµ(π(p)) ·Adg(p)−1(tµ) = (fµ•Φµ)(p). (7.69)

Vid́ıme tedy, že {Φµ}dim g
µ=1 tvoř́ı lokálńı generátory Γ(gP ) na U . S využit́ım lokálńıho řezu můžeme

pro m ∈ U psát

(Φµ,Φν)g(m) = (Φµ,Φν)g(π(σ(m)) = 〈Φµ(σ(m)),Φν(σ(m))〉g = 〈tµ, tν〉g (7.70)
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Zbývá ukázat, že komponentńı 1-formy Fµ and Fµ (pro tyto konkrétńı lokálńı generátory) jsou
stejné. Z definice máme

Fµ(X,Y ) • Φµ = F (X,Y ) = Ω(Xh, Y h) = Ωµ(Xh, Y h) · tµ. (7.71)

Obě strany jsou funkce na P , které vyč́ısĺıme v bodě p = σ(m). Dostáváme

{Fµ(X,Y )}(m) · tµ = {Ωµ(Xh, Y h)}(σ(m)) · tµ. (7.72)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že σ∗(X|m) = Xh|σ(m) + #x|σ(m) pro nějaké x ∈ g, a podobně pro Y .
Jelikož Ω je horizontálńı 2-forma, dostáváme

{Ωµ(Xh, Y h)}(σ(m)) = Ωµ|σ(m)(σ∗(X|m), σ∗(Y |m))

= (σ∗Ω)µ|m(X|m, Y |m) = {Fµ(X,Y )}(m).
(7.73)

Porovnáńım obou stran dostáváme výsledek. Tedy Skin[A] = S′kin(A). Ekvivalence zbývaj́ıćıch
člen̊u se ukáže úplně analogicky, tj. př́ıtomnost lokálńıho řezu σ poslouž́ı k výběru vhodných
lokálńıch generátor̊u C∞(U)-modulu ΓU (P ×ρ V ). �
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Kapitola 8

Spinová teorie

8.1 Cliffordovy algebry a spinová grupa

Necht’ V je konečněrozměrný reálný vektorový prostor. Pro každé p ∈ N definujeme

T p(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
p krát

. (8.1)

Konvenčně zavád́ıme T 0(V ) := R. Pro p ∈ N je tedy T p(V ) vektorový prostor generovaný
vektory ve tvaru v1 ⊗ · · · ⊗ vp, které splňuj́ı relace

v1 ⊗ · · · ⊗ (vi + λwi)⊗ · · · ⊗ vp = v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vp + λv1 ⊗ · · · ⊗ wi ⊗ · · · ⊗ vp (8.2)

pro každé i ∈ {1, . . . , p} a vektory v1, . . . , vp, wi ∈ V . T p(V ) se nazývá p-tá tenzorová mocnina

vektorového prostoru V . Je-li (ei)
dim(V )
i=1 báze V , tvoř́ı soubor

(ei1 ⊗ · · · ⊗ eip)(i1,...,ip)∈{1,...,n}p (8.3)

bázi T p(V ). Jinými slovy T p(V ) je konečněrozměrný vektorový prostor a dim(T p(V )) = np.
Uvažujme direktńı sumu těchto prostor̊u, tedy

T (V ) :=

∞⊕
p=0

T p(V ). (8.4)

Elementy tohoto prostoru jsou formálńı součty konečně mnoha element̊u z r̊uzných tenzorových
mocnin. Např́ıklad tedy výrazu typu 1 + v ⊗ w − x ⊗ y ⊗ z. Pro netriviálńı V je T (V ) vždy
nekonečněrozměrný vektorový prostor!

Na T (V ) lze zavést asociativńı bilineárńı součin ⊗ : T (V )×T (V )→ T (V ). Pro každé p, q ∈ N0

zavedeme ⊗p,q : T p(V )× T q(V )→ T p+q(V ) vztahem

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)⊗p,q (w1 ⊗ · · · ⊗ wq) := v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq (8.5)

pro všechny v1, . . . , vp, w1, . . . , wq ∈ V , a rozš́ı̌ŕıme na bilineárńı zobrazeńı. Pro p = 0 nebo q = 0
zavedeme jako λ ⊗0,q t := λt a t′ ⊗p,0 λ := λt′ pro všechny λ ∈ R = T 0(V ) a t ∈ T q(V ) a

90



t′ ∈ T p(V ). Součin ⊗ pak dostaneme požadováńım bilinerity, např́ıklad:

(1 + v ⊗ w)⊗ (x− y ⊗ z) = 1⊗0,1 x− 1⊗0,2 (y ⊗ z)
+ (v ⊗ w)⊗2,1 x− (v ⊗ w)⊗2,2 (y ⊗ z)

= 1⊗ x− 1⊗ y ⊗ z + v ⊗ w ⊗ x− v ⊗ w ⊗ y ⊗ z.
(8.6)

(T (V ),⊗) se nazývá tenzorová algebra prostoru V . Triviálně se ověř́ı, že T (V ) je asociativńı
algebra s jednotkou 1 ∈ T 0(V ) ≡ R. Tenzorová algebra neńı komutativńı.

Definice 8.1.1. Ideálem J ⊆ T (V ) nazýváme podprostor J takový, že pro všechny j ∈ J a
všechny s, t ∈ T (V ) plat́ı s⊗ j ⊗ t ∈ T (V ).

Pro každou podmnožinu S ⊆ T (V ) existuje ideál 〈S〉 generovaný množinou S. Je to
unikátńı nejmenš́ı ideál obsahuj́ıćı množinu S. Explicitně má tvar

〈S〉 = R{t⊗ s⊗ t′ | s ∈ S, t, t′ ∈ T (V )}. (8.7)

Pro každý ideál J ⊆ T (V ) existuje struktura asociativńı algebry s jednotkou na faktorprostoru
T (V )/J . Připomeňme, že na T (V ) se zavede relace ekvivalence t ∼ t′ ⇐ t′ − t ∈ J . T (V )/J je
prostor tř́ıd této ekvivalence. Struktura algebry se zavede jednoduše vztahem

[t] · [t′] := [t⊗ t′] (8.8)

Tato definice dává smysl pouze v př́ıpadě, že J je ideál v T (V ). Jednotkou je tř́ıda [1].

Definice 8.1.2. Necht’ V je konečněrozměrný vektorový prostor vybavený pseudoskalárńım
součinem g : V × V → V . Uvažujeme ideál Jg(V ) definovaný jako

Jg(V ) := 〈{v ⊗ w + w ⊗ v − 2g(v, w) | v, w ∈ V }〉 (8.9)

Cliffordova algebra odpov́ıdaj́ıćı (V, g) je definovaná jako př́ıslušná faktoralgebra, tedy

Cl(V, g) := T (V )/Jg(V ). (8.10)

Jak tato algebra vypadá v praxi? Necht’ [v] ∈ Cl(V, g) je tř́ıda ekvivalence v ∈ V ≡ T 1(V ).
Potom pro každé v, w ∈ V dostáváme následuj́ıćı relaci:

[v] · [w] + [w] · [v] = [v ⊗ w + w ⊗ v] = 2g(v, w)[1]. (8.11)

Prostor Cl(V, g) je tedy generovaný formálńımi konečnými lineárńımi kombinacemi vektor̊u tvaru
[v1] · · · [vp] ≡ [v1⊗· · ·⊗vp]. Je-li (ei)

n
i=1 báze V , snadno se rozmysĺı, že každý element u ∈ Cl(V, g)

lze psát jako jednoznačná lineárńı kombinace

u =

n∑
p=0

∑
1≤i1<···<ip≤n

αi1...ip [ei1 ] · · · [eip ] (8.12)

Vid́ım, že Cl(V, g) je konečněrozměrná algebra a dim(Cl(V, g)) = 2n. Tento rozklad rovněž zadává
nekanonický izomorfismus vektorových prostor̊u Cl(V, g) ∼= ΛV . V následuj́ıćım upoušt́ıme od
explicitńıho psańı závorek okolo generátor̊u [v].
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Př́ıklad 8.1.3. Necht’ p, q ∈ N0 a uvažujme V = Rp+q vybavený standardńım pseudoskalárńım
součinem g = η(p,q). Obvykle se použ́ıvá značeńı Cl(p, q) := Cl(Rp+q, η(p,q)).

Uvažujme Cl(1, 1) se standardńı bázi (e1, e2). Máme tedy g(e1, e1) = 1, g(e2, e2) = −1
a g(e1, e2) = g(e2, e1) = 0. Podle předchoźıho pozorováńı tedy bázi Cl(1, 1) tvoř́ı vektory
(1, e1, e2, e1 · e2). Obecný prvek u ∈ Cl(1, 1) lze tedy psát jako kombinaci

u = α+ α1e1 + α2e2 + α12e1 · e2. (8.13)

Jak vypadá součin s jiným prvkem v = β+β1e1+β2e2+β12e1 ·e2. Jelikož je (e1, e2) ortonormálńı
bázi V , je snadné nalézt součiny bazických element̊u, t.j.

e1 · e1 = g(e1, e1) = 1, (8.14)

e2 · e2 = g(e2, e2) = −1, (8.15)

e1 · e2 = − e2 · e1 + 2g(e1, e2) = −e2 · e1. (8.16)

Pomoćı nich už snadno spoč́ıtáme libovolný součin u · v. Uvažujme např́ıklad u = 1 + e1 · e2 a
v = e1 − e2. Potom s použit́ım těchto relaćı

u · v = (1 + e1 · e2) · (e1 − e2) = e1 − e2 + e1 · e2 · e1 − e1 · e2 · e2

= 2e1 − 2e2.
(8.17)

Podobně snadno se dá poč́ıtat v libovolné ortonormálńı bázi v libovolné Cliffordově algebře.

Př́ıklad 8.1.4. Uvažujme vektorový prostor C2,2 komplexńıch matic 2 × 2, vybavený stan-
dardńı asociativńı algebrou maticového násobeńı. V tomto prostoru lež́ı trojice Pauliho matic
{σ1, σ2, σ3}. Jak známo, tyto splňuj́ı antikomutačńı relace

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij12 (8.18)

Uvažujeme-li nyńı Cliffordovu algebru Cl(3, 0), zjist́ıme, že zobrazeńı Ψ : Cl(3, 0)→ C2,2 defino-
vané na generátorech jako Ψ(ei) := σi je izomorfismus algeber, t.j. Cl(3, 0) ∼= C2,2.

Máme dva významné podprostory Cl(V, g). Definujeme Cl+(V, g) jako u ∈ Cl(V, g) maj́ıćı
netriviálńı koeficienty v rozkladu (8.12) pouze u sudých součin̊u generátor̊u. Podobně Cl−(V, g)
má netriviálńı koeficienty pouze u lichých součin̊u generátor̊u. Snadno se ověř́ı, že definice nezáviśı
na výběru báze (ei)

n
i=1 a dostáváme direktńı rozklad vektorového prostoru

Cl(V, g) = Cl+(V, g)⊕ Cl−(V, g). (8.19)

Cl+(V, g) tvoř́ı podalgebru Cl(V, g). Nyńı můžeme definovat d̊uležitý př́ıklad Lieových grup.

Tvrzeńı 8.1.5. Necht’ (V, g) je konečněrozměrný vektorový prostor vybavený pseudoskalárńım
součinem g. Uvažujme pouze V 6= 0. Definujeme podmnožinu

Pin(V, g) := {u ∈ Cl(V, g) | u = v1 · · · vk, g(vi, vi) ∈ {−1, 1}, k ∈ N}, (8.20)

tedy elementy v u, které lze psát jako součin konečně mnoha element̊u z V ⊆ Cl(V, g) normo-
vaných na ±1. Dál označujeme Spin(V, g) := Pin(V, g) ∩ Cl+(V, g).

Potom Pin(V, g) a Spin(V, g) tvoř́ı Lieovu grupu vzhledem k násobeńı indukovanému z Cl(V, g).
Pin(V, g) se nazývá pinová grupa př́ıslušná (V, g). Spin(V, g) se nazývá spinová grupa př́ıslušná
(V, g). Opět se použ́ıvá standardńı značeńı Pin(p, q) := Pin(Rp+q, η(p,q)) a podobně pro Spin(p, q).
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D̊ukaz. Ukažme si že Pin(V, g) tvoř́ı grupu. Je-li v1 · · · vk ∈ Pin(V, g) a w1 · · ·w` ∈ Pin(V, g),
zjevně jejich součin je opět v Pin(V, g). Pin(V, g) obsahuje jednotku 1. Protože V 6= 0, existuje
v ∈ V takový, že g(v, v) ∈ {−1, 1}. Potom 1 = v · v · v · v ∈ Pin(V, g). Inverze k v1 · · · vk je
±vk · · · v1, kde znaménko záviśı na konkrétńı normalizaci vektor̊u.

Jak ukázat, že tvoř́ı Lieovu grupu? Plat́ı, že pro každou konečněrozměrnou asociativńı algebru
(A, ∗A, 1A) s jednotkou je podmnožina A× := {a ∈ A | a ∗A b = b ∗A a = 1A pro nějaké b ∈ B}
vždy otevřenou podmnožinou A (se standardńı topologíı). Jelikož A× je zjevně grupa, tvoř́ı A×

Lieovu grupu, jej́ıž Lieova algebra je A vybavená komutátorem [a, b]A := a∗Ab−b∗Aa. Klasickým
př́ıkladem je maticová algebra A = Rn,n, kde A× = GL(n,R).

Dá se ukázat, že Pin(V, g) tvoř́ı podgrupu a uzavřenou podmnožinu Lieovy grupy Cl×(V, g)
a tedy Lieovu grupu. Důkaz pro Spin(V, g) je analogický. �

Poznámka 8.1.6. Protože Pin(V, g) a Spin(V, g) jsou zkonstruovány jako uzavřené podgrupy
Cl×(V, g), jejich Lieovy algebry pin(V, g) a spin(V, g) muśı j́ıt ztotožnit s podalgebrami Lieovy
algebry cl×(V, g)

.
= Cl(V, g). Dá se relativně snadno ukázat, že obě jsou stejné a plat́ı

pin(V, g) = spin(V, g) = Cl2(V, g) = R{ei · ej | i < j}, (8.21)

kde (ei)
n
i=1 je libovolná ortonormálńı báze (V, g). Podprostoru Cl2(V, g) se ř́ıká bivektory v

Cl(V, g), protože ei · ej → 2ei ∧ ej definuje kanonický izomorfismus Cl2(V, g) ∼= Λ2V . Daľśı
ekvivalentńı popis je Cl2(V, g) = {v · w − w · v | v, w ∈ V }.

Každý element u ∈ Cl(V, g) lze kanonicky rozložit jako u = u+ + u−, kde u± ∈ Cl±(V, g).
Definujeme zobrazeńı η̂ : Cl(V, g)→ Cl(V, g) vztahem η̂(u) := u+−u−, tj. Cl±(V, g) jsou vlastńı
podprostory η̂ s vlastńım č́ıslem ±1.

Lemma 8.1.7. η̂ je automorfismus algebry Cl(V, g).

D̊ukaz. Pro každé u, v ∈ Cl(V, g) máme

η̂(u · v) = η̂((u+ + u−) · (v+ + v−)) = η̂(u+ · v+ + u− · v− + u+ · v− + u− · v+)

= u+ · v+ + u− · v− − u+ · v− − u− · v+

= (u+ − u−) · (v+ − v−)

= η̂(u) · η̂(v).

(8.22)

Důkaz je hotov. �

Nyńı si ukážeme, že grupy Pin(V, g) a Spin(V, g) maj́ı kanonické reprezentace na prostoru V .

Tvrzeńı 8.1.8. Necht’ u ∈ Pin(V, g). Definujeme zobrazeńı ρ : Pin(V, g)→ GL(V ) vztahem

[ρ(u)](v) := η̂(u) · v · u−1 (8.23)

pro každé v ∈ V . Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) (V, ρ) je reprezentace grupy Pin(V, g).

(ii) Pro u ∈ V ∩ Pin(V, g) je ρ(u) zrcadleńı okolo roviny kolmé na u, t.j.

[ρ(u)](v) = v − 2g(u, v)

g(u, u)
u (8.24)
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(iii) ρ má hodnoty v podgrupě O(V, g) ⊆ GL(V, g).

(iv) ρ m̊užeme interpretovat jako hladký epimorfismus ρ : Pin(V, g) → O(V, g). Jeho jádro je
ker(ρ) = {−1, 1} ∼= Z2.

(v) Označme ρ+ restrikci ρ na Spin(V, g). Potom (V, ρ+) je reprezentace Spin(V, g) na V a
ρ+ : Spin(V, g)→ SO(V, g) je hladký grupový epimorfismus se stejným jádrem.

D̊ukaz. Dokažme nejprve bod (ii), tedy u ∈ V . Zřejmě u = u− a tedy η̂(u) = −u. Protože
u · u = g(u, u), můžeme psát u−1 = g(u, u)−1u. Dostáváme tedy

[ρ(u)](v) = − 1

g(u, u)
u · v · u = − 1

g(u, u)
(2g(u, v)− v · u) · u

= v − 2g(u, v)

g(u, u)
u.

(8.25)

Zrcadleńı okolo roviny kolmé na u je ortogonálńı transformace, t.j. v tomto př́ıpadě ρ(u) ∈
O(V, g). Muśıme si rozmyslet, že [ρ(u)](v) ∈ V ⊆ Cl(V, g) pro obecné u ∈ Pin(V, g). Ale u =
w1 · · ·wk pro wi ∈ V splňuj́ıćı g(wi, wi) ∈ {−1, 1}, a tedy

[ρ(u)](v) = η̂(w1 · · ·wk) · v · (w1 · · ·wk)−1 = η̂(w1) · · · η̂(wk) · v · w−1
k · · ·w

−1
1

= [ρ(w1) ◦ · · · ◦ ρ(wk)](v) ∈ V,
(8.26)

protože ρ(u) je p̊usobeńı k po sobě následuj́ıćıch zrcadleńı vektoru v. Zejména ρ(u) ∈ O(V, g).
Zároveň snadno vid́ıme, že ρ : Pin(V, g) → O(V, g) je grupový homomorfismu a (V, ρ) je repre-
zentace Pin(V, g) na V . Máme tedy dokázaná tvrzeńı (i) a (iii).

Hladkost ρ plyne z faktu, že je lze považovat za restrikci hladkého zobrazeńı ρ : Cl×(V, g)→
Hom(V,Cl(V, g)) definovaného stejnou formulkou. Fakt, že ρ je surjektivńı plyne z Cartanovy–
Dieudonného věty, která ř́ıká: Každý element A ∈ O(V, g) lze psát jako složeńı nejvýše dim(V )
zrcadleńı. Zbývá nalézt jádro ρ.

Necht’ tedy η̂(u) · v · u−1 = v pro všechny v ∈ V . Ṕı̌seme u = u+ + u−. Potom dostáváme
rovnici (u+ − u−) · v = v · (u+ + u−). Protože v ∈ V ⊆ Cl−(V, g), máme dvě nezávislé rovnice

u+ · v = v · u+, u− · v = −v · u− (8.27)

pro každé v ∈ V . Necht’ (ei)
n
i=1 je libovolná ortonormálńı báze V . Pǐsme u+ = a+ + b− · e1, kde

a+ ∈ Cl+(V, g) a b− ∈ Cl−(V, g) již neobsahuj́ı e1. Protože u+ muśı komutovat s libovolným
v ∈ V , muśı komutovat i s e1, a tedy

(a+ + b− · e1) · e1 = e1 · (a+ + b− · e1). (8.28)

Protože a+ a b− neobsahuj́ı e1, máme a+ · e1 = e1 · e+ a b− · e1 = −e1 · b−. Odtud po dosazeńı

a+ · e1 + g(e1, e1)b− = a+e1 − g(e1, e1)b−, (8.29)

tedy b− = 0 a u+ = a+ neobsahuje e1. Zopakováńım tohoto argumentu nemůže u+ obsahovovat
žádný generátor ei a tedy u+ = λ. S použit́ım druhé z rovnic bychom analogicky ukázali, že
u− = 0 a tedy u = λ. Dá se ukázat, že λ ∈ Pin(V, g), právě tehdy když λ ∈ {−1, 1}.

Tvrzeńı o Spin(V, g) plyne z toho, že složeńı sudého počtu zrcadleńı má determinant +1, a
tedy je elementem SO(V, g). �
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Tvrzeńı 8.1.9. Dá se ukázat, že ρ : Pin(V, g)→ O(V, g) a ρ+ : Spin(V, g)→ SO(V, g) jsou tzv.
dvoulistá nakryt́ı.

Jinými slovy, ρ je surjektivńı lokálńı difeomorfismus a každý bod A ∈ O(V, g) má okoĺı U
takové, že ρ−1(U) je disjunktńım sjednoceńım dvou souvislých množin difeomorfńıch U .

Nakrývaćı homomorfismus ρ : Pin(V, g) → O(V, g) vždy indukuje izomorfismus algeber ρ′ :
pin(V, g)→ o(V, g). Pro každé u ∈ pin(V, g) = Cl2(V, g) jej źıskáme formuĺı

ρ′(u) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tu)). (8.30)

Zde máme usnadněnou situaci, protože exp(tu) je
”
opravdická“ exponenciála v asociativńı algebře

Cl(V, g), tedy absolutně konvergentńı suma

exp(tu) =

∞∑
p=0

tp

p!
u · · ·u︸ ︷︷ ︸
p krát

(8.31)

Mám tedy spoč́ıtat výraz

[ρ′(u)](v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

η̂(exp(tu)) · v · exp(tu)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tu) · v · exp(−tu)

= u · v − v · u =: [u, v].

(8.32)

Volme nyńı za u generátory Lieovy algebry pin(V, g), tedy u = ei · ej , kde i < j a (ei)
n
i=1 je

ortonormálńı báze V . Dostáváme

[ρ′(ei · ej)](v) = ei · ej · v − v · ei · ej
= ei · (2g(ej , v)− v · ej)− v · ei · ej
= 2g(ej , v)ei − 2g(ei, v)ej + v · ei · ej − v · ei · ej
= 2g(ej , v)ei − 2g(ei, v)ej .

(8.33)

Zaved’me si označeńı Eij pro lineárńı operátor Eij ∈ o(V, g) daný pro i, j ∈ {1, . . . , n} vzorcem

Eij(v) := g(ej , v)ei − g(ei, v)ej . (8.34)

To je ovšem obvyklá báze algebry o(V, g). Jej́ı matice vzhledem ke stejné bázi (ei)
n
i=1 má tvar

(Eij)k` = g(ej , e`)δ
k
i − g(ei, e`)δ

k
j . (8.35)

Dokázali jsme následuj́ıćı lemma:

Lemma 8.1.10. Indukovaný izomorfismus ρ′ : pin(V, g)→ o(V, g) má tvar

ρ′(ei · ej) = 2Eij , (8.36)

pro všechny 1 ≤ i < j ≤ n, (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g) a Eij ∈ o(V, g) jsou definované

vztahem (8.34). Zavád́ıme proto novou bázi (mij)i<j algebry pin(V, g), kde mij := 1
2ei · ej ≡

1
4 [ei, ej ]. Potom ρ′(mij) = Eij.

Poznámka 8.1.11. Výraz mij = 1
4 [ei, ej ] má dobrý smysl pro libovolné hodnoty i, j ∈ {1, . . . , n}.

Všimněte si, že mij = −mji a zejména mii = 0.
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8.2 Prolongace hlavńıch fibrovaných prostor̊u

Definice 8.2.1. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou G. Necht’

ρ : H → G je hladký homomorfismus Lieových grup.

Hlavńı fibrovaný prostor $ : Q → M se strukturńı grupoou H spolu s hladkým zobrazeńım
ϕ : Q→ P nazveme prolongaćı P nad ρ, pokud

(i) ϕ : Q→ P je hladké zobrazeńı takové, že π ◦ ϕ = $;

(ii) ϕ je ekvivariantńı, t.j. pro každé q ∈ Q a h ∈ H plat́ı

ϕ(q · h) = ϕ(q) · ρ(h). (8.37)

Zobrazeńı ϕ má obvykle velmi podobné geometrické vlastnosti jako homomorfismus ρ. Pro
nás je d̊uležité zejména následuj́ıćı pozorováńı:

Tvrzeńı 8.2.2. Je-li ρ : H → G nakryt́ı, je i ϕ : Q→ P nakryt́ı.

D̊ukaz. Ukažme nejprve, že ϕ je surjektivńı. Necht’ p ∈ P . Označme m := π(p). Pro libovolné
q ∈ Qm lež́ı ϕ(q) ve stejném vlákně jako p. Odtud ϕ(q) · g = p pro jednoznačné g ∈ G. Jelikož je
ρ surjektivńı, můžeme psát g = ρ(h) a tedy

p = ϕ(q) · g = ϕ(q) · ρ(h) = ϕ(q · h). (8.38)

Odtud vid́ıme, že je surjektivńı. Necht’ φ : U × G → π−1(U) a ψ : U × H → ϕ−1(U) jsou
ekvivariantńı trivializačńı zobrazeńı pro P , resp. pro Q. Definujme hladké zobrazeńı ϕ̂ : U → G
vztahem φ(m, ϕ̂(m)) = ϕ(ψ(m, e)). Potom pro každé (m,h) ∈M ×H dostáváme

ϕ(ψ(m,h)) = ϕ(ψ(m, e) ·h) = ϕ(ψ(m, e)) ·ρ(h) = φ(m, ϕ̂(m)) ·ρ(h) = φ(m, ϕ̂(m) ·ρ(h)). (8.39)

Definuju si nyńı nové zobrazeńı φ′ : U ×G→ π−1(U) předpisem φ′(m, g) = φ(m, ϕ̂(m) · g). Lze
snadno uvidět, že tento předpis definuje nové trivializačńı zobrazeńı pro P adaptované na
ρ, protože zobrazeńı ϕ źıská pro každé (m,h) ∈ U ×H tvar.

ϕ(ψ(m,h)) = φ′(m, ρ(h)). (8.40)

Vid́ım, že φ′−1 ◦ ϕ|$−1(U) ◦ ψ = 1 × ρ, což je zřejmě lokálńı difeomorfismus. Proto nutně i ϕ je
lokálńı difeomorfismus.

Abychom dokázali, že jde o nakryt́ı, stač́ı pro každý bod p0 ∈ P nalézt stejnoměrně nakryté
okoĺı U ⊆ P . Necht’ m0 := π(p). Necht’ U je souvislé okoĺı bodu m0 spolu s lokálńımi trivializacemi
φ′ : U ×G→ π−1(U) a ψ : U ×H → $−1(U) splňuj́ıćı (8.40). Máme p0 = φ′(m0, g0) pro nějaké
g0 ∈ G. Protože ρ je nakryt́ı, existuje stejnoměrně nakryté okoĺı V ⊆ G bodu g0. Snadno se
rozmysĺı, že U := φ(U × V ) je stejnoměrně nakryté okoĺı bodu p0. �

Nadále předpokládejme, že ρ : H → G je nakryt́ı. Potom ρ indukuje izomorfismus Lieových
algeber ρ′ : h→ g. Ukazuje se, že vertikálńı podprostory a konexe π : P →M a jeho prolongace
ϕ : Q→M jsou pevně svázány.

Tvrzeńı 8.2.3. Necht’ ϕ : Q → M a ϕ jsou prolongaćı π : P → M nad nakryt́ım ρ. Potom
následuj́ıćı fakta jsou pravdivá:
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(i) Necht’ # : g → X(P ) a #′ : h → X(P ) označuje infinitesimálńı generátory. Potom #′x a
#ρ′(x) jsou ϕ-vztažená pro každé x ∈ h. Jinými slovy, pro každé q ∈ Q máme

ϕ∗(#
′
q(x)) = #ϕ(x)(ρ

′(x)). (8.41)

Zejména plat́ı ϕ∗(Verq(Q)) = Verϕ(q)(Q).

(ii) Pro každou konexi A ∈ Ω1(P, g) zadává A′ := ρ′−1(ϕ∗(A)) konexi na Q. Naopak, pro každou
konexi A′ ∈ Ω1(Q, h) existuje právě jedna konexe A splňuj́ıćı tento vztah.

(iii) Ekvivalentně máme ϕ∗(Hor′q(Q)) = Horϕ(q)(P ) pro každé q ∈ Q.

D̊ukaz. Necht’ q ∈ Q a x ∈ h jsou libovolné. Potom

ϕ∗(#
′
q(x)) = ϕ∗(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

q · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(q · exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ(q) · ρ(exp(tx)). (8.42)

Ale ρ(exp(tx)) = exp(tρ′(x)) a tedy na pravé straně dostáváme #ϕ(x)(ρ
′(x)). To dokazuje tvrzeńı

(i). Vztah vertikálńıch podprostor̊u je zřejmý.

Necht’ A ∈ Ω1(P, g) je forma konexe na P . Zjevně A′ ∈ Ω1(Q, h). Muśıme ověřit axiomy formy
konexe. Pro každé q ∈ Q a x ∈ h máme

A′|q(#′q(x)) = ρ′−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(#
′
q(x)))) = ρ′−1(A|ϕ(q)(#ϕ(q)(ρ

′(x)))) = x. (8.43)

Na ověřeńı ekvivariance je potřeba si rozmyslet, že pro každé x ∈ h a h ∈ H plat́ı formulka

ρ′(Adh(x)) = Adρ(h)ρ
′(x). (8.44)

To snadno źıskáme z př́ıslušných definic, protože

ρ′(Adh(x)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tAdh(x))) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h exp(tx)h−1) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h)ρ(exp(tx))ρ(h)−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(h) exp (tρ′(x))ρ(h)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tAdρ(h)(ρ
′(x))) = Adρ(h)(ρ

′(x)).

(8.45)

Potom pro každý vektor X ∈ TqQ plat́ı

(R∗h(A′|q·h))(X) = A′|q·h(Rh∗(X)) = ρ′−1(A|ϕ(q·h)(ϕ∗(Rh∗(X)))) (8.46)

Ale ϕ ◦Rh = Rρ(h) ◦ ϕ. Můžu tedy použ́ıt ekvivarianci formy A a dostávám

(R∗h(A′|q·h))(X) = ρ′−1{Adρ(h)−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(X)))}
= Adh−1(ρ′−1(A|ϕ(q)(ϕ∗(X))))

= Adh−1A′q(X),

(8.47)

kde jsme použili výše odvozený vztah (8.44). Vid́ıme, že A′ ∈ Ω1(Q, h) je opravdu forma konexe.

Naopak, je-li A′ ∈ Ω1(Q, h) forma konexe, definujeme pro každé p ∈ P a X ∈ TpP formu A|p
následovně. Protože ϕ je surjektivńı, existuje q ∈ Q, že p = ϕ(q). Potom

A|p(X) := ρ′(A′|q(X̂q)), (8.48)
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kde X̂q ∈ TqQ je jednoznačný vektor takový, že X = ϕ∗(X̂q). Muśıme ověřit nezávislost pravé
strany na výběru q. Je-li ϕ(q′) = p pro jiné q′, máme q′ = q · h pro nějaké h ∈ ker(ρ). Z
jednoznačnosti plyne, že X̂q′ = Rh∗(X̂q). Potom tedy

ρ′(A′|q′(X̂q′)) = ρ′((R∗h(A′|q))(X̂q)) = ρ′(Adh−1A′|q(X̂q))

= Adρ(h)−1ρ′(A′|q(X̂q)) = ρ′(A′|q(X̂q)).
(8.49)

Zbývá ukázat, že A|p definuje hladkou formu, ale to snadno plyne z toho, že ϕ je nakryt́ı (lokálńı
difeomorfismus). To dokazuje tvrzeńı (ii). V d̊ukazu tvrzeńı (iii) stač́ı ověřit, že ϕ∗(Hor′q(Q)) je
v jádru A|ϕ(q) pro všechna q ∈ Q, ale to je zřejmé. �

Lokálńı řezy hlavńı fibrace P a fibrovaného prostoru Q jsou opět v bĺızkém vztahu. K tomuto
potřebujeme jedno obecné tvrzeńı:

Tvrzeńı 8.2.4. Necht’ ϕ : Q→ P je nakryt́ı. Necht’ M je souvislá a jednoduše souvislá varieta.
Necht’ σ : M → P je hladké zobrazeńı. Necht’ m0 ∈ N je libovolný bod a zvolme q0 ∈ Q takové,
že ϕ(q0) = σ(m0).

Potom existuje právě jedno hladké zobrazeńı σ̂ : M → Q takové, že ϕ ◦ σ̂ = σ a σ̂(n0) = q0.

To se nám bude hodit pro následuj́ıćı pozorováńı:

Tvrzeńı 8.2.5. Necht’ π : P → M je hlavńı fibrovaný prostor a $ : Q → M , ϕ : Q → P jeho
prolongace nad nakryt́ım ρ : H → G.

Necht’ σ ∈ ΓU (P ) je lokálńı řez, kde U je souvislá a jednoduše souvislá otevřená množina.
Necht’ m0 ∈ U a q0 ∈ ϕ−1(σ(m0)). Potom existuje jednoznačný řez σ̂ ∈ ΓU (Q) takový, že
ϕ ◦ σ̂ = σ. Množina ϕ−1(σ(m0)) a tedy i množina možných zdvih̊u σ̂ je nanejvýš spočetná a
izomorfńı normálńı podgrupě K := ker(ρ) ⊆ H.

D̊ukaz. Prvńı část plyne z předchoźıho tvrzeńı, pokud ověř́ıme, že σ̂ je řez. Ale z definice pro-
longace plyne, že $ ◦ σ̂ = (π ◦ ϕ) ◦ σ̂ = π ◦ σ = 1U .

Druhá část tvrzeńı plyne z následuj́ıćıho. Necht’ V je stejnoměrně nakryté okoĺı bodu σ(m0).
Potom každý z bod̊u ϕ−1(σ(m0)) muśı ležet v jiné komponentě souvislosti variety ϕ−1(U),
kterých může být nanejvýš spočetně mnoho.

Konečně, necht’ q′0 ∈ ϕ−1(σ(m0)) je jiný bod. Protože $(q′0) = $(q0), existuje h ∈ H takové,
že q′0 = q0 · h. Potom ale ϕ(q′0) = ϕ(q0 · h) = ϕ(q0) · ρ(h), z čehož plyne ρ(h) = e a tedy h ∈ K.
Necht’ σ̂′(m) := σ̂(m) · h pro každé m ∈ U . Zjevně ϕ ◦ σ̂′ = σ a σ̂′(m0) = q0 · k = q′0, a tedy σ̂′ je
př́ıslušný zdvih. �

8.3 Spinový bandl

Necht’ (M, g, o) je varieta s metrikou a orientaćı. Předpokládejme, že g má signaturu (p, q) Nyńı
ukážeme, že za pomoćı přidaných struktur můžeme sestrojit kanonický hlavńı fibrovaný prostor
O+(M), jehož strukturńı grupou je SO(p, q). Sestroj́ı se podobně jako F (M), ale tentokrát

O+(M) := tm∈ME+
g (TmM), (8.50)

kde E+
g (TmM) je množina pravotočivých ortonormálńıch báźı TmM .
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Lemma 8.3.1. Necht’ e ∈ E+
g (TmM). Necht’ e′ ∈ E(TmM) je libovolná jiná báze. Zejména tedy

e′ = e ·A pro unikátńı A ∈ GL(n,R).

Potom e′ ∈ E+
g (TmM) právě tehdy když A ∈ SO(p, q).

D̊ukaz. Necht’ e = (e1, . . . , en) ∈ E+
g (TmM). Máme tedy g(ei, ej) = η

(p,q)
ij . Necht’ e′i = Ai

jej .
Potom podmı́nka ortonormality báze (e′1, . . . , e

′
n) dává rovnici

η
(p,q)
ij = g(e′i, e

′
j) = g(Ak

i ek,A
`
je`) = Ak

iA
`
jη

(p,q)
k` (8.51)

Maticově tedy η(p,q) = AT η(p,q)A, což je přesně podmı́nka A ∈ O(p, q). Má-li být e′ pravotočivá,
muśı být (z definice pravotočivosti) det(A) > 0 a tedy A ∈ SO(p, q). �

Tvrzeńı 8.3.2. Necht’ (M, g, o) je varieta s metrikou a orientaćı, kde g má signaturu (p, q).
Potom π : O+(M) → M tvoř́ı hlavńı fibrovaný prostor se strukturńı grupou SO(p, q) a akci a
trivializaćı definovanou stejně jako pro F (M).

O+(M) se nazývá fibrace ortonormálńıch pravotočivých repér̊u. Lokálńı řezy O+(M)
odpov́ıdaj́ı poĺım ortonormálńıch pravotočivých repér̊u.

D̊ukaz. Důkaz koṕıruje všechna tvrzeńı pro F (M). �

Konexe na F (M) odpov́ıdaly afinńım konex́ım na M . Neńı překvapivé, že O+(M) odpov́ıdá
jisté jejich podtř́ıdě. Jelikož jsme kromě orientace přidali metriku g, výsledek neńı překvapivý.

Tvrzeńı 8.3.3. Konexe na O+(M) odpov́ıdaj́ı metrickým afinńım konex́ım vzhledem k me-
trice g, t.j. kovariantńı derivace splňuje pro všechny X,Y, Z ∈ X(M) rovnici

X.g(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) (8.52)

D̊ukaz. Necht’ (e1, . . . , en) je ortonormálńı pravotočivé pole repér̊u na U ⊆ M . Pro X = ea,
Y = eb a Z = ec má podmı́nka (8.52) tvar

0 = g(∇eaeb, ec) + g(eb,∇eaec) = g(Γkbaek, ec) + g(eb,Γ
k
caek)

= Γkbaηkc + Γkcaηbk,
(8.53)

kde ṕı̌seme ηab = g(ea, eb). To ukazuje, že výraz Γcba := Γkbaη
(p,q)
kc je antisymetrický v indexech c

a b. Př́ıslušné lokálńı formy konexe můžeme nyńı přepsat jako

ω̂ = ω̂abE
b
a = (Γabce

c)Eba = (Γabce
c)ηakEbk =

1

2
(Γabce

c){ηakEbk − ηbkEak}, (8.54)

kde jsme použili předpokládanou antisymetrii Γabc v prvńıch dvou indexech. Označme matici
napravo jako Eab. Vid́ıme, že Eab = −Eba. Tvrd́ıme, že (Eab)a<b tvoř́ı bázi o(p, q) a jej́ı vztah s
maticemi Eij v prvńı sekci této kapitoly je jednoduše Ecd = ηcaηdbEab. Máme

(Eab)ij = ηak(Ebk)ij − ηbk(Eak)ij = ηakδbjδ
i
k − ηbkδaj δik = ηaiδbj − ηbiδaj (8.55)

Odtud tedy dostáváme výraz

(Ecd)ij = ηcaηdb(η
aiδbj − ηbiδaj ) = ηdjδ

i
c − ηcjδid. (8.56)
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Ale to je přesně výraz (8.35). Je zřejmé, že matice (Eab)a<b tvoř́ı bázi o(p, q) a právě jsme
dokázali, že lokálńı formy konexe můžeme psát jako

ω̂ =
1

2
ω̂abEab =

∑
a<b

ω̂abEab, ω̂ab = Γabce
c. (8.57)

Vid́ıme, že ω̂ ∈ Ω1(U, o(p, q)). Postupem analogickým ke konstrukci na F (M) se nyńı ukáže,
že lze z takových forem vyrobit globálńı formu konexe ω ∈ Ω1(O+(M), o(p, q)) a každá taková
zadává metrickou afinńı konexi na M vzhledem k metrice g. �

Nyńı připomeňme, že máme dvoulisté nakryt́ı ρ+ : Spin(p, q) → SO(p, q). Zároveň jsme pro
danou varietu (M, g, o) zkonstruovali hlavńı fibrovaný prostor π : O+(M) → M se strukturńı
grupou SO(p, q). Můžeme se tedy ptát, jestli existuje prolongace O+(M) nad morfismem ρ+.

Definice 8.3.4. Prolongace $ : S(M) → M , ϕ : S(M) → O+(M) nad nakryt́ım ρ+ :
Spin(p, q) → SO(p, q) se nazývá spinový bandl nad M , nebo též spinová struktura na
M . Variety, které připoušt́ı existenci spinové struktury se nazývaj́ı spinové variety.

Poznámka 8.3.5. Ne každá orientovaná varieta s metrikou je spinová. Na jedné varietě může
existovat několik neekvivalentńıch prolongaćı O+(M) a tedy i spinových struktur. V následuj́ıćım
tedy budeme předpokládat, že máme spinovou varietu (M, g, o) a zafixovali jsme spinový bandl
$ : S(M)→M (spolu se zobrazeńım ϕ : S(M)→ O+(M).

Tvrzeńı 8.3.6. Necht’ σ : U → O+(M) je lokálńı řez (a tedy pole ortonormálńıch pravotočivých
repér̊u na U), kde U je souvislá a jednoduše souvislá otevřená množina.

Potom existuje hladký řez σ̂ : U → S(M) takový, že ϕ ◦ σ̂ = σ. Jediný daľśı takový řez
je σ̂′ := σ̂ · (−1). Každému poli ortonormálńıch pravotočivých repér̊u na souvislém a jednoduše
souvislém U odpov́ıdaj́ı právě dva zdvihy na řez spinového bandlu.

Tvrzeńı 8.3.7. Konexe na spinovém bandlu S(M) odpov́ıdaj́ı jednoznačně metrickým konex́ım
na M vzhledem k metrice g. Necht’ ω ∈ Ω1(O+(M), o(p, q)) a ω′ ∈ Ω1(S(M), pin(p, q)) jsou ve
vztahu jako v Tvrzeńı 8.2.3. Necht’ σ ∈ ΓU (O+(M)) je lokálńı řez odpov́ıdaj́ıćı poli pravotočivých
ortonormálńıch repér̊u a necht’ σ̂ ∈ ΓU (S(M)) je jeho zdvih, tj. ϕ ◦ σ̂ = σ.

Necht’ ω̂ = σ∗(ω) a ω̂′ = σ̂′∗(ω′) jsou přislušné lokálńı formy konexe. Potom ω̂ = ρ′(ω̂′).

Označme (mab)a<b bázi pin(p, q) definovanou jako mab := ηaiηbjmij, kde (mij)i<j je báze
pin(p, q) z Lemma 8.1.10. M̊užeme psát ω̂ =

∑
a<b ω̂abEab a ω̂′ =

∑
a<b ω̂

′
abm

ab. Potom

ω̂′ab = ω̂ab. (8.58)

Konexi ω′ se ř́ıká spinová konexe, a je jednoznačně určená metrickou afinńı konex́ı, kterou
unikátně kóduje konexe ω.

D̊ukaz. Vztah mezi ω a ω′ lze psát jako ρ′(ω′) = ϕ∗(ω). Působeńım σ̂∗ dostaneme rovnici

ρ′(ω̂′) = (σ̂∗ ◦ ϕ∗)(ω) = (ϕ ◦ σ̂)∗(ω) = σ∗(ω) = ω̂. (8.59)

Rovnost komponentńıch forem plyne triviálně z Lemma 8.1.10, protože

ρ′(ω̂′) = ρ′(
1

2
ω̂′abm

ab) =
1

2
ω̂′abρ

′(mab) =
1

2
ω̂′abEab, (8.60)

ale pravá strana je dle již dokázaného rovna ω̂ = 1
2 ω̂abE

ab. To implikuje (8.58). �
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Na sṕınovém bandlu se spinovou konex́ı můžeme uvažovat následuj́ıćı konstrukci. Necht’ s ∈
S(M) je libovolný bod. Potom ϕ(s) ∈ O+(M) je z definice pravotočivá ortonormálńı báze TmM ,
kde m = $(s) = π(ϕ(s)), označme ji jako ϕ(s) =: (e1(s), . . . , en(s)). Každý z těchto tečných
vektor̊u můžeme horizontálně zdvihnout zpět do bodu s, tj. sestrojit

Ea(s) := (ea(s))hs ∈ Hors(S(M)) ⊆ TsS(M), (8.61)

pro každé a ∈ {1, . . . , n}. Ukazuje se, že t́ımto zp̊usobem definujeme hladká vektorová pole.

Tvrzeńı 8.3.8. Předpis Ea|s := Ea(s) definuje globálńı hladké horizontálńı vektorové pole Ea ∈
X(S(M)) pro každé a ∈ {1, . . . , n}. (E1, . . . , En) jsou globálńı generátory horizontálńı distribuce
Hor(S(M)). Necht’ u ∈ Spin(p, q) a necht’ A := ρ(u) ∈ O(p, q). Potom

Ru∗(Ea) = (A−1)baEb. (8.62)

D̊ukaz. Na souvislém a jednoduše souvislém okoĺı U zvolme řez σ : U → O+(M), neboli pra-
votočivé ortonormálńı pole repér̊u (f1, . . . , fn) na U . Necht’ σ̂ : U → S(M) je nějaký jeho zdvih.
Potom obvyklým zp̊usobem dostáváme hladkou funkci u : $−1(U)→ Spin(p, q) splňuj́ıćı

s = σ̂($(s)) · u(s). (8.63)

Označme A := ρ ◦ u : $−1(U)→ SO(p, q). Zap̊usobeńım ϕ na obě strany tedy dostáváme

ϕ(s) = σ($(s)) ·A(s). (8.64)

Odtud dostáváme vztah ea(s) = A(s)ba fb|$(s). Horizontálńı zdvih je lineárńı zobrazeńı a proto

Ea|s = A(s)ba f
h
b |s, (8.65)

kde fhb jsou horizontálńı zdvihy vektorových poĺı f1, . . . , fn ∈ XU (M). To ale dokazuje, že Ea
jsou hladká vektorová pole. Zřejmě tvoř́ı globálńı generátory horizontálńı distribuce, protože na
$−1(U) je lze pomoćı hladkých funkćı nakombinovat z generátor̊u (fh1 , . . . , f

h
n ).

Necht’ u ∈ Spin(p, q) a A := ρ(u). Jelikož Ea|s = (ea(s))hs , je nutně Ru∗(Ea|s) horizontálńım
zdvihem téhož vektoru do bodu s · u, tj. Ru∗(Ea|s) = (ea(s))hs·u. Nav́ıc můžeme psát

ea(s) ≡ ϕ(s)a = ϕ(s · u · u−1)a = (ϕ(s · u) · ρ(u)−1)a

= (A−1)baϕ(s · u)b = (A−1)baeb(s · u).
(8.66)

Odtud pak okamžitě dostáváme kýženou rovnici, protože

Ru∗(Ea|s) = (ea(s))hs·u = (A−1)ba(eb(s · u))hs·u = (A−1)baEb|s·u. (8.67)

Důkaz je nyńı hotov! �

8.4 Spinorové reprezentace, spinorová pole

Uvažujme nyńı reprezentaci (W, ζ) asociativńı algebry Cl(V, g). Jinými slovy, máme lineárńı
zobrzeńı ζ : Cl(V, g)→ End(W ) splňuj́ıćı

ζ(u · u′) = ζ(u) ◦ ζ(u′), ζ(1) = 1V . (8.68)

Necht’ (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g). Pro každé a ∈ {1, . . . , n} zavedeme označeńı ea :=

ηabeb. Pro zmateńı nepř́ıtele (e1, . . . , en) je nová báze V , nikoliv duálńı báze V ∗. Neńı př́ılǐs
třeba je explicitně rozlǐsovat, protože jsou spolu jednoznačně izomorfismem V ∼= V ∗ indukovaným
metrikou g.
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Tvrzeńı 8.4.1. Necht’ (W, ζ) je reprezentace Cl(V, g). Necht’ (ei)
n
i=1 je ortonormálńı báze (V, g).

Potom reprezentace je jednoznačně určena obrazy γa := ζ(ea) ∈ End(W ), které splňuj́ı

γa ◦ γb + γb ◦ γa = 2ηab 1W . (8.69)

Pro každé u ∈ Spin(V, g) pak plat́ı identita

ζ(u) ◦ γa ◦ ζ(u)−1 = (A−1)abγ
b, (8.70)

kde A je matice operátoru ρ(u) vzhledem k bázi (ei)
n
i=1. Reprezentace (W, ζ) indukuje reprezentaci

grupy Spin(V, g) na prostoru W , kterou nazýváme spinorová reprezentace.

D̊ukaz. S využit́ım standardńı relace pro vektory v Cliffordově algebře dostáváme pro bázi
(ea)na=1 prostoru V vztah

ea · eb + eb · ea = ηaiηbj(ei · ej + ej · ei) = ηaiηbj2ηij = ηab. (8.71)

Na tuto relaci můžeme vypustit ζ a dostaneme (8.69). Zbývá ukázat relaci (8.70). Z definice
nakrývaćıho homomorfismusu ρ : Spin(V, g)→ SO(V, g) máme pro každé u ∈ Spin(V, g) a každé
v ∈ V vztah [ρ(u)](v) = u · v · u−1, kde můžeme vynechat operátor η̂ protože u ∈ Cl+(V, g). Pro
každé a ∈ {1, . . . , n} pokládáme v = ea a dostáváme

u · ea · u−1 = [ρ(u)](ea) = ηai[ρ(u)](ei) = ηaiAj
iej = (ηaiAj

iηjb)e
b. (8.72)

Nyńı si stač́ı povšimnout, že ηaiAj
iηjb = (η−1AT η)ab = (A−1)ab . To plyne z toho, že A ∈ SO(p, q).

Vskutku, taková matice z definice splňuje rovnici

AT ηA = η. (8.73)

Vynásobeńım rovnice η−1 zleva dostáváme (η−1AT η)A = 1n a tedy A−1 = η−1AT η. Vid́ıme,
tedy, že plat́ı rovnice u ·ea ·u−1 = (A−1)abe

b. Zap̊usobeńım ζ na obě strany dostáváme (8.70). �

Př́ıklad 8.4.2. Uvažujme (V, g) = (R4, η(3,1)). Sestroj́ıme reálnou věrnou reprezentaci Cl(V, g)
na prostoru R4. Podle předchoźı věty stač́ı zadat γ-matice, které se v tomto př́ıpadě obvykle
označuj́ı (γ0, γ1, γ2, γ3) a matice skalárńıho součinu vzhledem ke standardńı bázi (e0, e1, e2, e3)
prostoru R4 má tvar η(3,1) = diag(−1, 1, 1, 1). Definujeme

γ0 =

(
0 −iσ2

−iσ2 0

)
, γ1 =

(
0 −iσ2

iσ2 0

)
, γ2 =

(
σ1 0
0 σ1

)
, γ3 =

(
σ3 0
0 σ3

)
. (8.74)

Všechny matice jsou reálné - jedná se tedy o reálnou reprezentaci Cl(3, 1) na R4. Dá se ukázat, že
se jedná o věrnou reprezentaci, tj. ζ : Cl(3, 1)→ R4,4 je monomorfismus. Protože dim(Cl(3, 1)) =
dim(R4,4) = 16, je to nav́ıc izomorfismus, t.j. Cl(3, 1) ∼= R4,4. ζ se nazývá Majoranova repre-
zentace Cliffordovy algebry Cl(3, 1).

Př́ıklad 8.4.3. Pro (V, g) = (R4, η(1,3)) neexistuje reálná věrná reprezentace Cl(1, 3) na R4,
protože potom by nutně platilo Cl(1, 3) ∼= R4,4 ∼= Cl(3, 1), což se v́ı, že neńı pravda. Existuje ale
věrná komplexńı reprezentace na C4, kde při označeńı z předchoźıho př́ıkladu

γ0 =

(
12 0
0 −12

)
, γi =

(
0 σi
σi 0

)
pro i ∈ {1, 2, 3}. (8.75)

Této reprezentaci se ř́ıká Diracova reprezentace Cliffordovy algebry Cl(1, 3).
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Nyńı se dostáváme ke kýženým veličinám pro fyzikálńı teorie obsahuj́ıćı fermiony.

Definice 8.4.4. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Potom Ψ ∈ Ω0
ζ(S(M),W )

nazýváme spinorovým polem. Ekvivalentně, Ψ ∈ Γ(S(M)×ζ W ).

Tvrzeńı 8.4.5. Necht’ σ : U → O+(M) je lokálńı řez definovaný na souvislém a jednoduše
souvislém U ⊆ M , neboli pravotočivé ortonormálńı pole repér̊u na U . Necht’ σ̂ : U → S(M) je
jeden ze dvou jeho zdvih̊u. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q).

Potom lokálńı spinorové pole definujeme vztahem

ψ := σ̂∗(Ψ) ∈ Ω0(U,W ). (8.76)

Necht’ σ̂′ : U → S(M) je druhý ze zdvih̊u a ψ′ = σ̂′∗(Ψ). Potom ψ′ = −ψ.

D̊ukaz. Jelikož σ̂′ = σ̂ · (−1), kde −1 ∈ Spin(p, q), z obvyklých transformačńıch vlastnost́ı
lokálńıch veličin typu ζ máme

ψ′ = ζ((−1)−1)ψ = ζ(−1)ψ = −ζ(1)ψ = −ψ. (8.77)

T́ım je d̊ukaz hotový. �

8.5 Dirac̊uv operátor, Diracovo pole

Připomeňme, že na S(M) máme kanonickou n-tici vektorových poĺı (Ea)na=1. Necht’ (ea)na=1 je
standardńı ortonormálńı báze v (Rp+1, η(p,q)).

Tvrzeńı 8.5.1. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Necht’ β ∈ Ωkζ (S(M),W ) je
horizontálńı forma typu ζ. Definujeme operátor i/E vztahem

i/Eβ := γaiEaβ, (8.78)

kde γa := ζ(ea). Potom i/Eβ je horizontálńı (k − 1)-forma typu ζ.

Necht’ σ̂ : U → S(M) je libovolný lokálńı řez. Necht’ σ := ϕ ◦ σ̂ : U → S+(M) je odpov́ıdaj́ıćı
lokálńı řez definuj́ıci pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1 na U . Necht’ b := σ̂∗(β)
je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı forma. Potom

σ̂∗(i/Eβ) = γaifab. (8.79)

D̊ukaz. Pro každé x ∈ pin(p, q) dostáváme i#x(i/Eβ) = −i/E(i#xβ) = 0 a tedy β je horizontálńı.
Necht’ u ∈ Spin(p, q) a označme A := ρ(u) ∈ SO(p, q). Potom můžeme psát

R∗u(i/Eβ) = γaR∗u(iEaβ) = γaiRu−1∗(Ea)R
∗
u(β) = Ab

aγ
aiEb(ζ(u−1)β) = Ab

aγ
aζ(u−1)iEbβ, (8.80)

kde jsme využili (8.62). S využit́ım (8.70) můžeme psát Ab
aγ
a = ζ(u−1)γbζ(u). Dosazeńım

R∗u(i/Eβ) = ζ(u−1)γbiEbβ = ζ(u−1)(i/Eβ). (8.81)

To dokazuje, že i/Eβ je (k−1)-forma typu ζ. Zbývá ukázat vztah (8.79). Připomeňme, že pro každé

m ∈ U máme Ea|σ̂(m) = fha |σ̂(m) = σ̂∗(fa|m)+ vertikálńı vektor. Protože β je podle předpokladu
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horizontálńı forma, můžeme pro všechny X1, . . . , Xk−1 ∈ TmM psát

[σ̂∗(i/Eβ)]|m(X1, . . . , Xk) = [i/Eβ]|σ̂(m)(σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaβ|σ̂(m)(Ea|σ̂(m), σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaβ|σ̂(m)(σ̂∗(fa|m), σ̂∗(X1), . . . , σ̂∗(Xk−1))

= γaa|m(fa|m, X1, . . . , Xk−1)

= [γaifmb]|m(X1, . . . , Xk−1).

(8.82)

Což bylo dokázáti. �

Tvrzeńı 8.5.2. Necht’ (W, ζ) je spinorová reprezentace Spin(p, q). Necht’ β ∈ Ωkζ (S(M),W )

je horizontálńı forma typu ζ. Necht’ ω′ ∈ Ω1(S(M), pin(p, q)) je spinová konexe. Definujeme
operátor /D vztahem

/Dβ := (i/E ◦D)(β), (8.83)

kde D je vněǰśı kovariantńı derivace odpov́ıdaj́ıćı ω′. Potom /Dβ je opět horizontálńı k-forma
typu ζ.

Necht’ σ̂ : U → S(M) je libovolný lokálńı řez. Necht’ σ := ϕ ◦ σ̂ : U → S+(M) je odpov́ıdaj́ıćı
lokálńı řez definuj́ıci pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1 na U . Necht’ b := σ̂∗(β)
je odpov́ıdaj́ıćı lokálńı forma. Potom

σ̂∗( /Dβ) = /Db ≡ γaifa(Db). (8.84)

/D se nazývá Dirac̊uv operátor.

D̊ukaz. Všechno plyne triviálně z předchoźıho tvrzeńı a vlastnost́ı vněǰśı kovariantńı derivace. �

Z hlediska fyziky nás pochopitelně nejv́ıce zaj́ımaj́ı transformačńı vlastnosti lokálńı verze
Diracova operátoru /D. Zaved’me si následuj́ıćı notaci. Necht’ σ̂′ : U ′ → S(M) je jiný lokálńı řez.
Př́ıslušnou kalibračńı transformaci označme jako u : U ∩ U ′ → Spin(p, q).

Tvrzeńı 8.5.3. Necht’ σ̂ : U → S(M) a σ̂′ : U ′ → S(M) jsou dva řezy spjaté kalibračńı
transformaćı u : U ∩ U ′ → Spin(p, q). Potom na U ∩ U ′ plat́ı vztah

/D′ = ζ(u−1)/Dζ(u). (8.85)

Zejména pokud σ̂ : U → S(M) a σ̂′ : U → S(M) zadávaj́ı stejné pole ortonormálńıch pra-

votočivých repér̊u σ = ϕ ◦ σ̂ = ϕ ◦ σ̂′ na U , máme /D = /D′.

D̊ukaz. Necht’ µ ∈ Ωkζ (S(M),W ) je horizontálńı forma typu ζ. Označme m := σ̂∗(µ) a m′ =

σ̂′∗(µ). Z již dokázaných vlastnost́ı vněǰśıch kovariantńıch derivaćı v́ıme, že D′m′ = ζ(u−1)Dm.
Definujme funkci A := ρ ◦ u : U ∩ U ′ → SO(p, q). Necht’ (fa)na=1 a (f ′a)na=1 jsou repérová pole
odpov́ıdaj́ıćı σ̂ a σ̂′. Na U ∩ U ′ plat́ı f ′b = Aa

bfb. Odtud potom

/D′b′ = γaif ′a(D′b′) = Ab
aγ
aifb(ζ(u−1)Db) = (ζ(u−1)γbζ(u))ζ(u−1)ifbDb

= ζ(u−1)(γbifbDb) = ζ(u−1)(/Db).
(8.86)

S přihlédnut́ım k faktu, že na U ∩ U ′ plat́ı b′ = ζ(u−1)b, dostaneme snadno relaci (8.85). Pokud
σ̂ a σ̂′ zadávaj́ı stejné pole ortonormálńıch pravotočivých repér̊u, je u na každé komponentě
souvislosti U rovna ±1. Protože ζ(±1) = ±1W , př́ıpadné vlastnosti, plyne tvrzeńı z (8.85). �
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Pojd’me si nyńı nalézt explicitńı vyjádřeńı Diracova operátoru na lokálńıch spinorových poĺıch
ψ. Budeme předpokládat následuj́ıćı zadaná data:

(i) spinová konexe ω′, odpov́ıdaj́ıćı jednoznačně metrické afinńı konexi na M vzhledem ke g;

(ii) spinorová reprezentace (W, ζ) grupy Spin(p, q);

(iii) volba kalibrace σ̂ : U → S(M) indukuj́ıćı pole pravotočivých ortonormálńıch repér̊u (fa)na=1

na U odpov́ıdaj́ıćı řezu σ := ϕ ◦ σ̂ : U → O+(M);

(iv) souřadnice (xµ)nµ=1 na okoĺı U ;

(v) bázi (Eα)
dim(W )
α=1 reprezentačńıho prostoru W .

K výpočtu budeme potřebovat ještě následuj́ıćı pozorováńı. Jak vypadá přidružená reprezentace
(W, ζ ′) algebry pin(p, q)? Protože (W, ζ) pocháźı z reprezentace ζ asociativńı algebry Cl(p, q), dá
se snadno rozmyslet, že ζ ′ je indukovaná restrikćı ζ na pin(p, q) ⊆ Cl(p, q).

Vstutku, pro každé x ∈ pin(p, q) máme

ζ ′(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ζ(exp(tx)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ζ(
∞∑
k=0

tk

k!
x · · ·x︸ ︷︷ ︸
k krát

) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∞∑
k=0

tk

k!
ζ(x) · · · ζ(x)︸ ︷︷ ︸

k krát

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tζ(x)) = ζ(x).

(8.87)

Že homomorfismus algeber ζ může vlézt i dovnitř nekonečné sumy vyžaduje nějakou práci s
normami, kterou si rádi odpust́ıme.

Necht’ Ψ ∈ Ω0
ζ(S(M),W ) je spinorové pole a σ = σ̂∗(Ψ) př́ıslušná lokálńı verze. Můžeme psát

ψ = ψαEα. Pro každé a ∈ {1, . . . , n} můžeme psát fa = fµa ∂µ pro funkce fµa ∈ C∞(U), kterým
se také někdy ř́ıká vielbeinová pole. Operátory γa ∈ End(W ) rovněž můžeme psát vzhledem k
bázi, tj. γaEα =: γaβα Eβ .

Připomeňme, že lokálńı forma konexe má tvar ω̂′ = 1
2 (Γbcaf

a)mbc, kde Γabc = ηakΓkbc se
źıskaj́ı z Christoffelových symbol̊u konexe ∇ vzhledem k repérovému poli (fa)na=1. Z využit́ım
rovnice (6.22) tedy dostáváme výraz

/Dψ = γaifa(dψ + ζ(ω̂)ψ) = γa(fµa ∂µψ +
1

2
Γbcaζ(mbc)ψ)

= γa(fµa ∂µψ +
1

8
Γbca[γb, γc]ψ)

(8.88)

Vzhledem k tomu, že Γbca = −Γcba, můžeme výraz psát o něco jednodušeji jako

/Dψ = γa(fµa ∂µψ +
1

4
Γbcaγ

bγcψ). (8.89)

Toto je správná forma (lokálńıho) Diracova operátoru v prostorech s netriviálńı metrikou g s
použit́ım obecné metrické konexe ∇.

Př́ıklad 8.5.4. Pro M = R4 a plochou Minkowského metriku η(1,3).

K dispozici máme globálńı pole ortonormálńıch pravotočivých repér̊u ( ∂
∂xµ )3

µ=0. To nám
zadává globálńı trivializaci O+(M) ∼= M × SO(1, 3). Snadno tak můžeme sestrojit prolongaci
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O+(M) v podobě triviálńı fibrace S(M) = M × Spin(1, 3), kde ϕ : S(M) → O+(M) má expli-
citńı tvar ϕ(m,u) := ∂|m · ρ(u), kde ∂|m = (∂0|m, ∂1|m, ∂2|m, ∂3|m).

Potom σ̂(m) := (m, 1) definuje globálńı řez S(M) a σ := ϕ ◦ σ̂ odpov́ıdá právě poli repér̊u
(∂µ)3

µ=0. Druhý řez odpov́ıdaj́ıćı tomuto poli repér̊u je σ̂′(m) = (m,−1). Za metrickou afinńı

konexi ∇ můžeme zvolit Levi-Civitovu konexi odpov́ıdaj́ıćı η(1,3). Taková má ale triviálńı Chris-
toffelovy symboly vzhledem k souřadnicovému poli repér̊u (∂µ)3

µ=0.

Dostáváme tedy očekávanou formulku pro Dirac̊uv operátor: /Dψ = γµ∂µψ.

Nyńı je již snadné vymyslet vhodný účinek pro spinorová pole ψ.

Tvrzeńı 8.5.5. Necht’ (W, ζ) je komplexńı spinorová reprezentace Spin(p, q) na W . Necht’ 〈·, ·〉W
je ζ-invariantńı pseudoskalárńı součin na W . Označme g metriku signatury (p, q) definuj́ıćı fib-
raci O+(M) a S(M).

Necht’ Ψ1,Ψ2 ∈ Ω0
ζ(S(M),W ) jsou spinorová pole Zvoĺıme-li lokálńı kalibraci σ̂ : U → S(M),

m̊užeme definovat ψ1 := σ̂∗(Ψ1) a ψ2 := σ̂∗(Ψ2) a funkci

((ψ1, ψ2))W := ψα1 ψ
β
2 〈Eα, Eβ〉W , (8.90)

kde (Eα)nα=1 je libovolná báze W . Potom ((ψ1, ψ2))W je kalibračně invariantńı a tedy definuje
globálńı funkci, kterou m̊užeme vyintegrovat a dostat pseudoskalárńı součin:

〈〈ψ1, ψ2〉〉W :=

∫
M

((ψ1, ψ2))W · ωg. (8.91)

D̊ukaz. Je-li σ̂′ : U → Spin(p, q) jiná volba kalibrace, máme kalibračńı transformaci u : U ∩U ′ →
Spin(p, q) a vztahy ψ′1 = ζ(u−1)ψ1 a ψ′2 = ζ(u−1)ψ2. Protože je 〈·, ·〉W podle předpokladu
ζ-invariantńı, snadno vid́ıme, že ((ψ1, ψ2))W (m) = ((ψ′1, ψ

′
2))W (m) Pro všechny m ∈ U ∩ U ′. �

Př́ıklad 8.5.6. Uvažujme W = C4 a Diracovu spinorovou reprezentaci Spin(1, 3) z př́ıkladu
(8.4.3). Potom na C4 existuje ζ-invariantńı skalárńı součin definovaný pro ψ1, ψ2 ∈ C4 vztahem

〈ψ1, ψ2〉W := ψ̄1ψ2 = ψ†1γ
0ψ2. (8.92)

Pro hermitovské sdružeńı γ-matic plat́ı relace (γµ)† = γ0γµγ0. Necht’ u ∈ R4 je libovolný
vektor normovaný na ±1, t.j. η(1,3)(u, u) = ±1. Z definice grupy Spin(1, 3) stač́ı ukázat, že
〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2)〉W = ±〈ψ1, ψ2〉. Ṕı̌seme-li u = uae

a, máme

〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2〉W = uaubψ
†
1(γa)†γ0γ

bψ2 = uaubψ
†
1γ

0γa(γ0)2γbψ2

= uaubψ
†
1γ

0γaγbψ2.
(8.93)

S použit́ım standardńıch relaćı mezi γ-maticemi můžeme psát

γaγb =
1

2
{γa, γb}+

1

2
[γa, γb] = ηab1W +

1

2
[γa, γb]. (8.94)

Protože však vysč́ıtáváme přes výraz uaub symetrický v indexech a a b, můžeme na komutátor
zapomenout a dostáváme

〈ζ(u)ψ1, ζ(u)ψ2〉W = uaubη
abψ†1γ

0ψ2 = η(1,3)(u, u) · 〈ψ1, ψ2〉W = ±〈ψ1, ψ2〉W . (8.95)

Obecný element Spin(p, q) je součin u1 · · ·uk, kde η(1,3)(ui, ui) = ±1 a k je sudé č́ıslo.
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